SGA 4

EXPOSE III

FONCTORIALITE DES CATEGORIES DE FAISCEAUX

par J.L. Verdier

Dans 1 5, on a étudié le comportement des catégories de pré-
faisceaux par rapport aux foncteurs entre les catégories d'arguments.
Dans cet exposé, on étend cette étude au cas des sites et des catégories
de faisceaux (n° 1 et 2), Aprés avoir introduit la topologie induite (n® 3),
on aborde au n*® 4 le lemme de comparaison qui jouera un r8le important
dans Exp. IV. Au numéro 5, on étudie, pour le lecteur patient, certains
diagrammes commutatifs 1iés aux catégories localisées (du type C/X).
Dans le théor2me I 5,1 on fait des hypoth2ses de petitesse sur les caté-
gories envisagées, Ces hypothéses ne sont pas, en général , satisfaites
par les sites rencontrés dans la pratique (g-sites). Ceci oblige a quel-

ques contorsions (4.2, 4.3, 4.,4).

1. Foncteurs continus

Définition 1.1. Scient C et C' deux U-sites et u : C —> C' un_foncteur

entre les catégories sous-jacentes, On dit que u est continu si pour tout

faisceau d'ensembles F sur C', le préfaisceau X > F o u(X) ser C est un

faisceau,

Cette notion de continuité dépend a priori de l'univers U pour
lequel les deux sites sont des U-sites. La proposition 1.5 montre qu'elle

n'en dépend pas.
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1.11, Désignons par i : C~—> C* (resp. i' : C'~ —> C'") le foncteur
d'inclusion canonique des faisceaux dans les préfaicceaux., D'aprés la
définition 1.1, le foncteur u est continu si et seulement s'il existe
un foncteur u  : C'™ ~—> €7 tel que l'on ait 1'égalité iug = u¥i!

(avec u*F = Fou (I 5.0)).

Proposition 1.2, Soient C un petit site, C' un U-site et u : C—> C'

un_foncteur entre les catégories sous-jacentes. Les propriétés suivantes

sont équivalentes

i) Le foncteur u est continu.

ii) Pour tout objet X de C et tout crible R > X couvrant X, le morphisme

u,RE—> u(X) est bicouvrant dans C'~ (II 5.2 et I 5.1), (%)

iii) Pour tout famille bicouvrante Hi —> K, 1 €I, de ¢, la famille des

u,Hi —> u,K, i € I, est bicouvrante dans C'",

~

. . s ~ - .
iv) Il existe un foncteur u° : €~ —> €', commutant aux limites in-

ductives et "prolongeant u", i.e. tel que le diagramme de foncteurs

canoniques

soit commutatif 3 isomorphisme prés,

De plus, lorsque C n'est plus nécessairement un petit site,

: . . . : s :
mais un U-site, on a toujours i) <===> iv) et le foncteur u de iv)

~

est nécessairement un adioint & gauche du foncteur u_ : T —>C, et

est par suite déterminé 2 isomorphisme unique prés,

(%) "Couvrant" au lieu de "bicouvrant” ne suffisait pas nécessairement,
cf. exemple 1.9.3 ci-dessous.
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Preuve : La démonstration de i) <===» iv) lorsque C est un U-site sera
faite en 4,2, Supposons C petit, Il est clair que iii)==> ii).

i) => iii) : Soit Hi —> K, i € I, une famille bicouvrante de C*, Pour
tout faisceau F sur C', le préfaisceau u*F (I 5.0) est un faisceau sur C,

Bonc (IT 5.3) 1'application canonique

Hom(K, u*F) ——>]’Tﬂom(1{i ,URF)
i

est bijective. Par adjonction (I 5.1), on en déduit que 1'application

canonique

Hom(u K, T) -———éTTHom(u,Hi,F)
! ; !

est bijective.Par suite (II 5.3) 1la famille u B, ——> uK, i € 1, est
bicouvrante,
ii)===> i) Soient X un objet de C , R X un crible couvrant, F un

faisceau sur C', D'aprés (II 5.3), l'application
Hom(u,X,F) ————— Hom(u,R,F)
est bijective. Par adjonction (I 5.1), on en déduit que 1'application

Hom(X,u¥F) ————3> Hom(R,u¥*F)
est bijective., Par suite u*F est un faisceau.
i) => iv) : Utilisons les notations habituelle a et i (resp, a' et i' )
pour les foncteurs "faisceau associé'et "inclusion dans les préfaisceaux',
Pour tout faisceau G sur C, posons u’G = a'u,i G. Pour tout faisceau F

sur C', on a la suite d'isomorphismes naturels

Hom(G,u _F) — Hom(iG,iusF) = Hom(iG,u¥*i'F) —Hom(u,iG,1'F) ~~Hom(a'u,iG,F),
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(Le premier isomorphisme provient de ce que i est pleinement fidele ;

le deuxidme isomorphisme provient de la définition de ug s les troisiéme
et quatriéme isomorphisme s'obtiennent par adjonction). Par suite ®

est adjoint 2 gauche 2 u,. En particulier u® commute aux limites induc-
tives. Pour tout préfaisceau K sur C et tout faisceau F sur C', on a

la suite d'isomorphismes naturels : Hom(usﬁK,F) - Hom(éK,uSF) —

Hom(K, iu_F) — Hom(K,u*i'¥) = Hom(u,K,i'F) ~= Hom(a'u,K,F) (le troi-
sidme isomorphisme provient de la définition de ug s les autres s'obtien-
nent par adjonction) ; d'olt un isomorphisme fonctoriel usgx — a'u, K.

En particulier, en utilisant cet isomorphisme lorsque K est représentable,

on obtient, compte tenu de I 5.4 3), un diagramme commutatif 3 isomor-

phisme prés

C ————t 5
s
"d __._.__.L____;. ’(\”!

i

ivl=> ii) : Soit h : C —> C* (resp. h': C' —> C'*) le foncteur qui
associe 2 un objet le préfaisceau qu'il représente, Considérons le

diagramme :

i
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Le carré du haut est commutatif(l.4 3))et on a zh =€, , a'h' =€,

Pour tout objet K de C*, on a un isomorphisme canonique (I 3.4) :

lim h{X) — K
—_—
(h{X) = K) € ob(c/K)

s . . .
Comme les foncteursu, , u , a et a' commutent aux limites inductives,

on en déduit des isomorphismes

lim u® ah(%) —_— yf ak ,
-_>

(h(x) = K) € ob(c/K)
lim a' uh(x) —_ a'u,K .
—9 - .

(h(X) -& K) € ob(C/K)

~ 8
On a ush = h'u et, par hypoth2se, on a un isomorphisme a'h'u — u ah, d'od
un isomorphisme :

s ~

uak — a'u K ,

dont on vérifie immédiatement qu'il est fonctoriel en K, Le diagramme

u,
" ———————————3 ('~

|, I

C~ u c' s

est donc commutatif 3 isomorphisme preés. Comme ai est isomorphe au foncteur
identique, on a un isomorphisme w® a'u,i, d'od 1l'unicité de u®. Soit

v ¢ H > K un morphisme bicouvrant de C~. Alors a(v) est un isomorphisme
(IT 5.3) et par suite a'u,{v) (isomorphe 2 usg(v)) est un isomorphisme.

Donc u,{v) est transformé par a' en un isomorphisme, et par suite u,(v)

est bicouvrant (IT 5.3), d'od ii).
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L'assertion supplémentaire, dans le cas C petit, a €té prouvée

en cours de démonstration, cqfd.

s . . -
1.2.1. Le foneteur u~ : ¢~ —— C'™ de 2.2 iv) pourra s'interpréter
souvent comme un foncteur "image réciproque" par un 'morphisme de topos"
C'Y —— C™, cf. IV 4.9. Ses propriétés sont résumées dans la proposition

suivante :

Proposition 1.3. Soit u : C —> C' un foncteur continu entre un petit

site C et un U-site C' .

s . 5
1) Le foncteur u est adjoint 3 gauche au foncteur u -

. . . s .
2) On a un isomorphisme canonique u” = a'u,i

. . . s
3) On a un isomorphisme canonique u a &2 a'u,

S P . .
4) Le foncteur u commute aux limites inductives.

S

5) Lorsque le foncteur u, est exact 3 gauche (cf, I 5.4 4)), le foncteur

. B ]
u l'est aussi. Plus généralement le foncteur u commute aux types de

limites projectives finies auxquels le foncteur u, commute,

Preuve : Les assertions 1), 2), 3), 4) ont été prouvées en cours de
démonstration de 1.2, L'assertion 5) résulte de 1'isomorphisme 2), compte
tenu de ce que i commute aux limites projectives et de ce que a' commute

aux limites projectives finies (II 4.1).

Remarque 1.4. En combinant I 5.4 3) et 1.3 3) on obtient un djagramme :

C _____.L_I__....__.; C'

ool

¢ > "

a J, E'l

¢~ ————st
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olt le carré du haut est commutatif et le carré du bas commutatif a
isomorphisme preés, Mais les foncteursa, a', u, , u® ne sont définis qu'a
isomorphisme prés, Le lecteur pourra vérifier qu'on peut choisir les
foncteurs a, a' et u® de fagon que

1) Les foncteurs composés ah et a'h' soient injectifs sur les
ensembles d'objets;

2) le diagramme

C——“B—-‘—‘9C'

ah L g'h'L
s

~ u ~
¢ ————>C'
soit commutatif.
Plus précisément, on peut choisir les foncteurs a et a' de fagon

a4 remplir la condition 1). Les foncteurs a et a' étant choisis, on peut

choisir le foncteur u® de facon A remplir la condition 2),

Proposition 1.5. Scient U C V deux univers, C et C' deuxU-sites, u : C > ('

un foncteur entre les catégories sous-jacentes. Alors u est continu rela-

tivement 2 U si et seulement s'il est continu relativement 3 V. De plus,

2 P . s
lorsque u est continu, désiznons par UU

(resp. us) le foncteur entre

catégories de U-faisceaux (resp. V-faisceaux) introduit en 1.2 iv). Alors

le diagramme
oS
~ U ~
———‘—_——-—9 13
CU o u
(1.5.1) 1
o
Y —————— 1~
Cy oy
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ol les foncteurs verticaux sont les foncteurs d'inclusion canoniques,

est commutatif 3 isomorphisme canonique prés,

Preuve, Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ot C est U-petit,
Le cas général sera démontré en 4,3. Il ect clair que si le foncteur u®
transforme tout V-faisceau sur C' en V-faisceau sur ¢, il transforme tout
U-faisceau sur C' en U-faisceau sur C. Supposons que u¥ transforme tout

U-faisceau sur C' en U-faisceau sur C, Notons Cac—~€> g (resp. cy > Cé‘)

les catégories de U-préfaisceaux et V-préfaisceaux, LN et 24 les
foncteurs'image réciproque" pour les U-préfaisceaux et les V-préfaisceaux

respectivement, On a un diagramme commutatif (cf, la construction explicite

de u, dans I 5.1)

~ U '~
CH C_
¢
u
- vl
e T e S LKad
CV CV

Les foncteurs d'inclusion des U-préfaisceaux dans les V-préfaisceaux
sont pleinement fidéles et commutent aux limites projectives., Il résulte
alors de (TI 5.1 i)) qu'un morphisme bicouvrant de U-préfaisceaux est
un morphisme bicouvrant de V-préfaisceaux. Soit alors R < X un crible

couvrant un objet X de C, D'apreés 1.2 ii), le morphisme u R —>

!X
est bicouvrant, Utilisant la commutativité de (¥) et ce qui précade,

on en déduit que le morphisme ule —> ule est bicouvrant, Par suite

(1.2), le foncteur u* transforme les V-faisceaux sur C' en V-faisceaux
sur C. La commutativité de 1.5.1 résulte alors de la commutativité de (%),

de 11 3.6 et de 1.3 2).
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Proposition 1.6. Soient C et C' deux U-sites, u : C — C' un foncteur

entre les catégories sous~jacentes, Considérons les conditions

i)  u est continu (cf, 1.1 et 1.2).

ii} Pour tout famille couvrante(xi —> X),i€I, de T, 1la famille

(X, —> uX), i€X, de C', est couvrante.

Cn a2 l'implication i)=—> 1ii).

Supposons que la topologie de C puisse 8tre définie par une prétopologie

(%)
T {II 1.3) et que le foncteur u commute aux produits fibrés, Alors les

conditions i) et ii) sont équivalentes et sont équivalentes A la con-

dition suivante

iii) Le foncteur u transforme les familles couvrantes de T en familles

couvrantes de C',

En particuliexr, supposons que dans C les produits fibrés soient

représentables et que le foncteur u commute aux produits fibrés. Alors

les conditions i) et ii) sont équivalentes.

Preuve. Montrons que i) ==> jii). Soit Xi —> X, i€I, une famille couvrante
de G, Pour tout faisceau F sur C', u*F est un faisceau. Par suite, 1'ap-
plication

Hom(X, u¥F) —> Ii'Hom(Xi,u*F)

est injective (II 5.1). D'ol une application injective
Hom(u!X,F) —_— YZTHom(u!Xi,F) .
Donc la famille u X, —> u,X, i€I, est couvrante dans C' (11 5.1).
Toute famille couvrante de la prétopologie T est une famille

couvrante de C, d'od ii) ==> iii). Montrons que iii) ==> i). Soit X un

(%) En fait, il suffit que n commute aux produits fibrés intervenant dans
les changements de base pour des morphismes provenant de famille cou-
vrantes pour T
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ocbjet de C et Xi —> X, i€I, une famille couvrante de Cov(X) (II 1.3).
Les morphismes Xi —> X sont quarrables et le foncteur u commute aux
produits fibrés. Par suite, les produits fibrés u(Xi)xu(X)u(X,) sont
représentables et canoniquement isomorphes 2 u(X, XXX ). Soit F un

faisceau sur C', Alors le diagramme d'ensembles :
Flu) —> TTr(x ) === T7 Fu(X %X )
i i,}

est exact ( IT 2.1, I 3,5 et I 2.12 ). Par suite le diagramme

d'engembles

u¥F(X) ——éTTa r(x ) —=3 Wu F(X, >5<X )

est exact, Donc u®F est un faisceau (II 2.4), d'ou i), La dermidre asser-
tion de 1,6 résulte de ce qui précéde et du fait que, lorsque les produits
fibrés sont représentables dans C, toutes les familles couvrantes de C (l)
définissent sur C une prétopologie dont la topologie associée est la

topologie de C,

Proposition 1,7. Soient C un petit site, C' un U-site et u : C —> C'

un foncteuxr continu, Soit Y une structure algébrique définie par limites

projectives finies, telle que dans 1a catégorie des Y-objets de U-Ens

les U-~limites inductives soient représentables (2). On utilise les

notations de la proposition II 6.4 . Le foncteur ug commute aux limites

projectives et par suite définit un foncteur UZ : C;“ —_— C';” . Le

foncteur uz admet un adjoint & gauche u$ qui posséde les propriétés suivantes

1 . .
{7) indexéespar les ensembles appartenant 2 un univers convenable,

2 . .
(") On pest montrer en fait que cette condition est toujours satisfaite,
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1) On a un isomorphisme canonique u, —> 3|Y UY,lY, et uY commute

Y
aux limites projectives finies auxquelles uY' commu te,
N . s ~
2) On 2 un isomorphisme canonique uy EY —> E'Y u;,

S c. . .
3) Le foncteur uY commute aux limites inductives.

&Yy Si u® est exact 2 gauche, le diagramme (notation de IL 6,3.0)
s
c”~ —l—-—‘>C'~

esj i esj' L

~

C —_u_.__ecl'v

ce s s . N s
est commutatif 3 isomorphisme prés et le foncteur uY est exact.

5) Supposons_que le foncteur esj”~ <(resp. esj" ) posséde un adjoint a

gauche Lib™ (resp. Lib'™ ) (II 6.5). On_a un isomorphisme canonique

uf( Lib~ > Lib' ~u°.

De plus, lorsque C n'est pas nécessairement un petit site mais

. - S . :
un U-site, le foncteur UX admet un adjoint a gauche uY . Enfin si V est

. . 8 s . A
un univere contenant U et si uY U (resp. uY X) désipgne 1'adjoint 2

cauche de ug relativement & 1'univers U (zesp. V), le diagramme suivant,

egnalogue au diagramme 1.5.1

S
u .
~ —_—xy
Sy E'Yg
(1.7.1) 1 1
s
« urV ~,
—*__._.’__._.__9.
YV ¢ Yv

est commutatif 34 isomorphisme canonique prés.

Preuve. La démonstration, dans le cas ot C est un petit site, est laissée

au lecteur, Elle sera complétée en 4.3 dans le cas ol C est un U-site.
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Notation 1.8. Nous emploierons dorénavant la notation u, pour désigner
le foncteur u: . Cette notation ne risque pas d'apporter de confusion,
car le foncteur ug (défini sur les faisceaux d'ensembles) commute aux
limites projectives finies,

De méme, lorsque us est exact & gauche, nous emploierons la
notation u® pour désigner le foncteur u$ . Cet abus de notation est jus-

tifié par 1.7 4) .

Exemple 1.9.1. Soit X un petit espace topologique. Désignons par Ouv(X)
la catégorie des ouverts de X (les objets de Ouv(X) sont les sous-ensembles
ouverts de X, les morphismes de Ouv(X) sont les inclusions) munie de la
topologie canonique. Une famille(Ui C U), i€I, est couvrante si et seu-
lement si les ouverts Ui recouvrent U (II 2.6). Les faisceaux d'ensem-
bles sur Ouv(X) sont donc les faisceaux d'ensembles au sens de [TF].
Soit £ ¢ X —>Y une application continue. On en déduit un foncteur

g1 : Ouv(¥) — Ouv(X) : pour tout ouvert U de Y, f_l(U) est 1'image
réciproque de U par 1l'application f. Le foncteur f_l est un foncteur
continu (1.5), Le foncteur f;l : Ouv(X) 7—> Ouv(Y) “est le foncteur
image directe pour les faisceaux,au sens de [TF). Le foncteur

is ~ ~
)7t Oouv(Y) T——> Ouv(X)” est le foncteur image réciproque pour les

(£
faisceaux au sens de [TF]. Le foncteur (f_l)s commute aux limites

projectives finies, grace & 1,3 5).

Exemple 1.9.2. Soient X un espace topologique et Y &> X un ouvert de X.
Tout ouvert de Y est un ouvert de X, d'ot un foncteur @ : Ouv(Y) - Ouv(X}.

Le foncteur ¢ est continu (1.6), Le foncteur @S 1 Ouv(X) T—> Ouv(Y) ” est

276



- 13 - III

. s
le foncteur "restriction 4 Y". Le foncteur @ab

I 1.7) est le foncteur "prolongement par zéro en dehors de Y " introduit

. ~ ~
: Ouv(Y)ab —_— Ouv(x)ab (11 6.3.3,

dans [TF). Le foncteur 3° : Ouv(Y) ™ —> Ouv(X) ™~ (1.3) est analogue au
foncteur "prolongement par zéro" 3 pour tout faisceau H sur Y et tout
point y€Y, la fibre en y de QSH est canoniquement isomorphe & la fibre
en y de H ; pour tout point x€X, xfY, la fibre en x de 5] est vide.

Le foncteur 3° est appelé le foncteur "prolongement par le vide en
dehors de Y". Le foncteur ¢° commute aux produits fibrés et aux produits
finis sur un ensemble d'indices non vide, mais il ne transforme pas

l'objet final de Ouv{¥) ™ en 1'objet final de Ouv(X)™ .

Exemple 1.9,3. Soient C et C' deux petits sites, u : € ~—> C' un foncteur
entre les catégories sous-jacentes qui transforme toute famille couvrante
de C en famille couvrante de C', Le foncteur u n'est pas continu en général
(cf, cependant 1.6), Voici un contre-exemple. Soit S un ensemble de
cardinal infini de l'univers U, et C la sous-catégorie pleine de la catégorie
des ensembles, dont les objets sont les sous-ensembles finis, non-vides,

de S. On munit C de la topologie canonique. On remarquera que les familles
couvrantes de C sont les familles surjectives d'applications et que les
familles couvrantes ne sont pas vides. On remarquera de plus qu'iln'y a,

&4 isomorphisme prés, que deux faisceaux constants sur C : le faisceau

de valeur 1'ensemble vide et le faisceau de valeur l'ensemble 3 un élément.
Posons C = C' et soit u : C —> C' un foncteur constant., Le foncteur u
transforme les familles couvrantes de C en familles couvrantes de C', Le
foncteur u n'est pas continu. En effet, comme les préfaisceaux représen-

tables de C' sont des faisceaux, pour tout objet X de C', il existe un
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faisceau T sur G' tel que le cardinal de 1'ensemble F{X) soit 2 2, et

par suite le préfaisceau u¥F n'est pas un faisceau,

2. Foncteurs cocontinus

Définition 2.1. Soient C et C' deux U-sites et u : C —> ¢! un foncteur

entre les catégories sous-jacentes, On dit que u est cocontipu s'il

posséde la propriété suivante :

(£0C) Pour_tout objet Y de C et pour tout crible couvrant RC— u(Y),

le crible de Y engendré par les flaches Z — Y telles que u(2) — u(Y)

se factorise par R, couvre Y.

Proposition 2.2, Soient C un petit site, C' un U-site et u : C —> ('

~
un foncteur entre les catégories sous-jacentes. Notons u, : C* —> C'"

le foncteur adjoint 3 droite au foncteur F > Fou = u*F (I 5.1). Le

foncteur u est cocontinu si et seulement si pour tout faisceau G sur

N
€, u,G est un faisceau suxr C' .

Preuve. La condition est suffisante, Supposons que pour tout faisceau

G sur C, le préfaisceau G*G soit un faisceau, Soient Y un objet de C

et R“> u(Y) un crible couvrant. On a un isomorphisme

Hom(u{Y), uy,G) ~~> Hom(R,u,G), d'ok par adjoinction (I 5.1) wun iso-
morphisme  Hom(u¥ou(Y),G) 5 Hom(u*R,G). On en déduit (II 5.3) que le
morphisme O*R — G*u(Y) est bicouvrant. Mais le foncteur 0¥ commute aux
limites projectives et par suite le morphisme 0*R —> w*u(Y) est un
monomorphisme. C'est donc un monomorphisme couvrant. D'autre part on

2 un morphisme canonique ¥ =3 (*u(Y) déduit du morphisme d'adjonction
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id, —> u¥u, (I 5.4 3)). Faisons alors le changement de base Y —E= g*u(¥).

.

On obtient un crible couvrant Y :
~y )
uTR % u*u(Y)Y Y ’

et lorsqu'on cherche les fl2ches Z = Y qui se factorisent par ce crible,

on obtient le crible décrit par la propriété (COC).

La condition est nécessaire : Soient S un objet de C' et

R & S un crible couvrant S, On doit démontrer que pour tout faisceau

G sur C on a un isomorphisme

Hom(S,u,6) ——> Hom(R,uyG)
Utilisant alors la proposition II 5.3 et les isomorphismes
d'adjonction, on voit qu'il suffit de démontrer que le monomorphisme
G*R —3 u*S est couvrant, Pour cela, il suffit de démontrer (II 5.1)

que pour tout changement de base Y —> u¥*S le crible U*R x-,.Y est

u*s
couvrant, {Y objet de C), Mais, d'apres les propriétés des foncteurs
adjoints et I 5.4 3), le morphisme Y ~—> u*S se factorise par

v s U*u(Y) —> %S, et par suite le crible u*R Xosg¥ ¢ Y est le
transformé par le changement de base Y LN G*u(Y) du monomorphi sme
R XG*SG%U(Y)C"S—> u*u(Y). Or le foncteur u* commute aux limites
projectives,et par suite le monomorphisme q est le transformé par u¥
du crible R xsu(Y) = u(Y), qui est couvrant. L'hypothdse (COC)nous

permet alors de dire que le crible uw™*R X Y—> Y est couvrant, cqfd.

*3

Proposition 2.3. Soient € ¢t C' deux U-sites et u : ¢ — €' un foncteur

~ ~~ ~
cocontinu, Notoms u¥ : C' —3 € le foncteur u¥ = au¥i', oi a désigne

le foncteur "faisceau associé" pour €', u* le foncteur Fp—> Fou, i' le
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~
foncteur d'inclusion C' —> C'~.

1) Le foncteur u¥ commute aux limites inductives et est exact,

2) On a un isomorphisme canonique u*a' == au¥, ot a' désigne le foncteur

"faisceau associé" pour C'",

3) Le foncteur u¥ admet un adjoint 3 droite u, + C —> C'. Lorsque C

est petit, le diagramme

Uy
¢~ ———————— !
. L
(2.3.1) * *
Uy
c” c'~ ,

oft_le foncteur du bas est adjoint 2 droite au foncteur u* (I 5.1), est

commutatif 3 isomorphisme canonique prés,

4) Soit ¥ O U un univers, Notouns Uy CGV —_— Eﬁ (resp. Uy C;’—é-CG

le foncteur adjoint 2 droite relatif 3 1'univers U (resp. V) dont 1'exis-

tence est affirmé dans 3). Le diagramme

Ys
~ )8} 1)
‘v X
(2.3.2)
Uy
~ 3 =
‘v “

est commutatif 3 isomorphisme prds,

Preuve, Les assertions 1) et 2) résultent immédiatement de II 3.4, L'assertion
3), lorsque C est petit, résulte de 2.2. Lorsque C est un U-site, elle

sera démontrée en 4.4, L'assertion 4), lorsque C est petit, résulte de
1'assertion de commutativité analogue lorsque les topologies sur C et C'

sont chaotiques et de I 3.5. Lorsque les topologies sur C et C' sont
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chaotiques,la commutativitd de (2.3.2) se voit immédiatement sur la

description explicite de u, (I 5.1),

2.4, TNous ne développerons pas ici les considérations relatives aux
Y-objets des catégories de faisceaux, Il nous suffira de remarquer que

les foncteurs u® et uy introduits dans ce numéro commutent toujours

aux limites projectives finies (contrairement & ce qui se passait dans

le numéro précédent pour le foncteur u®). Par suite ils se prolongent
naturellement en des foncteurs définis sur les Y-objets, qui sont adjoints
1'un de 1'autre et qui commutent aux foncteurs'"faisceau d'ensemble
sous-jacent”, Nous ferons les abus de notations signalés en 1.8, con-

sistant & noter par u¥* et u, les prolongements aux Y-objets,

v
Proposition 2.5, Soient C et C' deux U-sites et C ==X C' un couple
u

de foncteurs, ol v est adjoint 3 gauche de u, Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

i) Le foncteur u est continu.

ii) Le foncteur v est cocontinu.

De plus, sous ces conditions équivalentes, on a des isomorphismes canoniques

~ 8 . s .
v* = u”, En particulier, le foncteur u commute aux limites

3 g?

projectives finjes,

Preuve. La propriété pour un foncteur d'8tre continu ou cocontinu ne
dépend pas de l'univers U pour lequel C et C' sont des U-sites (c'est
immédiatement dans le cas d'un foncteur cocontinu,et cela résulte de 1.5
dans le cas d'un foncteur continu), On peut donc, quitte 2 augmenter
l'univers, supposer que C et C' sont petits. La proposition résulte alors

de 2,2 et I 5.6,
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Proposition 2,6, Soit u : C — C' un foncteur continu et cocontinu entre

deux U-sites. Alors le foncteur u¥ : C'7 —3> €™ (2.3) commute aux U-limites

inductives et projectives, Notons u, : C~ —> C'" et u, : C7 —> '

.

les foncteurs adjoints 2 u™ A gauche et 3 droite respectivement. Le

foncteur u, est pleinement fidéle si et seulement si le foncteur u, est

pleinement fid¢le. Lorsque u est pleinement fidele, u, est pleinement

fidele et la réciproque est vraie lorsqueles topologies de C et C' sont

moins fines que la topologie canonique,

Le foncteur u* admet un adjoint 2 droite uy (2.3) et un adjoint
3 gauche u, (1.2), Le foncteur u¥* commute donc aux limites inductives
et projectives (I 2,11). Le fait que le foncteur u, soit pleinement
fidele si et seulement si le foncteur uy est pleinement fid2le est une
propriété générale des foncteurs adjoints (I 5.7.1). Lorsque u est
pleinement fidéle, le foncteur u, : Ca - C'; relatif aux V-préfaisceaux,
pour un univers V assez grand, est plZinemeng-fidéle (1 5.7). Par suite
le foncteur uy : €~ —> C' est pleinement fidele en vertu de la commu-
tativité de (2.3.1) et (2,3.2),, donc u, est pleinement fid2le d'aprés
ce qui précdde, La réciproque se déduit de 1'existence du diagramme

commutatif 1,2 iv), compte tenu du fait que les foncteurs €, et €,, sont

C c'

pleinement fideles lorsque les topologies sont moins fines que la topo-

logie canonique, cqfd,

Exemple 2,7, Avec les notations de 1,9.2, le foncteur

% : Ouv(y) — Ouv(X)

est continu (1.9.2) et cocontinu (2,2), De plus, soient i : Y —> X
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1'injection canonique et 17 Ouv(X) —> Ouv(Y) le foncteur qu'elle

permet de définir (1,9.1). Le foncteur i est adjoint & drolte au foncteur &,

On a donc une suite de trois foncteurs adjoints :
S -
%" , @

o, 8,

3. Topologie induite

3.1, Soient C' un site, C une catégorie et u : C — {' un foncteur,
Pour tout univers U tel que C' soit un U-site et C une U-petite caté-
gorie, désignons par fu la plus fine parmi les topologies T sur C qui
rendent u continu (1.1)—._ (Une telle topologie existe grace a 11 2,2),
La topologie QGU ne dépend pas de 1l'univers U. En effet, si VO U est
un vnivers on a-?;’;’U = ‘gv (1.1 et 1.5). La topologie "@U est appelée

la topologie induite sur C par la topologie de C' au moyen du foncteur u (1).

Propositicn 3.2. Soient C une petite catéporie, C' un U-site, u : C > C'

un fonciteur, %5 la topologie sur C induite par u. Soient X un objet de

Cet R—>X un crible de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le crible R X est couvrant pour .

ii) Pour tout changement de base Y — X, ol Y est un objet de C, le

morphi sme u,(RxXY) —3> u(Y) est bicouvrant dans C'" (II 5.2).

Preuve, i) ==> ii) résulte del’axiome (T1) des topologies et de 1.2.

ii) ==> i) : Pour tout faisceau F sur C', 1'application

1
(7) Lorsqu'aucune confusion n'en résulte cette topologie est appelée la
topologie induite sur C par la topologie de C',
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Hom(Y, u*F) ———> Hom(Rx, Y,u*F)
est isomorphe, par adjonction (I 5.1), & 1'application
Hom(u(Y),F) ~—> Hom(uf(RﬁY),F)
qui est bijective (II 5.3), Par suite (II 2.2) le crible RS- X est

couvrant pour 95 ,

Corollaire 3.3. Soient C' un site, C une catégorie, u : C —> C' un faisceau,

& la topologie sur C induite par la topologie de C' . Soit (Xi —X) i€ 1

une famille de morphismes quarrables de C et supposons que u commute aux Pro-

(%)

duits fibrés . Les propriétés suivantes sont équivalentes

i) La famille Xi —>X, i€ 1, est couvrante pour G .

i1) La famille (u(Xi) —>3 u(X)) , i € T, est couvrante.

Preuve. i) =% ii) résulte de 1,6,
ii)==> i) :; Soit U un univers tel que C soit U-petite et C' un U-site.

Soit RS X le crible engendré par les X, —> X, Le préfaisceau R est

i
le conoyau du couple de flaches (I 2,12 et I 3.5)

—
LLX 2K, >1LX,
i,j3 i

(1a somme directe est prise ici dans C°), Comme le foncteur u, commute
aux limites inductives (I 5.4), le préfaisceau u,R est le conoyau du

couple de fléches
—_—
7}_Lju(xias(xj) _——)ﬁiu(xi) .

Comme le foncteur u commute aux produits fibrés, le préfaisceau u,R est

le conoyau du couple de fléches

(%) En fait, il suffit que u commute aux produits fibrés de la forme XixXX'
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———p
i.Ll;]u()(i)xu(X)u(Xj) _....,.l;u(xi) s

et par suite u,R > u(X) est un crible de u{X) engendré par les

U(Xi) ~—> u(X) , i€I. Utilisant encore une fois le fait que u commute aux
produits fibrés, on montre que pour tout changement de base Y —> X , oil
Y est un objet de C, u!(RxXY) —> u(Y) est un crible de u(Y) engendré

par les u(Xi)xu(x)u(Y) —> u(Y), i€I. Comme la famille u(Xi) —> u(X),

i€I, est couvrante, la famille u(Xi)x u(y) —> u(y), i€1, est

u(X)
couvrante, Donc u,(Rx,Y) —> u(Y) est un crible couvrant et par suite
' P

(3.2) R —> X est couvrant pour ¢ , cqfd,

Corollaire 3.4, Soient C' un U-site, C une sous-catégorie pleine de C',

u: C—> C' le foncteur d'inclusion. On suppose que les produits fibrés

sont représentables dans C et que u commute aux produits fibrés. Les

conditions suivantes sont équivalentes

1) a) Pour tout objet X de C, toute famille couvrante(Yj —> X), j€J,

de C' est majorée par une famille couvrante Xi — X, i€I, ou les Xi

sont des objets de C.

b) Il existe un petit ensemble G d'objets de C, tel que tout objet

de C soit but d'une famille couvrante dans C' de morphismes dont les

sources sont dans G .

ii) La topologie induite par la topologie de C' est une U-topologie (I 3.0.2)

et le foncteur u est continu et cocontinu pour cette topologie.

Preuve, Résulte immédiatement de 3.3 et 2.1,

285



- 29 - ITI

Proposition 3.5. Soient C un U-site et €c 1 C— CY le foncteur canonique

(I 4.4.0). Munissons C™ de la topologie canonique. Alors la topologie du site

C est_la topologie induite par la topologie de C™.

Preuve. Les familles couvrantes de C¥ pour la topologie canonique sont les familles
épimorphiques effectives universelles (IT 2.5), i.e. (II 4.3) les familles épimor-

phiques. Soit T la topologie du site C et C€U la topologie la plus fine des tope-

logies T' sur C telles que pour tout faisceau F sur C~ , F o € soit un faisceau

pour T' . Il suffit de montrer que T =6 , car alors ‘gU est une U~topologie et

par suite (G’U est la topologie induite.

A) La topologie T est plus fine que ‘lfU : Soit (Xi ———>X) , 1€ I , une famille

couvrante de qu . Alors pour tout faisceau ¥ sur CV , F(EC(X) —_— F(EC‘(Xi))
i

est injective et par suite (II 5.2) (s:CXi — > e X) , i€1, est couvrante pour la

C
topologie canonique de CV , donc (II 5.2) (Xi — > X) , 1€1I , est couvrante pour T
B) La topologie T est moins fine que CGU : I1 suffit de montrer que €c ¢ cC —cV
est continu (1.1). Or on démontrera en IV n° 1 que tout faisceau sur C™ est repré-

sentable et par suite, pour tout faisceau F sur CV, F EC est un faisceau sur
C . (On n'utilisera pas 3.5 jusqu'a IV 1).

Notons deux résultats qui seront utilisés en VI 7.

Proposition 3.6. Soient (Ci)iGI une famille de sites, C une catégorie et pour

tout i € I y U Ci —> C un foncteur, "1«. un univers tel que les catégories Ci et

C soient U-petites. Il existe une topologie ‘€U sur C qui est la moins fine des to-

pologies pour lesquelles les ui soient continus. La topologie %U ne dépend pas de

l'univers U pour lequel les catégories considérées sont petites.

La derniére assertion de 3.6 résulte de 1.5.
S8oit T wune topologie sur C . Alors les foncteurs u; sont continus si et

seulement si pour tout i € I et pour tout crible couvrant R&“—X d'un objet X de

286



~ 22 bis -~ IIT

Ci , le morphisme
u, () —>u ()
1 3 1

de C est bicouvrant (1.2 (ii)). Donc 3.6 est une conséquence du

Lemme 3,6,1 Soient C une petite catégorie, (ui : Fi —> Gi) ) une famille de

€1

a

fleches de C , Alors il existe sur C une topologie la moins fine parmi celles qui
rendent les morphismes u, couvrants (resp. bicouvrants) (II 5.2).

Dire que u : F —>» G est couvrant pour une topologie donnée T signifie que
pour toutes fleche X —> G , avec X €0b C , la fléche FxGX —> X correspondante
est couvrante, ou encore que la famille des fleches X' —> X de C qui se factori-
sent par la fléche précédente est couvrante. Le fait qu'il existe une topologie la
moins fine parmi celles pour lesquelles les ui : Fi 4 G_l sont couvrants résulte
donc de I 1.1.6, d'olr 1'assertion non respée de 3.6.1. L'assertion respée s'en dé-
duit, en se rappelant qu'un morphisme u : F =D G est bicouvrant si et seulement

si les morphismes u : F —> F et diag : F —> FxGG sont couvrants.
u

Proposition 3.7. Soient (Ci) ;€7 uwoe famille de sites, C une catégorie, pour tout
i€r1, u, Ci —> C un foncteur, et (li un univers tel que les catégories Ci et
C soient U-petites. I1 existe une topologie %U qui est la plus fine pour laquelle

les u, sont cocontinus , La topologie EU ne dépend pas de l'univers U pour lequel

les catégories considérées sont petites.

Soit U un univers pour lequel les catégories considérées sont petites. Les
foncteurs u, sont cocontinus pour une topologie € de C si et seulement si pour
tout i€ I et tout faisceau F sur Ci le préfaisceau ﬁi*F est un faisceau pour
€ (2.2). I1 en résulte que la +topologie ZU est la topologie la plus fine pour
laquelle les préfaisceaux ﬁi* F,i€I,F€ob Ci , sont des faisceaux (II 2,2).

La derniére assertion résulte de 2.2.
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4, Lemme de comparaison

Théordme 4.1 (lemme de comparaison)., Soient C une petite catégorie, C'

un site dont la catégorie sous-jacente est une U-catégorie et u : C -> C'

un_foncteur pleinement fidéle, Munissons C de la topologie induite par u

(3.1), Considérons les propriétés :

i) Tout objet de C' peut 8tre recouvert par des objets provenant de C.

ii) Le foncteur F}—3 Fou induit une équivalence de catégories de la

catégorie des faisceaux sur C' dans la catégorie des faisceaux sur C.

On_a toujours i) => ii). Lorsque C' est un U-site et lorsque

la topologie de C' est moins fine que la topologie canonique, on_a

ii) = i),
4.1.1, Démontrons d'abord i) == ii), La démonstration se fait en deux pas.

Premier pas. Pour tout préfaisceau H de C'~ le morphisme d'adjonction

~

© : uu¥g —>H (I 5.1) est bicouvrant (II 5.3) et le foncteur ug =T

(1.1.1) est pleinement fidetle,

Soit C/H la petite catégorie dont les objets sont les objets
Y de € muni d'un morphisme u(Y) —> H,et dont les morphismes sont les
diagrammes commutatifs :

w(y) —2m 5 v

\

H

On a u*H = lim Y (I 3.4) et par suite (I 5.4) u,u™i = lim u(Y).
Yéoba/ﬂ ) Y€0bt/ﬂ

Le morphisme d'adjonction est le morphisme évident qui résulte de la

description de u,u™H comme limite inductive. Le morphisme ¢ possidde la

.
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propriété suivante : (¥) Pour tout objet Y de C, tout morphisme m : u(Y) > H
se factorise de manidre unique en le morphisme canonique a(m) : u(Y) = u!u"'“H
et le morphisme ¢ , Il résulte immédiatement de i) que le morphisme ©

est couvrant (II 5.1), montrons qufil est bicouvrant, Soient

P;q : Z —= u,u¥H deux morphismesd'un objet Z de C' dans H' tels que

>

®p = ¢q , Pour tout objet Y de C et tout morphisme n : u(¥) —> Z, on

a wpn = qn, La propriété (*) entratne alors que pn = qn, et comme les
u(Y) recouvrent Z, le noyau de (p,q) est un crible couvrant Z, Le mor-
phisme ¢ est donc bicouvrant (IT 5.3). Pour tout faisceau H sur C',

u*H est un faisceau sur C noté u_H (1.1.1). On a de plus usus}i = é'u,'usH
(1.3), et le morphisme d'adjonction ususH - H s'obtient en appliquant le
foncteur "faisceau associé" au morphisme @ : u,u¥H — H. Par suite

(11 5.3) le morphisme d'adjonction usuSH —> H est un isomorphisme.

Done u_ 71— T est pleinement fidele.

~

N . s ~
Deuxiéme pas. Le foncteur u est cocontinu et le foncteur u~ : C° > C!

~

—> C7 est une équivalence,

(1.2) est pleinement fiddle. Par suite ug c'
Soient Y un objet de C et i : R“—=> u(Y) un crible couvrant. Comme le

foncteur u¥ commute aux limites projectives (I 5,5) le morphisme

v#(i) ¢ u¥(R) &> u*u(Y) est un monomorphisme. Comme u est pleinement fid2le,
on a ufu(Y) =Y, d'ot un crible de Y, u*(i) : u*(R) —> Y. Pour montrer

que u est cocontinu, il suffit de montrer que u¥®(i) : u¥(R) &> Y est

un crible couvrant pour la topologie induite sur ¢ (2,1). Pour cela,

il suffit de montrer (3.2) que pour tout changement de base m : X —> Y,

le morphisme u,(u*(R)XYX) —> u(X) est bicouvrant, Mais comme u¥* commute
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. it » = g*

aux limites projectives, on a u (R)XYX u (qu(Y)U(X)) et qu(Y)u(X)

est un crible couvrant X. Il suffit donc de montrer que pour tout objet Y
de C et tout crible couvrant i: R <> u(Y), le morphisme de

u,u¥*(i)

cre u,u#(R) ———> u(Y), est bicouvrant, Or ce morphisme se factorise

s
en le morphisme d'adjonction u,u®(R) —> R, qui est bicouvrant (premier
pas), et le monomorphisme R <= u(Y) qui est couvrant. Il est donc
bicouvrant {II 5.3)., Ceci montre que u est cocontinu, Comme u est continu
et pleinement fidale, il résulte de 2.6 (utilisé dans le cas ou C est petit)
que u® (noté u, dans 2,6) est pleinement fidéle. Comme o’ et u  sont

adjoints 1'un de 1'autre et qu'ils sont pleinement fid2les, ce sont des

foncteurs quasi-inverses et par suite u, est une équivalence.

4.1.2. Démontrons malntenant que ii) ==> i), Les objets Y de C forment
une famille génératrice de C~ (II 4.10) et par suite, pour tout objet
X de C', il existe une famille épimorphique (dans C7) v, s Yy - uX,

i€I, On a usu(Yi) =Y, et, le foncteur ug &tant une &quivalence de

i
catégories, on a v, = us(xi)’ ol les w, : u(Yi) —3> X forment une

famille é&pimorphique de €'” . Il résulte alors de IT 5,1 que la famille

LA u(Yi) —> X, i€I, est couvrante,

4,2, Fin de la démonstration de 1,2,

Soient G une sous-catégorie pleine de C dont les objets forment
une petite famille topologiquement génératrice de C (II 3.0.1). Munissons
G de la topologie induite par le foncteur d'inclusion i : ¢ —> C (3.1
Le foncteur (uoi)s = 1 ou, (1,1.1) admet un adjoint & gauche d'aprés la

premiére partie de la démonstration de 1,2, Comme is est une équivalence
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s
de catégories (4.1), le foncteur u admet un adjoint i gauche u et on

. : : S ~ 8 . .
a un isomorphisme fonctoriel u” ~— (ueoi) ol . Montrons que le diagramme

C
(4,2.1) €C i
C

est commutatif 3 isomorphisme prés, Pour tout faisceau H sur C', on a

-—.———u——-éc'

l ec‘
s
~ u >

<

—— !

Homt|(ec, u X, H) = u  H (X), pour tout X € ob C, On a de plus

s ~ . .
HOQC'(U € % H) Hoqb(€cx,usﬂ) par adjonction, puis

- o~ . PP s, . ;
Homa(ucx,usﬂ) usH(X) par définition de €c D'olt un isomorphisme
€qu X = €. X pour tout X € ob C. Ceci démontre i) ==& iv). Montrons

que iv) == i). On a un diagramme commutatif

i u

C
€ €
ﬁl c
;S [
1 ~ u

Cl

(4.2.2) %5

~

ct ,

oOle—— O

et par suite, d'apr2s la premi&re partie de la démonstration, le foncteur
iou : G —> C' est continu., On en déduit aussitdt par 4,1 et 1,1 que
u est continu, d'od iv) == i), On obtient de plus 1'unicité de u® ;
connaissant, par la premiére partie de la démonstration, l'unicité lorsque

C est petit,
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4.3. Fin de la démonstration de 1.5 et de 1.7

Soient u : C —> C' un foncteur entre deux U-sites et G une
sous-catégorie pleine de C dont 1'ensemble des objets est une petite
famille topologiquement génératrice de C (II 3.0.1). Munissons G de
la topologie induite par le foncteur d'inclusion i : G —> C . Il résulte
immédiatement de 4.1 et de 1.1 que u est continu si et seulement si
u,1 est continu. De cette remarque et de la premidre partie de la
démonstration de 1.5 résulte le cas général. Cette remarque permet

aussi de ramener la démonstration de 1.7 au cas oil la catégorie C est petite.

4.4. Fin de la démonstration de 2.3,

Soient u : C — C' un foncteur entre deux U-sites, G une sous-
catégorie pleine de C dont 1'ensemble des objets est une petite famille
topologiquement génératrice de C (II 3.0.1), munie de la topologie induite
par le foncteur d'inclusion 1 : G —> ¢ . Il résulte de la démonstration
de 4.1 (4.1.1 deuxiéme pas) que 1 est cocontinu. Par suite, lorsque u

est cocontinu, le foncteur u ° i : G —> C' est cocontinu. De plus,

3 n v . - .

i ¢ C' —> G est une équivalence de catégories (4.1). Donc le foncteur

* ~, ~ . e < . PR, P

u’ : C' —» C admet un adjoint 3 droite. Ceci démontre 3). Pour démontrer

4), il suffit de remarquer que (uoi)x o uy o ix et que ix est une é&qui-
valence (4.1). La commutativité de (2.3.2) résulte alors de la commutati-

vité de ces diagrammes lorsque C est petit.
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5. Localisation

5.1, Soient maintenant C un U-site et X un objet de C~, Sauf mention
expresse du contraire la catégorie C/X sera munie de la topologie B
induite par le foncteur j, : Cc/X —> € (3.1). La notation C/X désignera
la catégorie C/X munie de la topologie 5. La proposition I 5.11 nous
montre que le foncteur jX.‘ commute aux produits fibrés et par suite trans-
forme tout monomorphisme en monomorphisme, En particulier, pour tout
objet (Y —> X) de C/X,le foncteur jX! établit une correspondance biuni-
voque entre les cribles, dans la catégorie C/X, de 1'objet (Y — X)

et les cribles, dans C, de 1'objet Y.

Proposition 5.2. Soient C un U-site, X un objet de C* et jy : C/X —=¢C

le foncteur continu correspondant.

1) Un crible R d'un objet (Z — X) est couvrant dans C/X si

et seulement si le crible jX,(R) ©~> Z est couvrant dans C.

2) Le foncteur jX : C/X ~—> C est cocontinu et continu.

3) Soit m : Y —> X un morphisme de C*. On a alors le diagramme

commutatif :

c/y -—-—*——> ¢/X

NS

La topologie induite par le foncteur jY sur C/Y est égale a la

topologie induite par jm sur C/Y.

4) La topologie induite par jX : C/X —> C est une U-topologie

(1T 3.0.2).
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Preuve, 1) Si le crible R de (Z — X) est couvrant, le crible j X,(R)C—JP- z
est couvrant (1,6),

Réciproquemeﬁt, si le crible (R) ~—> Z est couvrant dans C,

Ixy
on voit qu'il en est de m@me pour tout crible obtenu en faisant un
changement de base dans C/X. Le crible R est donc couvrant (3.2).

2) Se déduit immédiatemant de 1) en appliquant 2.1.

3) Se déduit immédiatemant de la description des cribles
couvrants donnée par 1).

4) Soit (G)i,iEI, une petite famille topologiquement généra-

trice de C. On vérifie immédiatement que la petite famille

(u:Gi —> X), u€ 1J_HomC.(Gi,X), est topologiquement génératrice dans C/X .
i€l

Terminologie et notations 5.3, D'aprés la proposition précédente le foncteur

jX est & la fois un foncteur continu et cocontinu. Il définit donc une
suite de trois foncteurs adjoints (4.3.2.) entre les catégories de faisceaux

d'ensembles (1.3 et 2.3)

j; : (C/X)Y — e

- . . ~ ~
ix = JX,E : ¢ —> (C/X)

Ige /X))~ —¢ .
NDans la situation particuliére de la proposition 5,2 nous

emploierons la terminologie et les notations suivantes :

1) Le foncteur jX* sera appelé le foncteur image directe,

2) Le foncteur ix ¢ % j§ sera noté j; et sera appelé le foncteur restric-
’

tion a C/X.
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3) Le foncteur j; sur les faisceaux d'ensembles sera appelé le"foncteur

prolongement par le vide 3 la catégorie C" et sera noté gt (cf. 2.9.2),

On a donc une suite de trois foncteurs adjoints entre

(C/%) “er ¢7:
. - .
0 SIS SLEE

Proposition 5.4, Le foncteur jX,:(C/X)N—é ¢™ se factorise par la

catégorie CN/EX (g est le foncteur faisceau associé) :

~

e
(C/X)~‘-‘l{—> CN/_QX —> ¢~ . Le foncteur :
ey : (¢/X)7 —> T/ax

est une équivalence de catégories, Le foncteur restriction 3 C/X, com-

posé avec 1'équivalence e, est isomorphe au foncteur "changement de

”n t . . ~ pr%
base par aX —> ¢ ",(¢ 1l'objet final de C7) : F+—=> (F X aX ax).

Preuve, L'image par jX! de 1l'objet final de (C/X)” est 1'objet aX ; d'od
la factorisation, Pour montrer que le foncteur e; est une équivalence,
nous nous bornerons & quelques indications, D'aprés I 5.11, un pré-
faisceau sur C/X est défini par un préfaisceau F sur C muni d'un morphisme
F —> X, On démontre alors que les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes :

i) Le préfaisceau sur C/X défini par F —> X est un faisceau.

1i) Le diagramme suivant est cartésien (on dénote par i et a les foncteurs
injection dans les préfaisceaux, et faisceau associé) :

i

———— >
—————————

I&é——lg_]

.
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On en déduit alore immédiatement que ei‘ est une équivalence,

La dernigrzs assertion est triviale,

Proposition 5.5. 1) Soient C un U-site, X un objet de C”. Le diagramme

ci-dessous de catégories et foncteurs est commutatif & isomorphismes

canoniques prés:

hy L ix

C/X ——= (¢/X)~ ——> (/) "~

e” ~ e~ /X
l/ i . e /
) v

/X . L/
ofx A ooy 2R 5 ovyg M o gy —Ts cox

Les notations ag, et iX désignent les foncteurs "faisceau

associé" et injection dans les préfaisceaux pour le site C/X . La nota-

tion E/X désigne le prolongement naturel du foncteur a (faisceau asso—

cié pour le site C ) 3 la catégorie des fldches de but X , de méme pour

la notation i/aX . Enfin la notation m désigne le foncteur changement

de base par la fléche canonique X — iaX

2) Soit de plus m : ¥ —> X un morphisme de C*. Le

diagramme ci-aprés est commutatif & isomorphisme canonique prés

£
C™ /aX/aY < (C/X)7 /ayY
| g
(c/x/v)™
n?
o
c”~ /ay (c/n”~ .
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La fléche f est le prolongement naturel de 1'é&quivalence

e™ /X a la catégorie des flaches de but EXY,et est par cuite une équi-

valence de catégories, La fléche g n'est autre que l'équivalence de 5.4

appliquée & la situation {C/¥X)/{m].

3) Désignons par Jg o €™ /aX —> ¢ le foncteur

"oublions aX "et par j?x : C7 —> ¢~ /aX le foncteur "produit par aX ",

Les diagrammes ci-aprés sont commutatifs 3 isomorphisme canonique prés :

g 3%
(c/x)~ —2 5o~ ¢~ X /R~

. . e /X
¢~ /e ————— ¢~ . c~ — ™ /X .

Preuve, La preuve de ces assertions est immédiate & partir de la définition

des é&quivalences eév (5.4) et g {1 5.11),
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