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FONCTORIALITE DES CATEGORIES DE FAISCEAUX 

par J.L. Verdier 

Dans 1 5, on a 4tudi~ le comportement des categories de pr~- 

faisceaux par rapport aux foncteurs entre les categories d'arguments. 

Dans cet expose, on ~tend cette 4tude au cas des sites et des categories 

de faisceaux (n ~ i et 2). Apr~s avoir introduit la topologie induite (n ~ 3), 

on aborde au n" 4 le lermne de comparaison qui jouera un role important 

dans Exp. IV. Au num~ro 5, on ~tudie, pour le lecteur patient, certains 

dlagra~mes commutatifs li~s aux categories localis~es (du type C/X). 

Dans le th~or~me 1 5.1 on fait des hypotheses de petitesse sur les cate- 

gories envisag~es. Ces hypotheses ne sont pas, en g~n~ral , satisfaites 

par les sites rencontr4s dans la pratique (~-sites). Ceci oblige ~ quel- 

ques contorsions (4.2, 4.3, 4.4). 

i. Foncteurs continus 

D~finition i.I. Soient C et C' deux U-sites et u : C ~ C' un foncteur 

entre les categories sous-jacentes. On dit ~ue u est continu si pour tout 

faisceau d'ensembles F sur C', le pr~faisceau X~--~ F o u(X) ser C est un 

faisceau. 

Cette notion de continuit4 d4pend a priori de l'univers U pour 

lequel les deux sites sont des U-sites. La proposition ].5 montre qu'elle 

n'en d~pend pas. 
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I.Ii. D4signons par i : G~: > C ̂ (resp. i' : C ' ~ > C '^) le foncteur 

d'inclusion canonique des faisceaux dans les pr4faisceaux. D'apr~s la 

d4finition i.i, le foncteur u est continu si et seulement s'il existe 

un foncteur u : C' ~ ~ C~ tel que l'on ait l'~galit~ iu = u~i' 
s s 

(avec u~F = Fou (I 5.0)). 

P ropositio_~n 1.2. Soient C un petit site, C' un U-site et u : C ----> C' 

un foncteur entre les ca.t4$ories sous-]acentes. Les propri4t~s, suivantes 

sont 4quivalentes : 

i) Le foncteur u est continu. 

ii) .Pour tout ob]et X de C et tout crible R 6--> X couvrant X, le morphisme 

u,R c > u(X) est bicouvrant dans C '^ (II 5.2 et 1 5.1). (~) 

iii) Pour tout famille bicouvrante H. ---> K, i 6 I, de C ̂, la famille des 
I 

u,H. > u,K, i 6 I est bicouvrante dans C '~ 

S 
iv) II existe un foncteur u : C ~ > C' ~ commutant aux limites in- 

ductives et "prolongeant u", i.e. tel q~e le diagramme de foncteurs 

canoniques 

C--- u > C' 

CC~ s ~ eC' 

U ~ CV~ C ~ 

soit commutatif ~ isomorphisme pr~s. 

De plus, lorsque C n'est plus n~cessairement un petit site, 

S 
mais un U-site, on a toujours i) ~ ~ iv) et le foncteur u de iv) 

e__st n4cessairement un ad]oint ~ gauche du foncteur u s : ~' > C, e_!t 

est par suite d~termin~ ~ isomorphisme unique pr~s. 

(~) "Couvrant" au lieu de "bicouvrant" ne suffisait pas n~cessairement, 
cf. exemple 1.9.3 ci-dessous. 
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Preuve : La d4monstration de i) ~ iv) lorsque C est un U-site sera 

faite en 4.2. Supposons C petit. II est clair que iii)--> ii). 

i) ---------> iii) : Soit H. > K, i 6 I, une famille bicouvrante de C ̂. Pour 
i 

tout faisceau F sur C', le pr~faisceau u~F (I 5.0) est un faisceau sur C. 

Donc (II 5.3) l'application canonique 

Hom(K,u~F) >~Hom(HL,U~F) , 
l 

est bijective. Par adjonction (I 5.1), on en d4duit que l'application 

canonique 

Hom(u,K,F) >UHom(u,H. F) 
i 

est bijective. Par suite (II 5.3) la famille u,H. > u,K, i s I, est 
. I 

bieouvrante. 

ii)~ i) Soient X un objet de C , Rr > X un crible couvrant, Fun 

faisceau sur C'. D'apr~s (II 5.3), l'application 

Hom(u,X,F) > Hom(u,R,F) 

est bijective. Par adjonction (I 5.1), on en d4duit que l'application 

Hom(X,u~F) > Hom(R,u~F) 

est bijective. Pa~ suite u~F est un faiseeau. 

i) ~> iv) : Utilisons les notations habituelle aet i (resp, a' et i' ) 

pour les foncteurs "faisceau assoei~'et "inclusion dans les pr~faisceau~', 

Pour tout faiseeau G sur C, posons uSG = ~'u,i G. Pour tout faiseeau F 

sur C', on a la suite d'isomorphismes naturels : 

Hom(G,u F) ~ Hom(iG, iu F) ~ Hom(iG,u~i'F)-~-~Hom(u,iG, i'F) ~----Hom(a'u,iG, F) s s -- " 
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(Le premier isomorphisme provient de ce que iest pleinement fiddle ; 

le deuxi~me isomorphisme provient de la d~finition de u ; les troisi~me 
S 

S 
et quatri~me isomorphisme s'obtiennent par adjonction). Par suite u 

s 
est adjoint ~ gauche ~ u . En particulier u corm~ute aux limites induc- 

s 

rives. Pour tout pr~falsceau K sur C et tout faisceau F sur C', on a 

S 
la suite d'isomorphismes naturels : Hom(u a_K,F) --~ Hom(aK,usF) --~ 

Hom(K, iu F) -~-~ Hom(K,u~i'F) --~ Hom(u,K,i'F) --~ Hom(a'u,K,F) (le troi- 
s 

si~me isomorphisme provient de la d~finition de u ; les autres s~obtien - 
S 

nent par adjonction) ; dfo~ un isomorphisme fonctoriel uSa K ~'u, K. 

En partic~lier, en utilisant cet isomorphisme lorsque K est representable, 

on obtient, compte tenu de 1 5.4 3), un diagramme con~nutatif ~ isomor- 

phisme pr&s : 

u 
C >C' 

CC~ s I eC' 

~' _ _  ~ > "~, 

iv)---~ ii) : Soit h : C ---~ ~^ (resp. h': C' ~ C '^) le foncteur qui 

associe ~ un objet le pr~faisceau qu'il repr~sente. Consid~rons le 

diagramme : 

U 
C ' '  > C '  

L 
C . . . . .  > C ' ^  -f ;a' 
C ~  u ~ C~ 
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Le carr~ du haut est commutatif(l.4 3))et on a _ah = e C , _a'h' = CC, 

Pour tout objet K de C ", on a un isomorphisme canonique (I 3.4) : 

N 

lim h~X) ~ K 
> 

(h(X) ~ K) ~ oh(C/K) 

S 
Comme les foncteu~u, , u , ~ et ~' commutent aux limites inductives~ 

on en d~duit des isomorphismes : 

s U S lim u a h(X) . ~ > a K , 
�9 ) 

(h(X) --> K) E ob(CIK) 

lim 

(h(X) -~ K) ~ oD(C/K) 

a' u,h(X) > a'u,K 

On a u,h = h'u et, par hypoth~se, on a un isomorphisme ~'h'u ~ uSah, d'o~ 

un isomorphisme : 

S 
u a K ~ a'u K 

d o n t  on v ~ r i f i e  i n ~ d i a t e m e n t  q u ' i l  e s t  f o n c t o r i e l  en  K, Le d i a g r a m m e  

U I 

C ̂  __ . ,  > C '^ 

C ~ - u > CI 

est donc cormnutatif ~ isomorphisme pr~s. Comme ~i est isomorphe au foncteur 

N S 
identique, on a un isomorphisme u s --~'u,i, d'o5 l'unicit~ de u . Soit 

v : H-'--> K un morphisme bicouvrant de C ̂ . Alors ~(v) est un isomorphisme 

(II 5.3) et par suite ~'u,(v) (isomorphe ~ uS~(v)) est un isomorphisme. 

Doric u,(v) est transform~ par ~' en un isomorphisme, et par suite u,(v) 

est bicouvrant (II 5.3), dloO ii). 
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L'assertion suppl~mentaire, dans le cas C petit, a 6t~ prouv6e 

en cours de d6monstration, cqfd. 

1 2 1 Le foncteur u s C ~ �9 �9 �9 : - -  C ' ~  d e  2 . 2  i v )  p o u r r a  s ' i n t e r p r ~ t e r  

s o u v e n t  c o m m e  u n  f o n c t e u r  " i m a g e  r ~ c i p r o q u e "  p a r  u n  " m o r p h i s m e  d e  t o p o s "  

C ' ~  ~ C ~ , c f .  I V  4 . 9 .  S e s  p r o p r i ~ t ~ s  s o n t  r ~ s u m ~ e s  d a n s  l a  p r o p o s i t i o n  

s u i v a n t e  : 

Proposition 1.3. Soit u : C ) C' un foncteur continu entre un petit 

site C et un U-site C' 

s 
1) L e  f o n c t e u r  u e s t  a d j o i n t  ~ g a u c h e  a u  f o n c t e u r  u 

s 

s 
2 )  On a u n  i s o m o r p h i s m e  c a n o n i q u e  u ~ a ' u ! i  . 

s v u 3 )  On a u n  i s o m o r p h i s m e  c a n o n i q u e  u a ~  a ! 

4 )  Le  f o n c t e u r  u s c o m m u t e  a u x  l i m i t e s  i n d u c t i v e s .  

5) Lorsque le foncteur u, est exact ~ gauche (cf. I 5.4 4)), le foncteur 

s 
u l'___est., aussi. Plus g~n~Kalement le foncteur u s cormnute aux types, de 

limites pr0jectives .finies auxquels le foncteur u, commute. 

Preuve : Les assertions i), 2), 3), 4 )  ont ~t4 prouv~es en cours de 

d~monstratlon de 1.2. L'assertion 5) r~sulte de l'isomorphisme 2), compte 

tenu de ce que i cormmute aux limites projectives et de ce que a' cormmute 

aux limites projectives finies (II 4.1). 

Remarque 1.4. En combinant ! 5.4 3) et 1.3 3) on obtient un diagramme : 

C - - - -  u .  > C '  

h~ u, h't 

C ̂  _ _  . . . .  > C , ^  a, a; 
C ~  -" > C ' ~  
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o~ le carr~ du haut est commutatif et le carr4 du bas cormnutatif 

s 
isomorphisme pr~s. Mais les foncteu~a, a' _ , u, , u ne sont d4finis qu'A 

isomorphisme pr~s. Le lecteur pourra v4rifier qu'on peut choisir les 

foncteurs a, a' et u s de fa~on que : 

I) Les foncteurs compos4s ah et a'h' soient injectifs sur les 

ensembles d'objets~ 

2) le diagramme 

U 
C > C' 

~h; s ~'h'l, 

C ~ u > C' 

soit commutatif. 

Plus pr~cis~ment, on peut choisir les foncteurs ~ et ~' de fa~on 

remplir la condition I). Les foncteurs a eta' ~tant choisis, on peut 

choisir le foncteur u s de fa~on ~ remplir la condition 2). 

Proposition 1.5. Soient U c V deux univers, C e__~t C' deuxU-sites , u : C --> C' 

un foncteur entre les cat4gories sous-]acentes. Alors u est continu rela- 

tiyement ~ U si et seulement s'il est continu relativement ~ ~. De plus, 

S 
lorsque u est continu, d4si~nons par u~ (resp. u V) le foncteur entre 

sat4gories de U-faisceaux (resp. V-faisceaux) introduit en 1.2 iv). Alors 

le diagrar~e 

(1.5.1) 

s 
u U N 

C U -- > C' U 

C N 

V 

S 

u V N 

0 V 
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o~ les foncteurs verticaux sont les foncteurs d'inclusion canoniques, 

est cormnutatif ~ isqmorphisme canonique pr~s. 

Preuve. Nous ne ferons la ddmonstration que dans le cas off C est U-petit. 

Le cas ggngral sera d~montr~ en 4.3. II ent clair que si le foncteur u ~ 

transforme tout V-faisceau sur C' en V-faisceau sur C, il transforme tout 

U-faisceau sur C' en U-faisceau sur C. Supposons que u ~ transforme tout 

U-faisceau sur C' en U-faisceau sur C. Notons C~C---'> C~ (resp. C~^C--> C~ ̂) 

les categories de U-pr~faisceaux et ~-prgfaisceaux, Uu| et Uvl les 

foncteurs"image r~ciproque" pour les U-pr~faisceaux et les ~-pr~faisceaux 

respectivement. On a un diagramme commutatif (cf. la construction explicite 

de u, darts 1 5.1) : 

> con 

Les foncteurs d'inclusion des U-prdfaisceaux dans les ~-prdfaisceaux 

sont pleinement fiddles et com~nutent aux limites projectives. II r~sulte 

alors de (II 5.1 i)) qu'un morphisme bicouvrant de U-pr~faisceaux est 

un morphisme bicouvrant de V-pr~faisceaux. Soit alors R ( > X un crible 

couvrant un objet X de C. D'apr~s 1.2 ii), le morphisme Uu|R > uu!X 

est bicouvrant. Utilisant la commutativit~ de (~) et ce qui precede, 

on en ddduit que le morphisme Uv]R > uv|X est bicouvrant. Par suite 

(1.2), le foncteur u ~ transforme les V-faisceaux sur C' en V-faisceaux 

sur C. La commutativit~ de 1.5.1 r~sulte alors de la commutativit~ de (~), 

de !I 3.6 et de 1.3 2). 
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Proposition 1.6. Soient C et C ~ deux U-sites~ u : C -> C' un foncteur 

entre les categories sous-jacentes. Consid~rons les conditions : 

i) u est continu (cf. I.i et 1.2). 

ii) Pour tout famille couvrante(X. ----> X),i61, de C, la famille 

(uX > uX~ iEI, de C', est couvrante. 

On a l'implication i) > ii). 

Supposons que la topolo$ie de C puisse ~tre d4finie par une pr~topolo$ie 
(x) 

T (II 1.3) et que le foncteur u commute aux produits fibr4s. Alors les 

conditions i) e t ii) sont 4quivalentes et sont 4quivalentes ~ la con- 

dition suivante : 

iii) Le foncteur u transforme les families couvrantes de Ten families 

couvrantes de C'. 

En particulier, supposons que dans C le____s produits fibr4s soient 

repr4sentables et que le foneteur u commute aux produits f~br4s. Alors 

les conditions i) e t ii) s ont 6quivalentes�9 

Preuve. Montrons que i)~ ii). Soit X. > X, iEl, une famille couvrante 
i 

de C. Pour tout faisceau F sur C', u~F est un faiseeau. Par suite, l'ap- 

plication 

Hom(X,u~F) ' >.]~Hom(Xi,u~F) 
I 

est injective (II 5.1). D'o~ une application injective 

Hom(u,X,F) > ~Hom(u~Xi,F) 
I 

Doric la famille u,X i ----> u,X, iEl, est couvrante dans C' (II 5.1)�9 

Toute famille couvrante de la pr4topologie Test une famille 

couvrante de C, d'o~ ii) ===~ iii). Montrons que iii) ------~ i). Soit X un 

(Z) En fait, il suffit que n commute aux produits fibres intervenant dans 
les changements de base pour des morphismes provenant de famille cou- 
vrantes pour T . 

273 



- IO - III 

objet de C et X. > X, iEl, une famille couvrante de Cov(X) (II 1.3). 
I 

Les morphismes X. > X sont quarrables et le foncteur u con~nute aux 
1 

produits fibres. Par suite, les produits fibr@s u(Xi)Xu(X)U(X j) sont 

repr@sentables et canoniquement isomorphes ~ u(XiXxXj). Soit Fun 

faisceau sur C'. Alors le diagramme d'ensembles : 

F(u(X) > -[--[F(u(X.)) ~-[-TF(u(X.XxX.) 
i l . . i ] l,J 

est exact ( II 2.1 , 

d'ensembles 

1 3.5 et 1 2.12 ) . Par suite le diagran=ne 

u-',~T(X) > ]~u~-F(X i ) ~ ~ u~'F(XiXxX j ) 
i,j 

est exact. Done u~F est un faisceau (II 2.4), dlo~ i). La derni~re asser- 

tion de 1.6 r~sulte de ce qui precede et du fait que, lorsque les produits 

fibres sont repr~sentables dans C, toutes les families couvrantes de C (I) 

d~finissent sur C une pr~topologie dont la topologie associ~e est la 

topologie de C. 

P_roposition 1.7. Soient C .un petit site, C' un U-site et u : C ~ C' 

un foncteur continu Soit y une structure alg@brique d~finie par limites 

9rojectives finies, telle que dans la cat~gorie des y-ob~et~ de U-Ens 

les U-limites inductives soient repr~sentables (2). On utilise les 

notations de la .proposition II 6.4 . Le foncteur u s cormnute aux limites 

pro~ectives et par suite ddfinit un foncteur u Y : C~ ----> C'~ ee 

foncteur UYs admet un ad~oint. ~ ~auche uy qui poss~de les propri~t~s suivantes : 

(I) index6eSpar les ensembles appartenant ~ un univers convenable. 

(2) On peut montrer en fait que cette condition est toujours satisfaite. 
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i) On a un isomorphisme canonique u$ ~ ~ ' y  uy~iy, e t u$ _ _  

aux limites projectives finies auxquelles uy~ cormaute. 

s 
2) On a un i somorphisme canonique  Uy a > a '  ur . , - y  - y 

S 3) Le f o n c t e u r  u commute aux l i m i t e s  i n d u e t i v e s .  
Y 

4) Si  u s e s t  e x a c t  ~ gauche,  l e  d i a s r a r ~ e  ( n o t a t i o n  de I I  6 . 3 . 0 )  
s 

u~ ~ 
C ~ > C' 
Y Y 

esj~ esj' ~I 
S 

C~ u > CW~ 

commu t e 

S 
est commutatif ~ isomorphisme prOS et le foncteur u est exact. 

5) Supposons que le foncteur esj~ (resp. esj'~) poss~de un adjoint h 

~auche Lib~(resp. Lib'~) (II 6.5). On a un isomorohisme canonique : 

S ~ ~ ~ S 
u Lib ----> Lib ' u . 
7 

De plus, lorsque C n'est pas n~cessairement un petit site mais 

un U - s i t e ,  l e  f o n c t e u r  uYs admet un a d j o i n t  5 sauche u ;  . E n f i n  s i  V e s t  

s (resp. u; ~) d~si~ne l'ad~oint un univers contenant U e~t s i  Uy U 

gauche de u relativement ~ l'univers U (resp. V), le dlagramme suivant, 
S -- -- 

analogue au dia$ranane 1.5.1 : 

( 1 . 7 . 1 )  

S 
u 

YU ~y 
c ~  ~2 

UrV 
c ~ - > F , '  
YX YX 

est commutatif ~ isomorphisme canonique pr~s. 

Preuve. La d4monstration, dans le cas o5 C est un petit site, est laiss4e 

au lecteur. Elle sera compl~t4e en 4.3 dans le cas o5 C est un U-site. 
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Notation 1.8. Nous emploierons dor~navant la notation u s pour d~signer 

le foncteur u Y . C e t t e  n o t a t i o n  ne r i s q u e  p a s  d ' a p p o r t e r  de c o n f u s i o n ,  
s 

c a r  l e  f o n c t e u r  u ( d ~ f i n i  s u r  i e s  f a i s c e a u x  d ' e n s e m b l e s )  commute aux  
s 

l i m i t e s  p r o j e c t i v e s  f i n i e s .  

s 
De m~me, l o r s q u e  u e s t  e x a c t  ~ g a u c h e ,  n o u s  e m p l o i e r o n s  l a  

s s 
n o t a t i o n  u p o u r  d ~ s i g n e r  l e  f o n c t e u r  uu . Ce t  a b u s  de n o t a t i o n  e s t  j u s -  

t i f i 4  p a r  1 . 7  4)  . 

E xemple 1.9.1. Soit x un petit espace topologique. D~signons par Ouv(X) 

la eat~gorie des ouverts de X (les objets de Ouv(X) sont les sous-ensembles 

ouverts de X, les morphismes de Ouv(X) sont les inclusions) munie de la 

topologie canonique. Une famille(U, c U), i6I, est couvrante si et seu- 
i 

lement si les ouverts U. recouvrent U (If 2.6). Les faisceaux d'ensem- 
l 

bles sur Our(X) sont donc les faisceaux d'ensembles au sens de [TF]. 

Soit f : X --->Y une application continue. On en d4duit un foncteur 

f-i : Ouv(Y) > Our(X) : pour tout ouvert U de Y, f-l(u) est l'image 

r~ciproque de U par l'application f. Le foncteur f-I est un foncteur 

continu (1.6). Le foncteur f-I : Ouv(X)~" > Ouv(Y) Nestle foncteur 
S 

image directe pour les faisceaux, au sens de [TF]. Le foncteur 

(f-l)s : Ouv(Y) ~ > Ouv(X)~ est le foncteur image r~ciproque pour les 

faisceaux au sens de [TF]. Le foncteur (f-l)s commute aux limites 

projectives finies, grace ~ 1.3 5). 

1.9.2. Soient X un espace topologique et Yc > X un ouvert de X. 

Tout ouvert de Y est un ouvert de X, d'o~ un foncteur ~ : Ouv(Y) --> Ouv(X). 

Le foncteur ~ est continu (1.6). Le foncteur ~ : Ouv(X) N----> Ouv(Y)~ est 
s 
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le foncteur "restriction ~ Y" Le foncteur }s Ouv(Y)~b > Ouv(X)~b(ll6.3.3, 
�9 ab : 

1 1.7) est le foncteur "prolongement par zgro en dehors de Y " introduit 

dans [TF]. Le foncteur ~s : Ouv(y)N .___> Our(X)N (1.3) est analogue au 

foncteur "prolongement par z~ro" : pour tout faisceau H sur Yet tout 

point yEY, la fibre en y de ~SH est canoniquement isomorphe ~ la fibre 

en y de H ; pour tout point x6X, x~Y, la fibre en x de ~SH est vide. 

Le foncteur ~s est appel4 le foncteur "prolongement par le vide en 

dehors de Y". Le foncteur ~s commute aux produits fibres et aux produits 

finis sur un ensemble d'indices non vide, mais il ne transforme pas 

l'objet final de Ouv(Y)~ en l'objet final de Ouv(X) N. 

Exemple 1.9.3. Soient C et C' deux petits sites, u : C ----> C' un foncteur 

entre les categories sous-jacentes qui transforme toute famille couvrante 

de C en famille couvrante de C'. Le foncteur u n'est pas continu en g~n4iral 

(cf. cependant 1.6). Volci un contre-exemple. Soit Sun ensemble de 

cardinal infini de l'univers ~, et C lasous-cat4gorle pleine de la cat~gorle 

des ensembles, dont les objets sont les sous-ensembles finis, non-vides~ 

de S. On munit C de la topologie canonique. On remarquera que les families 

couvrantes de C sont les families surjectives d'applications et que les 

families couvrantes ne sont pas vides. On remarquera de plus qu'il n'y a, 

isomorphisme pros, que deux faisceaux constants sur C : le faisceau 

de valeur l'ensemble vide et le faisceau de valeur l'ensemble ~ un ~l~ment. 

Posons C = C' et soit u : C--> C' un foncteur constant. Le foncteur u 

transforme les families couvrantes de C en familles couvrantes de C'. Le 

foncteur u n'est pas continu. En effet, comme les pr4faisceaux repr~sen- 

tables de C' sont des faisceaux, pour tout objet X de C'~ il existe un 
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faisceau F sur C' tel que le cardinal de l'ensemble F(X) soit ~ 2, et 

par suite le pr~faisceau u~F n'eSt pas un faisceau. 

2. Foncteurs cocontinus 

D~finition 2.1. Soient C et C' deux U-sites et u : C ----> C j un foncteur 

entre les categories sous-jacentes. On dit que u est coeontinu s'il 

poss~de la propri~t~ suivante : 

(COC) Pour tout objet Y d_~e C et pour tout crible couvran! R C--> u(Y), 

le crible de Y engendr~ par les fl~ches Z ---> Y telles que u(g) --> u(Y) 

se factorise par R, couvre Y. 

Pr_~_position 2.2. Soient Cun petit site, C' un U-site et u : C > C' 

^ 

un foncteur entre les. cat~ories ,sous-iacentes. No,tons u~ : C ~ ---> C '^ 

le foncteur adjoint, g droite au foncteur F f > Fou = ~F (! 5.1). L__ee 

foncteur u est,cocontin u si et,seulement si pour tout faisceau G sur 

^ 

C, u,,G est un faisceau sur C' 

Preuve. La condition est suffisante. Supposons que pour tout faisceau 

G sur C, le pr~faisceau ~G soit un faisceau. Soient Y un objet de C 

et R c---> u(Y) un crible couvrant. On a un isomorphisme 

Hom(u(Y), u~G) ~ > Hom(R,u~G), d'o~ par adjoinction (I 5.1) un iso- 

morphisme Hom(u~ou(Y),G) ~ > Hom(u~:R,G). On en d~duit (If 5.3) que le 

morphisme u~R - > u~u(Y) est bicouvrant. Mais le foncteur u~ commute aux 

limites projectives et par suite le morphisme u~R ---> u~u(Y) est un 

monomorphisme. C'est donc un monomorphisme couvrant. D'autre part on 

a un morphisme canonique Y ,,p > u~u(Y) d~duit du morphisme d'adjonction 
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id C > u~"-u, (I 5.4 3)). Faisons alors le changement de base Y P > u~u(~'). 

On obtient un crible couvrant Y : 

u~R x ~u(y)y > Y , 

et lorsqu'on cherche les fl~ches Z --> Y qui se factorisent par ce crible~ 

on obtient le erible d4erit par la propri4t~ (COC). 

La condition est n4eessaire : Soient Sun objet de C' et 

R ~ Sun erible couvrant S. On dolt d4montrer que pour tout faisceau 

G sur (5 on a un isomorphisme 

Hom(S,u~G) --~ > Hom(R,u~G) 

Utilisant alors la proposition II 5.3 et les isomorphismes 

d'adjonetion, on voit qu'il suffit de d~montrer que le monomorphisme 

u~R----> tq~S est couvrant. Pour cela, il suffit de d~montrer (II 5.1) 

que pour tout ehangement de base y ----> uWS le crible u~R x~sY est 

eouvrant, (Y objet de C). Mais, d'apr~s les propri4t~s des foncteurs 

adjoints et I 5.4 3), le rnorphisme Y - > u~S se factorise par 

D 

Y " > uWu(Y) > u~eS, et par suite le erible u~R Xu~sY n -. y est le 

transform4 par le changement de base Y P > u~u(Y) du monomorphisrae 

u~:R~ ^ ~ q > u ~ u ( y ) .  ^ x ~ s U ' ~ u ( Y )  O r  l e  f o n c t e u r  u e" c o m m u t e  a u x  l i m i t e s  

projectives,et par suite le raonomorphisme q est le transform4 par u~ 

du erible R XsU(Y) r > u(Y), qui est couvrant. L'hypoth~se (COC)nous 

permet alors de dire que le erible u~'~R Xu~s~ > Y est eouvrant, cqfd. 

.Proposition 2.3. Soient C et C' deux U-sites et u : C ~ C' un foncteur 

coeontinu. Notons u ~ : ~' ---> C le foncteur u ~ = au~'~i ', o~ a d~signe 

le foneteur " " ^" le foncteur F ~ ~> Fou, i' l_ee falsceau assoei&' pour C ~, u ~'~ 
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foncteur d'inclusion ~f ----> C '^. 

i) Le foncteur u 4~ commute aux limites inductives et est exact. 

2) On a un isomorphisme, canonique u~ ' ~ au ~, o~ ~' d6sisne le foncteur 

"faisceau associS" pour C '^. 

3) Le foncteur u ~ admet un adjoint ~ droite u~ : ~ > ~'. Lorsque C 

est petit , le dia~ramme 

(2.3.1) 

u% 
C ~ > '~', 

i I ~,~ t i' 
C ̂ ~ C'" 

o_~. le foncteur du bas est ad.jgint ~ droite au foncteur u4~ (I 5.1), est 

co mmutatif ~ isomorphisme canonique pr~s. 

4) Soit V D U un univers. Notons U4su : C; ' > C~ U' (resp. u~v : C~ --> ~'C V 

le foncteur ad~oint ~ droite relatif a l'univers U (resp. V) dont l'exis- 

tence est affirm6 dans 3). L e diagramme 
u@ 

C U ~" > ~,Cu 
-- m 

(2.3.2) 1 u~ 1 

C~ ~ ~' > C V 

e__s_t conmlutatif ~ isomorph.isme pr~__@s. 

Preuve. Les assertions I) et 2) r6sultent imm~diatement de II 3.4. L'assertion 

3), lorsque C est petit, r6sulte de 2.2. Lorsque C est un ~-site, elle 

sera d6montr6e en 4.4. L'assertion 4), lorsque C est petit, r6sulte de 

l'assertion de cormmutativit6 analogue lorsque les topologies sur C et C' 

sont chaotiqueset de 1 3.5. Lorsque les topologies sur C et C' sont 
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chaotiques,la commutativit~ de (2~ se volt imm~diatement sur la 

description explicite de u~ (I 5.1). 

2.4. Nous ne d~velopperons pas ici les considerations relatives aux 

y-objets des categories de faisceaux. Ii nous suffira de remarquer que 

les foncteurs u ~ et u~ introduits dans ce num~ro commutent toujours 

aux limites projectives finies (contrairement ~ ce qui se passait dans 

S 
le num~ro precedent pour le foncteur u ). Par suite ils se prolongent 

naturellement en des foncteurs d~finis sur les y-objets, qui sont adjoints 

itun de l'autre et qui commutent aux foncteurs"faisceau~ d'ensemble 

sous-jacent". Nous ferons les abus de notations signal~s en 1.8, con- 

sistant ~ noter par u ~ et u4~ les prolongements aux y'objets. 

V 

Proposition 2.5. Soient C et C' deux U-sites et C g'----~C' un couple 
u 

de foncteurs, o~i vest adjoint ~ gauche de u. Le s propri~t~s suivantes 

sont ~quiv~lentes : 

i) Le foncteur u est continu. 

ii) Le foncteur vest cocontinu. 

De plus , sous ces conditions ~quivalentes, on a des isomorphismes canoniques 

S 
v~ N Us' v ~ ~ u s. En particulier, le foncteur u cor~mute aux limites 

projectives finies. 

Preuve. La propri~t~ pour un foncteur d'etre continu ou cocontinu ne 

d~pend pas de l'univers U pour lequel C et C' sont des U-sites (c'est 

in~n~diatement dans le cas d'un foncteur cocontinu,et cela r~sulte de 1.5 

dans le cas d'un foncteur continu). On peut doric, quitte ~ augmenter 

l'univers, supposer que C et C' sont petits. La proposition r~sulte alors 

de 2.2 et I 5.6. 
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Propositipn 2.6. $oit u : C ~> C' un foncteur continu et cocontinu entre 

deux U-sites. Alors le foncteur u ~ : C '~ > C~ (2.3) cormmute aux U-limites 

i nductives et pro~ectives. Notons u, : C ~ > C 'N e~t u~ : CN > C,~ 

les foncteurs adioints ~ u ~ ~ gauche et ~ droite respectivement. L__s 

foncteur u, est pleinement fiddle si et seulement si le foncteur u~ est 

pleinement fiddle. Lor@qu e u est pleinement fiddle, u, est plelnement 

fiddle et la r~ciproque est vraie lorsqueles topologies de C e__~t C' sont 

moins fines que la topolo~ie canonique. 

Le foncteur u ~ admet un adjoint ~ droite u~ (2.3) et un adjoint 

gauche u, (1.2). Le foncteur u ~ con=nute donc aux limites inductives 

et projectives (I 2.11). Le fair que le foncteur u, soit pleinement 

fidgle si et seulement sl le foncteur u~ est pleinement fiddle est une 

propri~t~ g~n~rale des foncteurs adjoints (I 5.7.1). Lorsque u est 

^ 

pleinement fiddle, le foncteur u~ ~ C~ ---> C' v relatif aux ~-pr~faisceaux, 

pour un univers V assez grand, est pleinement fiddle (I 5.7). Par suite 

le foncteur u~ : C~ > ~' est pielnement fiddle en vertu de la commu- 

tativit~ de (2.3.1) et (2.3.2)., donc u, est pleinement fiddle d'apr~s 

ce qui precede. La r~ciproque se d~duit de l'existence du diagramme 

cormnutatif 1.2 iv), compte tenu du fait que les foncteurs c C et CC, sont 

pleinement fiddles lorsque les topologies sont moins fines que la topo- 

logie eanonique, cqfd. 

Exemple 2.7. Avec les notations de 1.9.2, le foncteur 

: Ouv(Y) > Ouv(X) 

est contlnu (1.9.2) et eocontinu (2.2). De plus, soient i : Y ~ X 
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l'injection canonique et i -I : Our(X) ---> Ouv(Y) le foncteur qu'elle 

permet de d~finir (1.9.1). Le foncteur iest adjoint ~ drolte au foncteur @. 

On a done une suite de trois foncteurs adjoints : 

~s 
J 

S 
I! 

~'~ , ~ , 

et des isomorphismes canoniques~ "~ -~-- (i-l) s , ~ i-i 
S 

3. Topologie induite 

3.1. Soient C' un site, C une eat4gorie et u : C > C' un foncteur. 

Pour tout univers U tel que C' soit un U-site et C une U-petite cat~- 

gorie, d4signons par ~U la plus fine parmi les topologies T sur C qui 

rendent u continu (I.I). (Une telle topologie existe grSce ~ II 2.2). 

La topologie ~U ne d~pend pas de l'univers U. En effet, si V ~ U est 

un univers on a ~U = ~V (!.I et 1.5). La topologie % est appel4e 

la topolo$ie induite surc par la topolo$ie de C' au moyen du foncteur u (I). 

Proposition 3.2. Soient C une petite cat~gorie, C' un U-site, u : C --> C' 

un foncteur, ~ la topologie sur C induite par u. Soient X un objet de 

C e t R > X un erible de X. Les propri~t~s suivantes sont ~quivalentes : 

i) Le crible R r > X est couvrant pour ~. 

ii) Pour tout changement de base Y > X, o_~b Y est un objet de C, l_~e 

m oor~hisme u,(Nx~Y) > u(Y) est bicouvrant dans C '^ (II 5.2). 

Preuve. i) ---> ii) r~sulte de l'axiome (TI) des topologies et de 1.2. 

ii) ~'~> i) : Pour tout faisceau F sur C', l'application 

(I) Lorsqu'aucune confusion n'en r~sulte cette topologie est appel~e la 
topolo$ie induite sur C par I~ topologie de C'. 
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Hom(Y, u~F) �9 Hom(RxxY, u~F) 

est isomorphe, par adjonction (I 5.1), ~ l'application 

HomCu(Y),F) -----+ Hom(u: (R~xW),F) 

qui est bijectlve (II 5.3). Par suite (II 2.2) le crible R e C-X est 

couvrant pour ~(~ . 

Corollaire 3.3. Soient C' un site, C une cat~gorie, u : C > C' 

la topologie sur C induite par la topologie de C' . Soit (X i 

une famille de morphismes quarrables de C et supposons que u commute aux pro- 

duits fibres (X). Les propri~t~s suivantes sont ~quivalentes : 

i) La famille X. > X , i ~ I , est couvrante pour q~ . 
i 

ii) La famille (u(Xi) ) u(X)) , i E I , est couvrante. 

Preuve. i)~ ii) r4sulte de 1.6. 

ii) ===~> i) : Solt U un univers tel que C soit U-petite et C' un U-site. 

Soit R C---> X le crlble engendr4 par les X i > X. Le pr~faisceau Rest 

le conoyau du couple de fl~ehes (I 2.12 et I 3.5) 

--minX i . .u..xi~xx j , .> 

(la sonm~ directe est prise ici dans C^). Comme le foncteur u, commute 

aux limites inductives (I 5.4), le pr~falsceau u,R est le conoyau du 

couple de fl~ches 

i tu(XiY..xX j ) ~ .tiu(x.) 
i,j i i 

Con~ae le foncteur u commute aux prodults fibres, le pr~faisceau u,R est 

le conoyau du couple de fl~ches 

(X) En fait, il suffit que u commute aux produits fibrgs de la forme X.x.X' 
i x 

un faisceau, 

>X) i6 I 
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~Lu(Xi)x (x)U(X j) .~/~u(X.) 
i,j i 1 ' 

et par suite u,R ~ > u(X) est un crible de u(X) engendr~ par les 

u(X i) �9 u(X) , i~l. Utilisant encore une lois le fait que u commute aux 

produits fibres, on montre que pour tout changement de base Y ) X , o~ 

Y est un obJet de C, u:(RXxY) ---> u(Y) est un crible de u(Y) engendr4 

par les u(Xi)Xu(X)U(Y) ----> u(Y) iEl. Comme la famille u(X.) ---> u(X), 
' I 

iEl, est couvrante, la famille u(Xi)Xu(r)u(Y) > u(Y), iEl, est 

couvrante. Done uI(RXxY) > u(Y) est un crible couvrant et par 6~ite 

(3.2) R > X est couvrant pour ~ , cqfd. 

Corollaire 3.4. Soient C' u__qn ~-site, C une sous-cat~$orie pleine de C', 

u : C > C' le foncteur d'inclusion. On suppose que les produits s 

sent repr4sentables dans C et qu.~e u commute aux pr0duits ' fibres. Les 

conditions suivantes sent 4quivalentes : 

i) a) Pour tout ob~et X de C, route famille couvrante(Yj > X),jEJ, 

d__ee C' est major4e par une famille couvrante X. > X, i61, o~ les X. 
I i 

sent des 0biers de C. 

b) II existe un petit ensemble G d'objets de C, tel que tout ob~et 

d_ee C soit but d'une famille couvrante dans C' de morDhismes dent les 

sources sent dans G . 

ii) La topologie induite par la topelogie de C' est une U-topologie (I 3.0.2) 

et le foncteur u est continu et cocontinu pour cette topologie. 

Preuve. R~sulte imm~diatement de 3.3 et 2.1. 
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Proposition 3.5. Soient C un U-site et c C : C > C ~ le foncteur canonique 

(II 4.4.0). Munissons C TM de la topologie canonique. Alors la topologie du site 

C est la topologie induite par la topologie de C ~. 

Preuve. Les familles couvrantes de C ~ pour la topologie canonique sont les familles 

~pimorphiques effectives universelles (II 2.5), i.e. (II 4.3) les familles ~pimor- 

phiques. Soit T la topologie du site C et ~U la topologie la plus fine des top~- 

logies T' sur C telles que pour tout faisceau F sur C ~ , F o CC soit un faisceau 

pour T' . Ii suffit de montrer que r =% , car alors % est une ~-topologie et 

par suite % est la topologie induite. 

A) La topologie Test plus fine que % : Soit (X i ~ X) , i~ I , une famille 

couvrante de ~U " Alors pour tout faisceau F sur C ~ , F(~c(X) > .~-F(Cc(Xi)) 
-- i 

est injective et par suite (II 5.2) (CcX i . > CcX) , i ~ I , est couvrante pour la 

topologie canonique de C ~ ,donc (II 5.2) (X i > X) , i~ I , est couvrante pour T . 

B) La topologie Test moins fine que% : II suffit de montrer que c C : C > C ~ 

est continu (I.I). Or on dgmontrera en IV n ~ 1 que tout faisceau sur C ~ est repre- 

sentable et par suite, pour tout faisceau F sur C ~ , F o c C est un faisceau sur 

C �9 (On n'utilisera pas 3.5 jusqu'~ IV I). 

Notons deux r~sultats qui seront utilis~s en VI 7. 

Proposition 3~ Soient (Ci)iE I une famille de sites, C une eat~gorie et pour 

tout i ~ I , u. : C. > C un foncteur, ~ un univers tel ~ue les cat6gories C et 
1 i -- i - -  

C soient U-petites. Ii existe une topologie % sur C qui est la moins fine des to- 

pologies pour lesquelles les u.1 soient continus. La topologie ~U ne d~pend pas de 

l'univers U pour lequel les cat~$ories consid~r~es sent petites. 

La dernibre assertion de 3.6 r~sulte de ?.5. 

Soit T une topologie sur C . Alors les foncteurs 

seulement si pour tout i ~ Iet pour tout crible eouvrant 

u. sent eontinus si et 
i 

R c ~ X d'un objet X de 
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C. , le morphisme 
1 

u i ,(B). > u.(x) 

de ~ est bicouvrant (1.2 (it)). Donc 3.6 est une cons4quence du 

Lemme 3.6.1 

fl&ches de 

Soient C une petite eat4gorie, (u : F > G.) une famille de 
1 1 1 is 

^ 

C . Alors il existe sur Cune topologie la moins fine parmi celles qui 

rendent les morphismes 

Dire que u : F 

u. couvrants (resp. bicouvrants) (II 5.2). 
1 

�9 G est couvrant pour une topologie donn6e T signifie que 

pour routes fl~che X----~ G ~ avec X ~ Ob C ~ la fl~che FXGX �9 X correspondante 

est couvrante, ou encore que la famille des fl~ches X' ~ X de C qui se factori- 

sent par la fl~che pr4e4dente est couvrante. Le fait qu'il existe une topologie la 

moins fine parmi eelles pour lesquelles les u. : F. ) G sont couvrants r4sulte 
i 1 1 

done de I 1.1.6, d'oh l'assertion non resp6e de 3.6.1. L'assertion resp6e s'en d6- 

duit, en se rappelant qu'un morphisme u : F ) G est bicouvrant si et seulement 

si les morphismes u : F ) F et diag u : F ) FXGG sont couvrants. 

Proposition 3.7. 8oient (Ci) i~l une famille de sites, Cune cat6gorie, pour tout 

i ~ I , u. : C > C un foneteur, et r un univers tel que les eat6gories C. et 
1 " 1 -- 1 

C soient U--petites. II existe une topologie ~U qui est la plus fine pour laquelle 
m 

les u i sont cocontinus . La topologie ~U ne d4pend pas de l'univers ~ pour lequel 

les cat4gories consid6r4es sont petites. 

Soit ~ un univers pour lequel les cat4gories consid4r4es sont petites. Les 

foneteurs u. sont eocontinus pour une topologie ~ de C si et seulement si pour 
1 

tout i ~ I et %ou% faisceau F sur C. le pr6faisceau Oi.F est un faisceau pour 
1 

(2~ IIen r4sulte que la topologie ~U est la topologie la plus fine pour 

laquelle les pr6faisceaux Oi, F ~ i ~ I , F ~ ob C.I ~ sont des faisceaux (II 2.2). 

La derni~re assertion r4sulte de 2.2. 
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4. Lemme de comparaison 

Th~orame 4.1 (lemme de co~araison). Soient Cune petite cat4$orie, C' 

un site dont la cat4$grie ' sous-]a.cente est une U-cat~gorie et u : C--> C ~ 

un foncteur pleinement fiddle. ~nissons C de la topolo$ie induite par u 

(3.1). Consid4rons les propri~t4s : 

i) Tout objet de C' peut ~tre reeouvert par des objets provenant de C. 

ii) Le foncteur F} > Fou induit une 4quivalence de cat4$ories de la 

cat4gorie des faisceaux sur C' dans la r des faisceaux sur C. 

On a toujours i) ~ ii). Lorsque C' est un U-site et !orsque 

la topolo~e de C' est moins fine que la topolosie canonique, on a 

ii) ~ i). 

4.1.I. D4montrons d'abord i) ~ ii). La d~monstration se fait en deux paS. 

Premier pas. Pour tout pr4faisceau H de C '^ le morphisme d'ad.~onction 

cp : u,u4~H > H (i 5.1) est bicouvrant (II 5.3) et le foncteur u : ~'-->~ 
s 

(I.I.i) est pleinement fiddle. 

Soit C/H la petite cat4gorie dont les objets sont les objets 

Y de C muni d'un morphisme u(Y) ----> H,et dont les morphismes sont les 

diagrammes commutatifs : 

u(Y) u(m) > u(Y') 

\ / 
H 

On a u~H = l im Y ( I  3 .4 )  e t  pa r  s u i t e  ( I  5 .4 )  u , u ~  = l im u(Y).  

Le morphisme d ' a d j o n c t i o n  e s t  l e  morphisme ~ v i d e n t  qui  r 4 s u l t e  de l a  

d e s c r i p t i o n  de u,u~H cemme l i m i t e  i n d u c t i v e .  Le morphisme ~ poss~de  l a  
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propri~t~ suivante : (4) Pour tout objet Y de C, tout morphisme m : u(Y) --> H 

se factorise de mani~re unique en le morphisme canonique ~(m) : u(Y) --> u,u~H 

et le morphisme ~ . Ii r~sulte imm~diatement de i) que le morphisme 

est couvrant (II 5.1), montrons quail est bicouvrant. Soient 

p,q : Z ~u,u~H deux morphismesd'un objet Z de C' dans H' tels que 

c~p = ~q . Pour tout objet Y de C et tout morphisme n : u(Y) ---> Z, on 

a ~pn = ~qn. La propri4t~ (~) entralne alors que pn = qn, et comme les 

u(Y) recouvrent Z, le noyau de (p,q) est un crible couvrant Z. Le mor- 

phisme ~ est donc bicouvrant (II 5.3). Pour tout faisceau H sur C', 

u~H est un faisceau sur C not4 UsH (I.I.i) On a de plus uSusH = a'u,u H 
�9 -- . S  

(1.3), et le morphisme d'adjonction uSu H -> H s'obtient en appliquant le 
S 

foncteur "faisceau associ4" au morphisme ~ : u,u~H ~ H. Par suite 

(II 5.3) le morphisme d'adjonction uSu H---> H est un isomorphisme. 
S 

Donc u s : ~' . > ~ est pleinement fiddle. 

s C' Deuxi~me ~as. Le foncteur u est cocontinu et le foncteur u : C ~ --> 

(1.2) est pleinement fiddle. Par suite u : C' ~ > C~ est une 4quivalence. 
S " ' 

Soient Y un objet de C et i : R ( > u(Y) un crible couvrant. Comme le 

foncteur u ~ commute aux limites projectives (I 5.5) le morphisme 

u~(i) : uW(R) ~ > u~u(Y) est un monomorphisme. Con~ne u est pleinement fiddle, 

on a u~u(Y) "~ Y, d'o~ un erible de Y, u~(i) : u~(R) > Y. Pour montrer 

que u est cocontinu, il suffit de montrer que uW(i) : uW(R) r > y est 

un crible couvrant pour la topologie induite sur C (2.1). Pour cela, 

il suffit de montrer (3.2) que pour tout changement de base m : X -> Y, 

le morphisme u[(uW(R)XyX) > u(X) est bicouvrant. Mais comme u W commute 

289 



- 25 - III 

aux limites projectives, on a u*(R)XyX = u*(RXu(y)U(X)) et RXu(y)U(X) 

est un crible couvrant X. II suffit donc de montrer que pour tout objet Y 

de C et tout crible couvrant i: R �9 > u(Y), le morphisme de 
u,u*(i) 

C '~ u,u*(R) : " > u(Y),est bicouvrant. Or ce n~rphisme se factorise 

en le morphisme d'adjonction u,u*(R) ~ R, qui est bicouvrant (premier 

pas), et le monomorphlsme R ~ > u(Y) qui est couvrant. II est donc 

bicouvrant (II 5.3). Ceci montre que u est cocontinu. Cormne u est continu 

et pleinement fiddle, il r~sulte de 2.6 (utilis~ dans le cas o~ C est petit) 

que u s (not~ u, dans 2.6) est pleinement fiddle. Comme u set u s sont 

adjoints l'un de l'autre et qu'ils sont pleinement fiddles, ce sont des 

foncteurs quasi-inverses et par suite u s est une ~quivalence. 

4.1.2. D~montrons maintenant queii)------> i). Les objets Y de C forment 

une famille g~n~ratrice de C ~ (II 4.10) et par suite, pour tout objet 

X de C', il existe une famille 4plmorphique (dans C~ ) v i : Yi --> UsX' 

�9 UsU(Y i) = ~tant une @quivalence de iel On a Yi et, le foncteur u s 

categories, on a v i = Us(Xi) , o~ les w.1 : u(Y.)1 - > X forment une 

famille 4pimorphique de C'~. Ii r4sulte alors de II 5.1 que la famille 

w.1 : u(Y i) > X, iEl, est couvrante. 

4.2�9 Fin de la d~monstration de 1.2�9 

Soient G une sous-cat4gorie pleine de C dont les objets forment 

une petite famille topologiquement g4n~ratrice de C (II 3.0.1). Munissons 

G de la topologie induite par le foncteur d'inclusion i : G > C (3.1) 

= ou (i.i.I) admet un adjoint ~ gauche d'apr~s la Le foncteur (u~i) s is S 

premiere partie de la d~monstration de 1.2. Comme i est une 4quivalence 
s 
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S 
de categories (4.1), le foncteur u admet un adjoint & gauche u et on 

S 

a un i s o m o r p h i s m e  f o n c t o r i e l  u s ~ ( u o i ) S o i  . M o n t r o n s  que l e  diagram~ne 
S 

u 

C > C' 

(4.2.1) ~C I r 

S 
u N 

C > C' 

est commutatif ~ isomorphisme pr~s. Pour tout faisceau H sur C', on a 

Hom , ( e C ,  u X, H) "" u s H (X) ,  p o u r  t o u t  X E ob C. On a de p l u s  

HO~ ,(uSe C X, H) ~'~ Hom (ecX,UsH) par adjonction, puis 

Hom (ecX,UsH) ~-- UsH(X) par d~finition de c C. D'o~ un isomorphisme 

S 
Cc,U X "" u C C X p o u r  t o u t  X E ob C. Cec i  d~mon t r e  i ) - ~  i v ) .  M o n t r o n s  

que iv)~> i). On a un diagramme commutatif 

i u 
G > C ' > C' 

. S  S 
N 

et par suite, d'apr~s la premiere partie de la d~monstration, le foncteur 

iou : G > C' est continu. On en d~duit aussitSt par 4.1 et i.i que 

s 
u est continu, d'o~ iv) ~ i). On obtient de plus l'unicit~ de u ; 

connaissant, par la premiere partie de la d~monstration, l'unicit~ lorsque 

C est petit. 
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4.3. Fin de la demonstration de 1.5 et de 1.7 

Soient u : C �9 C' un foncteur entre deux U-sltes et G une 

sous-catEgorie pleine de C dont l'ensemble des objets est une petite 

famille topologiquement gEnEratrice de C (II 3.0.1 . Munissons G de 

la topologie induite par le foncteur d'inclusion i : G > C . Ii rEsulte 

immEdiatement de 4.1 et de I.I que u est continu sl et seulement si 

Uoi est continu. De cette remarque et de la premiSre partie de la 

d~monstration de 1.5 r~sulte le cas gEnSral. Cette remarque permet 

aussi de ramener la demonstration de 1.7 au cas o~ la cat~gorie C est petite. 

4.4. Fin de la demonstration de 2.3. 

Soient u : C m C' un foncteur entre deux U-sites, G une sous- 

catEgorie pleine de C dont l'ensemble des objets est une petite famille 

topologiquement gEn~ratrice de C (II 3.0.1), munie de la topologie induite 

par le foncteur d'inclusion i : G > C . Ii rEsulte de la demonstration 

de 4.1 (4.1.1 deuxiSme pas) que i est cocontinu. Par suite, lorsque u 

est cocontinu, le foncteur u ~ i : G ~ C' est cocontinu. De plus, 

"~ ~' �9 G est une Equivalence de categories (4 I). Donc le foncteur i :  

~' ~ ~ admet un adjoint ~ droite. Ceci dEmontre 3). Pour dEmontrer u :  

�9 )~ o 4), il suffit de remarquer que (uo" ~ u i et que i est une 6qui- 

valence (4.1). La commutativit~ de (2.3.2) rEsulte alors de la commutati- 

vitE de ces diagrammes lorsque C est petit. 
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5. Localisation 

5.1. Soient maintenant C un U-site et X un objet de C ̂. Sauf mention 

expresse du contraire la cat4gorie C/X sera munie de la topologie q~ 

induite par le foncteur JX : C/X ---> C (3.1). La notation C/X d~signera 

la cat4gorie C/X munie de la topologie o~. La proposition 1 5.11 nous 

montre que le foncteur JX] con~nute aux produits fibres et par suite trans- 

forme tout monomorphisme en monomorphisme. En parti=ulier, pour tout 

objet (Y > X) de C/X,Ie foncteur iX: ~tablit une correspondance biuni- 

voque entre les cribles, darts la cat~gorie C/X, de l'objet (Y > X) 

et les cribles, dans C, de l'objet Y. 

Proposition 5.2. Soient C un U-site, X un ob~et de C ̂ e t jX : C/X ---> C 

le foncteur eontinu correspondant. 

i) Un crible R d'un ob~e_~ (Z ---> X) est r dans C/X s__!i 

et seulement si le crible jx~(R) r > Zest couvrant dans C. 

2) Le foneteur JX : C/X ~ C est cocontinu et continu. 

3) Soit m : Y �9 > X un morphisme de C ̂. On a alors le diasramme 

commutati f : 

Jm c/Y .... > c/x 

Jx ~ / Jx 
C 

La topolosie induite par le foncteur jy su___~r C/Y est ~$ale ~ la 

topologie induite par Jm sur C/Y. 

4) La topolo$ie induite par JX : C/X > C est une U-topologie 

(II 3.0.2). 
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Preuve. i) Si le crible R de (Z ----> X) est couvrant, le crible j x~(R) C-~ Z 

est eouvrant (1.6). 

R4ciproquement, si le crible jx!(R) > Zest eouvrant dans C, 

on voit qu'il en est de m~me pour tout erible obtenu en faisant un 

changement de base dens C/X. Le crible Rest done couvrant (3.2). 

2) Se d~duit imm4diatemant de I) en appliquant 2.1. 

3) Se d4duit imm~diatemant de la description des cribles 

couvrants donn4e par i). 

4) Soit (G)i,i61 , une petite famille topologiquement g~n~ra- 

trice de C. On v4rifie ir~n4diatement que la petite famille 

(u:G i �9 > X), us /~_HOmc.(Gi,X) , est topologiquement g4n~ratrice dans C/X . 
iEI 

Terminolo~ie et notations 5.3. D'apr~s la proposition pr4c~dente le foncteur 

IX est ~ la fois un foncteur continuet cocontinu. II d~finit done une 

suite de trois foncteurs adjoints (4.3.2.) entre les categories de faisceaux 

d'ensembles (1.3 et 2.3) : 

.s 
Jx : (c/x)~ ---> c ~ 

J~  ~ J x ,  s : c ~  ' ~ ( c / x ) ~  

Jx* : (Z/X)~ ---> C 

Dans la situation particuli~re de la proposition 5.2 nous 

emploierons la terminologie et les notations suivantes : 

I) Le foncteur iX. sera appel4 le foncteur image directe. 

2) Le foncteur Jx,s = j~ sera not4 j~ et sera appel~ le foncteur restric- 

tion ~ C/X. 
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3) Le foncteur j~ sur les faisceaux d'ensembles sera appel6 le"foncteur 

prolongement par le vide ~ la eat6$orie C" et sera notd JX~ (cf. 2.9.2). 

On a donc une suite de trois foncteurs adjoints entre 

(C/X)~et C~: 

Jx~ ' J~ ' iX@ 

: (C/X) ~ Proposition 5.4. Le foncteur ix.' 

cat6gorie C N/aX (a est le foncteur faisceau associ4) : 

ex 
(C/X)~'" > C~/a_X .... > C ~. Le foncteur : 

~ x  : ( c / x ) ~  > "6/ax 

> C ~ se factorise par la 

est une 6quivalence de cat6gories. Le foncteur restriction ~ C/X, com- 

pqs6..avec l'4quivalence e~, est isomorphe au foncteur "chan~ement de 

base par aX---~ s ",(e l'objet final de C~) : F f ~ (F X _aX Pr2"- _aX). 

Preuve. L'image par Jx~ de l'objet final de (C/X) Nest l'objet aX ; d'o~ 

la factorisation. Pour montrer que le foncteur ef est nne 4quivalence, 

nous nous bornerons ~ quelques indications. D'apr~s 1 5.11, un pr4- 

faisceau sur C/X est d4fini par un pr6faisceau F sur C muni d'un morphisme 

F > X. On d4montre alors que les deux propri4t6s suivantes sont 6qui- 

valentes : 

i) Le pr6faisceau sur C/X d6fini par F---> X est un faisceau. 

ii) Le diagr~rcmne suivant est cart6sien (on d6note par iet a les foncteurs 

injection dans les pr~faisceaux, et falsceau associ~) : 

F .... > iaF 

X '' > laX 
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On en d~duit alors immddiatement que e~ est une ~quivalence. 

La derni~re assertion est triviale. 

Proposition 5.5. I) Soient C un U-site, X un ob~et de C ̂. Le diagramme 

ci-dessous, de categories et foncteurs est commutatif ~ isomorphismes 

canoniques pros: 

i X 
C/X . . . . . . .  h x  > ( C / X )  ^ --aX > ( C / X )  ~ " - ( C / X )  ^ 

C/X h/X > C^/X a/X > C~/~_ . i/aX_ > C^/iaX_ ~ > C^/X 

Les notations iX e t i X dgsignent les foncteur.s "faisceau 

associg" et injection dans les pr~faisceaux pour le site C/X . La nota- 

tion a/X d~signe le prolongement naturel du foncteur ~ (faisceau asso- 

cig pour le site C ) g la cat~gorie des fl~ches de but X , de m~me pour 

la notation i/aX . Enfin la notation ~ d~signe le foncteur changement 

de base par la fl~che canonique X ~ lax . 

2) Soit de plus m : Y---> X un morphisme d E C ̂. L_~e 

diasramme ci-apr~s est commutatif ~ isomorphisme canonique pros : 

f 
C N/aX/aY (c/x) ~/axY 

~(c/x/Y) ~ 

C~/aY ~ (C/Y) N 
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La fl~che f est le prolon~ement naturel de l'6quivalence 

eN/X ~ la cat~$orie des fl~ches de but axY, et est par ~uite une ~qui- 

valence de categories. La fl~che g n'est autre ~ue l'~quivalence de 5.4 

apNliqu~e ~ la situation (C/X)/[m]. 

3) D~sisnons par Jax ~ : C~/aX > C ~le foncteur 

"oublions _~X'~et par JaX'O~ : C~ > C~/aX le foncteur "produit Ear___aX". 

Les diasrar~nes ci-apr~s sont commutatifs ~ isomorphisme canonique pros : 

(C/X) iX: J~ 
~ > c- c ~ > (c/x)~ 

c ~ / s  - > c ~ , c ~ - > c ~ l e E  

Preuve. La preuve de ces assertions est ir~n~diate ~ partir de la d~finition 

des ~quivalences e~ (5.4) et e~ (I 5.11). 
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