
SGA 4 

E.XPOSE II 

TOPOLOGIES ET FAISCEAUX 

par J.L. Verdier 

Apr~s la d~finition des topologies et pr~topologies (n ~ i) 

et des faisceaux d'ensembles (n n 2), on aborde dans le n ~ 3 le th~or~me 

central de cet expos~ (3.4) : l'existence du faisceau associ~ ~ un 

pr~faisceau. Afin de couvrir tousles cas rencontres dans la pratlque, 

l'exlstence de ce foncteur est d~montr~e pour les pr~faisceaux sur un 

U-site (3.0.2). Lesn ~ 4 et n ~ 5 tirent les consequences de ee th~or~me 

sur le comportement des limites inductives et projectives dans les 

categories de faisceaux. Au n ~ 6 on d~finit et ~tudie les faisceaux 

valeurs dans des categories quelconques, pour porter tout de suite 

l'attention sur lea faisceaux d~anneaux, de groupes, de modules etc .... 

i. Topolo~ies~ Familles couvrantes~ py~topologies 

D~finition I.I. Une topologie sur une cat~orie C est la donn~e~pour 

tout objet X d_ee C,d'un ensemble J(X) de cribles de X, cette donn~e 

~tant aoumise aux axiomes suivants : 

T I) (Stabilit~ par changement de base). Pour tout ob.iet X d__~e C, tout 

crible R E J(X), tout morphisme f : Y > X (Y E ob (C)), le crible R• 

de Y appartient ~ J(y). 

T 2) (Caract~re local). Si R et R' sont deux cribles de X~ si R E J(X), 

et si pour tout Y E ob (C) et tout morphisme Y > R le crible R'• 
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appartient ~ J(Y), alors R' a~artient ~ J(X). 

T 3) Pour tout ob~et X d_~e c, x appartient ~ J(X). 

i.i.i. Les cribles appartenant ~ J(X) seront appel~s les cribles couvrant 

X, ou encore les raffinements de X. Des axiomes (TI), (Z2), (T3), on 

d~duit in~n~diatement que l'ensemble des cribles couvrant X est stable 

par intersectio~finies, et que tout crible contenant un erible couvrant 

est un crible couvrant. Lfen~emble J(X), ordonn~ par inclusion, est 

donc cofiltrant (I 8 ). 

1.1.2. Soient C une cat~gorie, T et T' deux topologies sur C. La topo- 

logie Test dire plus fine ~ue la topologie T' si pour tout objet X de C, 

tout raffinement de X pour la topologie T' est un raffinement de X pour 

I~ topolo&ie T. On d~finit~ de cette fa~on, une structure d'ordre sur 

l'ensemble des topologies. 

i.i.3. Soit (Ti)iE I une f~mlille de topologies sur C. Les ensembles, 

pour tout objet X de C, des cribles de X qui sont couvrants pour toutes 

les topologies Ti, v~rifient les ~_xiomes (T I), (T 2) et (T 3) et 

d~finissent donc une topologie : la topolo~ie intersection des T. i.e. l' 

la borne inf~rieure des T i. C'est la plus fine des topologies qui soit 

moins fine que toutes les topologies T i. La famille (Ti)iE I admet par 

suite une borne sup~rieure : la topologie intersection des topologies 

plus fines que chacune des T.. 
i 
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i.i,4. En particulier la donn4e J(X) = l'ensemble de tousles cribles de 

X, est une topologie plus fine que toute topologie sur C, que nous 

appellerons topologie discrete. 

Ii existe une topologie moins fine que toute topologie sur C ; 

la topologie pour laquelle J(X) = [X] pour tout X de C. Cette topologie 

est appel4e la topologie grossi~re ou chaotique. 

1.1.5. Une cat~gorie C munie d'une topologie est appel~e un si.te. La 

cat~gorie C est appel~e i~ cat~orie sous-jacente au site, 

D~finition 1.2. Soient C un site~ X un ob~et de C. Une famille de mor- 

phlsmes (x~ : X~ > X), ~ E A, est dite couvrante Gi le crible engendr4 

9at la famille f (I 4.3.3) est un crible couvran~ X. 

1.1.6. Soit C une cat4gorie. Donnons-nous pour chaque objet X de C, 

un ensemble de families de morphismes de but X. Ii existe alors une 

topologie T qui est la moins fine des topologies pour lesquelles les 

families donn~es soient couvrantes, ~ savoir l'intersection (1.1.3) 

de routes les topologies en question. On appelle cette topologie la 

topologie engendr~e par les ensembles de familles de morphismes donn~. 

Ii est malais4 de d~crire, en g4n4ral, tousles cribles couvrants de 

cette topologie. Cependant la situation est plus agr4able dans le 

cas suivant : 

Dgfinition 1.3. So.it Cune cat4gorie. Une pr~topologie sur C est la 

donn~s, pour chaque objet X de C, d'un ensemble Coy(X) de families de 

morphismes de but X, cette donn4e gtant soumise aux axiomes suivants : 
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PT 0) .P.our tout objet X d__ee ~, les. morphismes des fal~illes de morphismes 

de Cov(X) @ont quarrables. (Rappelons qu'un morphisme Y > X est dit 

quarrable si pour tout morphisme Z > X le produit fibr4 Z XxY _est 

representable). 

PT I) Pour tout objet X de C, toute famille (X~ ' > X)C~ 6 A appartenant 

Coy(X), et tout morphisme Y ' > X (Y E ob (C)), la famille : 

(Xc~ XxY > Y)ct 6 A appartient ~ Coy(Y). (Stabilit4 par changement de base). 

> X)~ appartient ~ Cov(X) et si _ p _ ~  PT 2) S_~i (X 6 A '" 

C~ E A,(X~ > X~)~ E Bct~ appartient ~ Cov(Xct) , alors la famille 

(Xf > ]'~/y 6-~J--B~_6A ~(~ pour__ tout y = (~,~(~), c~ E A, ~ct 6 BC~ , le morphisme 

Xy ----> X est le morphisme �9176176 : Xy = X~ �9 > Xct ----> X) appartient 

Cov(X). (Stabilit4 par composition). 
% 

PT 3) La famille : X -- > X appartient ~ Coy(X). 

1.3.1. La definition de 1.1.6 nous permet de consid4rer, pour une 

pr4topol_oj~i_e donn4e sur C~ la topologie sur C engendr4e pa= cette pr4- 

topologie. Notons que si C est une eat~gorie o~ les produits fibres sont 

repr~sentables, alors toute topologie T de C peut ~tre d4finie par une 

pr4topologie, savoir celle pour laquelle Coy(X) est form4 de toutes les 

familles couvrant X pour la topologie T. 

P_roposition 1.4. Soient Cune cat~gorie, E une p.g~topolo~ie sur C, T 

la topolo,ieg d4finie par _la pr4top.ologie E (i.I.6), X un objet de C. 

D~sisnons par JE(X) l'ensemble des cribles de X engendr4s par les families 

de la pr~topolosie, et par JT(X) l'ensemble des raffinements de X pour 
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la topologie T. Alors JE(X) est cofinal dans JT(X). En d'autres termes, 

~our qu'un crible R de X a_appartienne ~ JT(X), il faut et il suffit @u'il 

existe un crible R' E JE(X) tel que R'~-R. 

Preuve. Soit, pour tout objet X de C, J'(X) l'ensemble des cribles de 

X qui contiennent un crible de JE(X). On a ~videmment J'(X) c JT(X). 

Pour montrer que J'(X) = JT(X), il suffit de montrer que la donn~e des 

J'(X) d~finit une topologie sur C. Or les J'(X) v~rifient ~videmment 

les axiomes (T i) et (T 3). II reste donc ~ v~rifier (T 2). Pour cela 

il suffit de d~montrer que si R' est un sous-crible de R E JE(X) tel 

que pour tout Y----> R, le r R'• de Y appartienne ~ J'(X), 

le crible R' appartient g J'(X). Or le crible Rest engendr~ par une 

famille (X~ > X) appartenant ~ Cov(X),et pour tout ~ le crible 

R' XxX ~ contient un crible engendr~ par une famille (X~ > X ) appar- 

tenant ~ Cov(Xc~). On en d~duit que le crible R' eontient un crible en- 

gendr~ par la famille (X8 > X). Donc, d'apr~s l'axiome (PT 2), R' 

contient un crible de JE(X) et par suite appartient g J'(X), cqfd. 

2. Faisceaux d'ensembles 

D~finition 2.1. Soit Cun site dont la cat~gorie sous-~acente est une 

U-cat~gorie. Un pr~faisceau F ~ valeurs dans U-Ens est dit s~par~ (resp. 

est un faisceau) si pour tout erible R couvrant X, objet de C, l'application : 

HOmc^(X,F) > HOmc^(R,F) 

est une ~njection (resp. une bijeetion). La sous~ pleine de C ̂ 
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dont les objets sont les faisceaux est appel4e la cat4gories des faisceaux 

d'ensembles sur C, etest notre le plus souvent ~ (I>. LorsquJaucune ambi- 

&u~t~ n'en r~sultera, nous dirons simplement cat~$orie des faisceaux 

s ur C; ~n revanche nous pr~ciserons quelquefois en disant eat~8orie des 

faisceaux ~ valeur dans U-Ens ou encore cat4gorie des U-faisceaux. 

Proposition 2.2..Soient C une U-cat4~orie , ~ = (Fi)iE I une famille 

de U-p.T~faisceaux sur C. D~signons, pour chaque objet X de C, par J ~(X) 

l'ensemble des cribles R----> X tels que pour tout morphisme Y .... > X 

de C de but X, le crible R • Y poss~de la propri~t4 suivante : l'application 

Homo^(Y,F i ) ~  > Hom~^(R~ XxY,F i ) 

est biieetive (resp. in~ective) pour tout i E I. Alors les ensembles 

J~(X) d~finissent une t_o~olo~ie sur C, qui est la plus fine des topo- 

logies pour laquelle chacun des F i soit un faiseeau (reSp. un pr4faisceau 

94par4). 

Preuve. Les J~(X) v~rifient ~videmment des axiomes (T i) et (T 3). Ii 

reste ~ montrer qu'ils v4rifient (T 2). Pour cela il suffit de montrer que : 

]) Si R' c__> R < > X sont deux cribles de X, tels que R E J~(X) et 

tels que pour tout Y > R (o~ Y est un objet de C) le crible R'XxY 

appartienne ~ J~(y), alors le erib]e R' appartient ~ J~(X). 

2) Si R' c__> R r > X sont deux cribles de X tels que R' 6 J~(X), alors 

le crible R appartient A J~(X). 

Notons que, dans le eas 2), pour tout Y > R (o~ Y est un 

objet de C) le crible R'XxY appartient ~ J~(Y). Or, dans les cas I) 

et 2), Rest limite inductive des Y, objets de C, au-dessus de R (I 3.4). 

(I) ou C~, suivant l'humeur de la machine ~ ~crire. 
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Les limites inductives da~s C" sont universelles (I 3.3). Par suite dans 

les cas i) et 2), R' est limite inductive des R'• Or, dans les 

cas i) et (2), R'XxY appartient ~ J~(Y). On en d~dult, en passant 

la limite inductive sur le6 objets Y de C au-dessus de R, que l'application 

HOmc^(R,F i) > HOmc^(R',F i) 

est une bijection (resp. une injection) pour tout i E I. Par suite les 

applications 

HOmc~(X,F i) ---> Homc^(R',F i) et Homc^(X,F i) > HOmc^(R,F i) 

sont, dans les cas I) et 2), des bijections (resp. des injections). 

De plus, les hypotheses I) et 2) sont visiblement stables par chan- 

gement de base quelconque Y > X (Y objet de C). On en d~duit alors 

que pour tout objet Y de C au-dessus de X et tout i E I, les applications 

HOmc^(Y,F i) > HOmc^(R X Y,F.) 
X 

HOmc^(Y,F i) > HOmc^(R' X Y,F.) 
X i 

sont dans les deux cas des bijections (resp. des injections) ; ce qui 

montre que R' et R appartiennent ~ J~(X), cqfd. 

Corollaire 2.3. Soient C une U-cat~$orie, e~ pour tout x de C un ensemble 

K(X) de eribles de X. On suppose que les K(X) vdrifient l'axiome (T i) 

d_~e (i.I). Pour qu'un pr~faisceau F soit un faisceau (resp. un pr~faisceau 

s~par~) ~our la topologie engendr~e (1.1.6)par les K(X), il faut et il 

suffit que pour tout objet X de C et tout crible R E K(X), l'application 

HOmc^(X,F) > HOmc^(R,F) 

soit une b ijection (resp. une injection). 
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Corollaire 2.4. En particulier,soit Cune U-cat~$orie munie d'une pr4- 

topolo$ie= . Pour qu'un pr4faisceau F soit un faisceau (re~. un pr4faisceau 

s4nar__~___~), il faut et il suffit Rue pour tout objet X dee C et pour toute 

famille (X > X) appartenant A Coy(X) le di@$ramme d'ensembles 

F(x) > V-r ~(x) ~ I ~ ~(xa • 
~EA (~,~)6 A X A 

soit exact (resp. l'applieation 

soit injective). 

F(X) ~--->TTF(X~) 
SEA 

Preuve. 0n applique 2.3, puis (I 3.5) et (I 2.12). 

On retrouve avec le corollaire 2.4 la d~finition donn~e dans [ i ]. 

Dgfinition 2.5. Soit C une U-catggorie. On appelle topologie canonique 

de C la topologie la plus fine pour laquelle les foncteurs repr~sentables 

soient des faisceaux (2.2). Un crible couvrant X pour la topologie cano- 

nique sera appel~ crible ~pimorphique strict universel. Une famille cou- 

vrante pour la topologie canonique sera appel~e famille ~pimorphique stricte 

universelle. Lorsque de plus les morphismes de la famille couvrante sont 

quarrables, la famille sera dite ~pimorphique effective universelle [2]. 

Remarque 2.5.1. Pour presque tousles sites qu'on a eu g utiliser jusqu'~ 

prgsent, la topologie est moins fine que la tepologie canonique, en d'au- 

tres termes, les foncteurs repr~sentables sur C sont des faisceaux, i.e. 

les families couvrantes de C sent gpimorphiques strictes universelles. 
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La seule exception ~ cette r~gle est le site C 4tudi4 au n ~ 5 (dont la 

topologie est plus fine, et le plus souvent strictement plus fine, que 

la topologie canonique). 

~ t i o n  2.6. Pour qu'un crible Re---> X soit 4pimorphique strict 

u ni_verse_____l, il faut et il suffit que pour tout ob~et Y > X de C au- 

dessus de X, et pour tou~ obOet Z d_ee C, l'application : 

Homc(Y,Z) > lim Homc(.,Z) 

~/(Y • R) ' 

soit une bijection. 

Preuve. Imm~diat en appliquant 2.2 puis (I 5.3). 

Remarques2.7. i) La proposition 2.6 donne une caract~risation des cribles 

~pimorphiques stricts universels d'une cat~gorie C, ind@pendante de l'uni- 

vers dans lequel les pr4faisceaux prennent leurs valeurs, ~ la seule con- 

dition que les ensembles de morphismes Hom(X,Y) de C appartiennent 

cet univers. Elle permet ainsi de d~finir la topologie canonique pour 

toute cat4gorie C, sans qu'il soit pour cela n~cessaire de pr~ciser les 

univers. 

2) Soient C un site dont la cat~gorie sous-jacente soit une U-categoric, 

Fun U-pr~faisceau et ~ un univers contenant U. La categoric sous-jacente 

C est une ~-cat~gorle, et F pout ~tre consid4r4 cormme un ~-pr~faisceau. 

Le U-pr~faisceau F est un fais=eau (resp. un pr4faisceau s4par~) si et 

seulement si le ~-pr~faisceau F est un faisceau (resp. un pr4faisceau 

S~par4). En d'autres termes, la condition pour un pr~faisceau F d'etre 

un faisceau (resp. un pr4faisceau s~par4) ne d4pend pas (au sens qu'on 
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vient de pr~ciser) de l'univers dans lequel le pr4faisceau F prend ses 

valeurs. En particulier soient C un site et Fun U-pr4faisceau ; on dit 

que F est un faisceau (resp. un pr4faisceau s4par4) s'il existe un uni- 

vers V contenant U tel que la cat4gorie C soit une V-cat4gorie et tel 

que F soit un ~-faisceau (resp. un [-pr~faisceau s~par~). Cette propri4t~ 

ne d4pend pas d~pend pas de l'univers V. 

3. Faiseeau associ4 ~ un pr~faiscea__uu 

D4finition 3.O.1. Soi____~t C un site. On appelle famille topologiquement 

g4n~ratrice (o~ lorsqu'aueune confusion n'en r~sulte, famille $~n4ratrice) 

de C, un ensemble G d'objets de C tel que tout ob~et de C soit but d'une 

f@mille couvrante de morphismes de C (1.2) dont les sources sont des 

414ments de G. 

D4finition 3.0.2. Soit U un univers. On apEelle U-site un site C dont 

la cat4gorie sous-jaeente est une U-cat~$orie (I i.I), qui poss~de une 

petite famille topologiquement g4n4ratrice. Soit C un_~e U-cat~$orie; on 

appelle ~-topologie sur Cune topolosie sur C faisant de Cun U-site. 

On dit ~u'un site C est U- e~_~, ou par abus de langase, petit, si la 

cat4gorie sous-jaqente ~ C est petite (I i.O). 

3.0.3. Ii r4sulte imm4diatement des d~finitions que toute topologie 

plus fine qu'une U-topologie est une U-topologie, et qu'un petit site 

est un U-site. 
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Proposition 3.0.4. Soient C un U-site, G une petite f~mille topolo$i- 

quement g~n~ratrice de C. Pour tout X E ob C, d~signons par JG(X) !'en- 

semble des cribles couvrant X ensendr~s par une famille de morphismes 
u 

(Y~ ~ ) X), ~E A, o_~I Y E G. 

i) L'ensemble JG(X) est petit. 

2) L'ensemble JG(X) est cofinal dans l'ensemble J(X) de tousles cribles 

couvrant X, ordonn4 par inclusion. 

3) Pour tout R E JG(X), il existe une petite famille 4pimorphique (I 10.2) 

(u~: Y ..... > R), ~6 A, avec Y E G. 

Preuve. i) Posons A(X) = ~Hom(Y,X). L'ensemble A(X) est petit (I O) 

et card(JG(X) ) ~ 2 card(A(X)). Par suite JG(X) est petit. 

2) Soit R E J(X). Posons A(R) = -L_L Hom(Y,R) et soit R' le crible de X 
YEG 

engendr4 par la famille (Y ~ R ~ > X), u6A(R). On a R'CR et il suffit 

de montrer que R' est couvrant. D'apr~s l'axiome (T2) de I.I , il suffit 

de montrer que pour tout morphisme Z > R, ZEob C, le crible R'XxZ de Z 

est couvrant. Or le crible R'• contient le crible engendr~ par la famille 

de tousles morphismes y > Z avec YEG, famille qui est, par hypoth~se, 

couvrante. Le crible R'XxZ de Zest donc couvrant ( axiome T2 de i.I). 

3) Soit R~JG(X). La famille (Y u > R), u6A(R) = J_i_ Hom(Y,R) est, par 
YEG 

hypoth~se, 4pimorphique. Or, pour tout YEob C, Hom(Y,R) est contenu dans 

Hom(Y,X) qui est petit. Par suite A(R) est petit. 

3.0.5. Soient C un U-site, V un univers tel que C 6 [et UC V, G une 

~-petite famille topologiquement g~n6ratrice de C. La cat~gorie C ̂ des 

pr4faisceaux de U-ensembles sur C est une ~-cat4gorie (I I.i.i). Soit 
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X un objet de C. L'ensemLle J(X) des cribles couvrant X est ~-petit et, 

ordonn~ par inclusion, il est cofiltrant (I.I.I). Pour tout ~-pr6faisceau 

F, la limite inductive llm HOmc^(R,F) est donc repr6sentable par un 
jTfr > 

61dment de V (I 2.4.1). De plus, il rdsulte de (3.0.4 3)) que, pour tout 

R ~ JG(X),Homc^(R,F ) est U_-petit, et comme JG(X) est un U_-petit ensemble cofin 

darts J(X) (loc. cit.), il r6sulte de (I 2.4.2) que Ij~)Homc^(R,F) est U--petit. 

Choisissons alors, pour tout F et pour tout X, un ~16ment de U qui repr6sente 

cette limite inductive et posons 

LF(X) =lim. HOmC~(.,F ) 
J(X~ 

Soit g : u ') X un morphisme de C. Le foncteur changement de base 

g~ : J(X) .... > J(Y) d~finit une application : 

LF(g) : LF(X)= > LF(Y) 

qui fair de X ~ > LF(X) un pr4faisceau sur C. 

Le morphisme id X : X > X ~tant un 61~ment de J(X) on a, 

pour tout objet X de C, une application : 

s : F(X)' > LF(X), 

d~finissant visiblement un morphisme de foncteurs : 

L(F) : F > LF 

Ii est clair de plus que F b-----> LF est un foncteur en F et que les mor- 

phismes 6(F) d6finissent un morphisme 

s : Id > L 

Enfin soit Re---> X un raffinement de X. La d~finition de LF(X) et (I 1.4) 

nous fournissent une application : 

Z R : HOmc^(R,F) ------> HOmc^(X,LF) , 
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et pour tout morphisme de C , Y g > X, la d~finition du foncteur LF 

nous montre que le diagramme ci-apr~s, est com~nutatif : 

Z R : HOmC..{R,F) ~ HOmc~(X,LF) 

ZRXxY: Home^( R XxY,F) --> Homc^(Y,LF ) 

(les fl~ches verticales sont les fl~ches 4videntes). 

Copions alors [2]~ 

Lemme 3.1. 

i) Pour tout raffinement i R : R ~ > X et tout u : R ,~ F, I e diagran~ne : 

~(F) 
F "- > LF 

T 
R f ~X 

i R 

est commutatif. 

2) Pour tout morphisme v : X > LF, il existe un raffinement R de X et 

u__n_n morphisme u : R ---> F tel que ZR(U) = v. 

3) Soient Y un objet de C e t u,v : Y ~F deu~morphismes tels que 

6(F)~ Alors le npyau du couple (u,v) est un raffinement de Y. 

4) Soient R et R' deux raffinements de X, u : R ----> F e__~t u' : R' ----> F 

deux morphismes. Pour ~ue ZR(u) = ZR,(U') , il faut e~ il suffit que u 

e_~t u' coTncident sur un raffinement R ''c > R XxR' 

Preuve. La seule assertion non triviale est l'assertion I). II faut 

montrer que ZR(U)Ol R = g([,'~u. Pour cela il suffit de montrer (I 3.4) 

que les compos4s de ces morphismes avec tout morphisme Y g ~ R (Y objet 
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de C) sont ~gaux. Or, consid~rons f = iRog et le produit fibr~ R • Y: 

F 6(F) > LF 

u I i ZR (u) 

RC i > X 

~ f g ~ - ~  
R •  > Y 

X i '  

Dans  ce  d i a g r a ~ e  c i - d e s s u s ,  i '  e s t  un  m o n o m o r p h i s m e  q u i  a d m e t  

une  s e c t i o n .  P a r  s u i t e  ( 1 . 3 . 3 )  i '  e s t  un  i s o m o r p h i s m e .  Or p a r  d ~ f i n i t i o n  

du m o r p h i s m e  s  l e  m o r p h i s m e  Z x Y ( U , g *  ~ e s t  ~ g a l  ~ ~ ( F ) o u = g  . 

D'autre part la comutativit~ du diagra~e (~) nous fournit l'~galit~ 

Z R ~y(UOg') = ZR(U)sf,et par suite on a bien l'~galit~ 6(F)ouog = ZR(U)oiRog. 

~roposition 3.2. 

I) Le foncteur Lest exact ~ gauche (I 2.3.2). 

2) Pour tout pr~faisceau F, LF est un pr~faisceau sSparg. 

3) Le pr~faisceau F est sdpaE~ si et seulement si le morphisme 

L(F) : F-----> LF est un monomorphisme. Le pr~faiscea___u_u LF est alors 

un faisceau. 

4) Les propri~t~s suivant~s sont ~quivalentes : 

i) s : F > LF est un isomorphisme. 

ii) F est un faisceau. 

Preuve 

i) II suffit de ~ntrer (I 3.1)que pour tout objet X de C, le foncteur 

F ; > LF(X) co~ute aux limites proJectives finies. Or par d~finition de 
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la limite projective,le foncteur 

F t > HOmc^(R,F) Rr > X E ob(J(X)) 

cor~nute aux limites projectives, et la llmite inductive lim. commute 
JCx5 

aux limites projectives finies ear J(X) est un ensemble cofiltrant (I 2.7). 

2~oientX un objet de C et f,g : X ~ LF deux morphismes qui coinci- 

dent sur un raffinement RC ~ X de X. En vertu de 3.1 2), il existe 

un crible couvrant R' c--> X~ qu'on peut toujours supposer contenu dans 

R,et deux morphismesu,v : R' ~ F tels que ZR,(U) = f et ZR,(V) = g. 

En vertu de 3.1 I) on a ~lors 6(F)ou = ~(F)ov. Par suite (3.1 4))u et v 

co~cident sur un raffinement R"~--> R'. Soit w la restriction de u h R". 

On a ZR,,(w) = ZR,(U) = ZR,(v) et par suite f = g. Le pr~faisceau LF 

est done ~par~. 

3) Si F est s~par~, le morphisme 6(F) est un monomorphisme car une limite 

inductive filtrante de monomorphis~es est un monomorphisme. Si E(F) est un 

monomorphisme, le prgfaisceau F est un sous-pr~faisceau d'un pr~faisceau 

s~par~ done il est s~pard. Montrons que LF est alors un faisceau. Soient 

i : R c > X un crible couvrant un objet X de ~et u : R > LF un mor- 

phlsme. Ii nous suffit de montrer que use factorise par X. Posons 

R' = F XLFR et v = ZR,(Prl); 

Pr 1 

Pl 

F ~ ( F )  > LF 

R'  ' > R  > X  

R " ' ' '  > y 
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Pour montrer que u = voi, il suffit de montrer (I 3.4) que pour tout 

morphisme m : Y > R (Y objet de C), voiom = uom. Posons R" = Y xRR' 

et soient Pl et P2 les projections. La projection R" ~p2~ Y est un 

monomorphisme et fait de R" un crible eouvrant Y (3.1.2)), On a 

voiopr 2 = ,~(F)opr I (3.1 i)), et par suite voi~pr 2 = uopr 2 . On en 

d~duit voioPr2oPl = uoPr2oPl i.e. voiomoP2 = uomoP2 . Conmle le pr~faisceau 

LF est s~par~, on a Voiom =' uom, cqfd. 

4) Clair. 

Remarque 3,3. Soit J'(X) un sous-ensemble cofinal de J(X). On a 

LF(X) = lim Homc,(. ,F) 

En particulier, si la topologie de C est d~finie par une pr~- 

topologie X~ > Coy(X) (1.1.3), le foncteur L peut se d~crire ~ l'aide 

des families couvrantes de Coy(X) (I 2.12 et 1 3.5). En explicitant 

les formules on retrouve la construction de [ 

Th~or~me 3.4. Soit C un U-site. Le foncteur d'inclusion i : CN c > C ̂  

d.es faisceaux dans les pr!faisceaux admet un adjoint ~ Ssuche ~,exact 

gauche (i 2.3.2) : 

a 

C A 

Le foncteur ioa est eanoniquement i somorphe au foncteur LoL (cf. 3.0.5 

Pour tout pr~faisceau F le.morphisme d'adjonction F ~ ion(F) se d~duit 

~ar l'isqmorphisme precedent du morFhisme s : F > LoL(F). 
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D4finition 3.5. Le faisceau ~F est appel~ le faisceau associ~ au pr~- 

faisce~u F. 

Le th~or~me 3.4 r~sulte imm~diatement de la proposition 3.2. 

P__~pposition 3.6. Soient C un U-site et V ~ U un univers, Notons C~ et C~ 

(resp. C~ e__tt C~) les categories de U-pr4faisceaux et de U-faisceaux 

(!esp. d_e.V-pr4faisceaux .et de V-faisceaux) et !U : C~ > CU 

(resp. ~V : C~ > C~) les foncteurs "faisceaux associ~s" correspon- 

dants. Le diasramme 

o~ les foncteurs verticaux Sont les inclusions canoniques, est commutatif 

isomorphisme canonique prgs. 

Preuve. R~sulte de la construction des foncteurs 2~ U et iV (3.4 et 3.0.5). 

4. Propri~tgs d'exactitude de la cat~gorie des faisceaux 

Les propri~t~s d'exactitude de la cat~gorie des faisceaux se d~- 

duisent des propri~t~s d'exactitude de la cat~gorie des prgfaisceaux via 

le thgor~me 3.4. Le prgsent num~ro explicite cette philosophie sur des 

gnonc~s-types parmi les plus utiles. 

Th~or~me 4.1. Soient C un U-site, ~ la cat~$orie des faisceaux, ~ : C ̂ 

le foncteur faisceau aw i : ~ > C ̂ le foncteur d'inclusion. 

I) Le foncteur ~ commute aux limites inductives et est exact. 

235 



- 18 - II 

2) Les U-limites inductives dans C sont repr4sentables. Pour toute petite 

cat~orie Iet pour tout foncteur E : I ---> ~, le morphisme canonique 

lim E " > a(lim i.E) 
i ~ --F 

est un i somorphisme. 

3) Les U-limites projectives dans ~ sont repr~sentables. Pour tout objet 

X de C,le foncteur sur ~ : F ! > F(X) coumaute aux limites projectives, 

i.e. le foncteur d'inclusion i : ~ > C commute aux limites projectives. 

Pr___euve. Ces propri4t4s r4sultent essentiellement du th4or~me 3.4 et 

de (I 2.11). 

Ainsi, dans la cat4gorie des faisceaux, les produits index4s par 

un ~l~ment de U, produits fibres, son~nes index4es par un 6_l~ment de U, 

sommes amalgam4es, noyaux, eonoyaux, images, coimages sont repr4sentables. 

Corollalre 4.1.1. soient C un U-site et Fun faisceau d'ensembles sur C. 

L'homomorphisme canonique 

lim aX--------> F 
ciF ~- 

est un isomorphisme. 

Preuve. R~sulte de (I 3.4) et du fait que a commute aux limites inductives. 

Proposition 4.2. Tout morphisme de ~, qui est ~ la fois un ~pimorphisme 

et un monomorphisme, est un ispmorphisme. 

Preuve. Soit u : G - > Hun morphisme de ~qui est un ~pimorphisme et un 

monomorphisme. Remarquons tout d'abord que le morphisme u est un monomorphisme 
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de pr~faisceaux (4.1 I)). Construisons la sormne amalgam~e HIIGH = K 

et les deux morphismes canoniques i I , i 2 : H >>K darts la cat~gorie 

des pr~faisceaux. Comme u est un monomorphisme de pr~faisceaux, on v~rifie 

irmn~diatement que le diagramme ci-apr~s est cart6sien et cocart~sien (I i0.I) : 

u 
G . . . . .  > H 

i i I i i2 

H -- > K 

En appliqusnt le foncteur "faisceau associ~", on obtient donc un diagrarmne 

cart~sien et cocart~sien de la cat~gorie des faisceaux (4.1 i)) : 

G > H 

(W) u ~ ai 2 

ai I 
> aK 

Comme u est un ~pimorphisme de falsceaux, le morphisme al Iest un Iso- 

morphisme et cormne le diagramme (w) est cart~sien, le morphisme u est 

un isomorphisme. 

PropoSition 4.3. 

i) Les limites inductives dans C N qui sont repr~sentables, sont universelles 

(I 2.5). 

2) Toute famille ~pimorphlque (I 10.2) de morphismes est ~pimorphi~ue 

effective universelle (2.6). 

3) Tout e relation d'~cLuivalence est effective universelle (I 10.6). 

4) Les U-limites inductives filtrantes commutent aux limites projectives 

flnies (I 2.6). 
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Preuve. Les assertions i) ~ 4) sont vraies dans ia cat4gorie des ensembles 

donc dans la cat4gorie des pr4faisceaux (I 3.1). Les assertions i) et 4) 

r4sultent alors imm4diatement des assertions correspondantes pour les 

pr4faisceaux et de 4.1. D~montrons 3). Soit PI' P2 : R ~ X  une relation 

Pl 
d'~quivalence de C~. Le diagrarmne R ~X est alors une relation 

P2 
d'~quivalenee de pr~faisceaux (4.1 I)). Ii existe done un morphisme de 

pr4faisceaux u : X > Y tel que le diagramme 

P2 
R .. . . . .  > X 

i u u 
X -- >Y 

soit cart4sien et cocart~sien dans la cat~gorie des pr~faisceaux. En 

appliquant le foncteur "faisceau associ~", on obtient un diagrarmme car- 

t4sien et ~ocart4sien dans la cat~gorie des faisceaux (4.1 I)). Par 

Pl 
suite R ~X est une relation d'~quivalence effective. Comme toute 

P2 
relation d'~quivalence est effective d'apr~s ce qui pr@c~de, route 

relation d'4quivalence est effective universelle. D~montrons 2), Soit 

~i : X.1 > X),i61, une famille ~pimorphique de CN. D'apr~s (If 2.6) 

et (I 2.12), il suffit de d4montrer les assertions suivantes : 

a) Pour tout morphisme de faisceaux v : Y ~ > X, la famille de morphismes 

Pr2, i : XiXxY --9" Y, iEI, est une famille ~pimorphique de C~. 

b) Pour tout faiseeau Z le diagrarmne d'ensembles : 

Hom(X,Z) > ~ Hom(Xi,Z ) ~ -~- Hom(XiXxXk, Z ) 
iEI (i,k)El• 

est exact. 
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Soient X' la r4union des images des morphismes uo au sens 
l 

des pr4faisceaux et j : X' r X l'injection canonique. Pour tout iEI, 

le morphisme u i : X. > X se factorise en un morphisme u! : X i > X' 
i 1 

et le morphlsme j, et la famille u~ : X. -~ X', iEI, est une famille 
i l 

~pimorphique de C ̂, Comme jest un monomorphisme, le morphisme 

~j : _aX' ~ X est un monomorphisme de faiseeaux (4.1). Conmle pour 

tout iEI, on a u i = _j_a'au~l ' ~j est un 4pimorphisme de faisceaux. Par 

suite ~j est un isomorphisme (4.2). Soit v : Y > X un morphisme de 

faisceaux. On en d~duit par changement de base un morphisme Jv : X'XxY --> Y 

et des morphismes u~ : Xi• - > X'• . Cormne a commute aux produits 

fibres, !Jv est un isomorphisme. Comme les familles ~pimorphiques de C ̂ 

conservent ce earact~re par changement de base la famille u~ iEI, 
l~V ~ 

est ~pimorphique dans C ̂. Cormne a commute aux limites induetives, la 

famille au! : Xi~Y > a(X'~Y) iEl, est 4pimorphique dans C ~ d'o~ a) 
-- l~V -- ~ 

D~montrons b). Soit Z un faisceau. Comme ~j est un isomorphisme, l'application 

Hom~X,Z) > Hom(X',Z) 

est une bijection. Cormme les u~, iEl, forment une famille ~pimorphique 

de C ̂ , le diagrarmne d'ensemble : 

Hom(X',Z) > ~ Hom(Xi,Z) ~> ~ Hom(XiXx,Xk,Z) 
iEl (i,k)EIXl 

est exact. Enfin comme X' est un sous-pr4faisceau de X, le pr~faisceau 

Xi• , (i,k) E I• est canoniquement isomorphe ~ XiXxX k , d'o~ b). 
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Remarques4.3.1. 

I) La proposition 4.3 2) nous fournit formellement une seconde d~mons- 

tration de 4.2 : II est clair que, dens route cat~gorie, un morphisme 

qul est ~ la fois un 4pimorphisme effectif universel et un monomorphisme 

est Qn fair un isomorphisme. 

2) On d4duit des propositions pr4c4dentes que tout morphisme dens la 

cat4gorie des faisceaux se faetorise de mani~re unique en un ~pimorphisme 

effectif et un monomorphisme effectif. Cette propri~t4 g4n4ralise de 

faqon naturelle, pour les cat4gories non additives, l'axiome (AB2) des 

categories ab~liennes (coim ~-- im)[Tohoku]. 

4.4.0. Soit Cun U-site. Le foneteur h : C > C ̂  (I 1.3.1), compos~ avec le 

foneteur faisceau associ4,fournit un foncteur 

e C : C ) C ~ , 

appel~ f_on~teur canonique de C dens C~, qui sere constamment utilis4 

par la suite. Le foncteur e C commute aux limites proJectives finies. 

Lorsque la topologie de C est moins fine que la topologie canonique, e C 

est plelnement fiddle, et cormnute aux limites projectives; ~I est elors, 

drailleurs, d4fini lorsque C ne poss~de pas n~cessairement de petite 

f~nille topologiquement g4n4ratrice. Nou~n'~tudierons pas en d~tail 

le comportement de eC par r~pport aux limites inductives (cf. [SGA 3 IV]). 

Nous aurons cependant besoin des propositions ci-apr~S. 

Th~or~me 4.4. Solent Cun U-site et(u. : X. > X),i61, une famille 
1 i 

de morphismes de C de but X. Les conditioqs suivantes sont 4quiyalentes (~) : 

i) La famille(eCU i : r > e~),i6I, est une famille 4pimorphique de 

(~) Lorsque le site C ne poss~de pas n4cessairement de petite famille 
topologiquement g~n4r~trice et lorsque la topologie de C est moins 
fine que la topologie canonique, on a ii) ~ i) (cf. d4monstration de 4,4), 
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c ~ (i io.2). 

il) --La famille(u i : X.1 > X),iEI, est une famille couvrante de C (1.2). 

Preuve. ii)~ i). Soient Re--> X le crible engendr4 par les ui, i61 

(14.3.3), et u~ : X. ---> R les morphismes induits par les u.. La famille 
i i 1 

des u! iEl est une famille ~pimorphique de C^,et Rest un crible cou- 

vrant X. Par suite, pour tout faisceau F, l'application 

Hom(X,F) - 

est bijective et l'application 

Hom(R,F) 

Hom(R,F) >~-Hom(Xi,F) 
1 

est i n j e c t i v e .  Donc l ' a p p l i c a t i o n  

Hom(X,F) " >~Hom(Xi,F) 
l 

est injective et par suite l'application 

Hom(aX,F) >FHom(_aXi,F) 
i 

est i n j e c t i v e ,  d'o~ i ) .  

i) ~ ii). Avec les notations introduites pr~c4demment, soit JR : Re--> X 

l'injection canonique dans X du crible engendr4 par les u. , is Ii 
l 

r~sulte de i) que le morphisme de faisceaux ~JR : ~R---->_aX est ~ Is 

fois un ~pimorphisme de faisceaux et un monomorphisme de faisceaux. C'est 

donc un isomorphisme de faisceaux (4.2). On a, avec les notations dun ~ 3, 

un diagramme commutatif : 

X s > UX ~(LX) > aX 

Z(R) Z(LR) 
R > LR > aR 

~R 
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Tout d'abord, d'apr~s 3.1 2), il existe un crlble couvrant JSI : S 1 --> X 

et un morphisme u I : S I ---> LR tel que 

(4.6.1) i(LX)oi(X).J = ~JROt(LR)OUl = g(LX)oLJRoU I 
S 1 

Posons m = s et n = LJR=U I. Les morphismes met n sont des morphismes 

de S 1 dans LX. Soit $2c--~ S 1 le noyau du couple de fl~ches (m,n). Pour 

tout objet Y de C et tout morphisme ~ : Y ----> SI, on a, en vertu de 

(4.6.1), .~,(LX)omo~ = g(LX)onod. Ii r4sulte alors de (3.1,3)) que le 

noyau S2XsIY du couple de fl~ches (mo~,no~) est un crible couvrant Y. 

Par suite, d'apr~s l'axiome (T2) des topologies, JS2 : $2~ > X est un 

crible couvrant X. On a doric un morphisme u 2 : S 2 ~ LR et un diagramme 

cormnu tati f : 

(4.6.2) 

S 2 

u 2 

LR 

JS 2 

~ )  L JR 
> LX 

goient Y un objet de C et ~ : Y " > S 2 un morphisme. D'apr~s 

3.1 I), il existe un crible r JQ. : QI �9 > Yet un morphisme 
L 

vl : Q1 ---> R tels que u2o~.JQl = s I . Posoas f = Js2o~~ 

g = JROVl . Soient Q2 le noyau du couple (f,g) : Q1 ----T~.~ X et JQ2 

l'injeetion canonique. Pour tout objet Z de C et tout morphisme 

y : Z > QI' on a, en vertu de la commutativit~ de (4.6.2) : 

: Q2 c--> Y, 

s = 6(X)oJs2o~=jQlO Y = LJRoU2oSOJQlO Y = 

= L J R o s  Y = 6(X)OJROV|o  Y = ~ ( X ) o g o y  
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Ii r@sulte alors de 3.1.2) que le noyau Q2XQ]Z du couple (foy,goy) est un crible 

couvrant Z . D'apr~s l'axiome (T 2) des topologies, JQ2:Q2 q ~ Y est un crible 

couvrant Y . Pour tout morphisme B : Y > S 

JQ2 : Q2 r ~ Y et un morphisme v 2 : Q2 

soit commutatif : 

, il existe donc un crible couvrant 

> R tels que le diagramme ci-apr~s 

J 
S 2 

y ~ �9 S 2 '~ 

JQ2J v2 
Q2 ~ R 

Notons alors S 2 ~ R le produit fibr@ de S 2 et de R au-dessus de X . Le cri- 

ble (de Y) : (S2~R)• contient le crible Q2 et par suite (S2~R)xs~Y est un 

crible couvrant Y . Ii r~sulte alors de l'axiome (T 2) des topologies que S2NR 

est un crible couvrant X et par suite le crible R qui contient S2(~R est un cri- 

ble couvrant X , cqfd. 

Corollaire 4.4.4. Soient T la topologie du~-site ~,T' (resp. T") la topologie la 

plus fine sur ~ parmi celles pour lesquelles les objets de ~ sont des faisceaux 

(resp. des prgfaisceaux) (2.2). Alors T = T' = T" 

En effet, on a trivialement T ~ T' $ T" , et 4.4 et 2.2 impliquent que 

T" < T , cqfd. 

D@finition 4.5. U n objet initial d'une cat~gorie A est un objet ~A qui repr@sente 

la limite inductive vide i.e. tel que pour tout X E ob A , il existe une fl~che et 

une seule ~A ~ X . On dit qu'un objet ~A est initial strict s'il est initial et 

si tout morphisme de but @A est un isomorphisme. Soit (Si), iE I , une famille 

d'objets d'une cat@gorie A . Supposons que la somme s = I I S i soit representable. 
i~I 

On dit que la somme S est disjointe si les morphismes structuraux S. ) S 
i 

sont quarrables, s'ils sont des monomorphismes et si pour tout couple i,j , i # j 

le produit Si• est un objet initial de A . On dit que la somme S est disjointe 
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universelle si elle est disjointe et si elle reste somme dis.iointe aprgs 

tout chan~ement de base T > S; il en r4sulte que pour tout couple i,j , 

i#j, les objets SiXsS j sont des objets initiaux strlcts de A. 

Exemple 4.5.1, Dans la catggorie des ensembles, les sormnes directes sont 

disjointes et universelles. Ii en est donc de m~me dans toute cat4gorie 

de pr4faisceaux d'ensembles (I 3.1) et par suite dans toute cat4gorie de 

faisceaux d'ensembles sur un U-site (4.1) ; en particulier, l'objet 

initial de C~est strict. 

Proposition 4.6. Solent C une U-catw et(s. : X. > X),iEl, une 

~ami.lle de morpbismes de C. Pour route U-topologie ~ sur C (3.0.2), 

on d4si~ne par C~ la cat4sorie de faisceaux correspondante et par 

e~: C > C~ le foncteur correspondant 

i) Soit ~ une U-topologie telle que 

(c,,o(s.)) 
ILc (x i) ~ ~> c (x) 
icz ~ 

soit un isomorphisme. AJors_ pour toute topologie ~' plus. fine que ~, 

le .morphisme : 

(c , . . , (s . ) )  
_LLc ~,(x . )  - -o 1> e ( x )  
ir ~ l 

est un isomor~hisme. 

2) Soit ~ une U-topologie suet C. Les propri~t~s suivantes (i) e_~t (ii) sont 

~quivalentes : 

i) a) La famille (s. ; X. > X),i6I, est couvrante ppur~ . 
i l 

b) Pour tout i 6 I, le morphisme diagonal de pr4faisceaux 
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Z~ i : XiC > XiXxX i est transform4 par le foncteur"faisceau associ4"(pour~ ) 

en un isomorphisme (ce qui est le cas si less. sont des monomorphismes). 
l ' 

c) Pout" tou.t couple (i,j), i~j, d'414ments de Ii le pr4faisceau. 

Xi~X jest transform4 par l.e foncteur "faisceau associ~" (op__ou~) e__nn 

l.'objet initial de C~. 

ii) %(X) est son,me de r 

Preuve. 

I) Un faisceau F pour q~' est un faisceau pour e~ . Par suite, pour tout 

faisceau F pour ~', le morphisme 

HOmc^(X,F) > ]~-HOmc^(Xi,F) 
iel 

est un isomorphisme, ce qui entralne l'assertion. 

2) Par d4finition, on a la propri~t~ ii) si et seulement si le morphisme 

de pr4faiseeaux 

= (h(si),i E I) :]_L h(X i) ' > h(X) 
i 

est transform~ par le foncteur "faisceau associ~" en un isomorphisme i.e. 

(4.2) si et seulement si a(r est un ~pimorphisme et et monomorphisme de 

falsceaux. D'apr~s (4.4), le morphlsme a(~) est un ~pimorphisme si et seu- 

lement si on a la propri~t~ a). Le morphisme diagonal 

: -~Lh(X i) > (]_Lh(X.))X ..... (_LLh(x.)) 
�9 i nkAJ , I 

i l I 

est somme directe d'une f#~ille $i,j' (i,j) s iXl, de morphismes d4finis 

con~ne suit : 

~) Lorsque i = j, gi iest le morphisme diagonal h(X.) ---> h(Xi)Xh(x)h(X i) 
, i 

y) Lorsque i # j, ~i,j est le morphisme ~C ̂ > h(Xi)Xh(x)h(X j) (~C ̂ d~signe 

l'objet initial de C^). 
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Le morphisme ~(~) est un monomorphisme si et seulement si ~(A) 

est un Isomorphisme, et d'apr~s (4.1) ~(~) est isomorphisme si et seulr 

ment si les ~(Ai, j) sont des isomorphismes ~.e. si et seulement si on 

ales propri4t~s b) et c). 

Corollaire 4.6.1. Soient C une U-cat~gorie et X un ob~et de C. 

I) Soit~ une U-topologi.e.sur C. L'objet X de C est transform~ par le 

foneteur "faisceau associ4" (pour la topolosie~) en l'ob~et initial de 

C~ si et seulement si le crible vide recouvre X. 

2) Lorsque X est up ob~et initial strict de C, le faisceau associ4 ~ X, 

pour toute U-topologie plus fine que la topologie canonique, est un 

ob~et initial. 

Preuve. 

i) On prend pour ensemble I dans 4.6 2) l'ensemble vide. 

2) D'apr~s I) et 4.6 i), il suffit de montrer que le crible vide reeouvre 

X pour la topologie canonique i.e. (2.6) il suffit de montrer que pour 

tout objet Y----> X au-dessus de X, Y est un objet initial de X, ce qui 

r4sultQ de la d4finition (4.5). 

r 4.6.2. Solent C un U-site et(s. : X. > X),i E I, une famille 
i i 

d e morphismes quarrable.s de C de m~me.but poss~dant les propri4t4s suivante~ ' 

&) La famille des s i , i 6 I, est couvrante. 

~) Pour tout i E I, s i : X i > X est un monomorphisme. 

y) Pour tout couple (i,j), i # j, d'414ments de I, XiXxX jest recouvert 

pa.r le crible vide, ~.~. ~our tout faisceau F sur C, F(XiXxX j) est un 

ensemble r@duit ~ un 41~ment. 

Alors Cc(X) est sor~ne des r i ~ I. 
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Preuve. R~sulte imm4diatement de 4.6 2) et de 4.6.1 i). 

Corollaire 4.6.3. Soient C une U-cat4gorie et (s i : X.l > X), i s I, une 

famille de morphisme quarrables de m~me but. Supposons que la topologie 

canonique .de C soit une ~-topolosie. Les conditions suiv~ntes sont 

4quivalentes : 

i) II existe une U-topologie ~ sur C, moins fine que la topplo$ie cano- 

nique, telle que r (X) soit sormne des e (Xi) , i E I. 

ii) L'objet X est sonmae disjointe et universelle (4.5) (dans C) des X i. 

Preuve. ii) ~ i). Comme X est somme universelle des Xi, i 6 I, la famille 

des si, i E I, est couvrante pour la topologie canonique de C (2.6). La 

condition ~) de 4.6.2 est donc satisfaite lorsqu'on munit C de la topologie 

csnonique. La condition ~) est ~videmment satisfaite et la propri~t4 y) 

r~sulte de 4.6.1) 2), d'o~ i). 

i) ~> ii). Soit ~ une topologie sur C moins fine que la topologie cano- 

nique telle que ~(X) soit somme des ~(X.).l Pour tout faisceau F, pour ~ , 

l'application canonique Hom(X,F) >]~Hom(Xi,F) est une bijection. De 
l 

plus, tout pr~faisceau representable est un faisceau. Ii en r~sulte aussit~t 

que X est somme dans C des X., i ~ I. Appliquant ceci au c~s o~ l'ensemble 

Iest vide, on voit que si un objet de C est transform~ en l'objet initial 

de C~, cet objet est un oh jet initial de C. Le foncteur ~: C > C~ 

est pleinement fiddle et commute aux limites projectives finies. Par suite 

la condition b) de 4.6 2) entraine que les si, i E I, sont des monomor- 

phismes de C,et la condition c) entralne, d'apr~s de qui precede, que les 

~r 
X.~., i # j, sont des objets initiaux de C. Par suite X est somme disjointe ~A j 
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des X..l Comme e~commute aux produits fibr4s, cette derni~re propri~t~ 

est stable par tout changement de base Y > X, et par suite X est somme 

disjointe et universelle de~ Xi, i 6 I. 

Corollaire 4.6.4. Sgient C une U-cat~gorie et X u_nn objet de C. Supposons 

~_e i; .topologie canonique sur C soit une U - ~ .  Les propri~t~s 

suivantes sont 4qulvalentess : 

i) II existe sur C une topologie moins fine que la topolo~ie eanoniqu~ 

t~lle ~u~ c(X)w us ~J~t initial de C~. 

ii) X est un ob~et initial strict de C. 

Preuve. On prend pour ensemble I l'ensemble vide dans 4.6.3 . 

p_ro2osition 4.7. Soient C u ne U-r C ~ la cat4$orie des faisceaux 

su_ rr C pour la topologie eanonique, c C : C > C~ le foncteur eanonique 

(4.4.0), R ~X une relation d!4quivalence dans C admettant un conoyau 

Y dans C. Soit u : X > Y le morphisme canonique et supposons-le ~uarrable. 

Consid4rons alors les~Dropri~t4s suivantes : 

i) r est le quotient de la relation d'4quivalence CC(R) ----~ ec(X). 

ii) La relation d'~quivalen_cEe R ~ z~X est effective universelle (cf. ~~ 7). 

On a ii) --=~ i). Lorsque C poss~de une U-topolo~ie molns fine que l.a 

topoloRie canoni~ue, on a i) ~ ii). 

Preuv____~e. ii) ~-~ i). Le morphisme canonique R --->XX~ est un isomorphisme. 

Soit S > Y le crible engendr4 par ~ : X > Y. Pour tout pr@faisceau F~ 

on a un diagrar~ne exact (l 2.12) : 

Hom(S,F) ----->Hom(X,F) ~ Hom(R,F) 
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Ii suffit donc de montrer que pour tout faisceau F pour la topologie 

canonique~ l'application 

Hom(X,F) ~ Hom(S,F) 

est une bijection i.e. il suffit de montrer que S est couvrant pour la 

topologie canonlque, ou encore que le crible engendr~ par ~ : X > Y 

est couvrant, ce qui r~sultQ de la d~flnltion 2.5. 

i) ~- ii). Le foncteur ~C : C ~ C N commute aux limites projectives 

finies et est pleinement fiddle. Or le morphisme canonique 

ec(R) ~ Jc(X)• est un isomorphisme (4.3). Par suite le 

morphisme canonique R > XX~ est un isomorphisme. Le morphisme 

ec(X) > ec(Y) est un ~pimorphisme, ce qui entralne (4.4) que ~ : X ---> Y 

est un morphisme couvrant de C pour la topologie canonique, cqfd. 

Proposition 4.8. Soit Cun U-site. La cat4gorie des faisceaux sur C 

poss~de les propri~t~s suivantes : 

a) Les limites projectives finies sont repr4sentables. 

b) Les sommes directes index~es par un 41~ment de U sont 

repr4sentables. Elles sont disjointes et universelles.(4.5). 

c) Les relations d'~quivalence sont effectives universelles. 

Cela a ~t~ vu dans 4.1, 2) et 3), 4.3, 3), et 4.5.1. 

Ces propri4t~s ont ~t4 mises en ~vidence car elles permettront 

plus tard de caract~riser les U-categories ~quivalentes ~ des categories 

de faisceaux sur des cat48ories appartenant ~ U (IV 1.2). 

Remarque. Rappelons que la propri4t4 a) est ~quivalente ~ la propri~t4 : 

il existe un objet final, et les produits fibr4s sont repr4sentables 

(z 2 .3 .1) .  
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4.9. Soient C un site dont la cat~gorie sous-jacente soit une U-cat~gorie. 

Alors la ~t~gorie C des U-f~isceaux sur C satisfmit aux conditions envi- 

sog~es dans 1 7.3 ((i) ou (ii), au choix), done par loe. cit. les diverscs 

variantes envisag~es dans 1 7.1 pour la notion de famille $~n~ratrice 

dans C =o~ncident. Ceci poSfi ; 

Proposition 4.10. Avec les notations pr~c~dentes, consid~rons le foncteur 

c~nonique e : C > ~ (4.4.0), et soit G Cob C une f~ille topologique- 

ment gfinfiratrice dans C (3.0.1). ~ors la famille (e(X)&~ G d'objets de 

est une f~ille gfin~ratrice. En particulier la famille (e(X))X~ob C d'objets 

d ~  C est ~n~ratrice. 

Ii faut prouver que tout morphisme u : F---~ F' dans ~ tel que 

(4.10.1) Hom(e(X),F) > Hom(e(X),F') 

soit une bljection pour tout X E G, est un isomorphisme. Or l'application 

pr~dente s'identifie ~ l'application 

(4.10.2) u(X) : F(X) > P(X) , 

et il faut montrer que si celle-ci est bijective pour tout X E G, il en 

est de m~me pour tout X E ob C. Or soit (X i ---> X)iE I une f~ille couvrante 

de X par des objets de G, et pour tout couple d'indices (i,j) de I, 

consid4rons l'ensemble de tousles morphismes Xij k > Xi~X j dans C, 

avec Xij k E G (k variant d~ns un ensemble d'indices li,j). On obtient 

alors un homomorphisme de diagrammes exacts d'ensembles 

F(X) ~>~-~F(X i) '' ~ -~- F(Xij k) 
�9 ijk 

F'(X) -->]~F'(X i) ~ ~-[F'(Xij k) 
i ijk 
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oO par hypoth~se les deux dernibres fl~ches verticales sont des bijections. 

II en est donc de m~me de la premiere fl~che verticale, cqfd. 

Corollair~ 4.11. Suppos0ns que C soit un U-site (3.0.2). Alors la cat6gorie 

est une U-cat65orie et admet une U-petite famille ~6n6ratrice. 

En effet, par hypoth~se on peut prendre dans 4.10 pour G une 

petite fanlille g6n6ratrice, ce qui prouve l'existence d'une petite famille 

g4n4ratrice. D'autre part, si F, F ~ s ob C, un homomorphisme de F dans F' 

est connu quand on connait l'homomorphisme (4.10.1) i.e. (4.10.2) pour 

tout X ~ ob G (I 7.1.1), d'oO s'ensuit que l'application 

Hom(F,F')-->-~Hom(F(X), F'(X)) 

XEG 

es injgetive. Cormme le deuxi~me membre est U-petit, il en est de m~me 

du premier, ce qul prouve que ~ est une U-eat4gorie. 

Corollaire 4.12. Soit Cun U-site. Alors pour tout objet d e ~, l'ensemble 

d es..sous-ob~ets de X et ISensemble des ob)ets quotients de X est U-petit. 

Cela r4sulte de 1 7.4 resp. 1 7.5, qui s'appliquent grace ~ 4.11. 

5~ Extension d'unetopol0~ie de C ~ C ̂ 

P r_oposition 5.1. Soient Cun U-site et f: H > K un morphisme de C ̂. Le 9 

~onditions suivantes Sont ~quivalentes : 

i) Pour tout X > K, ave.___qc X E ob C, le morphisme corres pondant 

HXKX > X a.pour image un crible couvrant de X. 

ii) Le morphisme ~(f) : a_H > a_K sur les faisceaux associ~s est un 
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4__pimorDhisme de C N 

ii his) Pour tout faisceau F sur C, l~application Hom(K,F) ----> Hom(H,F) 

d4duite de f est injecti.ve. 

Preuve. Il est clair queil) 4quivaut ~ ii bis). 

Prouvons que (i) Z- (ii). En vertu de 4.4, (i) signifie que 

u : (HXKX) > ~(X) est un ~pimorphisme. Or, comme ~(HXKX) ~-~-a(H)Xa(K)a(X), 

a commuta, t aux lim finies (4.1), le morphisme envisag4 se d~duit de -- 

a(f) : !(H) > ~(K) par clmngement de base. Cormne les ~pimorphismes de 

sont universels, cela montre que (ii) ----> (i). Inversement, comme II 

famille des X. > K est ~pimorphique il en est de m~me de la famille 

des ~(X) > ~(K) dans C (4.1), donc pour verifier que ~(f) : ~(H) --->~(K) 

est 4pimorphique, il suffit de le volr apr~s tout changement de base du 

type pr~c@dent ~(X) > a(K), ce qui prouve i) ~ ii), cqfd. 

D~finition 5.2. I) Un morphisme f : H---> K satisfaisant aux trois condi- 

ti_ons 4qulvalentes de 5.1 est appel~ unmorphismecouvrant. Une famille 

de morphismes f. : H. "--> K, iEl, de m~me but est dite couvrante si le 
i 1 

morphisme c o r r e s p o n d a n t  f : _k~H. > K e s t  couv r~n t .  
1 

i 
2) Un morphisme f : H----> K est dit bicouvrant s'il est couvrant et si 

le morphisme dia$onal H---> HXKH est couvrant. Une famille f. : H. > K, 
--" i i 

i 6 I ,  de m~me bu t  e s t  d i t e  b i c o u v r a n t e  s i  l e  morphisme c o r r e s p o n d a n t  

f : J~_H. ---> K est bieouvrant. 
i 

i 

Par l a  c o n d i t i o n  s de 5 .1 ,  d i r e  q u ' u n e  f ~ a i l l e  ( f i  : H. ~ K),  
1 

i 6 I ,  e s t  c o u v r a n t e ,  s i s n i f i e  que pour  t o u t  marphisme X - - - ~ K ,  aver  

X 6 ob C, la farqille des Hi~X "> X, i s I, a pour image un crible couvrant 
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de X ; ou encore, par ii), la famille des morphismes ~(fi ) : ~H i ---> a_K 

dans CN est 4pimorphique (compte tenu de ce que le foncteur ~ commute 
(~) 

a~= sommes directes (4.1)). 

Proposition 5.3. Soit C un U-site et f : H > K un morphisme de C a. Les 

conditions suivantes sont 4quivalentes : 

i) Le morphisme f est bicouvrant (5.2.2)). 

ibis) Le morphisme f est couvrant et pour tout objet X d__ee C et tout coup! ~ 

de morphismes u,v : X .-T--~ H tel que fu = fv, le noyau de (u,v) est un 

crible couvrant de X. 

ii) Le morphisme ~(f) : a_H . > a_K est un isomorphisme de C 

ii bis) Pour tout faisceau F sur C~ l'application Hom(K,F) ---> Hom(H,F) 

est une bijection. 

Preuve. L'@quivalence i) -- :- ibis) r@sulte de la condition i) de 5.1, 

appliqu4e au morphisme diagonal H > H• ; l'@quivalence ii) <---~ ii bis) 

est triviale. 

i)===~ ii). Le morphisme ~(f) : a_H > a_K est un @pimorphisme (5.1). 

Cormme le foncteur ~ commute ~ la formation des produits fibr4s (4.1), le 

morphisme diagonal ~H----> a__HXaKa_H est un @pimorphisme (5.1). Comme le 

morphisme diagonal est toujours un monomorphisme, c'est un isomorphlsme 

(4.2). Par suite le morphisme ~(f) est un monomorphisme. C'est donc un 

isomorphisme (4.2). 

ii) ~ i). Comme le foncteur ~ commute ~ la formation des produits fibr@s, 

le morphisme f et le morphisme diagonal H > HXKH sont transform~s par 

en isomorphismes. En particulier, ils sont transform~s par ~ en ~pimor- 

phismes, lls sont donc couvrants, cqfd. 

(*) No%ons que la propri4%4 pour un morphisme ou une famille de morphismes 
de C ^ d'@tre couvran% (resp. bicouvrant) est stable par changement de 
base. 
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5.3.1. Ii r4sulte de 5.3, et du fait que ~ commute aux sommes dlrectes, 

qu'une famille(f i : H i > K),i 6 I, de morphismes de C ̂  est bicouvrante 

si et seulement si les f. induisent sur les falseeaux associ~s un isomor- 
1 

phisme de la somme directe JJ-aH. sur a_K, ou encore si et seulement si, 
i -- i 

pour tout faisceau F, l'applicatlon 

est bijective. 

Hom(K,F) . > ~[Hom(Hi,F) 
I 

Proposition 5.4. Soit C un U-site. II exlste sur C A une topologie (4vldem- 

ment unique) telle qu'une famille H i > K de fl~ches de C ̂ de m~me but 

soi t couvrante pour cette topolo$ie si et seulement si elle es~ couvrante 

au sens de 5.2. C'est auSsi la topolo$1e la moins fine sur C ~ parmi les 

topologies T ayant les pro pri~t~s suivantes : 

a) Test plus fine que. la topolo$ie canonique de C ̂  (~.~. toute famille 

~imorphique de C" est couvrante pour T). 

b) Toute famille couvrante dans C est couvrante dans C ̂ ~ 

Preuve. Nous nous bornerons g donner des indications. Nous lalssons au 

lecteur le soin de montrer que les familles couvrantes au sens de 5.2 sont 

les f~milles couvrantes d'une topologie T C sur C ̂  (on utilise 4.1). Les 

families couvrantes de la topologie canonlque sur C ̂  sont les families 

~pimorphiques sur C" (2.6 et 1 3.1). Con~me a commute aux limites induc- 

tires (4.1), la topologie T C est plus fine que la topologie canoniques de C~. 

De plus les familles couvrsntes de C sont des families couvrantes de T C 

(5.1). Si donc T' d~signe la moins fine des topologie de C ̂  poss~dant les 

propri~t~s a) et b), T C est plus fine que T'. Soit(f i : H i > K),i E I, 
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une famille couvrante de T C. Montrons que (fi' i61) est une famille cou- 

vrante de T'. Soient s. : H. > H =lIH i les monomorphismes canoniques 
i i 

i 

et f = (fi,iEl) : H =i[H. ---> K le morphisme d4fini par les f.. La 
i I l 

famille des s. est couvrante pour T'. Pour montrer que (fi,iEl) est une 
I 

famille couvrante de T', il suffit donc de montrer, en vertu de l'axiome 

(T2) des topologies, que le morphisme f : H > K est couvrant pour T'. 

II existe une famille ~pimorphique de C ̂ , u k : X)~ > K, }~ E A , Xk E ob C 

(I 3.4). Pour montrer que f : H > K est couvrant pour T', il suffit donc, 

en vertu de l'axiome (T 2) des topologies, de montrer que pour tout k E A, 

le morphisme pr 2 : HXKX % > XX est couvrant pour T'. Soit alors 

v. : Y. > HXKX %, j E J, Y. E ob C, une famille ~pimorphique de C ̂. La 
3 J J 

famille (Pr2ov j , j E J) est couvrante pour T C. C'est donc une famille 

couvrante de C (5.1). C'est donc une famille couvrante de T'. Par suite 

le crible engendr4 par pr 2 : HXKX > X contient un crible couvrant pour 

T'. Ii est donc couvrant pour T' et par suite pr 2 : H• ---> X est 

couvrant, cqfd. 

Remarque 5.4.1. La d~monstration de 5 .4 montre en fait que toute topologie 

T' sur C ̂, plus fine que la topologie canonique de C ̂ , est la moins fine 

des topologies T sur C ̂  qui poss~dent les propri~t~s suivantes : 

a) Test plus fine que la topologie canonique de C ̂. 

b) Toute famille couvrante pour T' de la forme u. : X. ---> X, iEl, o~ 
i i 

X et les X i sont des objets de C, est couvrante pour T. 

En particulier, toute topologie T' sur C ̂ , plus fine que la 

topologie canonique, est uniquement d~termin~e par les familles 

u i : X. ---> X, iE I, X. et X objets de C, qui sont couvrantes pour T'. 
l l 
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Remarque 5.4.2. On peut facilement montrer que pour toute topologie T' 

sur C ̂, plus fine que la topologie canonlque, l'ensemble des families 

de morphismes(X. > X),i61, de m~me but de C, qui sent couvrantes pour 
i 

T', est l'ensemble des families couvrantes d'une topologie sur C. Donc 

5.4 et 5.4.1 permettent d'~tablir une correspondance biunivoque entre 

les topologies sur C et les topologies sur C ̂ plus fines que la topologie 

eanonique. 

5.5.0. Soit Cune petite cat~gorie. D~signons par Caf l'ensemble des 

sous-cat~gories strictement pleines (tout objet isomorphe ~ un objet de 

la sous-cat4gorie est un objet de la sous-cat~gorie) de C ̂ dent le 

foncteur d'injection admette un adjoint ~ gauche qui commute aux limites 

projectives finies. D~signons aussi par ~ l'ensemble des topologies sur C. 

Le th~or~me 3.4 nous d4finit une application : 

:~ > Car 

Nous allons d4finir une application en sens inverse. Pour cela, 
a' 

il faut associer ~ tout ~l~ment e = (i' : C' ( > C ̂ , ~' adjoint 

gauche de i') une topologle T sur C. Pour tout objet X de C, nous d~fi- 
e 

nirons J (X) comme ~tant l'ensemble des sous-objets de X dent le morphisme 
e 

d'injection est transform4 par 2' en un isemorphisme. On v~rifie imm4dia- 

tement, ~ l'aide des hypotheses faites sur ~', qu'on d~finit ainsi une 

topologie T e sur C. On a donc d~fini une application : 

: Caf > 

On a alors le r~sultat (d~ ~ J. GIRAUD) : 
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Th~or~me 5.5. L'application ~ est une bisection, e_~t ~ est l'application 

inverse. 

Preuve. L'application ~o~ est l'identit~. En effet, eeci r~sulte irmn~dia- 

tement de 5.1. L'application ~o~ est l'identit~. En effet, soient 
a' 

(i' : C' # -- ) C ̂ ) un ~l~ment de Caf, T la topologie qui lui correspond 
e 

par ~, C la cat~gorie des faisceaux pour T . On d~montre alors,en 
e e 

utilisant la d~finition de la topologie T et la d~finition des morphismes 
e 

bicouvrants (5.2), l'~quivalence des assertions suivantes : 

i) Le morphisme u de C ̂  est blcouvrant pour la topologie T . 
e 

ii) Le morphisme u de C ̂  est transform~ par ~' en un isomorphisme 

Ii est clair que C' est une sous-cat~gorie pleine de C e. Ii 

suffit donc de montrer que tout faisceau F pour ]a topologie T e est un 

objet de C'. Mais, d'apr~s l'~quivalence ci-dessus, le morphisme 

F ) i' o a'(F) est bicouvrant, et sa source et son but ~tant des faisceaux, 

on en d~duit par 5.3 (il) que F > i' o a'(F) est un isomorphisme, cqfd. 

6. Faisceaux ~ valeurs dans une cat~$orie 

6.0. Soient C et D deux categories. Un foncteur contravariant de C dans D, 

F : C ~ ---> D, est appel~ un pr~faisceau sur C ~ valeurs dans D. 

C ~ D~finition 6.1. Soient C un site, Dune cat~$orie. Un pr~faisceau F : --> D 

est appel~ un faisceau sur C ~ valeurs dans D (ou, plus bri~vement, u n 

faisceau ~ valeurs dans D) si pour tout ob~et S d~e D, le pr~faisceau 

d'ensembles : 

El ~ HomD(S,F(X)) , X E ob(C) 

est un faisceau. La sous-cat~morie pleine de Hom(C~ form~e des faisceaux 

sur C ~ valeurs dans D sera notre Hom~ (C~ 
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Remarques 6.2. 

I) La condition 6.1 signifie que pour tout objet X de C, tout crible couvrant 

R de X, et tout objet S de D, on a un isomorphisme (I 3.5 et 2.1) : 

HomD(S,F(X)) ~ > lira F(.) 

On retrouve ainsi, lorsque D est la cat4gorie des ~-ensembles, la d4finition 

des faisceaux d'ensembles (loc. cir.). 

2) Soient D' une U-cat~gorie et G : D > D' un foncteur commutant aux 

limites projectives. Le foncteur G transforme, par composition, les 

faisceaux ~ valeur d~ns Den faisceaux ~ valeur dans D'. 

6.3.0. Soient y une esp~ce de structure alg4brique d4finie par limites 

projectives finies (I 2.9) et U-y la cat~gorie des y-ensembles qui appartien- 

nent ~ ~. D4signons par esj : U-y > U-Ens le foncteur "ensemble sous- 

jacent". Le foncteur esj cormmute aux limites projectives et, par suite, 

d'apr~s la remarque pr4c@dente , d4finit par composition des foncteurs : 

esj ̂  : Hom(C~ > C ̂ 

esj N : Hom~(C~ > CN 

Le foncteur esj Nest appel4 le foncteur "faisceau d'ensembles 

sous-jacent". En fair, il se factorise de faqon canonique par is cat4gorie 

y-~ des y-objets de C ~, et d~signant encore par e~j le foncteur 

Hom~(C~ > ~-~ 

obtenu, on peut ~noncer : 

Proposition 6.3.1. Le foncteur esj~ 4tablit une ~quivalence de cat4~ories 

entre l.a cat4gorie des fsisceaux sur C ~ valeur dans U-y, celle des 

y-objets de la cat4gorie des faisceaux d'ensembles, et la cat4gorie des 

y-gb~ets de la cat~orie des pr~faisceaux d'ensembles dont le pr4faisceau 

sous-jacent est un faisceau. 
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Preuve. La preuve utilise essentiellement (I 3.2) et le fait qu'une limite 

projective finie de faisceaux dans la categoric des pr~faisceaux est un 

faisceau (4.1). 

6.3.2. La proposition prdc4dente justifie l'abus de langage qui consiste 

identifier un faisceau ~ valeur dans U-y et le y-objet correspondant 

dans C ~. Nous ferons d~sormais syst4matiquement cet abus de langage. 

Nous emploierons la terminologie classique : faisceaux de $roupes, 

faisceaux de groupes commutatifs (que nous appellerons le plus souvent 

faisceaux ab41iens), faisceaux d'anneaux, faisceaux de A-modules... 

6.3.3 Nous d4signons par 

C Y (resp. C~) 

la catdgorie des y-objets de C~(resp. de C^). Lorsque y est l'esp~ce de 

structure "A-module", on 4crit aussi CAA, OU simplement ~ab lorsque A =~ . 

Supposons que C soit un U-site. Le foncteur "faisceau associ4" 

est exact ~ gauche (4.1) et par suite : 

Proposition 6.4. Le foncteur d'inclusion iy : C~y ' > C~ admet un adjoint 

gauche ay exact ~ gauche, !.!. on a un isomorphisme : 

Homc~(ay,y ) ~ > Homc~( ,i~) 

Soit X un objet de C~. Le faisceau d'ensembles sous-jacent 

ay(X) est canonique~ent isomorphe au faisceau d'ensembles associ~ au 

prdfaisceau d'ensembles sous-jacent ~ X. Le morphisme de pr~faisceaux 

d'ensembles sous-jacents au morphisme d'adionction id > iy ay s'identifie 

eu morphisme d'ad.ionction ~ppliqu~ au pr~faisceau d'ensembles sous-iacent. 
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Propositio n 6.5. Supposons ~ue le foncteur esj : y-U > ~-Ens admette 

un ad.ioint ~ g@uche (~) : 

HOmu__Ens(.,esj(.)) > Homy_u(Lib(.),.) 

Le foncteur esj~ : % ) C N (resp. esj ̂  : C~ > C ̂ ) admet 

un adjoint ~ gauche Lib ~ (resp. Lib ̂  ) et on a un isomorphisme ca nonique 

Lib N = ayLib ̂  i 

Preuve. La preuve est formelle et est laiss~e au lecteur. 

Corollaire 6.6. Soit (Xi) , iEl, une famille ~g~n~ratrice de C ~ (4.9). 

Alors la famille Lib~(Xi ) est une famille g~n~ratrice de C~y . 

Preuve. La preuve est s une fois qu'on a remarqu~ que le foncteur 

esj~ commute aux limites projectives et qu'il est conservatif (esj~(u) 

est un isomorphisme < > u est isomorphisme). 

Proposition 6:7. Soient A un U-faisceau d'anneaux, ou bien un petit 

anneau ~ A (resp. C~) la cat~gorie des faisceaux (rest. des pr~faisceaux) 

de A-modules unitaires (6.3.3) sur un U-site C. Alors ~AA est une 

U-eat~ggrie ab~lienne v~rifiant les axiomes (AB 5)(Uexistence de limites 

inductives filtrantes exactes ~ gauche") e t (AB 3) ~ ("existence de 

p roduits infinis") de [TOHOKU]. Elle poss~d e une famille de $~n~rateurs 

index~e par un ~l~ment de U. 

Preuve. II est clair que la cat~gorie C~ est une cat~gorie ab~lienne 

v~rifiant les axiomes (AB 3), (AB 4), et (AB 5) (I 2.8 et 1 3.3). On 

(~) On d~montre qu'un tel adjoint existe toujours [C.F.] : groupe libre, 
groupe ab~lien libre, A-module libre .... 
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d~duit alors de 6.4 que la cat~gorie C~A est une categoric additive o~ 

les noyaux et conoyaux sont repr~sentables. Plus pr~cis~ment, soient i A 

eta Ales foncteurs inclusion dans les pr~faisceaux et faisceaux associ~s 

et u : X > Y un morphisme de ~AA" Le foncteur a A est exact ~ gauche et 

commute aux limites inductives. Le foncteur i A co~mute aux limites projec- 

tives. Par suite le foncteur iAa A : C~ > C~ est un foncteur additif 

exact ~ gauche. On en d~duit des isomorphismes canoniques : 

(~) ia(Ker(u)) > Ker(iA(u)) , 

(~ ~) coker(u) ~> a A coker(ia(U)) 

On a par suite un isomorphisme canonique : 

(~ ~ ~) coim(u) ~ > aAcoim(la(U)) 

Montrons que le morphisme canonique coim(u) '- > im(u) est un isomorphisme. 

Pour cela, il suffit de montrer, d'apr~S (~), que la suite : 

0 ----> iA(coim(u)) > iA(Y) ~ iA(coker(u)) 

est exacte. Utilisant les isomorphismes (~ ~) et (~ ~ ~) et remarquant 

que aAiA(Y) est isomorphe ~ Y, on voit que cette suite est isomorphe 

la suite : 

0 > iaaA(coim(IA(U)) > iAaAiA(Y) > iAaA(coker(iA(u)) , 

qui n'est autre que la transform~e par le foncteur iAa A de la suite : 

0 > coim(iA(u)) ---> iA(Y) > coker(iA(u)) 

Or, cette suite est exacte et le foncteur iAa A est exact ~ gauche. La 

cat~gorie C~A est donc une categoric ab~lienne, ee foncteur a A : C~--> C~ 
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est exact ~ gauche et confute aux limites inductives quelconques. Par 

suite il est additif, exact et commute aux limites inductives~ La cat~- 

gorie C~ v~rifiant l'axiome (AB 5), il enest de m@me de la cat~gorie C~A . 

Enfin il est clair que dans la cat~gorie CAA , les produits indexes par 

un $1~ment de U sont repr~sentables et, par suite, que l'axiome (AB 3) 4e 

est v~rifi~,ce qui ach~ve la d~monstration de la premiere assertion. 

Pour tout anneau A ~l~ment de U, le foncteur : 

esj : U-A-module ----->U-Ens 

admet un adjoint ~ gauche X A (A-module libre engendr~). II suffit donc 

d'appliquer 4.10 et 6.6 pour achever la preuve. 

Notation 6.8. Soit Hun faisceau d'ensembles. Le faisceau de A-modules 

associ~ au pr~faisceau (cf. notation 6.5) 

X ~ > LibAH(X) X 6 ob C 

est not~ A H . Lorsque H = ~(X) (faisceau associd au pr~faisceau repr~sent~ 

par X) on ~crit parfois simplement A X (par abus de notation). La d~mons- 

tration de 6.7 montre que la famille de faisceaux de A-module AX, (XEob(C)), 

est une famille g~n~ratrice, index~e par un ~l~ment de U, de la cat~gorie 

des faisceaux de A-modules. 

Remarque 6.9. 

A 

D'apr~s [TOHOKU], 6.7 montre que la cat~gorie C~A , lorsque A est un 

~l~ment de ~, poss~de suffisament d'injectifs. On salt, par ailleurs, 

que les produits infinis ne sont pas nSeessairement exacts dans ~AA ' 

et, par suite, que la eatdgorie ~AA n'admet pas, en g~n~ral, suffisament 

de projectifs [ROOS]. 
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