EXPOSE IV

TOPOS

par A. Grothendieck et J. L. Verdier

0. Introduction
0.1. Nous avons vu dans II diverses propriétés d'exactitude de caté-

gories de la forme E = catégorie des faisceaux d'ensembles sur C , ol C
est un petit site, propriétés qu'on peut exprimer en disant qu'a beaucoup
d'égards, ces catégories (que nous appelerons des topos) héritent des
propriétés familiéres de la catégorie (Ens) des (petits) ensembles. D'un
autre cOté, 1'expérience a enseigné qu'il y a lieu de considérer diverses

situations en Mathématique surtout comme un moyen technique pour construire

les catégories de faisceaux (d'ensembles) correspondantes, i.e. les "topos"

correspondants. Il apparalt que toutes les notions vraiment importantes
liées 3 un site (par exemple ses invariants cohomologiques, étudiés dans

V, divers autres invariants ''topologiques", tels ses invariants d'homotopie
étudiés récemment par M. ARTIN et B. MAZUR [1] et les notions étudiées dans
le livre de J. GIRAUD sur la cohomologie non commutative) s'expriment en
fait directement en termes du topos associé. Dans cette optique, il con-
vient de regarder deux sites comme étant essentiellement &quivalents
lorsque les topos associ@s sont des catégories équivalentes, et de consi-
dérer que la donnée d'un site (du moins dans le cas, surtout important en
pratique , ol sa topclogie est moins fine que sa topologie canonique)
revient i celle d'un topos E (savoir le topos associ&, formé des faisceaux

d'ensembles sur le site), et d'une famille génératrice d'éléments de E
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(cf. I1 4.9, et 1.2.1 ci-dessous). Ce point de vue est analogue 2 celui
qui consiste & associer un groupe 2 tout systéme de générateurs et tout
systéme de relations entre ces générateurs, et & attacher son intérét
plutdi 2 la structure de ce groupe qu'au systéme de générateurs et
relations qui ont servi & 1'engendrer (considérés comme des données acces-—
soires de la situation). D'ailleurs le "lemme de comparaison" III 5.1.
fournit de nombreux exemples de couples de sites C, €' non isomorphes,

et méme non équivalents en tant que catégories, et donnant naissance 2

des topos équivalents, de sorte qu'il y a lieu de considérer C et C'

comme essentiellement équivalents.

0.2, Dans le présent exposé, nous donnons une caractérisation des

topos par des propriétés d'exactitude simples (due & J. GIRAUD), nous
étudions la notion naturelle de morphisme de topos, inspirée par la notion
d'application continue d'un espace topologique dans un autre, et nous
développons dans le cadre destopos certaines constructions familieres en
théorie des faisceaux habituelle (faisceaux Hom, faisceaux produit ten-
soriel, supports). Enfin, nous montrons (en suivant M, ARTIN) comment

on peut réconstituer un topos & partir d'un "ouvert™ de celui-ci, du

"fermé" complémentaire, et d'un certain foncteur exact A gauche qui les
relie, qui, a peu de choses pré&s, peut @tre choisi d'ailleurs arbitrairement.
0.3. On a 12 un procédé de recollement de topos qui, appliqué 3 des
topos provenant d'espaces topologiques ordinaires, donnera en général

un topos qui ne sera plus du méme type. Cela est une premiére indication

de la stabilité remarquable de la notion de topos par diverses constructions

naturelles, qui manque 2 la notion d'espace topologique (dont la notion
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de topos est inspirée), Pour un deuxi2me exemple remarquable, signalons
aussi celle de topos classifiant relatif 2 un groupe d'un topos (cf. (1]
ou 5.9 ci-dessous), inspirée de la notion classique d'espace classifiant
d'un groupe topologique, et la notion de '"topos modulaire™ associé a
divers "probl2mes de modules” en Géométrie Algébrique ou en Géométrie
Analytique [10] [13].

D'autre topos, tel le topos étale d'un schéma (étudié systéma-
tiquement dans le présent Séminaire, 2 partir de Exp. VII) ou le topos
cristallin d'un schéma relatif [6] s'introduisent de fagon naturelle
lorsqu'on veut développer pour des variétés algébriques abstraites (et
plus généralement des schémas) des théories de cohomologie utilisables,
qui remplacent la cohomologie de Betti classique des variétés algébriques
sur le corps des complexes,

0.4, On peut donc dire que la notion de topos, dérivé naturel du

point de vue faisceautique en Topologie, constitue 2 son tour un élargis-

sement substantiel de la notion d'espace topologique (f), englobant un

grand nombre de situations qui autrefois n'étaient pas considérées comme
relevant de 1'intuition topologique, Le trait caractéristique de telles
situations est qu'on y dispose d'une notion de "localisation", notion qui

est formalisée précisément par la notion de site et, en derniére analyse,

par celle de topos (via le topos associé au site), Comme le terme de

"topos" lui-méme est censé précisément le suggérer, il semble raisonnable

et légitime aux auteurs du présent Séminaire de considérer que 1'objet

de la Topologie est 1'étude des topos (et non des seuls espaces topologiques),
0.5. Il nous a semblé utile d'inclure dans cet exposé général sur

les topos un assez grand nombre d'exemples, dont beaucoup n'ont que des

(*) c£. 9], ou 4.1 et 4,2 plus bas,pour les relations précises entre la
notion de topos et celle d'espace topologique,
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rapports lointains avec le but initial que se proposait ce séminaire,
(c'est-a-dire 1'étude de la cohomologzie étale). Le lecteur pressé, intéressé
exclusivement par la cohomologie étale, pourra bien entendu omettre sans
inconvénients la lecture dz ces exemples, ainsi d'ailleurs que de la

plus grande partie du présent exposé, auquel il lui suffira de se reporter

en cas de besoin,

1. Définition et caractérisation des topos

Définition 1.1. On appelle U-topos, ou simplement topos si aucune confusion

n'est & craindre, une catégorie E telle qu'il existe un site C€ U tel

que E soit équivalente & la catégorie (" des U-faisceaux d'ensembles sur C.

1.1.1. Soit E un U-topos. Nous considérons toujours E comme muni de sa
topologie canonique (II 2.5), qui en fait donc un site, et méme, en
vertu de 1.1.2 d) ci-dessous, un U-site (I1 3.0.2), Sauf mention expresse
du contraire, nous ne considérerons pas d'autre topologie sur E que celle

qu'on vient d'expliciter.

1.1.2, On a vu dans II 4.8, 4,11qu'un U-topos E est une U-catégorie (r1.1)
satisfaisant aux conditions suivantes

a) Les limites projectives finies sont représentables dans E.

b) Les sommes directes indexées par un élément de U sont repré-
sentables dans E. Elles sont disjointes et universelles (II 4.5).

c) Les relations d'équivalence dans E sont effectives universelles
(110.6),

d) E admet une famille génératrice (II 4.9) indexée par un é1é-

ment de U.
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En fait, nous allons voir que ces propriétés intrinséques carac-

térisent les U-topos:

Théorzme 1.2 (J. Giraud). Soit E une U-catégorie. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

i) E est un U-topos (1.1).

ii) E satisfait aux conditioms a), b), ¢) et d) de 1.1,2.

i11) Les U-faisceaux sur E pour la topologie canonique sont

représentables, et E posstde une petite famille génératrice (condition

1.1.2 4)).

iv) Il existe une catégorie C € U et un foncteur pleinement

fidele i : E —> C (ol C désigne la catégorie des U-préfaisceaux sur C)

admettant un adjoint 3 gauche a qui est exact 3 pauche,

i') 11 existe un site C € U, tel que les limites projectives

soient représentables dans C et que la topologie de C soit moins fine que

sa topologie canonique (IT 2,5), tel que E soit équivalent 3 la catéporie

¢~ des U-faisceaux d'ensembles sur C,

De plus :

Corollaire 1.2.1, Soit E un U-topos, C une sous-catégorie

pleine de E, qu'on munit de la topologie induite (III 3,1) par celle de

E (1.1.1). Considérons le foncteur

~

E~—>C

qui associe A tout X € ob E la restriction & C du foncteur représenté

par X, Ce foncteur est une équivalence de catégories si et seulement si

1

ob C est une famille génératrice de E,
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L'équivalence i) <> iv) résulte aussitdt de II 5,5 , et on a
déjd rappelé plus haut qu'on a i) => ii). Comme i')==> i) trivialement,
il reste & prouver ii)==> iii) et {ii)==> i'), ce qui sera fait dans
1.2.4 et 1.2.3 ci-desgsous. Le corollaire s'obtient alors en remarquant
que le foncteur envisagé se factorise en E —> E~ —> ¢~ , de sorte que,
E —> E” étant une équivalence en vertu de (iii), la question revient 2
celle de déterminer quand E~ ——> C™ est une équivalence. On conclut alors

grace au'lemme de comparaison" III 4,1 , cf. démonstration 1.2.3 ci-dessous.

IeU, une petite

1.2.3. Démonstration de iii)==2> i'). Soit.3€.=()(i)ieI s
famille génératrice de E. Comme E est une U-catégorie, 1'ensemble des
classes d'isomorphie de diagrammes finis dans E dont les objets sont des
éléments Xi est U-petit, Par suite le plus petit ensemble X' d'objets de E,
contenant les limites projectives finies d'objets de ¥, est une réunion dé-
nombrable de petits ensembles et est donc petit (¥), Posant I(n’1)=)€(n)(1),
et ¥ = Lﬁjjén), on voit que, quitte a augmenter la famille de générateurs,
on peut supposer que 3£ est stable par limites projectives finies, Soit-V
un univers contenant U tel que E soit V-petite. Pour tout objet H de E,
notons I(H) 1'ensemble 1 | Hom(Xi,H). Soient H un objet de E et H'“—=> H
le sous-~faisceau de H, p;fxf‘ la topologie canonique, "réunion" des images
des morphismes u : Xi ~> H, (u,i) € 1(H) (I 4.1). Comme H' est un
sous-faisceau d'un U-faisceau, H' est un U-faisceau. Il est donc repré-
sentable. Comme la famille 3 est génératrice et que pour tout i € I,
l'application Hom(Xi,H') — Hom(Xi,H) est bijective, le morphisme

H' &> H est un isomorphisme (II 4.9), Par suite (II 6.1) la famille

(U:Xi —> H), (u,i) € I(H), est couvrante pour la topologie canonique de E,

(*) Nous raisonnons ici sur les classes d'objets de E & isomorphisme prés.
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Donc tout objet de E peut &tre recouvert, pour la topologie canonique de E,
par des objets de 3 Soient C la sous-catégorie pleine de E définie par
les objets de X et u:C“> E 1le foncteur d'inclusion, La topologie B
induite sur C par la topologie canonique de E est moins fine que la
topologie canonique de C,et lorsque U possdde un élément de cardinal
infini, les limites projectives finies sont représentables de;ns c. 11
résulte de III 5.1 que le foncteur FI—> F o u est une équivalence de E

sur la catégorie des U-faisceaux sur C pour la topologie i<t , cqfd.

1.2,4,Démonstration de ii) ==> iii). La démonstration comporte quatre pas.
Soit V un univers contenant U, tel que E soit un élément de V.
Soient E la catégorie des V-faisceaux sur E pour la topologie canonique,

et JE : E —> E le foncteur canonique.

1.2.4.1. Soit(g : G, ~—>H),i € 1€ U, une famille épimorphique de E.
: U

8i les Gi et les produits fibrés G, x Gj sont représentables, alors le

Ly

faisceau H est représentable,
En effet, la somme directe L_LG]._ est représentable dans E
i€l
@I 4.1)par un faisceau représentable G (propriété b) et II 4.6). Il en

est de méme pour la somme directe K = --L_-J-_ G.X G,.

(4,j)€1x1 *un
De plus, le diagramme K —=3 G —>» H est exact et K est le carré fibré de G
au-dessus de H. (Cette derni2re propriété est vraie dans la catégorie des
préfaisceaux,donc vraie dans la catégorie des faisceaux(II 4.1.)0n en

déduit, d'aprés c) et II 4,7, que la faisceau H est représentable,

1.2.4,2, Soit Xa ;@€ A€ U, une famille de générateurs de E. Pour tout

faisceaw H, désignons par I(H) 1'ensemble _| | Hom, (X, , H). La famille
@€ A
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(u : Xﬁ —> H, (u,a) € 1(H)) est épimorphique dans E. Lorsque H est un
D-faisceau, I(H) est un élément de U,
En effet, tout faisceau H étant but d'une famille épimorphique
de morphismes dont les sources sont des faisceaux représentables(I 3.4 et
I1 4,1),il suffit de montrer la premidre assertion lorsque le faisceau
H est représentable., Soit alors G l'image de la famille
(u : X, —> H, (u,0)€1(H)). Le morphisme G —> H est un monomorphisme.
Par suite, on est dans la situation du premier pas,car X X, X, est isomorphe

a "G B
a XuxHXB qui est représentable, et de plus TI(H) est un élément de U. On en
déduit que G est représentable. Mais Xa étant une famille génératrice,

G — H est un isomorphisme. La derniére assertion est triviale par

définition des U-faisceaux.

1.2,4,3, Tout sous-faisceau d'un faisceau représentable est représentable.
En effet, soit ¢ —>» H un sous-faisceau d'un faisceau représen-

table., G est alors un U-faisceau, La famille (u : X —>G, (u,a)€1(6))

est donc épimorphique dans E et indexée par un élément de U. De plus,

les produits fibrés %1 Xo XB sont isomorphes aux produits fibrés

Xa XH XB qui sont représentables, Par suite, on est dans la situation

du premier pas et G est représentable.

1.2.4.4, Tout U-faisceau est représentable.
En effet, en vertu du premier et du deuxiéme pas, il suffit de
montrer que les produits fibrés Xa XH XB sont représentables. Or, ces

produits fibrés sont des sous-objets des produits %1 X X On conclut

g -

donc par le troisi2me pas. Ceci acheve la démonstration du théor2me 1,2,
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Remarque 1.3. Bien entendu, pour un U-topos donné E, il n'y a pas en
général de fagon privilégide de le représenter & équivalence prés sous

la forme C7, avec C un petit site ; ou, ce qui revient essentiellement

au méme en vertu de 1.2.1 lorsque l'on se borne aux C dont la topologie
est moins fine que la topologie camonique, il n'y a pas de petite famille
génératrice priviligiée dans E. Lorsqu'on cesse d'imposer 3 C la condition
que C soit petit, il y a par contre (en vertu de 1,2 iii)) un choix

tout & fait canonique d'un U-site C tel que E soit équivalent 2 c”, a
savoir E lui-m8mel Ceci est une des raisons techniques pour lesquelles

il n'est pas commode en pratique de travailler seulement avec des petits
sites : en fait, les sites les plus importants de tous, savoir les U-topos,
ne sont pas petits ! De plus, les sites générateurs de topos qui s'intro-
duisent dans de nombreuses questions en géométrie algébrique (voire en
topologie, cf. 2.5) ne sont pas non plus petits ; exemple : le site étale

d'un schémalVIII 1).

Proposition 1.4, Soient E un U-topos, E' une catéporie (pas nécessairement

une U-catégorie), F un préfaisceau sur E & valeurs dans E', Pour que F

. ) !
soit un faisceau 3 valeurs dans E(IT 6.1 ), il faut et il suffit que F

transforme U-limites inductives dans E en limites projectives dans E',

Soit V un univers contenant U et tel que E' soit une V-catégorie,
Composant F avec les foncteurs Hom(X',-): E' —> V-Ens définis par les
objets X' de E', on est ramené au cas ot E' = V-Ens, ot V est un univers.
Supposons que F transforme U-limites inductives en limites projectives, alors

il résulte aussitdt des définitions que F est un faisceau, puisque une
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famille couvrante Xi ~> X dans E, par définition de la topologie canonique
de E, permet de considérer X comme une limite inductive du diagramme
=X, . . Vs

(X, x, X, i). Supposons que F soit un faisceau, et prouvons qu'il

17X 3~
transforme U-limites inductives en limites projectives., 8i VT U, on peut
supposer V = U et il suffit d'appliquer le critére 1,2 iii). Pour traiter
le cas général, il faut travailler un peu plus. Soient C une sous-catégorie
pleine de E engendréepar une famille génératrice indexée par un élément

de U, et u : C —> E le foncteur d'inclusion, Munisssons C de la topologie

induite par la topologie cancnique de E(III 4.5).Notoms C , C;’les caté-

gories de faisceaux sur C, E; la catégorie des V-faisceaux sur E pour la

t logie i : E—> 2 i i ol ot
opologie canonique, J E EV le foncteur canonique, 1U’z CU CV

E

le foncteur d'inclusion, Le diagramme :

i
U,y e~
y

|

olt les fléches verticales sont induites par le foncteur F +—> F o u,est

(*)

S

(@]
R
[

<2

commutatif, I1 résulte de la construction explicite du foncteur faisceau

associé (II 3)et de II 4.1 que le foncteur i v

inductives. De plus, il rdsulte de III 5.1 et de 1.5 que les fléches

commute aux U-limites

verticales de (*) sont des é&quivalences de catégories, Par suite

JE H ) ——>—E; commute aux U-limites inductives, Pour tout objet X de E,

on a :

F(X) ~— HomE;(JE(X) ,F) .
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Donc F transforme les U-limites inductives de E en limites projectives.

Corollaire 1.5. Soient E un U-topos, E' une U-catégorie, f : E —> E'

un foncteur. Pour que f admette un adjoint & droite, il faut et il suffit

que £ commute aux U-limites inductives,

C'est une conséquence immédiate de 1.4 pour le cas E' = U-Ems.

Corollaire 1.6. Soient E,E' deux U-topos, f : E —> E' un foncteur, Les

conditions suivantes sont équivalentes :

i) f commute aux U-limites inductives.

i1) £ admet un adjoint 3 droite,

iii) £ est coniinu (ITIT 1.1 ).

L'équivalence i) <===> ii) a été vue dans 1.5. Pour prouver
i) <==> iii), appliquons la définition des foncteurs continus, en choisis-
sant un univers V tel que U € V (donc E,E' sont des sites V-petits). I1
faut exprimer que pour tout V-faisceau F sur E', le composé Fof est un
faisceau sur E, c'est-a-dire(1.4)qu'il transforme D-limites inductives en
limites projectives. Il suffit pour ceci que 1l'on ait i), puisque en
vertu de 1.4 F lui-m@me transforme U-limites inductives en limites
projectives ; c'est aussi nécessaire comme on voit en prenant pour F
un foncteur représentable.

Corollaire 1.7. Avec les notations de 1.6, pour que f soit le foncteur

image inverse u* pour un morphisme de topos 3.1)u : E' —> E, i1 faut

~

et il suffit que f soit exact 3 pgauche et transforme familles &pimor-

phiques en familles épimorphiques.
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La nécessité est triviale par définition (B tout foncteur exact
4 droite transforme épimorphisme en épimorphisme), La suffisance résulte
de TII 2.6, qui implique que f est continu sous les conditions indiquées,

donc commute aux U-limites inductives en vertu de 1.6,

Remarque 1.8. Avec les notations de 1.5, on peut montrer que f admet un
adjoint a gauche si et seulement si il commute aux U-limites projectives,
En d'autres termes, un foncteur covariant E —> (U-Bns) est représentable
si et seulement si il commute aux U-limites projectives (¥)., Nous
indiquons seulement le principe de la démonstration, qui se fait en deux
étapes

a) Des arguments standards {5, n°® 195, § 3] montrent que si F

commute aux lim, il est proreprésentable par un systéme projectif strict

(Ti)iEI, ot 1 est un ensemble ordonné filtrant, pas nécessairement petit.
On peut supposer que si i > j, alors Ti —_> Tj n'eat pas un isomorphisme,
et sous cette hypothése, F est représentable si et seulement si I est
petit (ce qui implique en fait que le systéme projectif est essentielle-
ment constant),

b) Pour prouver que I est petit, sachant que pour tout objet
X de E, 1'ensemble F(X) = lim Hom(Ti,X) 1'est, il suffit de disposer

i

d'une petite famille cogénératrice (Xj)jE (i.e, qui est génératrice

J

pour la catégorie opposée Eo). Or on montre que dans un U-topos E existe
toujours une petite famille cogénératrice.

¢) Pour prouver ce dernier point, on note par des arguments
standards [ Toh] que tout objet X de E admet un monomorphisme dans un

objet "injectif" ; puis que pour toute famille génératrice (yx) de E,

(%x) Un énoncé plus général se trouve dans I 8.12.8, 8.12.9, l'esquisse de
démonstration qui suit a) & c) correspondant 4 la démonstration donnée
dans loc. cit.
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si on plonge ainsi chaque Hl dans un objet injectif gx, la famille (Iq)

est cogénératrice,

2. Exemples de topos

2.0, Nous avons réuni dans le présent numéro un assez grand nombre
d'exemples typiques de topos, que le lecteur aura déja eu l'occasion

de rencontrer par ailleurs, et qui sont destinés & lui faciliter 1'acces
au "yoga" des topos. Pour d'autres exemples (tirés de la géométrie
algébrique} de topologies sur des sites, donnant lieu 2 autant de topos,
il pourra consulter SGA 3 IV 6, et (pour le topos &tale) 1l'exposé VII

du présent séminaire, Comme nous ne reférerons guere par la suite au
présent numéro que pour des questions de notations ou de terminolegie,
nous laissons au lecteur le soin de faire 2 titre d'exercice la vérifi-
cation des énoncés dont nous avons assorti ces exemples pour son ins-
truction générale. Tous les exemples du présent numéro seront précisés
dans 4, ol on examinera leur dépendance fonctorielle par rapport aux
données, et dans les numéros suivants & titre d'illustration des notions

générales relatives aux topos,

2.1, Topos associé 3 un espace topologique

Soient X un petit espace topologique, Ouv(X) la catégorie des
ouverts de X, munie de la topologie canonique(III 2.9.1). Nous désignerons
par Top(X) le topos des U-faisceaux sur Ouv(X)., Ce topos est équivalent
4 la catégorie des espaces topologiques étalés au-dessus de X, en

associant & tout tel espace X' sur X le faisceau U > I'(X'/U) = HomX(U,X')

sur Ouv(X) [TF]. On ne pourra pas s'emp&cher de noter parfois, par abus
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de langage, par la meme lettre X le topos Top(X) défini par 1'espace
topologique X,

C'est évidemment 1'exemple précédent qui a servi principalement
de guide et de support intuitif pour le développement de la théorie des
topos. On fera attention cependant que les topos déduits des espaces
topologiques sont de nature trés particuliére, d@ au fait notamment

qu'ils ont été décrits par des sites C = Ouv(X) ot tous les morphismes

sont des monomorphismes (done dont la catégorie sous-jacente se réduit

a4 un ensemble préordonné), De ceci résulte en particulier que les faisceaux
représentés par les objets de C sont des sous-faisceaux du faisceau

final, et par suite que les sous-faisceaux du faisceau final forment une

famille génératrice du topos envisagé, Cette propriété n'est pas parta-

gée par la plupart des topos qui s'introduisent de fagon naturelle en
géométrie algébrique ou en algébre, cf., exemples plus bas, Elle est
2 peu de choses pr2s caractéristique des topos de la forme Top(X)
(cf. 7.1.9 plus bas),

On vérifie facilement que 1'application Ouv(X) —> Top(X),
qui associe a tout ouvert de X le faisceau qu'il représente, est une
bijection de Quv(X) avec l'ensemble des sous-objets de l'objet final
de Top(X), cette bijection étant m@me un isomorphisme pour les structurcs
d'ordre naturelles, i.c, induisant un isomorphisme des catégories
correspondantes, Cela suggére qu'il doit &tre possible de réconstituer

&4 homéomorphisme pr2s l'espace topologique X, lorsqu'on connait Top(X)

[\

équivalence prés, Nous verrons plus bas (4,2) qu'il en est bien ainsi,

moyennant une légére restriction sur X,
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2.2, Topos ponctuel ou final, et topos vide ou initial

Lorsque X est un espace topologique réduit & un seul point,

le foncteur

F —> F(X) : Top(X) —> U-Ens

est une équivalence de catégories, Ceci montre en particulier que la
catégorie U-Ens est un U-topos. Nous avons vu sur des exemples dans
Exp II que cet U-topos est typique du point de vue propriétés d'exac-
titude, en ce que la vérification de beaucoup de propriétés (notamment
des propriétés d'exactitude) des topos généraux se ramene 3 ce Lopos
particulier. L'interprétation que nous en donnons ici en termes de
1'espace topologique ponctuel justifie 1'abus de langage consistant
a2 appeler topos ponctuel un topos équivalent 2 la catégorie U-Ens
(bien que, en tant que catégorie, il ne soit pas du tout équivalent
4 la catégorie ponctuelle }). C'est la terminologie qui correspond
a 1l'intuition géométrique correccte du rdle joué par ces topos. On
appelle parfois, par abus de langage également, topos final un topos
ponctuel, cf, 4,3 ; on dira "le topos final" pour le topos (U-Ens).

Lorsque X est réduit 2 l'espace topologique vide, donc
Ouv(X) 2 la catégorie ponctuelle, alors un préfaisceau F sur Ouv(X)
est un faisceau si et seulement si sa valeur en 1l'unique objet @ de
O0uv(X) est un ensemble réduit 2 un point, Il s'ensuit que Top(@) est
isomorphe & la catégorie des U-ensembles réduits & un point, catégorie
qui est équivalente 2 la catégorie ponctuelle. De ceci on conclut en
particulier que la catégorie ponctuelle (ainsi que toute U-catégorie

équivalenie 2 celle-ci) est un U-topos. On 1'appelle parfois, par abus
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de langage, le topos vide ou topos initial (cf, 4,4) ; on prendra garde

qu'il n'est pas équivalent 2 la catégorie vide,

2.3. Topos associé 3 un espace & opérateurs

Soient X un espace topologique, G un groupe discret opérant sur
X par homéomorphismes. On a défini alors dans [ Tok. 5.1} la catégorie
des G-faisceaux sur X, ou comme nous dirons aussi, des faisceaux sur
(¥X,G) ; ce sont les faisceaux (d'ensembles) sur X, munis d'opérations
de G compatibles avec celles de G sur X. On constate aussitdt, & 1'aide
du critdre de Giraud 1.2 iii), que cette catégorie est un topos (NB U
est sous-entendu dans tout ceci), qu'on notera simplement Top(X,G).
Lorsque G est réduit au groupe unité, on retrouve l'exemple 2.1 ;
lorsque X est réduit 2 l'espace ponctuel, on trouve le topos des ensem-

bles sur lesquels G opére 2 gauche (ou G-ensembles), appelé aussi

topos classifiant du groupe discret G, et noté BG' On vérifie facilement
que le seul sous-objet de 1'objet final e du topos BG est e ou le
faisceau vide @, en particulier, si G n'est pas réduit au groupe unité,
les sous-objets de 1'objet final du topos classifiant BG ne forment
pas une famille génératrice de BG. Donc BG n'est pas équivalent alors
a un topos du type Top(X) envisagé dans 2.1,

La notion de G-faisceau était introduite dans loc. cit, pour
développer la théorie cohomologique des G-faisceaux abéliens. Inter-
prétant ces derniers comme les faisceaux abéliens du topos (X,G), ladite

théorig se trouve incluse dans celle de Exp., V, développée dans le cadre

des topos généraux.
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On peut se proposer plus généralement d'artacher un topos
approprié a un espace topologique X, muni d'un groupe topologique G
(pas nécessairement discret) d'automorphismes, qui donnerait naissance
& une théorie cohomologique adéquate, De méme dans le contexte des
variétés différentiables, ou analytiques réelles ou complexes, ou des

schémas., C'est effectivement nossible, cf. 2.5 ci-dessous,

2,4, Topos classifiant d'un Groupe

Soit E un topos, et G un Groupe de E. Soit (E,G) la catégorie
des objets de E sur lesquels G opere. On voit aussitdt, grice au cri-

tére de Giraud, que c'est un topos, On l'appelle topos classifiant du

Groupe G, et on le note B,. Lorsque E est le topos ponctuel(2.2)i.e,

G

lorsque G est un groupe ordinaire, on retrouve le topos classifiant de 2.3,
La terminologie adoptée jci se justifie, du fait que le topos BG

joue un r8le universel pour la classification des "torseurs" (ou fibrés

principaux homogenes) sous G, ou plus généralement sous les G_., = £*(G),

El

n

ol E' est un topos "au-dessus de E" i.e., muni d'un morphisme f:E!' -> E
(cf., 3.1 ci-dessous). Ce r8le, explicité dans [ 3 Chap V ] ou dans 5.9
plus bas, montre que BG joue, dans le contexte des topos, le méme rble

que les classiques espaces classifiants des groupes topologiques en

théorie homotopique des espaces topologiques. Ces derniers peuvent &tre
regardés (cf, 2.5) comme une version affaiblie des premiers, obtenue en

ne retenant du topos classifiant que le seul "type d'homotopie" dudit topos,

en un sens convenable qu'il n'y a pas lieu de préciser ici,
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2.5, "Gros_site" et'gros topos" d'un espace topologique. Topos classifiant

(%)

d'un groupe topologigque

Soit U-Esp ou simplement (Esp) la catégorie des espaces topo-
logiques € U. On sait que dans (Esp) les limites projectives finies sont
représentables. Considérons sur (Esp) la prétopologie (I 1.3 ) pour
laquelle Cov{(X) est 1'ensemble des familles surjectives d'immersions
ouvertes ui:Xi —> X. Nous considérerons (Esp) comme un site 3 1'aide
de la topologie engendrée par la prétopologie précédente., Pour tout
objet X de (Esp), considérons la catégorie

(Esp)/x

des objets de (Esp) au-dessus de X, i.e. des espaces topologiques au-dessus
de X, comme un site, grace a la topologie induite par celle de (Esp)

via le foncteur d'oubli (Esp),,6 —> (Esp) (I115.2 4). Ce site est appelé

/X
le gros site associé 2 X. On fera attention qu'il n'est pas € U ; ce
n'est pas non plus un U-site au sens de II 3.0.2, donc des précautions
sont nécessaires pour lui appliquer les résultats habituels, Pour
pallier cet inconvient, on peut choisir un univers V tel que U€ V,

de sorte que (Esp) devient un V-site, et on peut travailler avec le

/X
V-topos associé (Esp)/x, qui pourra &tre noté TOP(X) et sera appelé le
gros topos de X, Si on répugne a agrandir U, on peut choisir un cardinal
c majorant les cardinaux de X et de tous les espaces topologiques qu'on
compte faire intervenir dans les raisonnements (le plus souvent,
Sup(cardX, card R) sera suffisant !), et on remplace (Esp)/X par la

sous~catégorie (Esp)}x formée des X' sur X tels que card X' £ ¢, munie

de la topologie induite, et on note TOP(X) le topos des faisceaux sur

(%) L'introduction de ces sites et topos est due 4 M. GIRAUD, qui a mis
également en &vidence leurs avantages sur le "petit" site traditionnel.
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ce site, Pour fixer les idées, supposons que ce soit la premidre définition
qui ait été adoptée.
L'avantage du gros topos de X sur le petit, c'est que le site
qui le définit contient (Esp)/X comme sous-catégorie pleine ; comme
la topologie de ce site est manifestement moins fine que la canonique,

on voit que le foncteur canonique de (Esp),, dans TOP(X), associant

/X

4 tout espace X' sur X le faisceau qu'il représente, est pleinement

fidele. Par suite, un espace X' “sur X est connu 2 X-isomorphisme prés

quand on connait le faisceau (€ TOP(X)) qu'il définit ; donc la notion

de faisceau sur (le gros site de) X peut 8tre considéré comme une
généralisation de celle d'espace topologique au-dessus de X, a 1'aide
de laquelle toutes les constructions de la théorie des faisceaux
prennent un sens pour les espaces topologiques sur X,

Ainsi, lorsque G est un objet-groupe de la catégorie (Esp)/X
des espaces topologiques au-dessus de X, on peut lui associer le topos
classifiant B, (2.4), d'olt des groupes de cohomologie classifiante,
des groupes d'homotopie classifiante etc, (définis comme les invariants
correspondants du V-topos BG)' En particulier, lorsque X ect un espace
ponctuel, G s'identifie 2 un groupe topologique ordinaire, On peut
vérifier, moyennant les conditions locales habituelles assurant que la
cohomologie singulidre des produits cartésiens G" cotncide avec la
cohomologie au sens des faisceaux (pour des coefficients constants,
disons), par exemple si G est localement contractible, que la cohomo-
logie du topos classifiant de G est canoniquement isomorphe 2 celle

de l'espace classifiant de G au sens des topologues.
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L'introduction des topos classifiants (via les "gros sites")
a sur les espaces classifiants 1'avantage de fournir une théorie plus
riche, puisqu'ils fournissent notamment des invariants cohomologiques
utiles pour des coefficients plus généraux que les coefficients cons-
tants ou localement constants. De plus, la définition envisagée ici
s'adapte de fagon évidente aux autres contextes habituels : variétés
différentiables, variétés ou espaces analytiques (réelles ou complexes,
au choix), schémas. Ce point de vue permet notamment de faire le lien
entre l'étude des classes caractéristiques du point de vue traditionnel
et du point de vue "arithmétique", en considérant les "groupes classiques™
comme provenant de schémas définis sur 1'anneau des entiers ; cf. [7]
pour des indications dans ce sens., De meme, les résultats généraux de
J. GIRAUD [3] sur la classification des extensions de Groupes, développés
dans le cadre trés général et trés souple des topos, peuvent grice
aux "gros topos" se spécialiser en des résultats sur la classification
d'extensions de groupes topologiques, ou de groupee de Lie réels ou
complexes, qui ne semblaient guére connus des topologues que dans le

cas des extensions 2 noyau abélien [11],

2,6, Topos de la forme C

Soit C une petite catégorie, Alors la catégorie C des
U-préfaisceaux sur C est évidemment un U-topos, puisqu’elle est de la

forme €~ , ol on munit C de 1a topologie chaotique. Nous donnerons plus

bas quelques détails sur les relations entre C et C, Notons seulement

-~

ici qu'un topos E équivalent & un topos de la forme C est de nature

assez spéciale, du fait qu'il admet une petite famille génératrice (Xi)

formée d'objets comnexes projectifs, i.e. d'objets X tels que le foncteur
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Y > Hom(X,Y) transforme épimorphismes en épimorphismes et sommes en
sommes : il suffit en effet de prendre dans E la famille génératrice

formée des foncteurs représentés par les X € ob C, Notons d'ailleurs

que si dans un topos E on a une famille couvrante Xi—-é-X, avec des

Xi qui sont projectifs et connexes, alors toute autre famille couvrante deX
est majorée (I 4.3.2, 4.3.3) par la précédente. Par suite, dans un topos

E de la forme E tout objet X admet une famille couvrante majorant

toutes les autres. Un topos de la forme Top(X) (2.1), avec X un espace
topologique dont les points sont fermés, n'a la propriété précédente

que si X est discret,

Lorsque la catégorie C a un seul objet, C s'identifie 2 un
mono¥de G, Un préfaisceau sur C s'identifie alors 2 un ensemble sur
lequel G opere & droite (puisque c'est un foncteur ¢® —> (Ens)), et
6 est le topos des ensembles a monofde d'opérateurs a droite, qu'on

pourra aussi noter B compte tenu de 2.3 : c'est le topos des en-

Ge

sembles 4 monoide d'opérateurs Go(le monoTde opposé & G). Lorsque G

A . L. -1 o
est un groupe, utilisant l'isomorphisme gh—> g de G sur G, on

retrouve le topos classifiant BG ds 2.3.

2,7. Topos classifiant d'un pro-groupe

2,7.1. Soit G = (Gi) un systéme projectif de groupes, avec Gi,IEH.

i€r
On suppose le systeme projectif strict, i.e. les morphismes de transition
Gj — Gi surjectifs, S5i E est un ensemble, on appelle opération de G

sur E (& gauche, disons) la structure suivante : a) une famille (Ei)iEI

de parties de E, de réunion E ; b) pour tout i € I, une opération du

groupe Gi sur l'ensemble Ei ; on suppose de plus ces données soumises
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a2 la condition suivante : pour j 2 i, Ei est le sous-ensemble de Ej
formé des éléments fixes sous le groupe noyau de Gj ——>'Gi. On dit
aussi que G opére sur E (& gauche) si on s'est donnée une opération
de G sur E (& gauche). Les ensembles € U munis d'une opération de G
forment une catégorie de facon évidente, On constate gussitdt, grace

au critére de Giraud, que cette catégorie est un U-topos. On le note

BG et on l'appele topos classifiant de G, Lorsque I admet un objet initial

io, posant G=Gi , on retrouve le topos classifiant de 2.3,
o
2.7.2. Un autre exemple important est celui ol les groupe Gi sont finis,

de sorte que 6 = lim G.
— 1

est un groupe topologique compacit totalement discontinu, ou groupe

profini. Une opération de G sur E revient alors & une opération de G

sur E qui est continue, ou ce qui revient au méme, telle que le sta-

bilisateur de tout point de E est un sous-groupe cuvert de G, Le topos

classifiant B, sera aussi noté B ot, bien entendu, G doit &tre

G G’

considéré comme muni de sa topologie profinie.

2.7.3. Il est facile de vérifier, utilisant les remarques de 2,6, que
le topos B, défini par un systéme projectif strict G = (Gi)iCI de groupes
n'est équivalent 3 un topos de la forme C que si ce systdme projectif est

essentiellement constant ; dans le cas d'un groupe profini, cela signifie

que ce groupe est en fait £ini,

2,7.4, L'interprétation géométrique suivante du topos classifiant BG
d'un groupe discret G est utile, pour donner une intuition géométrique
corrvecte de ces topos, (Cf, aussi, dans le méme sens, 4.5, 5.8, 5.9 et

7.2 ci-dessous,) Soit X un espace topologique connexe, localement connexe
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et localement simplement connexe, x un point de X, G son groupe fonda-
mentale en x. (NB il est connu qu'a isomorphisme prés, tout groupe discret
G peut s'obtenir ainsi,) Alors la théorie de Galois des rev@tements de X
fournit une équivalence entre la catégorie BG des G-~ensembles, et la

catégorie des rev@tements étales de X, i.e. des espaces X' sur X qui

sont localement X~-isomorphes 3 des X-espaces de la forme XXI, ot I
est un espace discret. (Comparer SGA 1 V 4,5), Cette derni2re peut
d'ailleurs s'interpréter comme la catégorie des faisceaux localement
constants sur X, i.e. la catégorie des objets localement constants
(IX 2.0) du topos Top(X).

Lorsque G est un groupe profini, on a une interprétation géo-
métrique analogue de BG’ comme la catégorie des X-schémas qui sont
sommes de rev8tements finis é&tales d'un schéma X connexe, muni d'un
point géométrique x et d'un isomorphisme Giiﬂl(x,x). I1 est connu encore
que tout groupe profini peut s'obtenir comme groupe fondamental d'un
schéma connexe convenable (spectre d'un corps si on veut), Enfin,
on rencontre également des pro~groupes (pas nécessairement profinis
ni essentiellement constants) pour la classification des revétements
des espaces connexes et localement connexes qui ne sont pas localement
simplement connexes, ou la classification des revBtements é&tales pas
nécessairement finis ou ind-finis de schémas connexes non normaux.

Pour ce dernier cas, cf, SGA 3 X 5,

Exercice 2.7.5. Définir pour un topos E la notion de connexité, de locale

(%)

connexité , de simple connexité et de simple connexité locale. Définir

la notion d'objet constant et localement constant de E (cf, IX 2.0). Soit

(x) cf. 8.7 1).
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f:E' —> E un morphisme de topos (3.1), avec E' simplement connexe (par
exemple E' le topos ponctuel (2.2)), et E connexe et localement connexe.
Définir un pro-groupe strict ﬂl(E,f) = (Gi)iGI = G (appelé pro-groupe
fondamental de E en f) et une &quivalence de catégories de BG avec la
catégorie des objets localement constants de E. (x). Montrer que lorsque E
est localement simplement connexe, ﬂl(E,f) est essentiellement constant

et s'identifie donc 3 un groupe discret ordinaire ﬂl(E,f), qui s'appelle

le groupe fondamental de E en f. Montrer que tout pro-groupe strict G

est isomorphe (comme pro~groupe) au pro-groupe fondamental d'un topos
connexe et localement connexe convenable en un f convenable, avec E'

le topos ponctuel (prendre E = BG’ et f:E' —> E défini par le foncteur
oubli £* : E —> E' = (Ens)), Lo;;que G est essentiellement constant,
i.e. isomorphe (comme pro-groupe) 2 un groupe discret ordinaire, prouver

qu'on peut prendre ci-dessus E localement simplement connexe (prendre
P p p p

enco E = .
ncore BG)

2.8. Exemple d'un faux topos

Soit G = (Gi)iGI un pro-groupe strict, ol I est ordonné filtrant
et ot i > j implique que Gi ——>-Gj n'est pas un isomorphisme, Supposons
que 1'on aitecard(I) ¢ U. Considérons la catégorie des ensembles E € U
sur lesquels G opére A gauche (2,7.1). C'est une U-catégorie, et on voit
comme dans. 2.7.1 que cette catégorie satisfait aux conditioms a), b), ¢}
de 1.1,2. Cependant ce n'est pas un U-topos, car on voit qu'il n'admet

pas de famille génératrice qui soit U-petite., On voit de méme que ce

n'est un V-topos pour aucun univers V,

(%) On pourra s'inspirer de SGA 3 X 6.



3, Morphismes de topos

Définition 3.1. Soient E et E' deux U-topos. On appelle morphisme de E

dans E', ou parfois(par abus de langage) application continue de E

dans E', un triple u = (u,,u*, ), formé de foncteurs

u, : E—>E' , u*:E' —>E

"

et d'un isomorphisme ¢ "d'adjonction" de bifoncteurs en X' € Ob E',

Y& ObE
w HomE(u*(X'),Y) — HomE,(X',u*(Y)) s

ie foncteur u* étant de plns soumis 2 la condition d'@tre exact a gauche,

i.e. de commuter aux limites projectives finies. Le foncteur u, est

apnpelé le foncteur image directe pour le morphisme de topos u, le

foncteur 1t est appelé le foncteur image inverse pour le morphisme de

topos u, 1l'isomorphisme © est appelé 1'isomorphisme d'adjonction, pour u,

3.1.1. Sauf meuntion expresse du contraire, on désignera par la suite,
pour un morphisme de topos u: E —> E', par u, et u* les foncteurs

image directe et image inverse correspondants (¥), On notera que, u,

.

étant adjoint a droite de u’ et u* étant adjoint & gauche de u, par 1'iso-

morphisme d'adjonction ¢, chacun des deux foncteurs u,, v détermine

l'autre a isomorphisme unique pr2s, d'aprds le sorite bien connu des
foncteurs adjoints {14] . En pratique, suivant les cas, il peut &tre
plus commode de définir un morphisme de topos u : E —> E' soit par

la donnée de u* : E' —> E, soit par la donnée de w, : E—>E'; dans

le premier cas, il faut simplement vérifier que le foncteur donné u¥*

™ . s oz .-l .
(**) I1 v a lieu parfois <'écrire aussi u au lieu de u*, cf, .
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admet un adjoint 2 droite, et qu'il est exact & gauche. Dans le deuxiéme,
que le foncteur donné u, admet un adjoint 2 droite qui est exact 3 gauche,
Dans 1'un ou l'autre cas, on déduit de la donnée partielle, grice au choix
d'un foncteur adjoint et d'un isomorphisme d'adjonction, un morphisme

de topos u: E ~> E', et ce dernier sera "unique 3 isomorphisme unique przs"

en termes dz la donnée u¥ resp, u en un sens assez clair, et qui sera

e s
d'ailleurs entidrement explicité plus bas (3.2.1),

3.1.2, Si u:E —> E' est un morphisme de topos, il résulte des propriétés
des foncteurs adjoints (I 2,11) que le foncteur image directe u, : E ~> E'
commute aux limites projectives, et le foncteur u*¥ : E' —> E commute

aux limites inductives (#), Comme on suppose de plus que ce dernier

est exact & gagche i.e. commute aux limites projectives finies, on voit

donc en particulier que u¥ est exact, On peut donc dire que c'est le

foncteur image inverse u* , dans le couple (u*,u*), qui posgséde les

propriétés d'exactitude les plus remarquables, Ces propriétés assurent

que pour toute espece de structure algébrique T dont les données peuvent
se décrirent en termes de données de fléches entre les ensembles de

base et des ensembles déduits de ceux-ci par application répétée d'opé-
rations de limites projectives finies et de limites inductives quelconques,
et pour tout "objet de E' muni d'une structure d'espéce ¥ "(notion qui

a un sens grdce aux propriétés d'exactitude internes du topos E' (II 4,1)),
son image par uv¥ est muni deS mfmes structures., Plut8t que d'entrer dans

la tache peu engageante de donner un sens précis & cet énoncé et de le

(*) D'ailleurs (1.5 et 1.8), pour un foncteur u, : E—> E' resp.
u® : E' —> E donné, ce foncteur admet un adjoint 3 gauche (resp. 2
droite si et seulement si il commute aux U-limites projectives (rGSp,

aux U-limites inductives).
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justifier de fagon formelle, nous conseillons au lecteur de 1l'expliciter

et de se convaincre de sa validité pour des espéces de structure telles

que celle de groupe, d'anneau, de module sur un anneau, de comodule

sur un anneau, de bigébre sur un anneau, de torseur sous un groupe.

(Dans ces exemples, les trois premi2res espéces de structure se définissent

en termes de limites projectives finies exclusivement, tandis que les

autres notions impliquent implicitement des constructions faisant appel

également % des limites inductives,) De plus, le foncteur u* "commute"

& toutes les opérations fonctorielles habituelles faites en termes de

telles siructures, plus précisément 2 toutes les opérations qui peuvent

s'exprimer en termes de lim ,et de lim finies : constructions d'objets
—> «——

libres (groupes ou modules libres, p.ex.) engendrés par un objet, produits

tensoriels (cf, §12plus bas) etc.

Quant au foncteur image directe u, : E ~—> E' , qui commute
aux limites projectives, il "respecte” par suite toute structure algé-
brique sur un objet (ou une famille d'objets) de E, définissable en
termes de limites projectives exclusivement (telles que les structures
de groupe, d'anneau ou de module sur un anneau, parmi les exemples
précédents), Par contre, lz foncteur u, n'est en général pas exact a
droite i.e, il ne commute pas em général aux limites inductives finies,
et méme ne transforme pas en général épimorphisme en épimorphisme (c'est
d'ailleurs ce défaut d'exactitude du foncteur u, qui est la source de
ces propriétés cohomologiques, qui seront &tudiées (du point de vue de
1'algébre homologique commutative) dans 1'exposé suivant). Par suite,

il ne s'étend pas, en général, en un foncteur sur des objets du type
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comodule, ou bigdbre, ou torseur sous un groupe, et ne commute pas en
général A des opérations telles que "module libre engendré”, produit

tensoriel de modules, etc.

3.1.3. En pratique, lorsqu'on est en présence d'un foncteur f; E —> F
d'un U-topos dans un autre, il y a lieu d'en expliciter toutes les
propriétés d'exactitude, y compris 1l'existence éventuelle de foncteurs
adjoints & gauche ou a droite (cf, la note de bas de page 26),

pour parvenir a une compréhension de la "nature géométrique" de f, com-
préhension qui sera généralement un guide indispensable pour une
intuition géométrique correcte de la situation. Ainsi, s'il s'avére

que f commute aux limites inductives quelconques et aux limites pro-

jectives finies, il y a lieu d'écrire f sous la forme

£ o= u®

u: F—>E

est un morphisme de topos, i,e, d'interpréter f comme un foncteur
"image inverse" par une "application continue" de topos. Lorsque f
commute aux limites projectives quelconques, donc qu'il admet un adjoint
a4 gauche, et si ce dernmier (qui a priori commute aux limites inductives
quelconques) commute de plus aux limites projectives finies, il y a
lieu d'écrire f sous la forme

f=v ,
v:E—>F

est un morphisme de topos. Dans certains cas, il peut arriver que £
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satisfasse aussi bien 2 l'une qu'a 1'autre des deux propriétés envisagées
(cf. 4.10 pour un exemple). Dans ce cas, il y a lieu d'introduire simul-
tanément les morphismes de topos

u: F—>E et v:E~-—>F ,
qui donnent lieu 2 une suite de trois foncteurs adjoints (I 5,3) :

v, oy, =u® =,
Il convient de distinguer alors soigneusement entre les morphismes de topos
u et v, sous peine de perdre l'intuition géométrique de la situation.

On notera a ce propos que lorsque entre deux topos E,F on a

une suite de trois foncteurs adjoints

e, f,g (e,g : F—E, £ : E—>F) ,
alors f commute aux limites inductives et aux limites projectives quel-
conques, donc il peut toujours se mettre sous la forme u*, ot u: F -> E
est un morphisme de topos. Alors g s'écrit donc g = u,. Par contre,
bien sQr, e ne peut s'écrire sous la forme v¥ (et alors f sous la forme v,)
que s'il commute de plus aux limites projectives finies, Cela sera évidem-
ment le cas s'il est lui-m@me 1'adjoint A droite d'un quatrieme foncteur d,
Sans condition de cette nature, on écrira souvent

e = u,
pour l'adjoint & gauche d'un foncteur image inverse f = u¥, quand un tel
adjoint & gauche existe, cette noiation étant suggérée par 1l'exemple d'une
immersion ouverte u : X —> Y d'espaces topologiques. De meme, si e est
1

de 1la forme v¥, i.e. f de la forme v,, on note parfois g = v' 1l'adjoint

& droite d'un foncteur image directe vy, lorsque cet adjoint existe (%),

) Cf., plus bas, dans le cas de faisceaux abéliens.
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3.2, Soient E, E' deux U-topos, et
u = (g, ) , v=(y,v, ) EJE'

deux morphismes de topos de E dans E', On appelle morphisme de u dans v

tout morphisme de u, dans v, (au sens de la catégorie Hom(E,E') des
foncteurs de E dans E'). Les morphismes de morphismes de topos se
composent de fagon évidente, et on définit de cette fagon une catégorie,
qui est en fait unel&—catégorie (I 7.8) notée

Homtop(E,E") s

appelée catégorie des morphismes (ou des applications continues) de E

dans E', On définit alors de fagon évidente un foncteur
ub->u, : Homtop(E,E') —> Hom(E,E') ,
foncteur qui est pleinement fidéle par définition des fléches dans le

premier membre (mais qui n'est pas injectif sur les objets).

3.2.1. On fera attention que, si u et v sont donnés comme dessus, la
théorie des foncteurs adjoints fournit une bijection canonique
Hom(u, , vy ) —> Hom(v*,u*) ;

en particulier, on obtient un contrafoncteur sur Homtop(E,E') :

ub=> o : Homtop(E,E')® —> Hom(E,E') .
Conformément a 1'intuition géométrique, suivant laquelle le foncteur
image directe u, 'va dans le mfme sens" que 1'application continue qui
lui donne naissance, il y a donc lieu de définir le sens des fl&ches

pour les morphismes entre morphismes de topos en termes des foncteurs

images directes, et non en termes des foncteurs images inverses (bien que
ce soient ces derniers qui, nous 1'avons vu, possédent les propriétés

d'exactitude caractéristiques de la notion de morphisme de topos).
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3.2.2. Ayant défini la catégorie Homtop(E,E') des morphismes du topos E
dans le topos E', la notion d'isomorphie entre deux morphismes u,v de E
dans E' est également définie, En pratique, il n'y a pas lieu de dis-
tinguer essentiellement entre deux morphismesde topos isomorphes, tout

au moins lorsqu'on dispose d'un isomorphisme canonique entre les deux
(tout comme il n'y a pas lieu souvent de distinguer entre deux éléments
d'une catégorie, lorsqu'on se donne un isomorphisme canonique entre eux).
Signalons a ce propos que le plus souvent, lorsqu'on traite de diagrammes
de morphismesde topos et de questions de commutativité de tels diagrammes
(notion qii a un sens grace 2 (3,3 )), il ne s'agit que de commutativité
a isomorphisme ("canonique") pr2s ; par abus de langage, on traite alors
ces diagrammes comme des diagrammes effectivement commutatifs,

On peut songer 3 justifier cet abus de langage en introduisant-
1'ensemble Homtop(E,E')/Isom des morphismes de E dans E' 2 isomorphisme
prés, et en appelant morphisme une telle classe d'isomorphie, au lieu
de suivre la définition 3,2, Mais ceci se heurte aux inconvénients trés
graves qui se présentent, chaque fois qu'on essaie d'identifier deux
objets isomorphes d'une catégorie, sans disposer d'un isomorphisme
canonique entre eux. L'expérience prouve qu'un tel point de vue est
impratiquable, et qu'il faut garder la notion "fine" 3.1 de la notion
de morphisme entre morphismes de topos, quitte 3 &tre obligé, parfois,

de se battre avec des compatibilités entre isomorphismes canoniques (¥).

©*) . . .
Pour des exemples de telles batailles (victorieuses, semble-t-il) nous
renvoyons le lecteur au livre de Mme M. HAKIM sur les schémas relatifs [97.
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3.3, Soient E, E', E" trois U-topos, et considérons des morphismes de
topos

u:E—-—>E'",v:E' —>E"
La théorie des foncteurs adjoints nous donne alors un isomorphisme
d'adjonction entre les foncteurs composés v,u, et u*v*, en termes des
isomorphismes d'adjonction pour les couples (uy,u®) et (vy,v¥*), D'autre
part, le foncteur u*v* est exact a gauche, comme composé de deux foncteurs
exacts & gauche, Par suite, on trouve un morphisme de E dans E", qu'on

appelle composé des morphismes u et v, et qu'on note vu :

va : E —> E"
On vérifie alors trivialement que la composition des morphismes est
associative, et que pour tout U-topos E, il y a un morphisme de E dans
lui-méme qui est une unité bilatire pour la composition : c'est le
morphisme (idE,idE, @), oliep est 1'isomorphisme d'adjonction évident
de idE avec lui-méme. Soit alors V un univers tel que U€YV . On définit
une catégorie

(y-u-Top)

dont les objets sont les U-topos qui sont € V, les fléches sont les
morphismes entre de tels U-topos, et la composition des fléches étant

celle qu'on vient d'expliciter,

3.3.2. En fait, 1'application de composition
Homtop(E,E' )XHomtop(E',E") —> Homtop(E,E")

est l'application induite sur les objets par un "foncteur composition

des morphismes"
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Homtop(E,E')xHomtop(E',E") —> Homtop(E,E") s

dont 1'effet sur les flaches est l'opération "produit de convolution"
habituel pour des morphismes entre foncteurs {(ici des foncteurs image
directe). Ces foncteurs composition satisfont & une propriété d'associa-
tivité (stricte), pour quatre topos E, E', E", E™, précisant 1'associa-
tivité de la composition des morphismes de topos. On peut dire aussi,
dans un langage qui commence 2 devenir familier {[2] (9], que les U-topos
sont les objets (ou O-fléches) d'une 2-catégorie, dont les l-fldches
sont les morphismes de topos, et les 2-fl2ches sont les morphismes de
morphismes de topos,

C'est le fait que les U-topos (éléments d'un univers V) forment
une 2-catégorie, et non plus seulement une catégorie ordinaire comme
les espaces topologiques ordinaires, qui constitue du point de vue
technique la différence la plus importante entre la théorie des topos
et celle des espaces topologiques, Ce fait est la source de certaines
complications techniques auxquelles on a déji fait allusion, mais
aussi de faits essentiellement nouveaux par rapport & la topologie

traditionnelle,

3.4, Le fait que les U-topos (éléments d'un univers V) forment une
2-catégorie (3.3.2) permet en particulier de définir la notion d'équi-

valence de deux U-topos E, E' : on dira que E et E' sont équivalents

s'il existe des morphismes de topos u:E —> E' et v:E' = E, tels
que les composés uv et vu soient isomorphes respectivement au morphisme

identique de E et de E' ; on dit alors que les morphismes u et v sont
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des équivalences quasi-inverses 1'une de 1'autre.

On constate aussitdt que pour que le morphisme de topos
u : E—> E' soit une équivalence, il faut et il suffit que uy, soit
une équivalence, ou ce qui revient au méme, que u® soit une équivalence.
(Utiliser le fait qu'un foncteur f: E —> E' entre deux topos qui est
une équivalence est 3 la fois de la forme v, et de la forme v¥, avec
u et v des morphismes de topos) ; et pour que E et E' soient équivalents
au sens de 1'alinéa précédent, il faut et il suffit qu'ils soient
équivalents en tant que catégories (i.e, comme objets de la 2-catégorie
(V-cat)). Comme de juste, cela montre que les notions d'équivalence

introduites ne dépendent pas du choix de 1'univers V de 3.3.1,

3.4.1, Pratiquement, il n'y a pas lieu le plus souvent de distinguer
essentiellement entre U-topos équivalents, tout comme il n'y a pas lieu
souvent de distinguer essentiellement entre deux catégories équivalentes, -
2 condition toutefois qu'on dispose d'une équivalence explicite de 1l'un

2 1'autre, ou tout au moins une équivalence définie i isomorphisme

unique prés, C'est la notion d'équivalence de topos qui remplace ici

la notion traditionnelle d'homéomorphie entre deux espaces topologiques.

Voir 1l'exemple 4.2 plus bas pour les relations précises entre ces

deux notions.

4, Exemples de morphismes de topos

Nous reprenons ici les exemples de 2, en utilisant la notion
de morphisme de topos, Les commentaires de 2.0 s‘appligquent également

au présent numéro, L'univers U sera généralement sous-entendu.
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4,1, Le topos Top(X) pour un espace topologique X variable

4.1.1, Soit une application continue

f: X —>Y
d'espaces topologiques, on va lui associer canoniquement un morphisme

de topos

Top(£f) ou £ : Top(X) —> Top(Y) ,
avec les notations de 2.1, Lorsqu'on définit Top(X) comme Ouv(X)™ , la
description la plus commode de Top(f) est par le foncteur image directe

de faisceaux

fy ¢ Top(X) —> Top(¥) ,
défini par la formule

£,(F) = pos™l |

£, ouv(Y) —> Ouv(X)

est le foncteur évident U —> f-l

(U). On a déja noté que ce foncteur est
continu et exact 2 gauche, donc définit bien un foncteur f, ci-dessus,
admettant un adjoint 2 droite f* qui est exact a gauche (III 1,9.1),
Bien entendu, en toute rigueur, le morphisme de Topos Top(f) dépend

du choix de 1'adjoint a droite f* de f,, donc n'est défini qu'a isomor-
phisme canonique prés. On se dispensera par la suite de signaler expres-
sément des phénoménes de ce genre.

Lorsqu'on adopte le point de vue "espaces étalés" pour définir

Top(X), c'est le foncteur image inverse

7% 1 Top(Y) —> Top(X)
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qui est le plus commode pour définir le morphisme de Topos Top(f), en

posant simplement

?#*(Y') = Xx,Y'
Y
pour tout espace étalé Y' sur Y ; il est évident que le produit fibré
est bien un espace étale sur X, et que le foncteur f# ainsi obtenu est
exact 4 gauche et commute aux lim quelconques, et définit par suite un
morphisme de topos Top(f). Pour la compatibilité des deux définitions

obtenues, nous renvoyons i [TF].

Lorsqu'on a deux applications continues composables

X L>y-Es 7

on trouve un isomorphisme canonique

Top(gf) == Top(g)Top(f)

de morphismes de topos, Ces isomorphismes de transitivité, pour trois

s

applications continues composables f,g,h satisfont 3 une relation de
compatibilité que nous nous dispensons d'écrire ici, et qui n'est autre
que celle envisagée dans SGA 1 VI 7.4 B) (pour& = (ESp)o). On peut

l'exprimer en disant que pour X variable dans la catégorie (Esp),

X b——> Top(X)

est un "pseudo-foncteur"

%.1,1.1) (U~esp) —> (V-U-top) ,
ou aussi, dans la terminologie des 2-catégories, qu'on a un foncteur
non strict de 2-catégories [9). En pratique, on se permettra le plus

souvent 1'abus de langage consistant 3 identifier Top(gf) et Top(g)Top(f},

c'est-a-dire de raisonner comme si (4.1.1.1) était un vrai foncteur de
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catégories ordinaires, On sc¢ permettra les abus de langage analogues dans

les autres exemples qui seront traités ci-dessous.

4.1.2, Lles considérations précédentes s'étendent immédiatement au cas

des topos associés aux espaces topologiques 2 groupes d'opérateurs (2.3).

si £ = (£°°,¢87),

£ (X,6) — (Y,H)
est un morphisme d'espaces a opérateurs (ol

L x—>vet BT i c—>1

f
sont respectivement des applications continues et des morphismes de

groupes, compatibles dans un sens évident), on lui associe un morphisme

de topos

Top(f) ou f : Top(X,G) —> Top(Y,H) ,
dont la définition est laissée au lecteur. Lorsque les groupes G et H
sont les groupes unité, on retrouve la définition de 4.1.1 ; lorsque
par contre ce sont les espaces X et Y qui sont réduits 2 un point,
on trouve comme foncteur image inverse % le foncteur "restriction du

groupe d'opérateurs"

£ BH —> BG ,
associant a4 tout H-ensemble le G-ensemble qu'il définit grace a f£:G -> H,

On retrouvera cet exemple sous d'autres formes encore dans 4.5 et 4.6.1.

4.1,3, Etant donné une application continue f:X -»> Y d'espaces topolo-
giques, on lui associe également un morphisme sur les '"gros topos"

correspondants (2.5)
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TOP(£) ou f : TOP(X) — TOP(Y) ,

défini le plus commodément par le foncteur image inverse

7 ¢ ToP(Y) —> TOP(X) s

qui n'est autre que le foncteur restriction. Ce morphisme TOP(f) est un

cas particulier du morphisme dit "d'inclusion" pour un topos induit,
qui sera étudié dans 5, On voit ainsi que, sous les mémes réserves que
dans 4,1,1, le topos TOP(X) peut &tre considéré comme un foncteur en X,

pour X variable dans (Esp).

4.2, Propriétés de fidélité de X > Top(X)

Nous nous proposons de préciser dans quelle mesure un espace
topologique X peut se réconstituer en termes du topos Top(X), et dans
ce but il convient de décrire, pour deux espaces X et Y, la catégorie
des morphismes de Top(X) dans Top(Y) (3.2), de fagon 2 pouvoir préciser
les propriétés de fidélité du "foncteur" X > Top(X). Nous nous bornons
a énoncer les résultats auxquels on parvient, en renvoyant le lecteur 2
[9] pour des détails. Le lecteur qui voudra faire 1l'exercice de vérification

lui-m&me pourra consulter 1'exer, 7.8,

4.2,1. Rappelons qu'un espace topologique X est dit sobre si toute

partie fermée irréductible de X a exactement un point générique, Signalons
que presque tous les espaces utilisés en pratique sont sobres ; il en

est en particulier ainsi d'un espace séparé, plus généralement d'un
espace dont tous les points sont fermés, ou de 1l'espace sous-jacent a

un schéma, Si X est un espace topologique, on lui associe (loc. cit, ou

EGA QI’ réédition) un espace topologique sobre Xso et une application

b
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continue

(4.2.1.1) ® : X —>X_

qui soit universelle pour les applications continues de X dans des espaces
sobres ; en d'autres termes, on construit un foncteur adjoint & gauche

X > Xeo du foncteur d'inclusion (Espsob) —> (Esp) de la catégorie

b

des espaces sobres dans celle des espaces topologiques "quelconques"
(les guillemets rappelant qu'il y a un univers !), La construction

explicite se fait en prenant comme points de XS les parties fermées

ob
irréductibles de X, comme ouverts les ensembles de la forme U', ol

U est un ouvert de X et ol U' C XS désigne 1'ensemble des parties

ob
fermées irréductibles de X qui rencontrent U, L'application (4.2.1,1)
est obtenue en associant 2 tout x € X 1'adhérence de {x}. L'espace X

est sobre si et seulement si 1'application précédente est bijective,

donc un homéomorphisme,
On constate que le foncteur
m—l : ouv(X ) —> Ouv(X)
sob

induit par @ est un isomorphisme, ce qui implique que le morphisme de
topos

Toplp) : Top(X) —> Top(Xsob)

défini par @ est également un isomorphisme, Ceci explique 2 priori pourquoi

Xsob doit s'introduire nécessairement dans la question de réconstituer

X & partir de Top(X) :comme ce dernier ne dépend que de xso a isomor-

b

phisme prés, la question ne pourra avoir une réponse affirmative que si X

est sobre, Nous préciserons plus bas (7,1) comment XSo peut effectivement

b
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se réconstituer en termes de Top(X), en interprétant ses points comme des

"points" du topos Top(X) (ou encore comme des foncteurs fibres).

4.2,2, Sur tout espace topologique, il y a lieu d'introduire la relation

d'ordre € pour laquelle on a

xSy S=> I[xjc{y] i.e. x¢ Ty}

(qu'on exprime encore en disant que x est une spécialisation de y, ou
que y est une générisation de x). Pour un espace de la forme Xsob’
ce n'est autre que la relation d'inclusion entre parties fermées irré-
ductibles de X, )

Ceci posé, il y a lieu d'introduire, sur l'ensemble des

applications d'un espace X dans un autre Y, la relation d'ordre dite

de "spécialisation'", déduite de celle de Y, savoir
fsg <> f(x)< glx) pour tout x € X

Avec ces conventions, on a le résultat suivant

4,2.3, Soient X, Y deux espaces topologiques, avec Y sobre, et soient

f et g deux applications continues de X dans Y. Alors il y a au plus

un_morphisme de Top(f) dans Top(g), et pour qu'il y en ait un, il faut

et il suffit que g soit une spécialisation de f. Enfin, tout morphisme

de topos Top(X) —> Top(Y) est isomorphe 2 un morphisme de la forme

Top(£), ol £:X —> Y est une application continue (uniquement déterminde

grice 4 la premidre assertion).
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Si on définit la catégorie cat(l) associé 2 un ensemble ordonné
I en déclarant que pour i = j, il y a exactement une fl2che de i dans j,
on peut résumer le résultat précédent en disant qu'on a une équivalence

de catégories canonique

~
cat(Hom(esp)(X,Y)) ——3> Homtop(Top(X),Top(Y))
(ot le deuxiéme membre est défini dans 3.2).

On conclut formellement de ces résultats :

Corollaire 4,2.4, a) Soit f:X —> Y une application continue. Alors

Ton{£) : Top(X) —> Top(Y) est une &quivalence de topos si et seulement

si f s X —> Y
S0

sob est un homéomorphisme (donc, lorsque X et Y

b

sont sobres, si et seulement si f est un homéomorphisme).

b) Soient X et ¥ des espaces topologiques, Pour que Top(X) et

Top(Y) soient &quivalents, il faut et il suffit que X p 8L Y, soient

homéomorphes (donc, si X et Y sont sobres, il faut et suffit que X et Y

soient homdomorphes),

4.3. Morphismes dans le topos final : objets constants d'un topos,

foncteurs sections

Désignons par P (initiale de “point") le topos final type, i.e.
P = (Ens) (2.2). Soit E un topos quelconque, on va voir qu'i isomorphisme

unique pr2s, il existe un unique morphisme de topos

f:E—>P

plus précisément, que la catégorie Homtop(E,P) est équivalente 2 1a

catégorie ponctuelle : pour deux objets de cette catégorie, il existe donc
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une unique flache de l'un dans 1'autre, et c'est un isomorphisme, (Cela
justifie dans une certaine mesure 1'appellation "topos final"). Pour

ceci, rappelons (3.2.1) que Homtop(E,P) est équivalente & la sous-catégorie

pleine de Hom(P,E)° formée des foncteurs

£ : P = (Ens) ~—> E

qui commutent aux lig et sont exacts 3 gauche. Soit e un ensemble ponctuel,
alors tout ensemble X s'écrit canoniquement comme "somme de X copies de e ",
d'od résulte que la catégorie des foncteurs g : (Ens) —> E qui commutent
aux £93 est équivalente 3 la catégorie E, en associant a tout g l'objet
gle) de E, On réconstitue g en termes de T=g(e), 2 isomorphisme unique
prée, par g(I) = TXI, ol on pose TXI = {%%-Ti, avec T, =T pour tout i € I.
Que le foncteur en I ainsi défini par T commute bien aux lig résulte du
fait qu'il est manifestement adjoint a droite du foncteur X t+—> Hom(T,X)
de E dans (Ens). Ceci dit, pour que g soit exact a gauche, il est
évidemment nécessaire que g(e)=T soit un objet final de E (puisque e est
un objet final de (Ens)), et il résulte facilement du fait que dans E
"les sommes sont universelles" (1.1.2 b)) que cette condition est aussi
suffisante, On trouve donc que la catégorie des foncteurs £* images
inverses est équivalente 3 la catéporie des objets finaux de E, qui est
évidemment elle-m@me équivalente 2 la catégorie finale.

D'aprés ce qui précdde, on voit que le choix d'un morphisme
(4.3.1) équivaut essentiellement 3 celui d'un objet final de E, soit
e

B En termes de celui-ci, on a alors des isomorphismes canoniques de

foncteurs
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(4.3.2) f*(I)ﬁieEXI = somme de I copies de e, pour 1 € ob(Ens),
et
(4.3.3) £, (X) = Hom(eE,X) pour X € 0b E ,

4,3.4, Les deux foncteurs précédents joueront par la suite un réle

important. Pour un ensemble I, on appelle objet constant de valeur I

dans E (ou, lorsque E est réalisé comme une catégorie ( en termes

d'un site C, faisceau constant de valeur I sur C ), l'objet £¥(I) = egXl

de (4.3,2), On le notera aussi souvent I., ol I, lorsque E est défini

£
par le site C. Le fait que Ipt—> IE soit le foncteur image inverse d'un
morphisme de topos en précise les propriétés d'exactitude, qui impli-
quent en particulier que ce foncteur respecte toutes les espéces de
structure algébriques habituelles, transformant un groupe en un objet
groupe de E ete (3.1.2), Lorsqu'on a par exemple un Groupe G de E, on
dira que c'est un Groupe constant (ou, le cas échéant, un faisceau en

groupes constant) s'il est isomorphe 2 un groupe de la forme G olt

oE’

G0 est un groupe ordinaire., Méme terminologie pour toute autre espéce

de structure "algébrique", au sens précisé (plus ou moins) dans 3.1.2,

4.3.5, On fera attention que le foncteur I > IE n'est pas nécessai-
rement pleinement fidele (ni meme fidele : prendre pour E le "topos
vide" (2,2)), donc un objet constant de E ne détermine pas en général
a isomorphisme unique prés 1l'ensemble I qui lui donne naissance, On

dit que E est O-acyclique, ou connexe-non vide, si le foncteur I I

E

est pleinement fidele. Il revient au méme, d'apr2s les propriétés

générales des foncteurs adjoints, de dire que le morphisme d'adjonction
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I —> £,(F91)) = £, (1) = Hom(ey, Ip)

E E

est un isomorphisme (de sorte que le foncteur (4,3.3) permet de récupérer
la "valeur" d'un objet constant de E)., On vérifie facilement qu'il faut
et il suffit pour cela que ep ne soit pas l'objet initial ¢E de E, i.e,
que E ne soit pas un "topos vide" (ce qui exprime la fidélité du fonc-

teur I b—)-IE (*)), et que e, soit un objet connexe de E, i,e. ne soit

E
pas somme de deux objets de E qui ne socient pas "vides" (i,e. qui ne

soient pas des objets initiaux de E),

4,3,6. Le foncteur (4.3,3) est aussi souvent appelé foncteur sections

et noté T ou T(E,-) ou simplement I :
(4.3.6.1) Hom(eE,X) = TE(X) =T(E,X) = T(X) .

C'est un foncteur commutant aux limites projectives quelconques, mais
pas exact a droite en général, dont les foncteurs dérivés (sur les

objets groupes abéliens) seront &tudiés dans le prochain exposé.

4.4, Morphismes du "topos vide"

Soit ¢t0p un topos vide, qui correspond donc & une catégorie
de faisceaux § équivalente & la catégorie finale (2,2), Soit E un topos.
La catégorie des foncteurs de E dans & est évidemment équivalente 2 la
catégorie ponctuelle, et tout tel foncteur commute aux limites induc-
tives et projectives (sans aucun mérite d'ailleurs), donc peut &tre
considéré comme un foncteur image inverse f pour un morphisme de topos

¢top —2> E, Il en résulte que la catégorie Homggp(ﬁtgp,E) est_équiva-

lente 3 la catégorie ponctuelle, et en particulier qu'il existe 2

(*) ou encore le fait que ce foncteur est conservatif ( I 6.3).
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isomorphisme unique prés un et un seul morphisme de topos

(4.4.1) ] —> E
top

Ceci justifie dans une certaine mesure la terminologie "topos initial
introduite dans 2.2,

On peut aussi déterminer les morphismes de topos

(4.4.2) E—> 80 ;

on vérifie aussit8t qu'il existe un tel morphisme si et seulement si
1'objet initial de E est aussi un objet final, i.e, si et seulement

si E lui-mPme est un "topos vide", et que dans ce cas la catégorie
Homtog(E,ﬁtop) est encore équivalente 2 la catégorie ponctuelle. L'unique

morphisme (4.4.2) (modulo isomorphie) est alors ume équivalence de topos,

4,5, Le topos classifiant BG pour G Groupe variable

4.5,1. Soient E un topos, et
£: G —>H

un morphisme de Groupes dans E, On en déduit un foncteur "restriction
du Groupe d'opérateurs"

7 BH —_— BG .
ol les notations sont celles de 2,4, Il est trivial que ce foncteur
commute aux limites inductives et aux limites projectives, a fortiori il
peut 8tre interprété comme un foncteur image inverse associé 3 un mor-

phisme de topos
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On explicite aisément le foncteur image directe correspondant

ot BG -— BH
par la formule
£, (X) = Hom.(H_,X) ,

oli X est un objet de X avec G opérant 2 gauche, ol Hs est H regardé
comme muni des opérations a gauche par G déduites de F, et ol EQEG
désigne le sous-objet qu'on devine de 1'objet Hom défini plus bas (10.
on fait opérer H 2 gauche sur EQEG(HS,X) grice aux opérations droites
de H sur HS par tramslations & droite.

Comme le foncteur image inverse f* commute aux {ig quelconques

(et non seulement aux lim finies), il est lui-m@me 1'adjoint 3 gauche
—

d'un foncteur

f B,/ B

! : G H 3
de sorte qu'on a une suite de trois foncteurs adjoints comme dans 3.1.3 :

3% .

On explicite aisément f, par la formule

£, =&,
oli le deuxiéme membre désigne le "produit contracté", déduit des opéra-
tions de G sur X (2 gauche) et sur H (3 droite via translations & droite
et f), défini comme le quotient de HXX par G opérant par la formule

g.(1,x) = (hgl, g0)

Le foncteur £, , étant un adjoint 2 gauche, commute évidemment

aux limites inductives, mais il n'est pas en général exact & gauche (i.e,
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il ne peut &tre considéré & son tour comme un foncteur image inverse par

un morphisme de topos B, -—> BC)' En fait, on vérifie facilement qu'il

H
ne peut &tre exact a gauche que si f: G —> H est un isomorphisme, De
méme, le foncteur f,, qui commute aux limites projectives, n'est pas en
général exact 2 droite, et a fortiori n'admet pas en général d'adjoint
a4 droite, Tout au moins lorsque E est le topos ponctuel i.e. que G et H
sont des groupes ordinaires, f, n'est exact 3 droite que si f est un
isomorphisme,

Lorsqu'on a un deuxi®me morphisme de groupes g:H —> K, on
trouve comme dans 4,1,1 une transitivité 3 isomorphisme canonique prés,

de sorte que, sous la réserve habituelle, on peut considérer que le

topos classifiant BG dépend fonctoriellement du Groupe G, On laisse

au lecteur le soin de généraliser comportement fonctoriel pour le

cas oli on fait varier simultanément G et le topos E.

pour un pro~-groupe variable G

4,5,2, Le topos BG
On 1aiss; au lecteur le soin de préciser le caractére covariant

du topos BG (2.7) par rapport & G, en calquant 1'exposé que nous en

donnons dans 4,5.1.0n fera attention cependant que dans le cas d'un

morphisme £:G —> H de pro-groupes qui ne sont pas essentiellement

constants, le morphisme de topos correspondant BG —_—> BH ne permet pas

en général la définition d'un foncteur f, (dont 1l'adjoint & droite soit
le foncteur f* de restriction du pro-groupe d'opérateurs), Supposant,
pour simplifier 1'énoncé, que G et H solent définis par des groupes
profinis G et H, on voit facilement que f, existe si et seulement si

1'image du morphisme envisagé f£:G —> H est d'indice fini dans H, et
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dans ce cas f, est donné par la méme formule que dans 4.5.

-~

4,6, Le topos C pour C catégorie variable

4,6.1. Soit
f:C—>CC'

un foncteur d'une catégorie € € U dans une autre C', d'olt un foncteur

- -
f* : C' —>C , £*(F) = Fof .

11 est trivial que ce foncteur commute aux limites projectives et aux

limites inductives, a fortiori il peut &tre considéré comme le foncteur

image inverse pour un morphisme de topos

f ou f: ¢ —> C!'

Le foncteur image directe correspondant

~

fu: C—> '
n'est autre que le foncteur également noté f, dans I 5.1. De plus
(comme il était & prévoir du fait que f* commute également aux lim

quelconques) f¥ admet aussi un adjoint A gauche

f,:

c—> !
(qui était noté aussi f, dans I 5.1 ). On obtient donc une suite de

trois foncteurs adjoints

f: O S s
le premier étant d'ailleurs un prolongement de £:C —> C' aux catégories
de préfaisceaux (pour le plongement habituel de C, C' dans les catégories
E, 6'). On fera attention que le foncteur f, n'est pas en général exact

a gauche, ni f, exact a droite, ce qui l2ve donc toute ambiguité sur la
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direction de la variance du topos & associé 3 la catégorie variable C :
ce tonos est un foncteur covariant en C, sous la réserve habituelle
provenant des isomorphismes de transitivité (cf. 4,1.1). Lorsque
l'ensemble des objets de C et de C' est réduit a un élément, de sorte
que C et C' s'identifient & des monoldes G, G', les topos correspondants
et on retrouve la variance de

sont les topos classifiants B, et B

G Glol

ceux-ci pour G variable rencontrée déja a d'autres points de vue dans
4.1.2 et 4,5 (ol la restriction a des groupes au lieu de monoTdes

n'avait rien d'essentiel),

A
4,6,2. On peut préciser la dépendance 2-fonctorielle du topos C par
rapport & C, en introduisant pour deux catégories C, C' € U un foncteur

canonique

(4.6.2.1) Hom(C,C') —> Homtop(C,C').
Il reste a définir ce foncteur sur les fléches, et pour ceci on note
que f > f* permet d'identifier (2 équivalence de catégories préds) le
deuxi2me membre 3 une sous-catégorie pleine de ggg(é',5)° (3.2,1). or
si f,g: C —> C' sont deux foncteurs, tout morphisme u:f —> g de
foncteurs définit un morphisme frg —> Fof de foncteurs en F € ob E’
(F étant un contrafoncteur), qui est donc un morphisme g¥ —> f¥* et
définit par suite un morphisme E —> ; comme annoncé,

Lorsque C est la catégorie pomnctuelle, E est le topos ponctuel

(2.2) noté P, et (4.6.2.1) s'interpréte comme un foncteur naturel
4 dfn ~
(4.6.2,2) C' —> Homtop(P,C') = Points{(C')

de C' dans la "catégorie des points" de C', qui sera étudiée dans 6.
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Ce foncteur n'est pas nécessairement une équivalence de catégories (7.3.3),
a fortiori (4.6.2.1) n'est pas nécessairement une équivalence de catégories,

Par contre, le foncteur (4.6.2.1) est toujours pleinement fidele,

Pour voir ceci, notons que si f,g: E —> E' sont deux morphismes de topos
tels que f, et g, soient définis (3,1.3), il résulte de la théorie des
foncteurs adjoints qu'on a des isomorphismes canoniques

Hom(f,,g,) = Hom(gt, f*) <~ Hom(£,,g,) dfn Hom( £, g)

~ PN

Appliquant ceci a des foncteurs de la forme f, g associés & f,g: C > C',
on trouve le résultat annoncé, compte tenu que 1l'application naturelle

de prolongement Hom(f,g) -> Hom(f,,g,) est bijective ( 1 7.8).

4.6.3, On peut se demander quand le foncteur (4,6,2,1) est une équiva-
lence de catégories, i.e, quand il est essentiellement surjectif, ce qui
est un cas particulier de la question de déterminer tous les morphismes
de topos E —_— E'. Plus généralement, si C est une catégorie € U et E
un topos, on peut se proposer de déterminer les morphismes de topos

f: @ —>E
La catégorie de ces morphismes est équivalente 2 le catégorie opposée
de celle des foncteurs f¥: E —> ¢ commutant aux limites inductives
quelconques et aux limites projectives finies, Interprétant les foncteurs
E —> 6 comme des foncteurs ExC® —> (U-Ens) = (Ens), ou encore comme
des foncteurs F; ¢ —> Hom(E, (Ens)), la propriété d'exactitude envi-
sagée s'exprime par la condition que pour tout objet X de C, le foncteur
F(X) : E —> (Ens) commute aux limites inductives quelconques et aux

limites projectives finies, (ou, comme nous dirons dans 6, F(X) est un
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"foncteur fibre" sur E). Il revient au méme de dire que F(X) est le
foncteur image inverse pour un morphisme de topos P —> E, de sorte

qu'on trouve finalement une &quivalence de catégories canonique
(4.6.3.1) Homtop(C,E) ~=~> Hom(C, Points(E))
oli on désigne pour abréger par

Points(E) = Homtop(P,E)
la catégorie des points du topos E,
Lorsque E est de 1a forme 6', on voit aussitdt & partir des
définitions que le composé de (4.6,2,1) et de 1'équivalence précédente

€4.6.3,1) est le foncteur

{4,6.3.2) Hom(C,C') —=> Hom(C,Points(C'))
défini par Fh—> ioF, od i: C' —> Points(C') est le plongement canonique
(4,6.2,2). Il s'ensuit aussitdt que pour que (4.6,2.1) soit une &qui-

valence, il faut et il suffit que C soit vide ou que (4.6.2.2) soit

essentiellement surjectif (donc une équivalence de catégories). Cette

derniére condition sur C' est satisfaite dans certains cas intéressants,
et notamment lorsque C' est la catégorie & un seul objet définie par

un groupe G (7.2,5).

-~

Remarque 4.6.4. Le fait d'avoir associé un topos C a une catégorie
arbitraire C suggére qu'une catégorie C admet des invariants de nature
topologique (groupes de cohomologie, d'homotopie etc), tout comme
un topos, Les groupes de cohomologie de E a2 coefficients dans un objet
groupe abélien F (au sens général é&tudié dans V) ne sont autres que

(n)

les valeurs des foncteurs dérivés lim du foncteur lim, déja fami-
“— “—
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liers aux topologues. J.L, Verdier et (indépendamment) D,G. Quillen ont
vérifiés que lorsqu'on se borne aux coefficients constants, ou plus
généralement localement coastants, ces groupes de cohomologie s'iden-
tifient aux groupes de cohomologie de 1'ensemble sémi-simplicial Nerf(C)
canoniquement associé a C [5, n* 212, prop. 4.1] et que de plus, 2
isomorphie prés dans la "catégorie homotopique" de [2], tout ensemble
semi~simplical peut &tre obtenu & 1'aide d'une catégorie C. Moyennant
une notion convenable de type d'homotopie pour des topos, que nous ne
précisons pas icil, on peut dire que les types d'homotopie semi-simpliciaux
des topologues ne sont autresque les types d'homotopie des topos de la
forme spéciale 6, plus généralement des topos E ot tout objet admette
un recouvrement qui raffine tous les autres (2.6) (%), En 1'absence de
cette condition sur E, on peut tout au mieux exprimer son type d'homo-

topie par un systdme projectif convenable d'ensembles semi-simpliciaux [1],

4.7. Le topos C™ pour un site C variable (foncteurs cocontinus)

Soit
f: ¢ —> ('
un foncteur cocontinu (III 2.1 ) entre sites € U, i.e, un foncteur tel
que le foncteur E* ou f, : F|—> Fof de ¢ dans ¢! (4.6.1) applique T
dans T', c'est-a-dire induise un foncteur
(4.7.1) T: T—>c' ™

rendant commutatif le diagramme de foncteurs

(*) et, plus généralement encore, des topos qui sont "localement w -connexes"
> pos q

en un sens évident que nous laissons au lecteur le soin de préciser,
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"~
£
cY ————>C
i i!
(4.7.2)
. £y -
¢ —>C s

ot i, i' sont les foncteurs d'inclusion, On a vu alors (III 2,3 )
que le foncteur f, admet un adjoint 2 gauche f* , et que ce dernier

est exact a gauche. En d'autres termes, f, est le foncteur image

directe associé 3 un morphisme de topos

T ou £:¢— "™ s
le foancteur image inverse correspondant étant bien entendu | Prenant
les adjoints 2 gauche des foncteurs en jeu, le diagramme commutatif
{4.7.2) donne d'ailleurs un diagramme commutatif i isomorphisme prés

~\
~ L E% ) -

(4,7.3)

to
——

]

Oy ——> N
i

loR]

3

ol a et a' sont les foncteurs "faisceaux associés", diagramme qui redonne

aussitdt la formule (III 2.3 )

o= a f¥*it

La propriété de transitivité pour les morphismes de topos

f: C—> C' implique la méme propriété pour les morphismes de topos
f : ¢7 —> '™ associés i des foncteurs cocontinus, de sorte qu'on

peut dire que le topos C™ varie fonctoriellement en C de fagon covariante,

quand on prend comme "morphismes" de sites les foncteurs cocontinus,
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Dans tous les cas rencontrés jusqu'2 présent, le foncteur
cocontinu f utilisé est également continu, c'est-a-dire (IIT 1.1 ) se

"prolonge" en un foncteur

F, o (Y —

commutant aux limites inductives, et qui est adjoint A gauche de f£*,

de sorte qu'on a une suite de trois foncteurs adjoints

~ ~
£, , L, E .

On fera attention que le foncteur I, n'est pas en général exact a gauche,
ni f, exact a droite, ce qui lave toute ambiguité sur la direction de la

variance du topos C™, pour C variable par des foncteurs dont on suppose

seulement qu'ils sont cocontinus, ou méme continus et cocontinus,

Remarque 4.7.4. Etant donné un morphisme de topos

F:E—E' |,
pour qu'il existe un foncteur F, adjoint 2 gauche de F*, il faut et il
suffit qu'on puisse "réaliser” (& équivalence prés) E et E' sous la
forme C™ et C'™ , pour deux sites C, C' € U, et qu'on puisse trouver

un foncteur continu et cocontinu f: C —> C' tel que F s'identifie a f,.

C'est évidemment suffisant, et pour la nécessité, il suffit de prendre
pour C et C' des petites sous-catégories pleines génératrices de E et E'

respectivement, telles que

F,{ob C) < ob ¢’ ,
munies des topologies induites par celles de E et de E', et de prendre
pour f le foncteur induit par F, (cf, 1.2,1). Rappelons (1,8) que

l'existence de F, signifie aussi que F* commute aux limites projectives,
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ou, ce qui revient ici au mme puisque ce foncteur est exact 2 gauche,
qu'il cormute aux produits,

4.5.5. Si on se demande quels sont les morphismes de topos F: E > E'
qui peuvent se réaliser par un foncteur cocontinu (pas nécessairement
continu) de sites, on voit de méme que la réponse est la suivante :
l'ensemble des objets X de E tels que le foncteur X' $—> Hom(X,F*(X'))
de E' dans (Ens) commute aux limites projectives (ou, ce qui revient

au méme, aux produits) doit &tre une famille génératrice de E,

4.8. Le morphisme de topos € —> C pour un site C.

Soit C un petit site, auquel sont donc associés les deux topos
C~ et C (le deuxi2me ne dépendant pas de la topologie mise sur C), On

a défini dans II 3.4 le foncteur "faisceau associé'

-~

as: c—>Cc” s
et établi qu'il est exact & gauche et commute aux limites inductives.
C'est donc le foncteur image inverse associé 3 un morphisme de topos
p: T — E , p¥F = a s
le foncteur image directe correspondant étant 1'inclusion canonique
i=p_x_:C~-—>6 .
11 est bien connu que ce dernier foncteur n'est pas en général exact 2
droite (ges foncteurs dérivés sur les objets abéliens donnent naissance
aux préfaisceaux de cohomologie éﬁn(F) de V 2), et que a ne commute pas
en général aux aiﬂ_quelconques, ce qui léve toute ambiguité sur la direc-

tion du morphisme "naturel" de topos entre C et C™ .,

Lorsqu'on a un foncteur cocontinu
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f:¢c—>C'

de sites, on en déduit un diagramme de morphismes de topos

~
~ £ )~

P

o
Oy
Q) €&—— 0O

—
£
—_—

qui est commutatif 2 isomorphisme canonique prés : c'est en effet ce

v

qu'exprime la commutativité du diagramme de foncteurs (4,7.2). On peut

~

donc dire que le morphisme de topos p: C~ —> € est fonctoriel en C,

quand on varie C par des foncteurs cocontinus entre sites.

4,9. Effet d'un foncteur continu de sites. Morphismes de sites

4,9,1, S8i
f: C—> ('
est un foncteur continu de C dans C', i.e. tel que le foncteur

~

% : €' —> C applique C'~dans C™, donc induise un foncteur

fS 10— ™ ,
on a vu (IIT 1,2 ) que ce dernier admet un adjoint 2 gauche

£ ¢~ —s '™ ,

qui "prolonge" d'ailleurs f dans un sens évident. On fera attention
qu'en général £3 n'est pas exact a droite (méme si f est de plus
cocontinu), ni fs ne commute aux limites inductives, de sorte que

la donnée de f ne permet pas, sans autre hypothese, de décrire un
morphisme de topos dans un sens ou dans 1'autre entre ¢~ et C'™, Le

cas ol f est cocontinu, i.e, ol fs commute aux limites inductives et
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peut donc &tre regardé comme un foncteur image inverse pour un morphisme

~

de topos T : €~ —=> C'™, a été examiné dans 4.7, Nous allons examiner
le cas ot le foncteur £° est exact 2 gauche, donc peut &tre considéré

comme un foncteur image inverse pour un morphisme de topos en sens

inverse :

€4.9.1.1) Top(f) = g : cT-—> c~

On fera attention qu'on a pris garde de ne pas noter ce morphisme par la

lettre T ou f, pour éviter des confusions avec la situation de 4.7,

suivant en cela les recommandations générales de 3.1,3, On dit parfois

que le foncteur f : C —> C' est un morphisme de sites de C' dansg C

. . . s
(attention, pas de C dans C') s'il est continu et si le foncteur £
est exact 4 gauche, en d'autres-termes s'il existe un morphisme de

topos (4,9,1.1) tel que,le foncteur image inverse correspondant
gt et —>co”
prolonge le foncteur f, i.e. rende commutatif 3 isomorphisme pres le

diagramme de foncteurs

———-—f-—-——>-c'

€ l L e!
3t
C’“———g———4> c'~

olt €, ¢' sont les foncteurs canoniques de II 4.4.0.

4.9.2, Pratiquement, on reconnait qu'un foncteur continu f:C —> C'
est un morphisme de sites de C' dans C, par le fait que dans C les

limites projectives finies sont représentables, et que f y commute (III 1.3 5)).
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Moyennant la condition indiquée sur C (presque toujours vérifiée en
pratique), et supposant de plus que la topologie de C' est moins fine
que la topologie canonique (presque toujours vérifiée également), la
condition suffisante précédente (f exact a gauche) pour que f soit un

morphisme de sites de C' dans C est d'ailleurs aussi nécessaire,

4,9.3. Dans l'esprit de ce qui précéde, si C et C' sont deux U-sites, il
y a lieu de définir la catégorie des morphismes de sites Morsite(C',C)

de C dans C' comme la sous-catégorie pleine de la catégorie opposée
Hom(C,C")° de 1a catégorie des foncteurs de C dans C', formée des fonc-
teurs qui veulent bien &tre des morphismes de sites (de C' dans C). De
cette facon, on obtient un foncteur canonique (défini 3 isomorphisme

unique pras)

Morsite(C',C) ——> Homtop(C'™ ,C™)

Proposition 4.9.4. Soient E un U-topos, C un U-site, alors le foncteur

f > f*lC = f¥#o¢ ,, associant 3 tout morphisme de topos f: E —> ¢~

C)

la "restriction" 2 C du foncteur image inverse associé f*:C~ —> E,

induit une équivalence de catégories

Homtop(E,C"™) —Z> Morsite(E,C) (€—> Hom(C,E)?)

Lorsque dans C les lim finies sont représentables, le foncteur pleinement

fid2le correspondant

Homtop (E, C¥)——> Hom(C,E)°

a_comme image essentielle 1'ensemble des foncteurs g: C —> E qui sont

exacts A gauche et continus, ou encore qui sont exacts 3 gauche et
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transforment famille couvrante en famille couvrante,

La derniére assertion résulte de la premidre grice 3 4.9.2.
D'autre part, on dé&duit de III 1.2 iv) et de IV 1.2 iii) que le foncteur
G —— G° & 1induit une équivalence de la catégorie des foncteurs conti-
nus de C™ dans E , et la catégorie des foncteurs continus de C dans E , un
foncteur quasi-inverse &tant obtenu par g —> gs dans les notations de loc.
cit. D'autre part, par définition méme, g est un morphisme de sites si et
seulement si gs est le foncteur image inverse associé A un morphisme de
topos E —— C™ | d'olt la conclusion grace & 3.2.1, le 'ou encore" prove-
nant de III 1.6.

On retiendra surtout de 4.9.4 que (lorsque dans C les aig
finies sont représentables) "il revient au méme" de se donner un mor-
phisme de topos £ : E —> C™, ou un foncteur g : C —> E qui est

exact & gauche et transforme familles couvrantes en familles couvrantes.

4.9.5. Utilisant les développements 4.9.1 et 4.9.3, on voit comme
d'habitude que pour un U-site C variable, via la notion de morphisme

de sites et de morphisme de morphismes de sites qu'on vient d'expliciter,
le topos €™ dépend fonctorieliement {(ou plus exactement, 2-fonctorielle-
ment) du site €. On notera que griace 3 la terminologie introduite, C™

dépend de facgon covariante du site C,

4.9.6, Il est immédiat que (contrairement 3 ce qui se passe pour la
notion de foncteur cocontinu, cf, 4.7.4) tout morphisme de topos

F : E—>E' peut se réaliser 2 1'aide d'un morphisme de sites £ : C > C'
(i.e. d'un foncteur continu f : C' —> C tel que,..) : il suffit de

choisir dans E et E' des petites sous-catégories pleines génératrices
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C et C' respectivement, munies des topologies induites par celles de E

et de E', telles que 1'on ait

M(b ') obC |,
et de prendre pour f le foncteur induit par F¥. C'est ce qui explique
que la plupart des morphismes de topos qu'on rencontre en pratique sont
effectivement décrits 2 1'aide de morphismes de sites (plutdt qu'a

1'aide de foncteurs cocontinus comme en 4,7).

4,10, Relations entre le petit et le gros topos associés 2 un espace

topologique X

On reprend les notations de 2.5, En particulier, V est un
univers tel que U € V, Nous nous écartons de la convention de 2.1,
en désignant par Top(X) le topos des V-faisceaux (et non pas des U-fais-
ceaux) sur X. Ainsi, nous raisonnerons avec des V-topos et non des
U-topos. (NB il serait possible de garder les U-topos, en adoptant la
convention appropriée pour la définition TOP(X), de sorte que celui-ci
soit un U-topos, cf. 2.5). Ceci posé, nous allons définir DEUX morphismes

de topos

f: Top(X) —> TOP(X)

(4.10.1)

g: TOP(X) —> Top(X) R gf — ldTop(X) s
donnant lieu 2 une suite de trois foncteurs adjoints

(4.10.1.1) g =f, , g, =ff, g =f, ,

les notations étant celles de 3.1.3, Nous allons définir successivement
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les deux premiers foncteurs de cette suite, le troisiéme étant défini

-

alors comme adjoint & droite du deuxiéme.

4.10,2, Le foncteur
g = P : TOP(X) —> Top(X)

est défini simplement comme le foncteur restriction de (Esp)/X au site

Ouv(X) des ouverts de X, qui transforme bien faisceaux en faisceaux,
comme il résulte immédiatement de la définition. Désignant par des
lettres soulignées des falsceaux sur le gros site de X, on désigne,
pour un tel faisceau F, par EX sa restriction au site Ouv(X), d'ol

un foncteur

(4.10.2.1) Restr : Fb—=> F, :

TOP(X) —> Top(X)

I1 est évident que ce foncteur commute aux V-limites projectives, puis-
que celles-ci se calculent argument par argument {on pourrait aussi
invoquer l'existence de 1'adjoint & gauche, construit dans 4,10.4
ci-dessous.) Je dis qu'il commute également aux V-limites inductives.
Pour s'en convaincre, on va donner une interprétation fort commode

des "gros" faisceaux sur X, i,e. des objets de TOP(X), en termes de

faisceaux ordinaires (NB il s'agit de V-faisceaux) sur les espaces

topologiques X' au-dessus de X.

4.10.3. Pour un gros faisceaux F sur X, etpour tout espace X' sur X
(sous-entendu : X' € U), on définit de fagon évidente, comme dans 4.10.2,
le "petit” faisceau EX' , restriction de F a X', 8i

u X" — X'
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est un morphisme de (Esp)/x , on définit alors de fagon évidente un

morphisme uy (F,

X") ——>-§x,, ou ce qui revient au méme, un "morphisme de

transition"”

(4.10,3.1) 9, u*(_lj‘_x,) —> Fyu
Ces morphismes, pour u variable, satisfont & une condition de transiti-
vité évidente pour un composé

XM > x" > X'
de morphismes dans (Esp)/x, qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter.

On obtient de cette fagon un foncteur naturel qui va de la catégorie

TOP(X) des gros faisceaux sur X, dans la catégorie des systémes

(

X,) (X' € ob (Esp)/x) s (cpu) (u€T1 (Esp)/x) s

satisfaisant 3 la condition de transitivité envisagée, et tels de

plus que pour tout morphisme u : X" —> X' qui est une immersion ouverte

(ou, plus généralement, un étalement), le morphisme de transition wu
soit un isomorphisme. Comme les foncteurs u®: Top(X') —> Top(X")
utilisés pour la description des %, commutent aux V-limites inductives,
il en résulte aussit8t que dans la description précédente des objets de
TOP(X) en termes de "petits" faisceaux F_,, les V-limites inductives

X

se calculent argument par argument, i.e. les foncteurs de la forme

o]

...;.EX,

commutent aux V-limites inductives,
En particulier, il en est ainsi du foncteur E:F—>~EX envisagé
dang 4,10.2. Il admet donchien un adjoint 2 droite (1.,5). Il reste &

en construire un adjoint 2 gauche (dont 1'existence résulte d'ailleurs

a priori de 1.8), et de vérifier que ce dernier est exact a gauche.
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Cela achévera la définition des morphismes de topos annoncés (4.10.1)

en termes des foncteurs (4.10,1.1).

4.10.4, Le foncteur

g = £, : Top(X) ~—> TOP(X)
s'obtient en associant 2 tout petit faisceau F sur X le systéme de ses

images inverses (FX,), X' € ob (Esp) par les morphismes structuraux

/X’
X' —> X, le morphisme de transition ®, pour un u : X" —> X' étant

1'isomorphisme de transitivité pour les images inverses de faisceaux

(4.1.1). On voit aussit8t qu'on obtient aunsi un foncteur

Prol : Top(X) —> TOP(X) ,

pleinement fidéle, dont 1'image essentielle est formée des gros faisceaux

F sur X pour lesquels tous les morphismes de transitivité e, de 4.11.3
sont des isomorphismes, Nous laissons au lecteur le soin de définir un
isomorphisme d'adjonction entre ce foncteur de prolongement canonique
et le foncteur restriction de 4,10.2, prouvant que ce dernier est
adjoint & droite du premier, C'est immédiat en termes de la description

4.10.3 de la catégorie TOP(X).

Remarques 4.10.5. a) La construction 4.10.4 montre en méme temps que

g* = £, est pleinement fidele (ou, ce qui revient au méme, que g, = B¢
est un foncteur de passage 2 une catégorie de fractions, ou enfin que
g!=£* est pleinement fidele). Les gros faisceaux sur X qui appartienment
4 1'image essentielle du foncteur g*=f, = Prol méritent le nom de gros
faisceaux étalessur X, puisqu'ils forment une catégorie équivalente 2

celle des faisceaux ordinaires sur X, ou encore a celle des espaces &talés
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sur X. On voit d'ailleurs facilement que si X' est un espace topologique
au-dessus de X, alors le gros faisceau sur X qu'il représente est &tale
au sens précédent si et seulement si X'est un espace étalé sur X.

b) On peut encore exprimer la pleine fidélité de f, en écrivant
que le morphisme d'adjonction f*f, —> idTop(X) est un isomorphisme,
i.e. que g,f, — id, i.e. que gf = id. Ainsi g fait de TOP(X) un topos
sur Top(X), admettant unec "section" f sur Top(X).

c) Le fait que le foncteur g* = f, soit pleinement fidéle,
exact et qu'il commute aux V-limites inductives justifie partiellement
le point de vue fort commode (dG a J. GIRAUD) suivant lequel il est
inoffensif, dans pratiquement toutes les questions de théorie des
faisceaux sur X, de remplacer les faisceaux habituels ou "petits"
faisceaux par les "gros" faisceaux associés. Il en est en particulier
ainsi des questions cohomologiques, puisque g4 ¢tant exact, les foncteurs
Rig* (v ) sont nuls pour i > 0, donc (V ) que pour tout gros

faisceau F sur X, on a des isomorphismes canoniques
i ~ 1 i
H (TOP(X),F) — I (Top(x),gx) = H (X,F)
Appliquant ceci 3 un faisceau de la forme Prol(F), oft F est un petit

faisceau sur X, on en conclut (puisque Prol(F)X —~ F canoniquement) un

isomorphisme canonique

1 (x,F) = wi(10P(x), Proi(F)) .

Ainsi, les invariants cohomologiques de X, calculés via le petit ou le

gros topos de X, sont essentiellement identiques. Le m@me résultat est

d'ailleurs valable en cohomologie non commutative,
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Exercice 4.10.6. Soient S wun U-site dont la topologie est moins fine que
la topologie canonique, M une partie de F1 S satisfaisant les conditions
sulvantes

a) Les morphismes de M sont quarrables (I 10.3), et M est sta-
ble par changement de base.

b) M contient les fldches identiques et est stable par composition.

c) Une fléche u : X —> Y telle qu'il existe une famille cou-
vrante Yi —> Y , avec les XXYYi — Y, dans M , est elle-méme &1&-
ment de M .

d) Pour tout X € ob S , toute famille couvrante de X est raffinée

par une famille couvrante (fi : Xi — X) , avec les fié M.

Pour tout X € ob S , considérons le site S(X) ('petit site de
X ') dont la catégorie sous-jacente est la sous—catégorie pleine de S/X
formée des objets dont le morphisme structural est dans M, munie de la topo-—
logie induite (III 3.1) par celle de §

1°) Pour toute fladche u : X —> Y de S , montrer que le chan-

gement de base par u de S{Y) dans S(X) est un foncteur continu, d'ol

un foncteur commutant aux limites inductives (III)
n v
S 1 s(Y)T — $(X)

- . - . Y - ’
2°) Définir une équivalence entre le topos S et la catégorie des
systémes

(FQ) (X€obs) , (@) (u €Fl S)
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formés d'objets FX € ob S(X)m , et pour toute fldche u : X —— Y dans
S , d'un morphisme \Pu : S(u)x(FY) ————é-FX , ces systémes &tant soumis 3 une
condition de transitivité pour un composé v o u de flé&ches de S , et 3 la

condition que u € M implique que @, soit un isomorphisme.

3°) Définir des foncteurs "restrictions" et "prolongement'

Res,, (s/x)"’ —— 5™, Prol, : (¥ — <s/x)“'

Montrer que ResX commute aux petites limites inductives et projec-

tives et que ProlX est pleinement fidéle, son image essentielle &tant formée

des faisceaux F tels que (pu s0it un isomorphisme pour toute fléche wu de S/}

4°) Définir un morphisme d'adjonction faisant de ResX 1'adjoint a

droite de ProlX . En conclure qu'il existe un morphisme de topos

f:sxy — (S/X) .

faisant de S(X)” un sous-topos de (S/X)N et tel que

£

it

P
rolX

x
£ = ResX

Montrer que ProlX transforme faisceaux abéliens en faisceaux

abéliens.

5°) Montrer que si S{(X) admet des produits fibrés, ProlX est exact.
. . . . N
En déduire qu'il existe alors un morphisme de topos g : (S/X) — (X"

qui soit une rétraction a gauche de f , i.e. tel que
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= P
g rolX

= R
g esy

(Pour un exemple o S(X) n'admet pas de produits fibrés, prendre pour S

v

la

catégorie des schémas munie de la topologie étale, pour M les morphismes lis-—

ses, pour X un schéma noethérien de dimension > 0 ).

6°) Montrer que pour tout faisceau abélien F de (S/X)N on a un
isomorphisme

1l(x,F) o~ Hq(X,ResXF) ¥ q

Montrer, en utilisant par exemple les hyperrecouvrements, que pour tout

faisceau abélien G de S(X)N on a un isomorphisme

1 (X,6) = 19 (X, Pro1,0) ¥ q

7°) Acheter une médaille en chocolat pour le rédacteur.

5. Topos induit

5.1. Soient E un topos, X un objet de E . Alors la catégorie E/X

des objets de E au-dessous de X est un topos, comme il résulte par
exemple immédiatement du critdre de Giraud 1.2 ii) : On peut aussi, grace

- . . . . v
a 1.2.1, réaliser E comme une catégorie de faisceaux C , oi C est une
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sous-catégorie génératrice de E qu'on peut choisir telle que X € ob C ;

alors on sait que Ey = c™,. est équivalente 2 (C,, )~ (III 5.4 ), donc

X /X /X

c'est un topos.

On appelle le topos E/X le topos induit sur 1l'objet X de E.
5.2. On va définir un morphisme de topos canonique

(5.2.1) i, ¢ E

¥ /x > E 3

qui est appelé morphisme d'inclusion du topos induit E/x dans le topos

ambiant E, ou mieux (cf, 5.7), morphisme de localisation de E en X.

Ce morphisme correspond 2 une suite de trois foncteurs adjoints (cf. 3.1.3)
(5.2.2)

qui peuvent s'expliciter de la facon suivante :

a) Le foncteur

g v P EgTE

est le foncteur "oubli de la fléche structurale'de E/X dans E.

b) Le foncteur

¥ ¢ E —> E/

X X

est défini par
j§(z) = (Xx2, prl) ,
ol pry XxZ —> X est la premiére projection. On peut aussi l'interpréter

comme le foncteur changement de base relativement au morphisme

—
X ep R

o e

g st l'objet final de E. Il est trivial, par définition du foncteur

changement de base, que j§ est bien adjoint & droite de jx y .- 11 commute

en particulier aux limites projectives. Il commute également aux limites
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inductives, en vertu des propriétés d'exactitude spéciales des topos (I1 4),
c) De ce dernier fait résulte (1.6) que j§ admet un adjoint 2
gauche

jX* H E/X —> E

Pour un objet X' au-dessus de X, l'objet jx*(X') est aussi parfois noté

X/eE X/e x'/x)

par 1'un des symboles ] (X'/X), ou HomX/e (X,X'), ou Res
) E E
("restriction de Weil"), dont l'un ou 1'autre est sans doute déja

familier au savant lecteur de notre modeste ouvrage.

5.3. On fera attention que le foncteur jx , comnute aux produits fibrés,
et transforme monomorphismes en monomorphismes, mais il n'est pas en
général exact & gauche pour autant. Il ne l'est que si X est un objet

final de E (puisque X = j_ , (X, idx), et (X, idx) est un objet final

X !

de E, ), c'ést-3-dire si et seulement si jX est en fait une équivalence

/X

de topos (donc si tous les foncteurs (5.2.2) sont des équivalences). (%)
De meme, le foncteur jX* n'est pas en général exact 2 droite,

et ne transforme pas nécessairement épimorphismes en épimorphismes.

On conclut de ces observations que la direction du morphisme

de topos reliant E/ 2 E, pour un objet X du topos E, est déterminée

X

sans ambiguité possible.

5.4. Le foncteur j§ est souvent appelé foncteur de localisation ou

foncteur restriction, Cette dernidre terminologie se justifie en iden-

tifiant les objets de E resp. sur E aux faisceaux sur E resp. sur E/

/X X

(1.2 iii)), et en notant qu'avec cette identification, la formule d'adjonc-

tion entre g (foncteur oubli) et j§ s'interpréte en disant que j;(F)

(%) Pour une propriété de commutation de

ef. XVIT 5.1.2. 1y, au changement de topos,
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est le faisceau restriction i E du faisceau F sur E (en prenant

/X

"restriction" au sens généralisé : composé avec le foncteur "d'inclusion"

jX! : E/X —— E . Conformément 3 des notations familiéres en d'autres

contextes, on &crira gussi souvent, indifféremment

(5.4.1) j;(F) = F|]X = F, = restriction de F a X
De méme, lorsque E est de la forme C™~, ol C est un (petit)
site, et que X est de la forme e€(S) avec S € ob C, de sorte qu'on a

une équivalence de catégories rappelée dans 5.1

Epg = Ceqsy — > (Cyg)7

(C,. étant munie de la topologie induite par celle de C), le foncteur
/Q P g

o

j§ s'identifie simplement au foncteur "restriction” d'un faisceau

variable F sur € & la catégorie C/S

Ces réflexions permettent de prévoir d'ailleurs le rdle
important que joueront les topos induits et les morphismes de locali=-
sation (5.2.1) dans toutes les questions ol on est amené 2 raisonner
par "localisation sur E" (cf, 8), c'est-a-dire pratiquement dans toutes

les questions faisant intervenir des sites ou des topos.

5.5. Soit
f: X —>Y
une fléche de E, qui permet donc d'interpréter X (ou plus correctement,

(X, £)) comme un objet de E/ I1 est évident qu'on a un isomorphisme

¥

canonique

(5.5.1) (E/Y)/X > E g

(transitivité des topos induits). Appliquant la construction de 5.1 &

E/Y au lieu de E, on trouve donc un morphisme de topos canonique
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g 8 .
(5.5.2) loc(f) ou £: E/X —_— E/Y s

appelé également morphisme de localisation (associé 2 f). Lorsque Y est

1'objet final de E, on retrouve essentiellement (5.2.1). Le morphisme

de localisation pour f est associé 2 une suite de trois foncteurs adjoints

(5.5.3) £, , 2, £, ,

qui peuvent s'interpréter raspectivement comme foncteur d'oubli, comme
foncteur restriction, et comme un foncteur noté au choix (X' étant

1'argument)11;/Y(X'/X), IEEEX/Y(X’X') ou Resx/Y(X'/X) .

5.6, La transitivité des foncteurs oubli implique que pour deux morphis-

mes composables

X._f_>'{_g_>z

de E, on a un isomorphisme canonique de morphismes de topos

loc(gf) =~ loc(g)loc(f) : E,, —> E,, —> E

/X /Y /z
De plus, pour trois morphismes composables, on a la relation de compa-
tibilité Labituelle pour les isomorphismes de transitivité précédents.

Ceci permet donc de considérer, moyennant 1'abus de langage habituel, que

X b E/X
est un foncteur covariant de E dans la catégorie (V-U-top) (3.3.1). Plus
précisément, on trouve un 2-foncteur (non strict en général) de E dans
la 2-catégorie (V-U-top).

Avant de continuer les généralités sur les topos induits (5,10),

donnons quelques exemples instructifs.
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5.7. Soit X un espace topologique, d'ol un topes Top(X) (2.1). Soit X'
un objet de Top(X), qu'il sera commode d’interpréter comme un espace
éralé sur X, p: X' —» X, La catégorie Top(X)/x, s'identifie alors

2 la catégorie des espaces &talés X" sur X, munis d'un X-morphisme

X" —> X', On sait qu'un tel morphisme fait de X" un espace étalé sur

X', et on trouve de cette fagon une équivalence de topos canonique
Top(X)/Xl —> Top(X') .

Le morphisme de localisation s'identifie donc & un morphisme de topos
Top(X') —> Top(X) , et on constate aussitdt que ce dernier n'est autre
que le morphisme

Top(p) : Top(X') —> Top(X)
associé & 1'application continue structurale p : X' —> X, Intuitivement,
le morphisme de localisation n'est donc autre que la traduction, en
langage de topos, du morphisme d'étalement p : X' —> X, Ceci explique
& la fois le bien-fondé de la terminologie "morphisme de localisation",
et incite & la prudence dans 1l'emploi du terme de "morphisme d'inclusion",
celui-ci semblant surtout approprié dans le cas oil p est une immersion
ouverte, Il sera prudent par conséquent de réserver dans 5.1 le terme
de "morphisme d'inclusion" au cas ol le morphisme X —> e_ est un

E

monomorphisme, i.e, o X s'identifie & un sous-objet de l'objet final de E.

5.8. Soient E un topos, G un Groupe de E, H un sous-groupe de G,
X =G/H
1'espace homogéne quotient, qu'on regarde comme un objet de E avec groupe

d'opérateurs gauche G, i.e, comme un objet du topos classifiant BG (2.4).
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Nous allons déterminer le topos induit

(BG) (X = G/H) s

/X

en définissant une équivalence de topos

(5.8.1) c BH_’V-? (BG)/X )

telle que l'on ait commutativité A isomorphisme canonique prés dans le
q p

diagramme

(5.8.2) B, —> (B,

ot jX est le morphisme de localisation dans BG’ et ol

- —>
By BH BG

est le morphisme déduit de l'inclusion i : H —> G (4.5).

Pour définir (5.3,1), nous allons simpiement indiquer la
description des foncteurs image inverse c¢* et image directe c,, laissant
au lecteur le soin de vérifier que ce sont bien 13 des équivalences
quasi-inverses l'une de 1l'autre, donnant lieu au diagramme commutatif
(5.8.2) de morphismes de topos. Soit e le sous-objet de E sous-jacent
& X, image de la section de X (sur un objet final g choisi de E) déduite

de la section unité de G. Si X' est un objet de BG au-dessus de G, alors

on désigne par ¢*(X') 1l'image inverse de e dans X',

c* (X)) = X'Xxe R
qui est stable par 1'opération gauche de H sur X', restriction de 1'opé-

ration donnée de G sur X', Cela définit bien un foncteur
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% .
c* (BG)/X — BH

D'autre part, si X' est un objet de B, alors le morphisme de X' dans

H’

l'objet final e, de By (i.e. 1'objet final e_ de E avec opération tri-

H E

viale de H) donne, par application du foncteur i, (4,5) un morphisme

de BG

i',(X') — i!(eH) =X ,

qui permet d'interpréter i,(X') comme un objet de (B d'olr le

e fx’

foncteur cherché

cp : X' > (i!(X') > X) : By = B,

5.8.3. On voit donc, grace 3 (5.8.2) que si G est un Groupe d'un topos,

H un sous-Groupe, le foncteur "restriction des opérateurs de G 3 H "

peut s'interpréter comme un foncteur de localisation. En particulier,

prenant pour H le sous-groupe unité, on voit que le foncteur "oubli des
opérations de G "s'interpréte comme un foncteur de localisation. On en
conclut, plus généralement, que si (X,G) est un objet de E avec opéra-
tion de G (i.e. un objet du topos classifiant BG), alors le foncteur

"oubli des opérations de G,

E' = —>E

B /(x,0) /x

peut s'interpréter comme un foncteur de localisation, relativement & un ob-

jet tEG (X.6) de E' convenable couvrant 1'objet final. Il suffit de prendre
£ 3

EG,(X,G) = EGX(X,G), d'ol le diagramme cartésien (ol EG = GS = G avec opé-

ration de G par translation i gauche)
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E <— Z

Ee,(x,0) ~

(5.8.3.1)

e, < (X,0) ,

et de noter que par transitivité des topos induits, le topos induit

E' =((BG)

x/6)/z ©5t équivalent au topos ((BG)

comme (BG)/EG est

) s
/e /2
équivalent 3 E par le foncteur c* de (5.8.1) (avec H = e), il suffit
de vérifier que cette équivalence transforme Z en l'objet X de E (ce
qui est trivial) pour déduire 1'équivalence cherchée de catégories
= 5>

[}
Erz /X
On laisse au lecteur le soin de vérifier que le composé de celle-ci avec

le foncteur de locglisation

—_— R

E' = (BG) 2

/(X,6G)
est le foncteur "oubli des opérations de G ", On voit ainsi que le
diagramee cartésien ci-dessus donne, par passage aux topos induits,
un diagramme, commutatif & isomorphisme canonique prés (5.6), de mor-

phismes de topos :

~ i ~ t =
(Bc)/EG E S—— (BG)/Z E/ E/X
(5.8.3.2) i 3t
<....—_.__f.._._. ) =F!
Bs (Bg /x,¢) " E ’

ot les foncteurs images inverses associés aux fléches verticales j, j'
sont les foncteurs "oubli des opérations de G ", et ot le foncteur image

inverse i* s'identifie au foncteur de localisation E —> E/X' Ce
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diagramme est d'ailleurs "2-cartésien" au sens 5,11 ci-dessous,

5.8.4, On laisse au lecteur le soin d'étendre les réflexions qui pré-

c2dent au cas d'un pro-groupe G = (Gi)’ dans le cas particulier ol H

est défini comme '"noyau" de G ——— Gi . (Dans le cas des groupes
o

pro-finis, cela signifie qu'on se limite aux sous-groupes H de G

ouverts, i.e, fermés et d'indice fini.)

Exercice 5.9. Soient E un topos, G un Groupe de E, BG le topos classi-

fiant de G (2.4),

T : B ~—>E
G
le morphisme de topos déduit de 1'homomorphisme de G dans le Groupe
unité e de E (compte tenu que B, X E).

a) Soit

1'objet de BG dont le E-objet sous-jacent est G, les opérations de ¢
étant définies par translation A gauche., Considérons T*(G) comme un
Groupe de BG (c'est le Groupe G de E avec les opérations triviales

de G dessus). Montrer que le morphisme de E

6 X6 —> G_
défini par les translations droites de G sur Gs’ est compatible avec les

opérations de G sur G, et sur G = ™(G), et définit un morphisme de B,

EGxn*(G) —> EG

Montrer que ce morphisme fait de EG un objet de B_ avec une opération a

G

droite du BG-Groupe T™(G), et que cette dernidre fait de E; un torseur
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sous T#(G) (i.e. 1'objet final de B, peut se recouvrir par des objets

Xi tels que pour tout i, la restriction de EG a2 X, soit isomorphe au

i
fibré a opérateurs trivial (ﬂ*(G)X )d)'
b) Soit

q:E!' —> E

un topos sur E, Pour tout topos B sur E, définir la catégorie HomtoEE(E',B)
des morphismes de topos de E' dans B compatiblesavec les morphismes
structuraux E' > E et B —> E & isomorphisme donné prés, Prenant B = BC’

définir par la formule f > f*(EC) une équivalence de catégories
HomtoE“(E',BG) —> Tors(E, q*(G)) s

ot le deuxi2me membre désigne la catégorie des q*(G)-torseurs (a droite)
sur E,

c) Soit H un sous-Groupe de G, de sorte que T¥{H) est un Sous-
Groupe de p*(G), et opére donc sur EG par restriction du Groupe d'opé-

rateurs, d'od un objet quotient

X = EG/n*(H) ,
qui n'est autre que l'objet G/H muni de 1'opération a gauche habituelle
de G. Soit e. 1'objet final de B, (i.e. 1'objet final eq de E avec

opération triviale - il n'y a pas le choix - de G), et considérons dans

BG le diagramme de morphismes

=]

G

\\$X
'/

= EG/W*(H)

n <
@
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d'oll, en passant aux topos induits par B sur ces objets, un diagramme

G
de morphismes de topos, commutatif 3 isomorphisme canonique prés (5,6).

Montrer que ce diagramme est équivalent au diagramme

E=3B8
e\\>l
l/BH
BG
dont les trois flé&ches sont les fléches associées par 4.5 aux morphismes

de Groupes e > H > G de E, (Ainsi, le topos classifiant B_ s'interpréte

H
intuitivement comme un espace homogéne au-dessus de BG’ de_groupe T*(G) ,

associé au torseur (= fibré principal homogéne) universel EG sur BG).

d) Reprendre l'exemple 5.7 dans le cas ol X' est un revétement
étale (localement trivial, cf, 2.7.4) de X, en 1l'interprétant en termes

des considérations du présent exercice.

5.10. Images inverses de topos induits

A Soient
£f:E'—E
un morphisme de U-topos, X un objet de E, et X' = £#(X) son image inverse
dans E, On va alors définir un diagramme de morphismes de topos

£
. X g

E /X!

/X

(5,10.1) jx jxl

\4
E <~————— E'
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ot jy et jy, sont les morpiismes de localisation (5.1), et ot f/X est
défini ci-~dessous, diagramme qui sera commutatif 2 isomorphisme canonique

prés, Nous définiroms ici f/y 3 1'aide du foncteur image inverse

(5.10.2) (flx)* P By > Bl s
pour lequel nous prendrons simplement le foncteur "induit" par f*, en
un sens évident, Comme les foncteursd'inclusion sz : E/X —> E et
jX'! : E/X -> E commutent aux U-limites inductives et aux produits
fibrés, et qu'ils sont conservatifs, il s'ensuit aussitdt que le
foncteur (f/x)* commute aux U-limites inductives et aux produits fibrés
tout comme le foncteur f¥ qui 1l'induit ; comme de plus (f/X)* trans-

forme évidemment objet final X en 1'objet fimal X', il est exact &

gauche, donc est associé 4 un morphisme de topos

5.10. T B, —>
(5.10.3) £t Ejgo E

/X

défini 2 isomorphisme unique prés (3.1,1). D'autre part, le diagramme
déduit de (5.10.1) par passage aux foncteurs images inverses est commu-
tatif (& isomorphisme canonique pr2s) par construction et grice au fait
que f* commute aux produiis XXY, donc (5.10.1) lui-méme est commutatif,

a4 un unique isomorphisme pré&s induisant 1'isomorphisme canonique sur les

foncteurs images réciproques des deux composés fojx, et jxof/X (3.2.1).

5.10.4. Lorsque f : E' —> E est associé a une application continue

Y' —> Y d'espaces topologiques (4.,1), de sorte que X s'identifie 2 un
espace étalé au-dessus de Y, et X' au produit fibré XXYY' , alors,
identifiant les topos induits Top(Y)/X et Top(Y')/X, a Top(X) et Top(X'")

respectivement (5.7), on constate que le morphisme f,, qu'on vient de

/X
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construire est (3 isomorphisme unique prés) le morphisme Top(X') = Top(Y')
déduit de 1'application continue canonique X' —> Y', On peut donc dire,
a2 la lumiére de cet exemple, que le topos E}X' joue le r8le d'un produit

fibré de E,, et de E' sur E, Cette intuition se précise a4 1'aide du

/X

résultat suivant :

Proposition 5.11. Les motations étant celles de 5.10, le diagramme (5.10.1),

muni _de 1'isomorphisme de compatibilité o : fe Igr 7> iy° f/X , est

"2-cartésien” ; de fagon précise, pour tout U-topos F, si on associe a

tout morphisme de topos g : F => E}X' le triplet

(f/X"g, jx|°g: axg) = (gl,gz,B), ol 81 : F *E/x et &y ¢ F > E' sont

des morpuismes de topos, et B

. jxogl -~ f.gz est un isomorphisme de

morphismes de topos de Fdans E, on trouve une équivalence de catégories

)%

de Homtog(F,E}X) avec la catégorie Homtop(F,E Homtop(F,E')

/X

de tous les triples (gl,gz,B) comme ci-dessus.

Homtop(F,E)

(NB. On a mis un 2 au-dessus du signe du produit cartésien pour
rappeler qu'il ne s'agit pas d'un produit fibré& ordinaire de catégories,
mais d'un "2-produit fibré", dans le sens explicité dans 1l'énoncé,)

Pour prouver 5.11, on explicite les morphismes de topos & l'aide
des foncteurs image inverse associés, Nous aurons besoin pour cela de

résultats auxiliaires, donnés dans 5.11.1 a 5.12 plus bas,

5.11.1. Considérons de fagon générale la situation ol on se donne deux
catégories E, E', un objet X de E qu'on suppose quarrable i,e. tel que

le foncteur

jr AP MXX: E—>E,
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soit défini, eanfin un foncteur exact 2 gauche

* o» : E/X — E! .

a un objet final, savoir (X,idx) =X , il en est donc de méme

Comme E/X

de E', qui admet 1l'objet final

e! = (X
Supposant choisi 1'objet final e' de E', on va 2 tout ¢ comme ci-dessus

asgocier un couple
(%) (0, u) , avec § =(pej: E —> E', et u € Hom(e',y(X))
Pour définir u, on note que

$(X) = XxX
a une section canonique &, sur l'objet final X de E/X , savoir la section
Lo
diagonale, et on définit
u = w(éx) : (X)) = e' —> (XxX) = (%) .
Je dis que la connaissance du courle (*¥} permet de réconstituer le fonc-
teur ¢ de (¥) 1 isomorphisme unique prés, Pour ceci, pour tout objet
p: X' —>X

de E/X’ considérons le diagramme cartésien suivant de E/X :

X' —> j(X")=X"'xX

I

X —s J(X) =xXxX s

olt 1la premiére flédche horizontale est le morphisme graphe TP = (idx,p).
Appliquant le foncteur exact 2 gauche ¢ & ce diagramme, et utilisant la

définition de ¥ comme o3, on trouve un diagramme cartésien
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o(X',p) ——>J (X')

U e

e! ———— y(X) s

en d'autres termes on trouve un isomorphisme canonique
1 o ] '

(5,11.1.1) o(X',p) y (X )XW(X)e .

On constate aussitdt qu'il est fonctoriel en 1'objet (X',p) de E/X’ ce
qui explicite comment on réconstitue & isomorphisme prés le foncteur
o E/X —> E' 2 1'aide du couple (J,u) de (¥%¥), Notons d'ailleurs que
le foncteur § est exact 3 gauche ; plus généralement, § commute 2 tout
type de limites projectives auquel commute ¢, car j commute aux limites
projectives,

Inversement, supposant maintenant que dans E et E' les limites

projiectives finies sont représentables, et partant d'un couple
G,u) ,¥ : E—>E', u€ Hom(e'y (X)) s

oli le foncteur ¥ est exact A gauche, on définit par la formule (5.11.1.1)

un foncteur ¢ : E/ —> E', On vérifie aussitdt que ce foncteur est exact

X
a2 gauche, plus généralement, qu'il commute 2 tout type de limites pro-

jectives représentables dans E auquel commute | ., Cela résulte aussitdt

du diagramme cartésien

lin® X! <——— Lin"/¥X!
< i - i
1 l Ii
lin® X <m0 %

T
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reliant les limites projectives calculées dans E ou dans E/X (od & désigne
le morphisme diagonal dans la limite projective du foncteur constant de
valeur X), en lui appliquant le foncteur §, d'ol un diagramme cartésien
dans E', et en composant ce dernier avec le carré cartésien déduit de
¥ (X) <~ e', faisant apparattre un carré cartésien composé qui exprime

la compatibilité de o & la limite projective envisagée.

On réconstitue & isomorphisme pres le couple (§,u) a 1'aide

de tp, en notant que l'on a un isomorphisme canonique

(5.11.1.2) YX') =op(3(xY))

déduit de (5.11.1.1) en y remplagant (X',p) par j(X') = (X'XX, prz),

et notant que § (X'xX) =y (X')¥¢ (X). L'isomorphisme précédent est

manisfestement fonctoriel en X', i.e., il donne un isomorphisme
LS

et on vérifie de méme que moyennant cet isomorphisme, u : e' —>{ (X)

s'identifie 2 w(éx). On a ainsi obtenu 1l'essentiel du

Lemme 5,11.2. Soient E et E' deux catégories ol les limmites projectives

finies sont représentables, X un objet de E, Sex(E,E') la catépgorie

des foncteurs exacts 3 gauche$ de E dans E', et Sex(E, ,E') la caté-

X’

gorie analogue des foncteurs exacts a gauche o de E, dans E'. On a

/X

alors une équivalence entre la catégorie Sex(E/X,E') et la catégorie
Sex(E,E')/r des couples (J,u), avec U € ob Sex(E,E') et u : e' = §(X)

(ot e' est 1'objet final de E'), dont la définition est explicitée dans

5.11.1, ainsi que celle d'un foncteur guasi-inverse, Si ¢ et (J,u) se

correspondent. alors ¢ commute & un tyve déterminé de limites projectives
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si et seulement si il en est ainsi de® . Si dans E et E' les foncteurs

changement de base commutent & un type déterminé de limites inductives,

alors pour que ¢ commute aux limites inductives dudit type, il faut et

il suffit qu'il en soit ainsi deV

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter la structure de

catégorie Sex(E,E') r correspondant aux couples (f ,u). Définissant le

/
foncteur I’ : Sex(E,E') —> (Ens) par T'({ ) = Hom(e',} (X)), on peut
interpréter u dans le couple (¥,u) comme un élément de T'(¥) i.e. un
Lomomorphisme § —> T dans la catégorie des préfaisceaux sur §g§(E,E')O,
ce qui justifie la notation T utilisée dans 1'énoncé de 5,11.1. Il
reste, pour prouver 5.11,2, & expliciter dans 5.11.1 le caractére fonc-
toriel des constructions envisagées pour ® resp. (§,u) variable, ce
qui est essentiellement trivial et laissé au lecteur, et enfin 2 vérifier
1'assertion concernant les propriétés de commutation aux limites inductives,
ce qui est également trivial 2 1'aide des formules explicites (5,11.1.1)
et (5,11.1.2) reliant ces foncteurs,

On trouve en particulier, lorsque E et E' sont des U-topos,
et en interprétant les morphismes de topos 2 l'aide des foncteurs images

inverses associés

Proposition 5.12. Soient E et E' deux U-topos, X un objet de E, et consi-

dérons sur Homtop(E',E) le foncteur contravariant

Y : f—> T(E',##(X)) = Hom(e',f*(X)) : HomtoE(E’,E)o —> (Ens)

On _a alors une équivalence de catégories

(5.12.1) HomtoE(E',E/X) s Homtog(E',E)/Y ,
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ol le deuxiime membre est la sous-catégorie pleine de Homtop(E',E)“/Y

formée des couples (f, u), avec f € Homtop(E',E) et u € v(f) i.e

u € T{E', % (X)). Ce foncteur s'obtient en associant 2 tout morphisme

de topos h: E! —> E/X le couple (f,u) formé du composé

f=3j,oh: E'-—>E, —>E s

Ix /X
et du morphisme
u:e' = h*(X,idX) —> f#(X) = h*(j§(x)) = h¥*(XxX)

déduit du morphisme diagonal GX:X —> XXX en lui appliquant h¥,

5.12,2. Utilisant 5,12, la démonstration de 5.11 devient a peu prés
évidente, et se réduit essentiellement 3 ceci (qui tiendra lieu d'une
démonstration "en forme" qui ne serait pasplus instructive) : se domner

un morphisme de topos g : F —> E', "revient au meme" que de se donner

/X!
un morphisme de topos g, : F —> E' et une section u de g"z"(X') ; or
g’;(x')=g"§(f*()()) = (fgz)*(X), donc la donnée de u équivaut aussi 2
la donnée d'un reldvement dn morphisme de topos fg2:F ~—> E en un

morphisme de topos gy * F —> E Cela exprime bien que la donnée

/X
d'un morphisme de topos g:F —> E}X' équivaut essentiellement a la

donnée d'un triple (gl,gz,a) comme dans 5.11.

Remarque 5.13. Nous verrons (§ 15) que pour tout diagramme

M <—— m
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de topos, il existe un 2-produit fibré au sens de la 2-catégorie (V-U-Top)
des U-topos € V (ne dépendant pas, 3 équivalence prés, du choix d'un
univers V tel que U € V). Pour d'autres exemples naturels que 5.11

de "produits fibrés de topos', voir le dermier chapitre du livre de

GIRAUD [ 3].

Exercice 5,14, a) Soient F, G deux topos au-dessus d'un topos E. Définir
la catégorie HomtogE(F,G) des couples (£,0), ott f£:F —> G est un morphisme
de topos et @ ¢ p —> qof est un isomorphisme de morphismes de topos

de E dans G (p:F —> E et q:G —> E étant les morphismes de topos

structuraux), Définir des foncteurs d'accouplement

Homtop_ (F,G)xHomtop (G,H) —> Homtop_(F,H), et des isomorphismes d'asso-
] o
ciativité.

b} Soient ¥ et Y deux objets d'un topos E, Définir un
foncteur naturel de la catégorie discrete définie par l'ensemble
Hom(X,Y), dans la catégorie HomtoEE(E/X,E/Y). Compatibilité avec les
compositions de morphismes dans E et les accouplements envisagés dans a).

¢) Prouver que le foncteur envisagé dans b) est une
équivalence de catégories. En particulier, un objet X d'un topos E
se réconstitue 2 isomorphisme unique prés, quand on connait "& E-équi-

valence prés" le topos induit E/X comme topos au-dessus de E,

6. Points d'un topos et foncteurs fibres

6.0. Soit P le U-topos ponctuel type (2.2)

P =(U-Ens)

Etant donné 1'intuition assez différente qui s'attache d'une part au

(%) Résu¢caF di 3 P. DELIGNE. Le cas oi E est le topos ponctuel avait
€té traité auparavant par Mme HAKIM.
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symbole P, figurant un objet géométrique dans la nature d'un point, et
d'autre part & (U-Ens), figurant une'grosse catégorie", qu'on inter-

prétera comme "la catégorie des faisceaux sur P",il y a lieu suivant
le contexte d'utiliser 1'un ou 1l'autre symbole exclusivement, bien que

du strict point de vue logique ils désignent un seul et m@me objet,

Définition 6.1. Soit E un U-topos., On appelle point de E tout morphisme

de topos P —> E du topos ponctuel P(6.0) dans E. On appelle catégorie

des points de E, et on note Point(E) ou Pt(E), la catégorie Homtop(P,E)

(3.2), 8i p: P —> E est un point de E, associé au foncteur image inverse

p* : E —> (U-Ens), et si F est un objet de E, 1'ensemble p*(F) est

appelé fibre de E en p, et noté Fp .

6.1.1. Bien entendu, lorsque F est un objet groupe (resp., anneau,
resp. ...) de E, sa fibre F_en p est un groupe (resp., un anneau, resp. ...

(3.1.2).

6.1.2, En vertu de 3.2.1, la catégorie des points de E est équivalente,

via le foncteuvr p > p¥, a la catégorie opposée 3 celle des foncteurs
® : E —> (U~Ens)

qui commutent aux U~limites inductives et qui sont exacts & gauche, Il

revient donc essentiellement au m@me de se donner un point de E, ou

un tel foncteur ¢.

Définition 6.2. On appelle foncteur-fibre du U-topos E tout foncteur

¢ : E —> (U-Ens) qui commute aux U-limites inductives et qui est exact

2 _pauche, On_appelle catégorie des foncteurs fibres sur E, et on note
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Fib(E), la sous-catégorie pleine de Hom(E,(U-Ens)) formée des foncteurs
fibres sur E,
6.2,.1. En vertu de 6.,1.2, 1a catégorie Fib(E) des foncteurs fibres sur E

est donc équivalente & 1'opposée de la catégorie Point(E) des points

de E, via le foncteur p > p* de cette dernidre dans la premiére :
(6.2.1.1) Point(E) —> Fib(E)°
Pour qu'un foncteur

@ : E —> (U-Eas)
soit un foncteur fibre, il faut et il suffit qu'il soit le foncteur
fibre F > Fp associé A un point p de E (6.1). En d'autres termes,
le foncteur (6.2.1.1) est surjectif, Signalons aussi qu'un foncteur o
est un foncteur fibre si et seulement si il est exact & gauche et s'il
transforme familles couvrantes en familles surjectives (1.7), Cette
derniére condition s'exprime aussi en disant que ¢ commute aux U-sommes

et transforme épimorphismes en épimorphismes,

6.3. Soit C€ U un site, On appelle point du site C tout point du topos

C™ , catéporie des points du site C la catégorie

Point(C) = Point(C™)

Considérons d'autre part le foncteur

(6.3.1) o —>oplc = poe, ¢ Fib(C™) —> Hom(C, (U-Ens)) s
qui est pleinement fidele et dont 1'image essentielle est la sous-catégorie
pleine Morsite((g-Ens),C)o (4.9.4), que nous noterons aussi Fib(C). Un

foncteur
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¢ : ¢ —> (U-Ens)

est appelé un foncteur fibre sur le site C s'il est dans 1'image essen-

tielle de (6.3.1), qu'on vient d'expliciter. Un tel foncteur est donc
continu (a fortiori (III 1.6 ), il transforme familles couvrantes en
familles couvrantes, i.e, en familles surjectives), et il est exact 2
gauche, Lorsque dans C les limites projectives finies sont représentables,
(condition vérifiée dans 1a quasi-totalité des cas qu'on rencontre en
pratique,) les propriétés précédentes caractérisent les foncteurs fibres
sur C, qui sont alors les foncteurs ¥ : C —> (ngns) qui sont exacts a
gauche et qui transforment familles couvrantes en familles surjectives
(4.9.4).

On retiendra que le foncteur p —> ¢|C est une équivalence

de catégories

Fip(o™ ) 2> Fib(C) ,

de sorte qu'il revient au m@me essentiellement de se donner un fonctewr

fibre sur le topos C”~ (ou encore un point de ce topos), ou un foncteur

fibre sur le site C. Etant donné un foncteur fibre ¥ sur C, provenant

s s ; : e ] .
donc & isomorphisme preés d'un foncteur fibre ¢ sur C, on réconstitue

ce dernier 3 1'aide de |, & isomorphisme canonique prés, par la formule

(6.3.2) o(F) = ;ggW(X) s
/§
oli C/F est la catégorie des objets X de C munis d'un morphisme X —> F

(dans C), i.e. d'un élément de F(X). La formule (6.3.2) est une conséquence
immédiate du fait que ¢ commute aux limites inductives et qu'on a un

isomorphisme canonique fonctoriel en F (II &4.1.1) :
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F<= 1im e .(X)
—

Plus généralement, lorsque G est un préfaisceau sur C, on a un isomorphisme
g s P

canonique fonctoriel en G :

(6.3.3) P(a6) = Lim YO

g

ol a2 G est le faisceau associé & G (IT 4.1.1). En effet, on sait qu'on

a la formule

a6~ lim e (X) .
/>

6.4.0. Wous renvoyons 2 I 6.1  pour la notion de famille conservative

de foncteurs

®; ¢ E —> Ei i€l .

On notera que lorsque E et les Ei sont des U-topos, et les foncteurs ;i

soant des foncteurs images inverses f associés 2 des morphismes de topos
i

alors toutes les propriétés d'exactitude postulées dans I 6.2 , I 6.3 et
I 6.4 sont vérifiées, 4 condition dans I 6.2 (v) non respé de supposer

P - ~ * - .
que D est fini. Il revient alors au méme que (fi)i(_I solt conservative,
ou conservative pour les monomorphismes (I 6.1), ou conservative pour

les épimorphismes, ou enfin qu'elle soit fidéle.
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Lorsque la famille des foncteurs f? est conservative , on dira

aussi parfois que la famille des morphismes de topos (fi)i €1 est

conservaiive . En particelier :

Définition 6.4.1. Soient E un U-topos, (pi: P —> E)i ¢ 1 ume famille

de points de E. On dit que cette famille de points est conservative si la

famille des foncteurs fibres associés F t—> Fp de E dans (U-Ens) est

1

conservative ( 6,4,0). On dit que le topos E a suffisamment de points

lorsqu'il admet une famille conservative de points (i,g. lorsque la

famille de tous les points du topos est conservative),

6.4.2, Signalons que tous les U-topos utilisés jusqu'a présent ont
suffisamment de points, Cn peut cependant "en faisant exprés" construire
des topos qui n'ont pas suffisamment de points(7.2,6 e) et 7.4) ; on
notera qu'un tel topos est nécessairement non "vide" gu sens géométrique
de 2.2, Un topos admettant suffisamment de points admet une famille
conservative de points indexée par un I € U (6.5). Noter cependant &

ce sujet que si E est un U~topos, l'ensemble des classes d'isomorphie

de points de E n'est pas nécessairement U-petit (7.3), Il 1l'est cepen-
dant dans de nombreux cas rencontrés en pratique. Enfin, pour un intéres-
sant théoréme d'existence (dfi & P. Deligne) de suffisamment de points,

couvrant tous les cas rencontrés en géométrie algibrique.

€.4.3. Lorsque (pi)i €1 est une famille conservative de points du
topos E, on peut appliquer les remarques de I 6.2 , qui impliquent notam-

ment que deux fléches u,v: ¥ :::gG de E sont égales si et seulement si

pour tout i € I, les fleches induites sur les fibres uD sV :F 26
Ly i x

389



-~ 81 - Iv

sont égales ; qu'une fléche u:F —> G de E est un monomorphisme (resp.
un épimorphisme) si et seulement si pour tout i € I, il en est ainsi
de 1'applicationu : F —> C ; qu'un objet F de E est initial

P, P. P.

i i i
(resp. final) si et seulement si pour tout i € I, Fp est vide (resp.

i

réduit & un point) ; qu'un objet F est un sous-objet de l'objet final

ep si et seulement si pour tout i € 1, Fp a au plus un point,
i

Proposition 6.5. a) Soient C un U-site, (cpi)iEI upe famille de foncteurs

fibres sur C (6.3), Pour que la famille (pi)iEI des points correspondants

du topos E = C™ soit comnservative , il faut et il suffit que pour toute

famille (Xj —> X)jEJ dans C, telle que pour tout i€I, la famille corres-

pondante (cpi(Xj) —> cp]._(X))jeJ soit surjective, la famille donnée

(Xj —_— X)jGJ soit couvrante.

b) Soit E un U-topos, Si E admet suffisamment de points

(6.4.1), alors E admet une famille conservative . de points qui est

U-petite,

L'assertion b) est un cas particulier de T 7,7 ., Pour prouver
a), appliquons I 7.7 2a la famille génératrice dans E formée des
€(X) (X € obC).Rappelons (II 4.4 ) que la famille Xj —> X est couvrante
si et seulement si la famille e(Xj) —> ¢X) est épimorphique. Si la
famille des points (pi)i€I est conservative , il revient au méme (6.4.3)

de dire que pour tout i € I, la famille des (Xj)p — (X)p soit
i i

surjective, i.e, que la famille des cpi(Xj) ——>cpi(X) soit surjective,
Cela €tablit le "il faut" dans a). Pour le "il suffit", on applique

le critdre I 7.7 , qui nous ramdne & vérifier que tout monomorphisme
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F—>¢c(X), tel que F. —> ¢(X)  soit un isomorphisme pour tout i € I,
Py Py
est un isomorphisme, ou ce qui revient au méme, un épimorphisme. Or, on

peut trouver une famille couvrante de morphismes e (X ) —> F, et quitte 3

3

raffiner encore, on peut supposer que les morphismes e(Xj) — ¢(X) sont
induits par des morphismes Xj ——> X . Par hypothdse, pour tout i € T,
les morphismes composés (Xj)p —>F — (X)p forment une famille

i i i
surjective (comme composée de deux familles surjectives), i.e. la

famille des mi(Xj) — @i(x) est surjective. Il en résulte par hypothése
que la famille Xj —> X est couvrante, donc que la famille des
e(Xj)'~e’e(X) est épimorphisme, et a fortiori que F —> e(X) est

épimorphique,

Corollaire 6.5.1. Soit C une catégorie. Une_ topologie sur C faisant de C

un U-site admettant suffisamment de foncteurs fibres (i.e. tel que le

topos associé admette suffisamment de points) est entilrement connue

quand on connait la sous-catégorie pleine & de Hom(C,Ens) formée des

foncteurs fibres sur C.

Zn effet, en vertu de 6.5 a) on sait alors décrire les familles
couvrantes en termes de la famille des foncteurs fibres.

En fait, on va voir plus bas (6.8.3) que la sous-catégorie §
est contenue dans la catégorie des foncteurs proreprésentables sur C,
donc $° = Point(C™) s'identifie & équivalence prés a une sous-catégorie
pieine de Pro-C .

On comparera 6.5,1 au théor2me de GIRAUD II 5.5 , qui établit
une correspondance biunivoque entre 1'ensemble des topologies sur C et

. . . o
un certain ensemble de sous-catégories pleines de Hom(C ,Ens).
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Exercice 6.5.2, Soient C une catégorie équivalente 3 une catégorie € U,

P une sous-catégorie de Pro(C). Pour tout p € P, on désigne par X P>-Xp
le foncteur proreprésenté par p. Une famille (Xi — X)iEI dans C est
dite P-couvrante si pour tout p € P, la famille (Xi > —_ Xp)iEI est
surjective, Montrer qu'il existe une topologie TP sur C pour laquelle

les familles couvrantes soient exactement les familles P-couvrantes,

et que TP est la topologie la plus fine sur C pour laquelle les foncteurs
X > Xp (p € P) soient des foncteurs fibres. Montrer que la topologie

TP fait de C un site ayant suffisamment de foncteurs fibres, Montrer

que pour toute topologie T sur C, parmi les topologies T' plus fines

que T qui ont assez de foncteurs fibres, il en est une moins fine :

ctest la topologie TP

de Pro(C), &quivalente 2 Point(C), décrite dans 6,8.3 ci~dessous,

, ou P est la sous-catégorie strictement pleine

Probléeme 6.5.3. Caractériser les sous-catégories(strictement pleines,
stables par U-limites projectives filtrantes ,,.) P de Pro(C) qui
peuvent se déduire d'une topologie sur C comme image essentielle de

Point(C™) (6.8.5)%

5.6, Soit
f: E—>E'

un morphisme de U~topos, on en déduit un foncteur canonique

Point(f) = ( p > fop) : Point(E) —> Point(E')

Lorsqu'on a deux morphismes de topos composables

E L gt —B o

(%) cf. 9.1.? ?> et e) pour des conditions ndcessaires, et 9.1.12 b) pour
des conditions nécessaires et suffisantes dans le cas de Top(X) , X
espace sobre localement noethérien.
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on vérifie trivialement que l'on a

Point(gf) = Point{g)oPoint(f) : Point(E) -> Point(E') ~> Point(E")

Cela précise donc la dépendance fonctorielle (sans abus de langage pour
une fois) de Point(E) par rapport au topos E : si V est un univers tel

queU€V, on trouve un {véritable !) foncteur
Point : (V-U-top) —> (V-cat)
de la catégorie des U-topos qui sont éléments de V dans la catégorie

des catégories Eléments de V .

6.7. Soit E un U-topos. Alors tout objet F de E définit un contrafoncteur
p F——~>—Fp = px(F) : Point(E)° —— (U-Ens) ,
d'ol pour F variable un foncteur canonique

(6.7.1) E —> Point(E)” = Hom{Point()°, (U-Ens))

qui par définition (6.5) est fidele si et seulement si E possdde suffi-
gsamment de points, (Le foncteur (6.7.1) a une certaine analogie formelle
avec une transformation de Fourier ...)

Soit X un objet de E, qui définit donc un préfaisceau X sur

C = Point(E)

Nous pouvons donc définir la catégorie

cC,o =

/X Point(E)/;(

-~

des morphismes p —> X dans la catégorie C des préfaisceaux sur C, i.e,

la catégorie des couples (p,§), oli p est un point de E et § un é&lément

&

de X(p) = Xp’ fibre de X en p. Ceci posé, je dis qu'on a une équivalence

de catégories canonique
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' =Pai z . .
(6.7.2) Polnt(E/X) - C/X , ol C=Point(E) ,

dont la composée avec le foncteur d'inclusion C/§ —> C n'est autre

que le foncteur

Point(jx) : C'=Point(E,,) —> C = Point(E)

/X

déduit par fonctorialité (6.6) du morphisme de localisation (5.2.1)

. —
Ix * Fx E

C'est simplement le cas particulier de 5.12 obtenu en faisant E' = P ,

Corollaire 6.7.3. Soit E un topos. Si E a suffisamment de points, il en

est de méme de tout topos induit E iz (X € ob E), Inversement, Elﬁxi)iél_

est une famille d'objets de E qui couvre 1'objet final, telle que pour tout

i €1 , E ait suffisamment de points, alors E a suffisamment de points.

29
Pour la premigre assertion, soit f : X' ——> X" un morphisme
dans E/X qui n'est pas un isomorphisme, prouvons qu'il existe un point
q de E/X tel que fq ne soit pas un isomorphisme, Comme E a assez de
points, il existe un point p de E tel que fP:X; —> X; ne soit pas un
isomorphisme, Cela implique qu'il existe un q € Xp tel que le morphisme
induit par f pour les fibres X',X" de X',X" sur X_ en q ne soit pas

P 9" q PP p
un isomorphisme. Mais en vertu de l'équivalence 6.7.2, q peut s'identifier
a2 un point de E/X’ et 1'application Xé —> X; qu'on vient d'envisager
n'est autre que 1'application sur les fibres en q induite par f: X' -> X",
d'olt la conclusion.
Inversement, supposons que les Xi couvrent l'objet final de E,

et que les E aient assez de points, prouvons qu'il en est de méme de E.

/X
i
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Soit £: X' —> X" un morphisme dans E qui n'est pas un isomorphisme, Il

existe donc un 1 € 1 tel que fi: Xi —_— X; n'est pas un isomorphisme,

ot 1'indice i indique la restriction 2 Xi' I1 existe donc un point

Py de E tel que fip ! — X; 0 ne soit pas un isomorphisme.

/X, . ip, ;
i i i i
Désignant par p 1'image de Py dans E par le morphisme de localisation
E —>E, cela signifie que X; —> X" n'est pas un isomorphisme,
T P

/X,
i

ce qui prouve que E a assez de points.

Remarque 6.7.4. L'argument précédent montre que si (pa) est une famille

conservative de points de E, alors la famille des points de E  qui sont

/X
au~dessus d'un des p_ (familie indexée par 1'ensemble somme des E_ )

(03
est conservative. De méme, si les Xi couvrent 1'objet final de E , et si

pour tout i € T , Pi est un ensemble conservatif de points de E , alors

/%5
N . . hi
1'ensemble des points de E images des p € Pi pour les morphismes

de localisation E/ —> E (i € 1 et p variables) est conservatif,

X,
i

6.8. Soient E un topos, p un point de E. On appelle voisinage du point

p du topos E un couple (X,u), ot X € ob E et u € Xp . En vertu de (6.7.2),
on peut aussi interpréter u comme un relévement de p en un point du topos
induit E/X' Introduisant le foncteur fibre wp associé au point p, on
peut aussi interpréter un voisinage du point p comme un objet de la

catégorie EﬂD (sous-catégorie pleine de (Eo)kp formée des objets dont
x x

la source est dans E € E). Cette dernidre catégorie, i,e, la catégorie
des couples (X,u) comme ci-dessus, s'appellera comme de juste la catéporie

des_voisinages du point p du topos E ; on la note zussi Vois(p). Comme
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0, est exact A gauche et que les limites projectives finies sont repré-
sentables dans E, les limites projectives finies sont représentables
dans la catégorie Vois(p), et le foncteur canonique Vois(p) —> E y com-
mute (I ). A fortiori, la catégorie opposée ggig(p)o est filtrante,
De plus, il est clair (I 3.4 ) qu'on a un isomorphisme canonique, fonc-

toriel en ¥ € ob E

6.8.1 =F = 1i X) .
oy 0% gie "

En d'autres termes le foncteur wp “fibre en le point p "est isomorphe 3

1a limite inductive filtrante des foncteurs représentés dans le topos E

par_les voisinages du point p de E. On voit méme que le foncteur fibre

est ind-représentable (I 8) , ce qui signifie aussi qu'il est repré-

sentable par un pro-objet (Xi) de E,ol I est un ensemble ordomnné

i€l
filtrant tel que I€ U, En effet, en vertu de loc, cit. , il revient
au méme de dire que la catégorie Vois(p) admet une petite sous-catégorie

pleine cofinale, Or soit C une petite sous-catégorie pleine génératrice

de E, je dis que la sous-catégorie pleine C/(:p de Vois(p) = Eﬁ$ sformée
o P

des voisinages (X,u) de p tels que X€ob C (catégorie qui est évidemment
petite) est cofinale dans Vois(p). Soit en effet (X,u) un voisinage de p,

il faut trouver um voisinage (X',u') de p au-dessus de (X,u), avec

X' € ob C. Or il existe une famille couvrante Xi —» X, avec les Xi dans
!

C, 2'olt résulte que les X;p couvrent Xp, donc il existe un X' = X{ et
o

un u' € X'U tels que (X',u') soit au-dessus de (X,p), ce qu'on avait

affirmé,
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6.8.2. Soient C un U-site, et p un point de C, i.e, un point du topos
€~ . Désignons encore, par abus de notations, par mp la "restriction"
du foncteur fibre mp A C, i.e. le composé mpoe ; nous écrirons aussi
souvent, pour un objet X de C
X =¢ (X)) = eiX)
P P P

On appelle voisinage du point p dans le site C un couple (X,u), ol

X € ob Cetuctc quyp(x). Ces voisinages forment encore une catégorie
C/(:p s qu'on pourra noter Vois:(p). Montrons que la catégorie Voisc(p)0

p
est encore filtrante, qu'elle admet une sous-catégorie pleine cofinale

U-petite, et qu'on a un isomorphisme fonctoriel en le faisceau F sur C :

(6.8.3) F == lim F(X)

y O
P V01s:ip)

Cn note d'abord, en reprenant 1'argument de 6.8.1, que si C' est une
sous~-catégorie pleine de € qui est topologiquement génératrice (II 3.0.1),
alors YEEEC|(P)O est cofinale dans XSiEC(P)O- Prenant C' U-petite, on

est donc ramené, pour établir 1'assertion, au cas ol C € U, Dans ce

cas E est un Y-topos, et on a un foncteur faisceau associé a: E > Cc7,
qui permet de construire sur E le foncteur fibre composé mp a. Appliquant
6.8.1 au topos E et & la sous-catégorie génératrice pleine C de celui-ci,
on trouve que la catégorie C/(_p ao, qui est manifestement isomorphe a
ygigc(p)o, est filtrante, ct qu'on a un isomorphisme fonctoriel en le

préfaisceau P sur C :
© a(P) = lim P(X) .

X

8i F est un faisceau sur C, on a F = aF , et appliquant l'isomorphisme
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précédent 2 F considéré comme préfaisceau, on obtient (6.8.3). En méme

temps, cet argument établit la formule plus générale

(6.8.4) (aP) = lin, P(X) s

V01S:(p)

isomorphisme fonctoriel en le préfaisceau P arbitraire sur C, du moins
lorsque C est petit: Le cas général s'en déduit, en introduisant un
univers V tel que C € V, en considérant mp sur C comme un foncteur
fibre & valeurs dans (V~Ens), et utilisant la compatibilité de la for-

mation du préfaisceau associé avec 1'agrandissement des univers (II 3,6).

6.8.5. On a associé a tout point p du topos C~ un pro-objet du U-site
C, défini par le foncteur canonique ygigc(p) —=> C, compte tenu du fait
que la catégorie des voisinages de p dans C est cofiltrante et admet une
petite sous~-catégorie pleine cofinale. On vérifie aussitBt que pour p

variable, on obtient ainsi un fonnteur

(6.8.5.1) Point(C™ ) ——> Pro(C)

Ce foncteur est pleinement fidéle. En effet, via les foncteurs fibres

associés, il s'interpréte comme un foncteur Fib(C) =——> Fib(C™) = Pro(c)°.
Le premier foncteur est une équivalence en vertu de 4.9.4 (rappelé pour
les foncteurs fibres en 6,3), et le deuxieéme est pleinement fidele d'aprés

le sorite général (I 8) des pro-objets.

€.8.6. Prenons le cas particulier ol C est U-petite et muniede la topologie
chaotique, de sorte que C = C . Je dis que dans ce cas le foncteur pré-

cédent est mBme une équivalence de catégories

(6.8.6.1) Point(€) —E> Pro(c) ,
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En effet, il reste a prouver que ce foncteur est essentiellement surjectif,
ce qui résulte du fait que les foncteurs de la forme P > P(X) sur C
sont des foncteurs fibres, et du fait évident que toute limite inductive

filtrante de foncteurs fibres sur un topos est encore un foncteur fibre.

Identifiant C & unc sous~-catégorie pleine de Pro(C) (I 8),
le foncteur
C ———> _9_0315(5)
induit par un foncteur quasi~inverse de (6.8.5.2) est manifestement
isomorphe au foncteur canonique déji envisagé dans (4.6.2.2), dont le
quasi-inverse envisagé peut @tre considérd& comme le prolongement cano-
nique (I 8), compte tenu du fait que 23335(5) est stable par petites

limites projectives.

6.8.7. Soit de fagon générale (Xi)iEI un pro-objet du U-site C, d'ou

sur C™ un foncteur

(6.8.7.1) p(F) = Li_)F(Xi) R
1

et il est naturel de se demander, vu (6.8.5), quand ce foncteur est un
foncteur fibre. On trouve que les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Le foncteur ¢ précédent est un foncteur fibre sur C”™,

(ii) La "restriction" de ¢ 2 C est un foncteur fibre sur le
site € {6.3).

(iii) Pour toute famille couvrante Y, —>Y d'un objet Y de
¢, tout :'L0 € 1 et tout morphisme Xi ~—> Y, il existe un i 2 io , un o et

o
un morphisme Xi — %1 rendant commutatif le diagramme
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Xi ——> Y
[e]

En fait, la condition (iii) exprime simplement le fait que m!C
transforme familles couvrantes en familles couvrantes, Les implications
(1) == (ii)==> (iii) sont triviales, et il reste 2 prouver (iii)==> (i),
Comme le foncteur ¢p est manisfestement exact & gauche, il reste 3 prouver
(4.9.4) qu'il transforme familles couvrantes F, —>F dans €~ en familles

couvrantes, i.e. que pour tout i, et tout x € F(Xi ), il existe un i z i

o
un @ et un y € EI(Xi), tels que x et y aient méme image dans F(Xi)‘ or

O’

comme Fa —> F est couvrante, il existe une famille couvrante ZX - Xi
0

de Xi , tel que pour tout A 1l'image inverse de xo dans F(Zl) se remonte
o
en un élément d'un ﬂu(ZX). Par hypothése (iii), il existe um i 2 i0

et un X, -morphisme X, —> Z
i, i A
donc en un &lément y d'un Fﬁ(xi)’ cqfd.

. Alors 1'image de X dans F(Xi) se remonte

Exercice 6.9. Soient C un site € U, ¢ un foncteur fibre sur C, prorepré-
senté par un objet (xi)iGI de Pro(C). Pour tout indice i € I, tout objet

Y de C, tout morphisme u: Xi —> Y et tout crible couvrant R de Y, choisis-~
sons un indice j 2 i tel que le composé Xj ->-Xi Ys v se factorise par R,
Pour i fixé, soit J(i) 1'ensemble formé de i, et des j obtenus pour Y,u,R
variables ; pour une partie I' de I, soit de méme J(I') la réunion des

J(1) pour i € I', D'autre part, si I' est une partie finie de I, soit

m(I') € I un majorant de I', et pour une partie quelconque I' de I, soit

M(I') la réunion des M(I"), ol I" parcourt 1'ensemble des parties finies
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de I' . On suppose qu'on choisit la fonction I' —— m(1') de fagon que pour
I' réduit 3 un élément i , on ait m(I') = 1 , ce qui implique que pour toute
partie I' de T, on a I'c M(I"). Congidérons les itérés (MJ)n de 1'application
MJ de 1l'ensemble des parties de T dans lui-méme, et soit, pour toute partie I’
de I, P(I') la réunion des (MJ)n(I')

a) Montrer que pour toute partie I' de I , P(I') est une partie
filtrante de I pour 1l'ordre induit, et que I est réunion filtrante croissante
des P(I') , lorsque I' parcourt l'ensemble des parties finies de I

b) Montrer qu'il existe un cardinal c € U , ne dépendant que du
cardinal card f1(C) = a , tel que pour toute partie finie I' de I , on ait
card(P(I')) £ ¢ . (Si a est infini, on peut prendre c = 2% ).

c) Montrer, en utilisant 6.8.7, que pour toute partie I' de I de
foncteur WI' sur C proreprésenté par le pro-objet (Xi)iEI‘ est un foncteur
fibre sur C , et que le foncteur fibre Y est limite inductive filtrante des
foncteurs WI' , lorsque I' parcourt l'ensemble des parties finies de I

d) En conclure qu'il existe une petite sous-catégorie pleine ¢ de
EEE(C)EZ Eih(c) » telle que tout objet de Fib(C) soit limite inductive filtrante
d'objets de ® . (Si a est infini, on peut prendre ¢ de cardinal € 223 ; si

a est fini, on peut prendre ¢ = C bien sQr).

Exercice 6.10. Soient C uerL—site, D une Zg-catégorie ol les petites lig_fil—
trantes sont représentables, géis(C,D) la catégorie des faisceaux sur C 3 va-
leurs dans F (II 6.1)). Définir, en étendant (6.8.3), un "foncteur fibre"
(6.10.1) F—F Sais(c,D) — D

Si dans D les Lim finies sont représentables, et commutent aux lig_filtrantes,

alors le foncteur précédent est exact 3 gauche.
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7. Exemples de foncteurs fibres et de points de topos

7.1, Cas de Top{X) pour un espace topologique X

Soit x un point de X. Regardons l'ensemble ponctuel {x} comme

un espace topologique, et considérons 1'inclusion
i {x} —= X

En vertu de 4.1,1 il définit un morphisme de topos (défini & isomorphisme

unique prés)
(7.1.1) Top(ix) : Top({x}) —> Top(X) .

D'autre part, on peut identifier P a Top({x}) (2.2), et on trouve ainsi
P 1% P

un point p_ de Top(X)

(7.1.2) p, : P—> Top(X) ,

défini par x 2 isomorphisme unique prés., Le foncteur fibre associé est
donné par la formule bien connue [ TF], résultant d'ailleurs immédiatement
de I 5.1
(7.1.3) p¥(F) = F = F, = lim, o,
X usx
la limite étant prise suivant les voisinages ouverts U de x dans X.
Comme on sait que Top(é) est isomorphe 2 Top(Xsob) (4.2.1),

on voit plus généralement que tout point de Xsob’ i.e. toute partie

fermée irréductible Z de X, définit un point de Top(X), ou encore un

foncteur fibre sur Top(X), qu'on notera encore F F> FZ . Revenant 2
sa définition par la formule (7,1.3) sur Xsob’ on trouve
(7.1.4) F, = lim F(U)

2 unzke
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la limite inductive étant prise suivant les ouverts U de X qui rencon-

trent Z,

7.1.5. 11 est bien connu que les foncteurs fibres F += FX {x € X) forment
déja une famille conservative. C'est particuliérement &vident sur
l'interprétation des faisceaux sur X en termes d'espaces étalés, la

fibre de F en x n'étant alors autre que sa fibre au sens des espaces
fibrés sur X, On notera que l'ensemble d'indices de la famille conser-

vative de foncteurs fibres envisagée est X, donc est U~-petite.

7.1.6. En vertu de 4.2.3, la catégorie Point(Top(X)) est équivalente 2
la catégorie associéed 1'ensemble Xsob ordonné par la relation de spé-
cialisation., En d'autres termes : tout foncteur fibre sur Top(X) est

isomorphe a un foncteur fibre Ft+—> F,, ol Z est un élément uniquement

7
déterminé de xsob , i1.e., une partie fermée irréductible uniquement
déterminée de X ; d'autre part, si Z,Z' € Xsob’ alors 1l'ensemble
Hom(Fz,FZ,) est vide ou réduit a un point, ce dernier cas se présentant
si et seulement si Z est une spécialisation de Z' dans Xsob’ i.e, si
et seulement si ZC Z' comme partie de X, Lorsque X lui-mBme est sobre,
on peut dans ces énoncés remplacer XSob par X lui-méme,

On notera que le groupe des automorphismes d'un foncteur fibre
de Top(X) (opposé au groupe des automorphismes du point correspondant
de Top(X)) est toujours réduit au groupe unité (plus généralement, 4.2.3
nous apprend la méme chose pour le groupe des automorphismes de tout

morphisme de topos associés 2 des espaces topologiques), C'est 13 un

phénoméne trés spécial au cas particulier envisagé : voir l'exemple 7,2,
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ainsi que VIII 7, Dans le cas des topos associés 2 des "problémes de
modules" (cf. par exemple [ 10]), les groupes d'automorphismes des
foncteurs fibres ont d'ailleurs une interprétation remarquable, comme
les groupes d'automorphismes des structures algébriques (sur des corps

algébriquements clos) qu'on se propose de classifier,

7.1,7. On vient de voir comment on peut réconstituer un espace sobre

X (ou 1l'espace sobre Xso associé 2 un espace topologique quelconque),

b
du moins en tant qu'ensemble ordonné par la relation de spécialisation,

2 1'aide du topos Top(X) (qu'il suffit méme de connaitre 2 équivalence
pr2s), comme 1'ensemble des classes d'isomorphie de "points" de Top(X).
D'aprés ce qui a été dit dans 2.1, on réconstitue également la topo-
logie de X, i.e. la famille de ses ouverts, de la fagon suivante :

pour tout sous-objet U de 1'objet final e de E, soit Pt(U) 1'ensemble
des x € X tels que U, # ¢ {qui s'identifie d'ailleurs, en vertu de(6.7.2),
4 l'ensemble des classes d'isomorphie de points du topos induit E/U)'

Alors U Pt(U) est un isomorphisme d'ensembles ordonnés de 1'en-

semble des sous-objets de e_ sur l'ensemble des ouverts de X.
o

7.1.8. La détermination 7.1.6 de la catégorie des points du topos Top(X)
défini par un espace topologique X conduit 3 adopter la terminologie
suivante pour les points p,p' d'un topos quelconque E : on dit que p est
une spécialisation de p' , ou que p' est une générisation de p , lorsqu'il
existe un morphisme de p' dans p (au sens de la catégorie Point(E)

de 6.1). Ces relations sont encore transitives, mais on trouve facilement

grice 3 6.8.6 des exemples oli p et p' sont chacun spécialisation
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de l'autre, sans que p et p' soient isomorphes (ni a fortiori égaux).
La catégorie des générisations d'un point p du topos E, par quoi on
entend la catégorie Egigg(E)/p, joue a certains égards un rdle analogue
a celui du passage au localisé d'un schéma en un point, Ce rdle sera
précisé au Chap. VI avec la construction du topos localisé de E en le
point p, dont la catégorie des points est canoniquement équivalente 2

la catégorie des générisations de p.

Exercice 7.1.9. Soit E un U~topos. Prouver que E est équivzlent 2 un
topos de la forme Top(X), ol X est un espace topologique € U, si et
seulement si il satisfait aux deux conditions suivantes :

a) La famille des sous-objets de 1'objet final e est géné-

E
ratrice pour le topos E,
b) E a suffisamment de points (6.5). (Cette condition n'est

pas superflue : cf. 7.4,)

Comparer avec 7.8 c).

Exercice 7,1.10, Soient X un espace topologique muni d'un groupe d'opé-
rateurs G (X,G € U) et soit E = Top(X,G) (2.3).
a) Montrer que pour tout objet (X',G) de E , le topos induit
E/(X',G) est canoniquement &quivalent au topos Top(X',G) (comparer 5.7).
b) Lorsque G opére proprement et librement sur X' (Bourbaki,
Top. Gen. Chap. III § 4), montrer que le morphisme d'espaces a opérateurs

(X",6) — (X'/G,e) induit (4.1.2) une équivalence de topos

Top(X',G)} —=> Top(X'/G)
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c) Conclure de b) qu'il existe un objet Z de E tel que le
topos induit E/z soit équivalent a Top(X), le foncteur de localisation
E -> E/Z étant isomorphe au foncteur "oubli des opérations de G'".

(Calquer le raisonnement de 5.8.3.)

d) Conclure de c) que tout foncteur fibre sur E est induit, via
le foncteur "oubli des opérationms de G ", par un foncteur fibre sur Top(X),
donc définissable par un point de Xsob'
e) Déterminer la structure de la catégorie Point(E) (& équivalence

prés) en termes de l'espace 2 opérateurs (X G), En conclure en parti-

sob’

culier que deux points de Xﬂob définissent des foncteurs fibres sur E

isomorphes si et seulement si ils sont conjugués sous 1l'action de G,

Exercice 7.1.11, Soit X € U un espace topologique. Prouver que le V-topos
TOP(X) (2.5) a suffisamment de points. Plus précisément, pour tout objet
X' de TOP(X), et tout x' € X', définir un foncteur fibre F— FX,’X,

sur TOP(X), ne dépendant que du "germe" d'espace (X',x') au-dessus de X,
et prouver que cette famille de foncteurs fibres est conservative (et
indexée par un ensemble d'indices V-petit). Montrer, en utilisant un

systéme projectif filtrant convenable (Xi,xi) avec I non U-petit,

ier’
que 1'on n'obtient pas de cette fagon tous les foncteurs fibres du V-topos
TOP(X)., Montrer que 1'ensemble des classes d'isomorphie de tels foncteurs

fibres n'est pas de cardinal € V.
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7.2. Points d'un topos classifiant B

G
Soient E un U~topos, G un Groupe de E, d'ol un topos classifiant
B, (2.4). Si e est le Groupe ponctuel, les morphismes e —> G —> e définis-

sent (4.3) des morphismes de topos (compte tenu que B, = E)

(7.2.1) E~—>B, —>E |,
dont le composé est isomorphe 2 idE, d'oll par passage aux catégories de

points des foncteurs

(7.2.2) Point(E) —> point(B.) — Point(E) ,

dont le composé est isomorphe 2 1'identité, Utilisons le fait que le
premier morphisme de topos (7.2.1) s'identifie 2 un morphisme de loca-
lisation relativement 2 1'objet E, =6 de B, (5.8), d'olu résulte en
vertu de 6.7.2 que le premier foncteur (7.2.2) s'identifie au foncteur

naturel "d'inclusion"
(7.2.3) Pou.nt(BG)/EG — Pcnnt:(BG) R

ol E, désigne le préfaisceau p' > (EG)p' sur Point(BG). Comme EG couvre
évidemment 1'objet final de B, ses fibres (EG)p sont non vides, d'od

résulte que (7.2.3) est essentiellement surjectif, ce qui signifie que

tout foncteur fibre sur B, est induit (2 isomorphisme prés) par un foncteur
N

fibre de E, via le foncteur "oubli des opérations de G"BG —> E, On ¢en

conclut en particulier que si E a suffisamment de points (resp. une petite

famille conservative de points) il en est de méme de B

Remarque 7.2.4. On peut aller plus loin et déterminer (& équivalence pres)
la structure de la catégorie C' = Point(BG) en termes de la catégorie

€C = Point(E) et du préfaisceau en groupes
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-

G : pbk—> Gp :  ¢® — (Groupes)
sur celle-ci. Dé&finissons en effet une nouvelle catégorie C1 , ayant mémes

objets que C , et telle que pour deux objets p,q de C , on ait

Hom ., (p,q) = Hom_(p,q)xG(p) ,
C1 C

la composition des fléches dans C1 étant induite par celle de C, et par
la loi de groupe du préfaisceau 5. La donnée d'un foncteur @, : C1 ->D
dans une catégorie quelconque D équivaut alors 2 la donnée d'un foncteur
@ ¢ C—> D, muni d'une opération du préfaisceau E sur ce dernier (i.e,
la donnée, pour tout p € ob C, d'une opération de a(p) sur ¢(p), satis-

faisant 2 une condition de fonctorialité évidente pour p variable), Uti-

lisant cette observation, on définit un foncteur canonique

(7.2.4.1) @ :C¢; —>C' ,

correspondant au foncteur p: C —> C' de (7,2.2), associant 2 tout point

p de E le point o(p) induit sur BG’ avec les opérations naturelles de
a(p)=Gp sur ce dernier, provenant des opérations de GP sur les Xp lorsque
X parcourt BG' On laisse au lecteur le soin de prouver que (7,2.4.1) est
une équivalence de catégories, en utilisant la structure (7.2.3) du pre-
mier foncteur de (7,2.2), et en notant que le foncteur naturel d'inclusion
[ ——>~Cl admet une structure analogue, relativement 2 1'image inverse P1

~

du préfaisceau P' = EG sur C',
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7.2.5. On conclut en particulier que les classes d'isomorphie de points

de B, correspondent exactement aux classes d'isomorphie de points de E

G

tout point du topos classifiant EG est induit, 3 isomorphisme non unique

prés, par un point de E. En particulier, lorsque E est le topos ponctuel P,

donc que G est un groupe ordinaire, alors la catégorie Point(BG) est un
groupoide connexe i groupe fondamental G : tout foncteur fibre sur BG
est isomorphe (de fagon non canonique) au foncteur w "oubli des opéra-

tions de G", et le monoide des endomorphismes de ce dernier foncteur est

le groupe G (donc tout endomorphisme de ® est un automorphisme).

Exercice 7.2,6. a) Soit (Tors) la catégorie des couples (T',P) € U, avec

T un groupe et P un torseur i droite sous I'. Le foncteur (T',P) +>T

(7.2.6.1) (Tors) —> (Groupes)
est un foncteur cofibrant, Avec les notations de 7,2.,4, considérons le
foncteur

& :  ¢° —=> (Groupes) ,
et soit D' la catégorie cofibrée sur c® image inverse de la catégorie
cofibrée (7.2.6.1), D la catégorie fibrée correspondante sur C, ayant

meme catégories fibres que D', de sorte que pour p € ob C, on ait
Dp = catégorie des Gp-torseurs a droite .

Construire des foncteurs canoniques

(7.2.6.2) D—>C'=@_3’._n_t(B8 , ¢ ~—>bD ,

quasi-inverses 1'un de l'autre. En particulier, en conclure que la caté~

gorie des points de B, au-dessus d'un point donné p de E est canoniquement

G

8quivalente 3 la catégorie des torseurs i droite sous le groupe Gp
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b) Soit G = (Gi)ieI un systéme projectif strict de Groupes

du U-topos E (I€ U un ensemble préordonné filtrant), d'od un topos

classifiant BG , en calquant la définition de 2.7,1. Déterminer la

catégorie des points de BG

, en calquant a). (NB. On remplacera les
catégories (Tors) et (Groupes) par les catégories de systzmes projec-
tifs indexés par I de ces catégories.) En conclure que si I admet un en-
semble cofinal dénombrable, alors tout foncteur fibre sur BG est
isomorphe 2 un foncteur induit par un foncteur fibre de E (via le
foncteur "oubli des opérations de G%), ce dernier étant déterminé 2
isomorphisme non unique prés,

¢) Prenant pour E le topos ponctuel, de sorte que G est un
pro-groupe ordinaire, montrer que la conclusion de b) est &galement
valable si I est quelconque, mais en revanche G est profini (i.e. les
Gi sont finis) : tout foncteur fibre est isomorphe au foncteur "oubli
des opérations de GY,

d) Prenant toujours le cas ol E est le topos ponctuel, donner
un exemple d'un foncteur fibre sur BG, pour un systéme projectif conve-

nable G = (Gi)iEI’ qui n'est pas isomorphe au foncteur "oubli des opé-
rations de G ".

-

e) Considérons G = (Gi) comme un Groupe du topos I , et soit
T une gerbe sur I de lien G [3]. Montrer comment om peut "tordre" le

topos classifiant BG 2 1taide de la gerbe T, pour obtenir un topos Bg ,

.. . . . T . .
limite inductive de sous-catégories B (1) équivalentes (non canonique-

T

G- Montrer que le topos BG admet un
i —_

foncteur fibre si et seulement si la gerbe T est "neutre", en établissant

ment) aux topos classifiants B
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une équivalence de catégories entre la catégorie des foncteurs fibres de

T .
BG et la catégorie des sections de T sur I. En conclure, si les Gi sont

commutatifs, de sorte que la classification des gerbes sur I de lien G

se fait par %%_FZ)Gi = HZ(I,Q) (loc, cit.), un exemple d'un topos

(non "vide" (2.2)) de la forme Bé qui n'a pas de points.(Prendre un
< 1:(2) -

exemple ol lim “'G, #0.)

I

-~

7.3. Points des topos C ; exemples de U-topos C dont la catégorie des

points ne soit pas équivalente 3 une petite catégorie

Soient E un U-topos, (mi)iEI une famille filtrante de foncteurs
fibres sur E., Il résulte des propriétés d'exactitude des foncteurs

lim (I et ) que le foncteur ¢ = lim 0; est également un foncteur

fibre : toute limite inductive filtrante de foncteurs fibres est un foncteur

fibre. Par suite, la catégorie Fib(E) admet des U-limites. inductives fil-
trantes (et le foncteur d'inclusion Fib(E) —> Hom(E,(U-Ens)) y commute) ;
en d'autres termes, la catégorie Point(E) admet des U-limites projectives
filtrantes, Ce fait a déj& &té utilisé dans exercice 7,1,10 pour donner
un exemple de "grosses" catégories de foncteurs fibres,

On peut construire des exemples nettement plus simples, avec

des topos de la forme E=(C , C € U , en utilisant (6.8.6.1). Ceci nous

donne aussitdt des exemples ol Fib(C) n'est pas équivalente 3 une catégorie

€ U i.e. oli le cardinal de 1l'ensemble des classes d'isomorphie d'objets

de cette U-catégorie n'est pas € U . Ceci signifie que la catégorie Pro-(C)

n'est pas &quivalente I une catégorie € U . I1 suffit par exemple de prendre

] ~ . ..
pour D = C° la catégorie des ensembles finis de la forme [O,n], ol n > 0 est

411



- 113 - v

un entier, auquel cas Ind(D) =2 Pro(C)o est équivalente 3 la catégorie des
ensembles non vides. Le topos E est dans ce cas la catégorie bien connue des

ensembles cosimpliciaux. On pourrait aussi prendre pour C la catégorie des

ensembles finis non vides, on trouve que la catégorie des points sur le topos
C des ensembles simpliciaux est équivalente 3 la catégorie des ensembles

profinis, ou encore & la catégorie des espaces compacts totalement discon-

tinus.

7.4, Topos non vides sans points

L'exemple suivant est d@ 2 P, Deligne, (Pour un autre exemple,
cf, 7.2.6 d).) On prend un espace compact K muni d'une mesure |1 , et
l'ensemble ordonné U des parties mesurables de K A ensemble de mesure
nulle prés, On fait de U une catégorie U telle que ob U = U, les mor-
phismes de U étant les "morphismes d'inclusion" entre éléments de U.

On fait de U un site en prenant la prétopologie pour laquelle Cov(E)
(pour E € U) est formé des familles dénombrables d'é1léments Ei de E
majorés par E, telles que E soit la réunion des Ei a4 ensemble de mesure
nulle prés, On en déduit un Topos Top(u) = U™, admettant 1'ensemble
des sous-objets de l'objet final comme famille génératrice (lequel
topos semble avoir échappé a 1'attention des probabilistes), Ce topos
est un "topos vide" (2,2) si et seulement si y = O. D'autre part, la
catégorie des points de ce topos est équivalent 3 la catégorie discrete
définie par 1'ensemble des points x € K tels que u{{x}) # 0 (démonstra-
tion au lecteur). Elle est donc vide si K n'admet pas de tels points,

par exemple si K est le segment unité de la droite, avec la mesure

induite par la mesure de Lebesgue,
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Exercice 7.5. (catégories Karoubiennes et morphismes de topos) (¥)

a) Soient C une catégorie, X un objet de C, p un endomorphisme
de X. On dit que p est un projecteur si p2=p. Prouver que si p est un
projecteur, pour que Ker(idx,p) soit représentable, il faut et il suffit
que Coker(idx,p) le soit, et que les deux objets de C ainsi obtenus sont
canoniquement isomorphes, On dira alors que le projecteur p admet une image,

et Ker(idx,p) = Coker(idx,p) est appelé 1'image du projecteur p ; on 1'iden-

tifie suivant le contexte 2 un sous-objet ou a un objet quotient de C. Un
objet isomorphe & un Im p, pour un projecteur convenable p dans X, est

appelé un facteur direct de 1'objet X de C. On dit que C est une catégorie

avec facteurs directs, ou une catégorie Karoubienne, si tout projecteur dans

un objet de C admet une image. Si F: C —> C' est un foncteur qui commute
aux noyaux ou aux conoyaux, alors F transforme un projecteur admettant
une image en un projecteur admettant une image.

b) Montrer que pour toute catégorie C, on peut trouver un fonc-
teur ¢p : C => kar(C) de C dans une catégorie karoubienne (déterminée 2

équivalence pra2s),tel que pour toute catégorie karoubienne C', le foncteur

f = fop : Hom(kar(C),C') —> Hom(C,C')

soit une équivalence de catégories ; on appelera kar(C) l'enveloppe de
Karoubi de la catégorie C. (Hint : prendre pour ob kar(C) 1l'ensemble
des couples (X,p), avec X € ob C et p un projecteur dans X, et pour
Hom((X,p),(¥,q)) la partie de Hom(X,Y) formée des f:X —=> Y tels que
f = qfp.) Montrer que ¢ est pleinement fidale.

c) Soit F: E => E' un foncteur d'une catégorie dans une autre.
Montrer que si F commute & un certain type de limites inductives ou pro-

—————

(%) Comparer I 8.7.8.
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jectives, il en est de méme de tout facteur direct de F. En particulier,
si E et E' sont des U-topos et si F est un foncteur image inverse pour
un morphisme de topos E' —> E, alors il en est de m8me de tout facteur
direct de F ; par suite, la catégorie Homtog(E',E) est karoubienne, et
en particulier la catégorie Point(E) est karoubienne.

d) Montrer que pour toute U-catégorie C, la catégorie Ind(C)
est karoubienne (ol Ind(C) est formée avec les systémes inductifs de C
indexés par uo ensemble préordonné filtrant I € U). (Si C € U, utiliser
par exemple le fait (7.3) que Ind(C) est équivalente & la catégorie
Eih((CO)A) = ggigg((c°)k)°.) En conclure une autre construction de kar(C)
comme sous-catégorie pleine de Ind(C) formée des images dans Ind(C)

des projecteurs d'objets X de C,

Exercice 7.6. (Morphismes essentiels de topos, points essentiels).

a) Soit f:E -> F un morphisme de topos. Montrer que les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
i) f, existe, i.e. £ admet un adjoint A gauche,
ii) t¥commute aux U-limites projectives.
ii')  £* commute aux U-produits.

On dira alors que f est un morphisme essentiel du topos E dans

le topos E'.
Montrer que si f satisfait 3 ces conditions, il en est de méme
de tout facteur direct de £, (Utiliser 1.8 et 7.5 c).)

b) Soit E un topos. On appelle point essentiel du topos E tout

point p: P —> E de E tel que p, existe, Montrer que si E=Top(X), X espace

topologique,et si p est le point de E défini par un x € X, alors p est
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essentiel si et seulement si x admet un plus petit voisinage ouvert U (ce
qui signifie, si les pointc de X sont fermés, que x est un point isolE
de X). Pour qu'un morphisme de topos f: E => F soit essentiel (a)), il
faut que f transforme points essentiels en points essentiels, et cetde
condition est également suffisante lorsque E admet suffisamment de paints
essentiels (i.e, si la famille de ces points est conservative .) (cf. d)).

c) Pour qu'un point p du topos E soit essentiel, i1 faut et il
suffit que le foncteur fibre associé soit représentable par un objet X
de E. Pour que le foncteur covariant ¢ : E = (Ens) représenté par un
objet donné X de E soit un foncteur fibre (i.e, définisse un point, néces-
sairement essentiel, de E), il faut et il suffit que X soit connexe non
vide (4.3.5), et projectif (i.e. que le foncteur up transforme épimor-
phismes en &pimorphismes). (Hint : montrer d'abord que pour que ¢ com-
mute aux sommes, il faut et il suffit que X soit connexe non vide, puis
utiliser le critére 4.9.4.) En conclure une équivalence entre la catégorie
Pointess(E) et la sous-catégorie pleine P de E formée des objets connexes
non vides projectifs.

d) Montrer que la topologie de P induite par celle de E est la
topologie chaotique. En conclure 1'équivalence des conditions suivantes
sur E (due 2 J.E ROOS [12 c), prop. 1]) : (i) La famille des points éssen-
tiels de E est comservative ; (ii) La sous-catégorie pleine P de E for-
mée des objets connexes-non vides projectifs est génératrice ; (iii) E est
équivalen: 3 un topos de la forme 6, ol C est une catégorie équivalente
a une catégorie € U (ou, si on préfere, C € U). (Utiliser c) et le f4it

que si P est génératrice, le foncteur naturel E > P~ est une équivalence
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de catégories.)
e) La catégorie des points essentiels d'un topos E est karou-
bienne (cf, (7.5 ¢)). Soit C une catégorie équivalente & une catégorie € U,

Prouver que le foncteur pleinement fidéle canonique (4,6.2)

¢ —>» Point(C)

se factorise par un foncteur

C —2> Pointess(C) ,

qui fait de Pointess(C) une enveloppe de Karoubi (7.5 b)) de C. Em par-

ticulier, ce foncteur est une &quivalence de catégories si et seulement
si la catégorie C est karoubienne, (Hint : utilisant c), prouver que tout
point isolé de C est isomorphe 2 un facteur direct d'un X € ob C.)

f) Soient C et C' deux catégories équivalentes & des catégories € U.

Prouver que le foncteur pleinement fideéle canonique (4.6.2)

Hom(C,C') —> Homtop(C,C')
prend ses valeurs dans la sous-catégorie pleine Homtopess(C,C') des

morphismes essentiels de topos (a)), et que le foncteur induit

Hom(C,C') —> Homtopess(a,a')
est une équivalence de catégories si et seulement si C est vide ou C' est
karoubienne, (Utiliser g) ci~dessous,)
g) Soient C une catégorie équivalente & une catégorie € U, et

E un topos. Définir une équivalence entre la catégorie Homtopess(C,E) des

morphismes essentiels de topos C —> E, et la catégorie Hom(G,Pointess(E)).

416
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(Utiliser b) et le fait que E a suffisamment de points essentiels).

h) Soit C une catégorie finie. Prouver que tout point de 6 est
essentiel, et que Point(E) est équivalente & une catégorie finie. (Noter que
1'enveloppe de Karoubi de C est finie, et utilisant 6.8.6.1, se ramener 3 prou-
ver que si C est une catégorie karoubienne finie, alors le foncteur canonique
C ——> Pro{(C) est une équivalence de catégories). Utilisant b), en conclure
que tout morphisme de topos 6' _— 5 est essentiel, et Hom(C,C') — Hom(a,a‘)
est une équivalence si et seulement si C est vide ou C' karoubienne.

i) Soit X un espace topologique, f : Top(X) ——— P le morphisme

de topos déduit de 1l'application continue de X dans 1'espace ponctuel. Montrer

que f est essentiel si et seulement si 1'espace X est localement connexe, i.e.

satisfait la condition suivante : pour tout x € X et tout voisinage ouvert U
de x , la composante connexe de x dans U est un voisinage de X , ou encore :
pour tout ouvert U de X , les composantes connexes de U sont ouvertes. (cf.
8.7 b) pour généralisation).

(%)

Exercice 7.7. (Points inhabituels d'un topos classifiant .

a) Soit G un monolde. Pour que G contienne un &lément g tel que
g#te, g2 =g, il faut et il suffit que le topos classifiant BG admette un
point essentiel qui n'est pas isomorphe au point banal (correspondant au fonc—
teur fibre 'oubli des opérations de G"). (Utiliser 7.6 e)).

b) Soit G le monoide additif des entiers ® 0 . Montrer que tout
point essentiel du topos classifiant B, est isomorphe au point banal. Construire

un point de B, qui n'est pas isomorphe au point banal. Montrer que la catégorie

G

Egint(BG) n'est pas équivalente a une catégorie € U .

Exercice 7.8. (Topologie sur Point(E), et topos associés aux ensembles ordonnés).

a) Soit E un topos. Désignons par Point'E) 1l'ensemble des classes,

a4 isomorphisme prés, de points de E . Pour tout ouvert U de E , soit U’

(%) cf. aussi 7.2.6 d).
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l'ensemble des classes de points p de E tels que U # @ . Montrer que

U k> U' est une application croissante de 1'ensemble ordonné Ouv(E)

des ouverts de E dans 1'ensemble des parties de X= Point(E), et que cette
application commute aux Inf finis aux Sup quelconques. En conclure

que 1l'ensemble des parties de X de la forme U' définit sur X une topologie

(dite topologie canonique sur l'ensemble des classes de pcints du topos E).

Montrer que si E a suffisamment de points, l'application UM U' est
un isomorphisme de 1'ensemble ordonné Ouv(E) avec l'ensemble ordonné Ouv(X),

b) Soit 0 € U un ensemble ordonné admettant des Inf finis et
des Sup quelconques, qui définit donc une catégorie cat((d) ayant des
produits finis et des sommes quelconques, Nous dirons qu'une famille
de morphismes Ui —> U de m@me but U est couvrante si U est le Sup des Ui .
Supposant que dans cat((0) les sommes sont universelles i,e, que dans (
les Sup quelconques commutent aux Inf, on définit ainsi sur cat(0) une topo-
pologie qui en fait un site, d'ol un topos cat(d)", noté aussi simple-~
ment 07, Montrer que I est canoniquement isomorphe a Ouv(T™).

Montrer que la catégorie HomtoE(E,dj est équivalente a la
catégorie associée 2 1'ensemble ordonné des morphismes d'ensembles ordon-
nés O’ —> Ouv(E) qui commutent aux Inf finis et aux Sup quelconques,
(Utiliser le critere 4.9.4.) Si O est un ensemble ordonné satisfaisant
aux memes conditions que f, conclure que Homtog(ON,O’“7 est équivalente 2
la catégorie associée 2 1l'ensemble ordonné de tous les morphismes d'en-
sembles ordonnés 0 —> (' qui commutent aux Inf finis et aux Sup quel-

conques,
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c) Montrer que pour que le topos E soit équivalent a4 un topos
de la forme 07, avec O comme dans b), il faut et il suffit que la famille
des ouverts de E soit génératrice dans E, Pour qu'il soit équivalent 2a
un Top(X) pour X € U, il faut et il suffit qu'il satisfasse a la condition
précédente et qu'il ait suffisamment de points. Supposant réalisée la
premiére condition, exprimer la seconde en termes de la structure de
1'ensemble ordonné O = OQuv(E), en utilisant la dernilre assertion de b).

d) Définir un morphisme de topos canonique

E —> Ouv(E) "~ )
qui soit universel (a équivalence prés) pour les morphismes de E dans
des topos engendrés par leurs ouverts (cf. c¢)).
e) Soit X' un petit sous-ensemble de X=Point(E), qu'on munit

de la topologie induit par celle de X. Définir un morphisme canonique
de topos

Ouv(Z) ~~— Top(X') ,
qui est une équivalence lorsque la famille X' de points de E est conser-
vative. En conclure alors un morphisme canonique de topos

E —> Top(X')
Donner une caractérisation universelle (2 &quivalence prés) de ce morphisme
de topos pour les morphismes du topos E dans des topos de la forme Top(Y).
(Noter & ce propos qu'a équivalence prés, Top(X') ne dépend pas de la
petite famille conservative de foncteurs fibres choisie, ou ce qui revient
au méme (4.2), que X'Sob ne dépend pas 3 homéomorphisme pré&s du choix

d'une telle famille).
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£) Supposons que la catégorie Point(E) ne soit pas équivalente 3
une petite catégorie (cf. 7.3), et que E admette une petite famille conser-—
vative de foncteurs fibres. Montrer que si une telle famille est prise assez
grande, la partie X' de Point(E) qu'elle définit n'est pas un espace topolo-
gique sobre pour la topologie induite.

g) Pour les relations avec l'exercice 7.6, cf. 8.

8. Localisation. Ouverts d'un topos

8.1 Soit C une catégorie, et T(X) une relation faisant intervenir un

objet X de C . On dit que la relation T(X) est stable par changement de

base (en X ), si pour tout morphisme X' —— X de C , la relation T(X) im-
plique T(X') . Il revient au méme de dire que la sous—catégorie pleine R de

C , formée des objets X de C tels qu'on ait T{X) , est un crible (I 4.1).

Remarque 8.1.1. Supposons que C soit une U-catégorie (I 1.1), de sorte que

-~

C peut étre identifié & une sous-catégorie pleine de C (I 1.4). Il est

parfois commode d'étendre la dé&finition de la relation T dans ob C en une

relation T portant sur un objet F de C , en désignant par T(F) la relation

pour toute fléche X —— F dans C , avec X € ob C , on a T(X). La relation
T(F) est évidemment encore stable par changement de base en F . Désignant
encore par R le sous-objet de 1'objet final e de C défini par le crible R

de C (I 4.2.1), la relation T(F) peut aussi s'exprimer par HomE(F,R) £ 0,
i.e. elle signifie que 1'unique morphisme F — > e se factorise par le

sous~objet R de e

8.2. Supposons maintenant que C soit un site. Une relation T(X) en un

argument X € ob C est dite stable par descente si pour toute famille
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couvrante (Xi: X, —> X) d'un objet X de C, la relation "T(Xi) pour

i€T
tout i€T " implique la relation T(X). On dit que T est une relation de
nature locale si elle est stable par changement de base (8.1) et stable
par descente. Lorsque C est une U-catégorie, et que T est déjd supposée
stable par changement de base, i.e. qu'elle est définissable par un crible
R de C, qu'on identifiera 3 un sous-préfaisceau du préfaisceau final sur C,

on voit aussitdt que C est de nature locale si et seulement si R est un

faisceau. Ainsi, les relations de nature locale en un argument X € ob C

correspondent exactement aux sous-faisceaux du faisceau final de C, i.e.

aux sous-objets de 1'objet final du topos C~ . Elles ne dépendent donc

~

essentiellement que du topos C~ défini par le site C (comme toutes les
notions importantes associées a un site !), En termes du sous~faisceau
R du faisceau final,la relation T(X) s'exprime comme Hom(e(X),R) # @ .
Elle se prolonge canoniquement en la relation T™ (¥) : Hom(F,R) # & sur

le topos C™

Remarque 8,2.1, Avec la notation introduite dans 8.1.1, pour un préfaisceau
F sur C, comme Hom(F,R) = Hom(a(F),R), la relation T(F) équivaut 2 la

relation T(a(¥)).

Définition 8.3. On appelle ouvert d'un U-topos E tout sous-objet de

l'objet fimal ep de E ; si X est un objet de E, on_appelle parfois ouvert

de X tout ouvert du topos induit E i.e. tout sous~-obijet de X,

/x

On_appelle ouvert d'un U-site C un ouvert du U-topos associé c™.

On notera que, les objets finaux de E étant canoniquement iso-

morphes, l'ambiguité introduite dans 8.3 par le choix de g

421

est inoffensive ;



- 123 - v

on peut aussi, de fagon plus intrins&que mais moins maniable du point de
vue pratique, définir les ouverts de E comme étant les sous-catégories
pleines R de E qui sont telles que la relation F € ob R pour un objet

F de E soit une relation de nature locale. De méme, les ouverts d'un
U-site C correspondent biunivoquement aux sous-catégories pleines de C
telles que la relation F € ob R pour un objet de C soit de nature locale ;
cette notion est donc essentiellement indépendante de 1'univers choisi U.
Enfin, en vertu de ce qui a été dit dans 8.2, une relation de nature
locale sur un topos (ou sur un site) est essentiellement la méme chose

qu'un ouvert dudit topos (ou du site).

8.4, Exemples d'ouverts,

8,4,1, Soit X un espace topologique, et interprétons Top(X) (2.1) comme
la catégorie des espaces étales sur X, Comme il est clair que les mono-
morphismes dans Top(X) sont les applications injectives, il s'ensuit

que les ouverts du topos T(X) s'identifient aux ouverts de 1l'espace X,
Plus généralement, les ouverts d'un topos Top(X,G) (2.4) s'identifient

aux ouverts de X invariants par 1l'action de G.

8.4.2. Les ouverts d'un U-topos E forment un ensemble U-petit (I 7,4 )
ordonné par 1'inclusion, admettant des sup quelconques et des inf finis.
Il admet 1l'objet initial (ou “objet vide") ¢E comme plus petit élément,
et l'objetr final ep de E comme plus grand élément, Ces deux éléments ne

sont identiques que si E est un "topos vide" (2.2),
8.4.3. Soit G un Monotde dans E, d'ol un topos B, (2.4), catégorie des

objets de E sur lesquels G opére a gauche. L'objet final es de BG est
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1'objet final e, de E avec opération triviale de G, On voit par suite

E
que l'ensemble ordonné des ouverts de BG est canoniquement isomorphe a la
catégorie des ouverts de E, En particulier, si E est le topos ponctuel

donc G est un monofde ordinaire, l'ensemble des ouverts de B est exac-
i G

tement formé de deux &léments, savoir ¢B et e

G G

8.4.4, 51 E est un topos de la forme C, olt C est une U-catégorie, alors

(8.1) 1'eusemble ordonné des ouverts de E est isomorphe a 1l'ensemble

ordonné des cribles de C.

8.4.5, Soit X un espace topologique sobre non discret, Montrer que TOP(X)
(2.5) a des ouverts qui ne proviennent pas d'ouverts de X, i.e, d'ouverts

de Top(X), par image inverse a 1'aide du morphisme canonique (4,10.1)

TOP(X) —> Top(X).

6.5, Exemples de relations de nature locale

Pour tout objet X du topos E , on désigne par F ——> FX le

foncteur de localisation j§ : E > E/X , Y vxX (5.2),

§.5.1, Soit u: F ~—> G un morphisme de E. La relation en 1'argument
X € ob E,
Uyt FX —> GX est un monomorphisme (resp. un épimcrphisme, resp. un
isomorphisme)
est une relation de nature locezle, En particulier, si G est un Groupe de E,

la relation GX est le groupe unité sur X " est de nature locale ; 1'ouvert

de E qui lui correspond est appelé le cosupport du Groupe G.
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8.5.2, Soient u, v: F =3 G deux morphismes de E, La relation en 1'argument
X € ob E

uy = vy FX — GX

est une relation de nature locale, En particulier, si G est un Groupe

de E, et u une section de G (4.3.6), la relation en X

la section du Groupe G, de E est nulle
Ux Pe & /X

est de nature locale ; l'ouvert de E qui lui correspond est appelé le

cosupport de la section u du Groupe G.

Remarque 8.5.3. Lorsque E=Top(X), le cosupport d'un faisceau en groupes G,
resp. d'une section d'un tel faisceau G, n'est autre que l'ouvert de X
complémentaire du support de G resp, du support de u dans la terminologie

classique [ TF].

8.5.4. Soit P(f) une relation en 1'argument f é fg C , C un site. Lorsque
dans C les produits fibrés sont représentables, on dit que la relation P(f)

est stable par changement de base (resp. stable par descente), resp. de nature

locale) sur le but (ou sur la base, ou "en bas'™) , si pour tout morphisme

f: X—>>Yde C, la relation en 1'argument Y' € op C/Y

"le morphisme f' : X' = XXYY' ——— Y' déduit de f par changement de
base par le morphisme structural Y' —— Y satisfait P(f') "

est stable par changement de base, resp. stable par descente, resp. est de

nature locale. Lorsque la topologie de E est définie 4 1'aide d'une prétopo-

logie, on dit que la relation P(f) est de nature locale sur la source (ou

"en haut") si pour tout morphisme £ : X ——> Y de C et toute famille
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(gi: X, —> X) de Cov(X}), la relation P(f) équivaut 2 la relation

icl
" P(fgi) pour tout i€I ". Lorsque Cov(X) est formée detoutes les familles
couvrantes de C, cette condition signifie donc aussi que la relation
en l'objet X' du site induit C/X

P(fg), ol g:X' —> X est le morphisme structural

est de nature locale. Noter que si la relation P(£f) est de nature locale

en haut, elle est a fortiori de nature locale en bas.

8.5.5 Prenons par exemple C=(Sch), catégorie des schémas € U, avec
la topologie fidélement plate quasi-compacte (SGA 3 IV 6.3) ou une
topologie moins fine. Alors chacune des propriétés suivantes d'un mor-
phisme est de nature locale en bas

surjectif, radiciel, universellement ouvert, universellement finie,
propre, quasi-compact, quasi-compact et dominant, homéomorphisme universel,
séparé, quasi-séparé, localement de type fini, localement de présentation
finie, de type fini, de présentation finie, un isomorphisme, un monomorphisme,
une immersion ouverte, une immersion fermée, une immersion quasi-compacte,
affine, quasi-affine, fini, quasi~fini, entier, plat, fidé&lement plat, net,
lisse, étale
(EGA IV 2.6.4, 2.7.1 et EGA IV 17,7.1). D'autre part, munissons (Sch) de
la prétopologie pour laquelle, pour tout schéma X € U, Cov(X) est formé
des familles de morphismes (fi:Xi —> X)iEI qui sont surjectives et telles
que les fi soient plats et localement de présentation finie, Alors chacune

des propriétés suivantes est de nature locale en haut

localement de type fini, localement de présentation finie, de type fini,
plat, net, lesse, étale.

(EGA IV 17.7.5, 17.7.7).
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Exercice 8,6. Soit f: E => F un morphisme de U-topos. Considérons la

. \ . . . .
relation en 1'argument X € ob F : le morphisme induit E/f*(X) - F/X
est une équivalence de topos. Prouver que cette relation est de nature

locale,

Exercice 8.7. (Partitions d'un topos, somme de topos). Soit E un U-topos.

Une famille (ei)iEI d'ouverts de E, i.e, de sous-objets de l'objet final

e de E, est appelée une partition de e (ou encore, du topos E) si le
morphisme canonique 1l e, —> e est un isomorphisme, i.e. (1T 4.6 2))
i€ -

si e est le sup des e, et si i#j implique eiﬂej = ¢E .

a) Montrer que pour que la famille (ei)iCI d'objets de E soit

une partition de E, il faut et il suffit que le foncteur
(8.7.1) E— JE
i /ei

défini par les foncteurs de localisation E —> E/e soit une équivalence
i
de catégories,

b) Soit réciproquement (Ei) une famille de U-topos, avec IE€U.

i€l
Prouver que E = |1 Ei est un U-topos (qui sera appelé le topos somme de
i€l
4 fami . ;s
la famille des topos (Ei)iél)' Définir une partition (ei)iEI de E et

des équivalences de catégories E/e ad Ei’ de telle fagon que les fonc~
teurs de projection E —> Ei s'identifient aux foncteurs de localisation

E —> E/e,‘

i
c) Soit E le topos somme de la famille des topos (Ei)iEI’ Montrer
que pour tout i€I le foncteur projection E —> Ei est de la forme u? , ou

(8.7.2) u,: Ei ~—> E
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est un morphisme de topos. Prouver que pour tout U-topos F, le foncteur

v —> (voui)iEI

(3.7.3) Homtop(E,F) —> ’J HomtoE(Ei,F)

est une équivalence de catégories,
d) Soit (ei)iEI une partition du topos E, Pour tout morphisme

de topos g: F —> E, la famille (fi) avec fi=g*(ei), est une partition

i€r’?

de F, et les morphismes induits g ¢ E/e —> F/f permettent de récons-
i i

tituer g (2 isomorphisme unique prés), le foncteur gt s'identifiant au

produit cartésien des foncteurs g? (compte tenu des équivalences du

type (8.7.1)). En conclure une description compléte de la catégorie

Bomtop(F,E), en termes des catégories de la forme HomtoE(F’,Ei), ol

F' est un topos de la forme F/f (f sommande directe de l'objet final

de F) et E, = E,
i /e,
i
e) En particulier, si F est connexe non vide (cf, 4.3.5) i.e,
si pour toute partition (fi)iEI de F il existe un i€I et un seul tel

que £, # ﬁF’ prouver que le foncteur canonique

(6.7.4) b ﬂgmpgR(F,Ei) —> Homtop(E)
i€l

déduit des morphismes de topos (8.7.2) est une équivalence de catégories,
Plus particuliérement, la famille des morphismes de topos (8.7.2) induit
une équivalence de catégories

AL Point(E) *—> point(E) .
icl
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f) Une partie I de l'ensemble des ouverts de E est appelée

une partition réduite de F si la famille identique (ei) indexée par

i€l

I est une partition,et si les ei sont # ﬁE . Montrer que la relation

de raffinement (I 4. 3, 2)entre partitions réduites fzit de 1'ensemble P
des partitions réduites un ensemble ordonné U-petit, tel que la borme
supérieure de deux éléments de P existe, On trouve ainsi un systéme

projectif strict (Ip) qui sera considéré comme un pro-ensemble et

pEP’
noté WO(E). On 1'appelle le pro-T  du topos E.

g) Prouver que ﬂO(E) pro-représente le foncteur

Th> £,8(T) = T(E,T;) : (U-Ens) —> (U-Ens)
associé au morphisme canonique f: E —> P de E dans le topos ponctuel
P (4.3). En particulier, pour que ce foncteur soit rveprésentable, il
faut et il suffit que ﬂO(E) soit essentiellement constant, i.e, iso-
morphe {en tant que pro-ensemble) i un ensemble "ordinaire", qui sera
noté encore WO(E). Pour que WO(E) soit réduit & un point, il faut et
il suffit que E soit'connexe non vide", Pour que ﬂO(E) soit vide, il

faut et il suffit que E soit le "topos vide" (2.2).

h) Supposons E quasi-compact, i.e. que tout recouvrement de son
objet final e admette un sous-recouvrement fini. Montrer qu'alors ﬂO(E)
est un ensemble profini, et peut s'identifier par suite {moyennant 1'équi-
valence de catégories bien comnue entre pro-objets de la catégorie -des
ensembles finis, et espaces compacts totalement discontinus) 3 un espace
compact totalement discontinu, qu'on notera également ﬂO(E).

i) Soit X un espace topologique, WO(X) 1'ensemble des composantes

connexes de X, considéré comme un pro-ensemble constant, Définir un mor-
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phisme canonique de pro-ensembles

(8.7.5) T (X}~ 7 (Top(X)) s

ou ce qui revient au méme, une application canonique
(8.7.6) (X)) ~—> EEELHO(TOp(X))

Montrer que le premier morphisme est un isomorphisme si et seulement si
X est homéomorphe 3 un espace somme d'espaces connexes (ce qui
est le cas en particulier si X est localement connexe),
j) Supposons que X soit un schéma quasi-compact, Prouver qu'alors
(8,7.5) est bijectif.
k) Etablir leYcaract2re fonctoriel” en X des morphismes (8.7.5)

et (8.7.6), en précisant pour commencer le sens de cette expression,

1) (Comparer 7.6 1)). Montrer que les deux conditions suivantes
sur le U~topos E sont équivalentes : (i) Le morphisme canonique de E dans
le topos ponctuel est "essentiel" (exercice 7,6 a)) i.e, le foncteur
Ik I de (U-Ens) dans E commute aux produits indexés par des ensembles € U,
) qui est

(ii) Pour tout objet X de E, le topos induit E,, a un ﬂO(E

/X /X

un ensemble ordinaire, i.e, X est isomorphe & la somme d'une famille d'objets

connexes de E. ~ On dit a2lors que E est un topos localement connexe

(comparer 2.7.5).

Exercice 8.8, (Morphismes dominants de topos). a) Soit f: E' —> E un

morphisme de topos. Montrer 1l'équivalence des conditions suivantes :
(1) f*(ﬁE.) = ﬁE (ot 0E’¢E‘ désignent les objets initiaux de

E,E').
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(ii) Pour tout objet X de E qui est "non vide" i.e, non isomorphe
a ¢E , £*(X) est un objet non vide de E'.

(ii') Comme (ii), avec X un sous-objet de 1l'objet final e, de E,
i,e., X un ouvert du topos E,

On dit alors quz le morphisme f de topos est dominant.

b) Soit f: X' —> X une application continue d'espaces topo-
logiques, d'oll un morphisme de topos Top(f) : Top(X') -> Top(X) (4.1).
Montrer que Top(f) est dominant si et seulement si f est dominant, i.e,
f{X') est dense dans X.

c) Montrer que si f: E'—> E est un morphisme '"conservatif" de
topos (6.4.0), i.e. tel que £* soit fidele, alors f est dominant. Montrer
que la réciproque n'est pas nécessairement vraie, méme pour un morphisme

—> E, olt U est un ouvert du topos E,{(Montrer que dans ct

de localisation E/U

ce cas f n'est conservatif que si U est 1'objet final de E (donc si f est
une équivalence de topos), et utiliser 1'exemple b).)
d) Soit f: X' —> X une fléche dans un topos E, On dit que £

est un morphisme dominant dans le topos E si le morphisme correspondant

des tonos induits E —> E/X (5.5.2 ) est dominant. Montrer que cette

/X!
propriété ne dépend que de 1'image f(X') de X' dans X, en tant qu'élément

de 1l'ensemble ordonné ouv(X) des sous-objets de X. Montrer que le mor-

phisme E/X' ——>-E/X est conservatif si et seulement si f est couvrant,
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9. Sous-topos et recollement de topos

9.1. Sous-topos et plongement de topos

Définition 9.1.1.

a) Un morphisme de topos f : F—E est appelé un plongement si le

foncteur fX : F— E est pleinement fidéle (i.e. si le morphisme

d'adjonction %

b) On appelle sous-topos d'un topos E une sous-catégorie stricte-

fx"+ idF est un isomorphisme).

ment pleine E' de E gui est un topos et tel que le foncteur d'inclusion

a : E'— E soit de la forme ix , o0 1 : E'— E est un morphisme de topos

(i.e. (3.1.1.) o admet un adjoint & gauche 1% qui est exact & gauche).

Le morphisme 1 (qui est détermind 3 isomorphisme unique prés) est alors

appelé le morphisme d'inclusion du sous-topos E' dans E

Remarque 9.1.2.

a) Il est clair que le morphisme d'inclusion d'un sous-topos est
un plongement, et qu'une sous-catégorie E' du topos E est un sous-topos
si et seulement si c'est 1'image essentielle d'un foncteur image directe
fx associé & un morphisme de topos g : F= E qui est un plongement.

b) Il résulte aussitdt des définitions qu'un morphisme de topos
f : F— E est un plongement si et seulement s ’il est isomorphe i un
morphisme composé

- TR SN

oll g est une &quivalence de topecs et 1 le morphisme d'inclusion d'un
sous-topos E' de E . Ce dernier est déterminé de fagon unique par les
conditions précédentes, comme 1'image essentielle de fx , et la facto-
risation précédente est également unique & isomorphisme unique prés.
Bien entendu, 11 y a lieu en pratique d'identifier, au moyen de g , F
au sous-topos E' de E (comparer IV 3.4.1.).

¢) Une équivalence de topos (3.4.) u : EE El définit de fagon
€vidente une bijection entre l'ensemble des sous-topos de E et 1l'ensem-

ble des sous-topos de E1 . En effet, Uy étant une équivalence de

431



133 Iv

catégories, établit une bijection entre l'ensemble des sous-catégories
strictement pleines de E et 1l'ensemble des sous-catégories strictement
pleines de El (a E' C E correspondant 1'image essentielle E{ de
U, \E'), et on constate aussitdt que E' est un sous-topos de E si et
seulement si E'l est un sous-topos de El . On peut donc, pour 1'étude
des sous-topos, se ramener au cas ol E est de la forme 6 , ou C est un
petit site. Dans ce cas, 11 résulte de II 5.5 gu'une sous-catégorie
strictement pleine E' de E est un sous-topos si et seulement si le fonec-
teur d'inclusion g : E' - E admet un adjoint & gauche qui est exact &
gauche (cela implique donc d&ja gue E' est un topos), et gue l'ensemble
de ces sous-topos est en correspondance biunivoque avec l'ensemble des
topologies T' sur C qui sont plus fines que la topologie donnée T de C,
en associant 3 toute telle T!' la sous-catégorie strictement pleine

(¢, T')" de C” , formée des faisceaux pour la topologie T' . Ceci mon-
tre en méme temps, pour tout U -topos E : une sous-catégorie stricte-
ment pleine E' de E est un sous-topos si et seulement si le foncteur
d'inclusion a : E' > E admet un adjoint 3 gauche qui est exact 3 gau-

che ; l'ensemble ordonné é(E) des sous-topos de E est 1L—petit, et

toute partie de @(E) admet une borne supérieure et une borne infé-

rieure.

d) Si E' et E" sont deux sous-topos du topos E , leur intersection
est un sous-topos de E . En effet, comme cette intersection est stric-
tement pleine, on est ramené au cas ol E est de la forme ¢~ . Avec les
notatiogs de b), E' et E" correspondent alors 3 deux topologies T' ,

T" sur C plus fines que T , et il suffit de voir qu'alors E'N E" est

la catégorie des faisceaux pour la topologie T"' borne supérieure de T'

et de T . Indiquons la démonstration de ce fait (qui aurait 40 figurer
en corollaire aprds ITI 4.4 ou II 5.5 !). Soit E"' la catégorie des
faisceaux pour T"!' , &videmment contenue dans E' et E" donc dans E'NE"
Soit, pour toute sous-catégorie pleine D de E, t(D) la topologie la

plus fine parmi celles pour lesquelles les éléments de D sont des
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faisceaux (II 2.2). Les inclusions E"'C E'N E"¢c &' , E" impliquent
évidemment t(E'), t(E") ¢ t(E'NAE") ¢ t(E"') , d'autre part on

a (IT 4.4.1) t(E') = T' , t(E") = T" , t(E"') = T"' , de sorte que les
inégalités précédentes et la définition de T"'! comme borne supérieure
impliquent que T"' = <¢(E'NE"), donc E'NE" < E"' , cqfd. Plus généra-
lement, cet argument montre que si T' est une topologle borne supérieure
d'une famille quelcongue de topologies (Ti), la catégorie E' des fais-
ceaux pour T' est l'intersection des catégories Ei de faisceaux pour

les Ti . On en conclut en particulier

Proposition 9.1.%. Soit E un topos. Alors pour toute famille de sous-

de E , 1l'intersection (,\ E. est un sous-topos de E

fopos (E;) ie T Bi

iel

Proposition 9.1.4. Soient i : E' - E un plongement de topos, et F un

topos. Le foncteur

(9.1.4.1.) f+>1i° f : Homtop (F,E') —— Homtop (F,E)

est pleinement fid€le, et son image essentielle est formée des morphis-

mes de topos g : F— E tels que 1'image essentielle de By soit contenue

dans celle de ix

Considérons en effet le diagramme commutatif évident

Homtop (F,E') —— Homtop (F,E)
I [

Hom (F,E') —— Hom (F,E) ,
ol les fléches verticales sont les foncteurs h H»hx , qui sont pleine-
ment fidéles par définition de Homtop (IV 3.2.). D'autre part la deu-
xiéme fléche horizontale G iX G est pleinement fidéle, puisque iX
1'est, donc il en est de méme de la premi&re flé&che horizontale. Reste
4 prouver la caractérisation de 1l'image essentielle de (9.1.4.1.). La
nécessité de la condition &tant &vidente par la formule (if)X = ix fx s
il reste & prouver que si 1l'image essentielle de Bae est contenue dans
celle de iX , 1.e. si on peut écrire By = fxi , avec fX : P > E' un
foncteur, alors g est dans 1'image essentielle de (9.1.4.1.). Il revient

=

au méme de dire que fx admet un adjoint & gauche qui est exact & droite.
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Or i1 est clair que fx admet gxiX comme adjoint & gauche, et ce fonc-

teur est exact & gauche, comme composé des foncteurs exacts 4 gauche gx
et ix , cqfd.

Pour une réciproque de 9.1.4., cf. exercice 9.1.6.

Prenant pour F le topos ponctuel (IV 2.2), on déduit en particulier
de 9.1.5.

Corollaire 9.1.5. Si f : E'— E est un morphisme de plongement de

topos, le foncteur correspondant

©.1.5.1.) Point (f) : Point (E')— Point (E)

est pleinement fidéle.

Exercice 9.1.6. (Plongements de topos et 2-monomorphismes).

Soit 1 : E'— E un morphisme de topos.

a) S1 F et G sont deux topos au-dessus de E' , définir (avec les
notations de 5.14 a) ) un foncteur canonigue
(9.1.6.1.) fr— fx i : Homtopp, (F, G) — Homtop . (F, @)

b) Supposons que 1, en tant que 1-fldche de la 2-catégorie des
V-U-topos (3.3.2.), soit un 2-monomorphisme, i.e. tel que pour tout U-
topos F qui soit élément de V , le foncteur (9.1.4.1.) soit pleinement
fidéle. Montrer gue pour tout couple de U-topos F, G (pas nécessaire-
ment € V ) le foncteur (9.1.6.1.) est pleinement fidéle.

¢c) Montrer que 1 est un plongement si et seulement si 1 est un

2-monomorphisme. (Pour la suffisance, appliquer b) & des topos induits

E'/X' et E'/Y' , et utiliser 5.14. c)).
d) Seit g : F— E un morphisme de topos, et supposons gque le
2
2-produit fibré (5.11) F' = Fx_E' existe (condition toujours vérifiée,

E

comme 1'a montré P. DELIGNE). Soit j : F'— F 1le morphisme de projec=-
tion. Prouver que si i est un plongement, il en est de méme de j
(Utiliser c¢), et noter que la stabilité& de la notion de 2-monomorphisme
par 2-changement de base est formelle). Dans le cas ou E' est un sous-
topos de E et 1 : E'——y E est le morphisme cancnique d'inclusion,
l'image essentielle de F' par jx (qui est un sous-topos de F qui ne
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dépend pas de 1'indétermination dans la construction d'un produit

2-fibré) s'appelle le sous-topos de F image inverse par g : F — E du

sous-topos E' de E

e) Avec les notations de la fin de d), choisissons comme produit
2-fibré le sous-topos de F image inverse du sous-topos E' de E . Soit X
un objet de F . Montrer que pour que X appartienne & F' , il faut qu'il
satisfasse la condition suivante : pour tout objet U de F , désignant

par gy F/U-—+ E le morphisme de topos induit par f, on a

Bug (X|U) € 0b BE' , o0 X [U = (X x U_2E2,U) est la "restriction de X
2 U ". (NB : On peut noter que si iU : F/U-—» F est 1'inclusion canoni=~

que, on a gy = gin , d'ol QUX(X\U) = gx(iUx(XlU)) = g¥(Hom(U,X)) ol

Hom(U,X) est 1'objet d&fini dans 10.1 plus bas).

Probléme Réciproquement, la conditicn précédente sur X est-elle suffi-
sante pour que X appartienne 3 F' 2 Il revient au méme de demander si la

sous-catégorie strictement pleine de F formée par ces objets X est un

sous-topos de F

f) Soient X un objet de E , X' = %030 , et 1 E — E

1
/X /X! /X
le morphisme de topos indult par 1 (5.10.1). Montrer que si i est un
plongement, il en est de méme de i/X . (Utiliser d) et 5.11). Récipro-
quement, si <Xu)a est une famille d'objets couvrant l'objet final, et si

pour tout a , i/Xu est un plongement, il en est de méme de 1

Exercice 9.1.7. (Sous-topos et ensembles multiplicatifs de flé&ches).

a) Soient i : E'-— E un morphisme de topos, S l'ensemble des fl&-
ches u de E telles que ix(u) soit un isomorphisme, et considérons le
foncteur canonique induilt par jf(cf.[?, Chap I] ou VI )

(9.1.7.1.) o1 E [571] — E

Montrer dque i est un plongement si et seulement si le foncteur pré-
cédent p est une &guivalence de catégories, et dans ce cas S admet un
calcul des fractions a gauche et un calcul des fractions & droite.
(Utiliser i2, Chap I 1.3.]). Dans ce cas, l'image essentielle de i_ se

*

retrouve 3 partir de S comme formée des X € Ob B tels que pour
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tout u : Y— Y' dans S Hom(u,X) : Hom (Y',X)—> Hom (Y,X) soit bijec-
tive.
b) Nous supposons désormais que 1 est un plongement. Montrer que
pour tout topos F, le foncteur
% r* 3* ¢ Hom (E',F)— Hom (E,F)
induit une équivalence entre la catégorie des ¥ provenant de morphis-
mes de topos £ : F— E' (i.e. exacts A& gauche et admettant un adjoint &
4 droite) et la catégorie des foncteurs gx : E— F provenant de mor-
phismes de topos g : F— E , et tels que gx transforme objets de S
en isomorphismes.
¢) Soit S une partie de F1 E , ol E est un U-topos. Montrer que S

est associé & un sous-topos E' de E par le procédé de a) si et seulement
si S satisfait aux conditions suivantes

ST 1) S contient les fléches inversibles, est stable par composition
et par changement de base.

ST 2) S1 un composé vu est dans S, alors u € S si et seulement si
v €3

ST 3) 831 u : X—> Y est tel qu'il existe une famille couvrante
Yi —Y , 1 €1, tel que u; o Xi = XxYYi—‘—-> Yi est dans S pour tout
i €I , alors u € S . Montrer gqu'on obtient ainsi une correspondance
biunivogue entre l'ensemble des sous-tcopos E' de E , et l'ensemble des
parties S de F1 E satisfaisant aux conditions ST 1), ST 2), ST 3).
(S &tant donné, luil associer une U-topologie T' , plus‘fine gue la topo-
logie canonique T de E , dont les familles couvrantes (Xi-—* X)ieI sont
celles pour lesquelles 1'inclusion X'« X de l'image des Xi est € S
Montrer que la catégorie des faisceaux pour T' est &quivalente & un sous-
topos E' de E , et utiliser II 4.4. pour prouver gque celui-ci redonne S.

d) Montrer que S est connu quand on connalt la partie S, de S for-

mée des monomorphismes. Montrer que 1l'application S+ S, é&tablit une

bijection entre l'ensemble des parties S de F1 E satisfaisant les condi-~

tions ST 1) & ST %) de c¢), et 1l'ensemble des parties de F1 E formées de
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monomorphismes et satisfaisant aux mémes conditions ST 1) & ST 3).

e) Soit (E!) la

i‘iel

famille des parties correspondantes de F1 E . Montrer que

une famille de sous~topos de E, et <Si)ieI
ie ISi satis-

=~

fait aux conditions ST 1) & ST 3) de c), donc correspond & un sous-topos

E' de E , et que ce dernier est le sous-topos engendré par les Ei , l.e.

la borne supérieure (cf. 9.1.2. c) ) des sous-topos Ei

) Soit A une partie de F1 E . Montrer qu'il existe une plus petite
partie S de Fl E parmi celles contenant A et satisfaisant aux conditions
ST 1) a ST 3), et que S correspond au plus grand sous-topos E' de E tel
que la partie multiplicative de F1 E correspondante contienne S . Mon-
trer que S est égale & la réunion des parties An (n>»0) de F1E , cons-

truitespar récurrence de la facgon suivante : A, = A, A est formée

n+l
des fldches u : X—> Y qui sont d'un des trois types sulvants (i) &
(iv)

(i) u est inversible, ou le composé de deux fléches de AL, ou
déduit par changement de base d'une fléche de An

(ii) u est l'un des facteurs d'une fl&che composée dont l'autre
facteur ainsi que le compecsé sont dans An

(iii) u est une somme d'une petite famille de fl&ches € A

(iv) Il existe un épimorphisme Y'— Y , tel que
ut ¢ X' o= XXYY'-——>Y' déduit de u par changement de base solt dans Arl

g) Avec les notations de e), solent A la réunion des Si , S la par-
tie de Fl1 E dé&duite de A par le procé&dé de f), et E!' le sous-topos cor-

respondant de E . Montrer que E' est 1'intersection (= borne inférieure)

des sous-topos Ei

Exercice 9.1.7.2. (Factorisation canonique d'un morphisme de topos).

Soit f:+ F——>E
un morphisme de topos. Montrer qu'on peut trouver une factorisation de

f, & isomorphisme prés, en

. .
(9.1.7.3.) P med R
ol f' est conservatif (i.e. (6.4.0.) rr¥ st conservatif, ou encore
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fidéle) et ol 1 est un plongement, et que cette factorisation est unique
a4 équivalence pré&s (cf. 9.1.4.)., Pour ceci, introduire ltensemble
Sf,c;Fl E des fléches u de E telles que fx(u) soit un isomorphisme,
prouver gque Sf satisfait aux conditions de 9.1.7. c¢), prendre pour E'

¥ par (9.1.7.1.), qui

le sous-topos correspondant de E , et définir f°
correspond 4 un morphisme de topos f' grice 3 9.1.7 b).
b) Le sous-topos de E défini par le plongement i est appelé le sous-

topos de E image du morphisme de topos f . Montrer que c'est le plus

petit des sous-topos E, de E tels que f se factorise, & isomorphisme

1
prés, i travers B, i.e. (9.1.4.) le plus petit des sous-topos de E
contenant 1l'image de fx (ou encore, l'image essentielle de fX ). Pour
que [ soit un plongement, il faut et il suffit que f induise une équiva-
lence ' de E avec son image ; pour que f soit conservatif, i1 faut et
il suffit que son image soit é&gale 4 E tout entier.

¢) Supposons que f = Top(fO) soit associé i une application conti-
nue d'espaces topologiques sobres fo ¢ ¥Y—X
(4.1.) Considérons la factorisation canonigque de f, en

’ .
Y #} Xt = fo(Y)i‘,X s

ol i, est l'inclusion. Montrer que la factorisation canonique de f

s'identifie alors 4 la factorisation correspondante

Top(f4) Top(io)
—_—

Top(Y) Top(X') e —222797, Top(X)
Soit Z le plus petit sous-espace sobre de X contenant X' = f£(Y) , i.e.
l'ensemble des points x de X tels gque {;} N X' soit dense dans {x} .(On

notera que Z = X' si les points de X sont fermés, ou si X' est une par-

tie constructible de X supposé localement noethérien). Alors f est con-

servatif, i.e. le sous-topos de E = Top(X) image de F = Top(Y) par

f = Top(f,) est égal 3 E lui-mBme, si et seulement si Z = X , i.e. si et
seulement si f(Y) est trés dense (EGA IV 10.13) dans X . Ceci précise
dans quelle mesure il est licite de regarder la notion de morphisme con-
servatif de topos comme la généralisation naturelle de la notion d'appli-

cation continue surjective d'espaces topolopgiques.
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d) Soit

un diagramme cartésien d'espaces topologiques. Si Y et X' sont des espa-
ces discrets, donc Y' discret, alors le diagramme correspondant de topos
est 2-cartésien (5.11). (NB. Pour un contre-exemple lorsque l'on ne
suppose plus Y, X' discrets, Y, X' &tant des sous-espaces de l'espace
séparé X, cf. 9.1.10. ¢)). En déduire un exemple d'un diagramme 2-carté-

sien de topos

tel que f soit conservatif, mais ' non conservatif, plus précisément

E' = topos ponctuel, F' = topos vide (2.2). (Prendre Y tel que 1'image

de Y dans X soilt trés dense et # X, et prendre X' rédult & un point qui
n'est pas dans l'image).

e) Soit (Ei) une famille de sous-topos d'un topos E . Prouver

i€t
que E est le sup des Ei si et seulement si la famille des morphismes de

plongement Ei——aE est conservative (6.4.0).

Exercice 9.1.8. (Sous-topos et points de E . Cas des espaces topologi-

ques) .

Soit E un topos.

a) Soit Z une sous-catégorie pleine de Point(E) (ou ce qui revient
au méme : une partie de Ob Point (E) ). Montrer que l'ensemble S(Z) des
flé&ches de E qui sont transformées en bijections par les foncteurs fi-
bre correspondants aux z€ Ob 7 satisfait aux conditions de 9.1.7. ¢),
et définit donc un sous-topos EZ de E . Montrer que celui-ci admet suf-
fisamment de points, et que Z est &quivalente i3 une sous-catégorie
pleine de EQ;EE(EZ) . Montrer qu'on peut obtenir par le procéd& précé-
dent tout sous-topos E' de E qui admet suffisamment de points. (Prendre

pour Z l'image essentielle du fonecteur (9.1.5.1.) ). Montrer gu'on
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obtient une bijection entre l'ensemble des sous-topos E' de E admettant
suffisamment de points, et un sous-ensemble de 1l'ensemble des sous-
catégories strictement pleines 7 de Point(E) quil sont stables par fac-
teurs directs (I 10.) et par petites limites projectives filtrantes

(cf. 7.3.). (Problédme : Quelles sont les sous-catégories de Point(E)
qu'on trouve ainsi ¢ C'est essentiellement, sous une autre forme, le
probléme déja soulevé dans 6.5.3., compte-tenu du dictionnaire 9.1.2.c).
Noter qu'en plus des conditions nécessaires signalées & 1l'instant, il y
a aussi des conditions plus subtiles sur la nature topologique de
Point(E), genre, sobriété, cf. e) ).

b) Soit (Zi) une famille de sous-catégories pleines de

ieT
Point(E) , et soit Z la sous-catégorie pleine réunion des Zi . Montrer
gque le sous-topos correspondant EZ défini en a) est le sous-topos de E

engendré par les E (Utiliser 9.1.7. e) ). En conclure que le sous-

Z s
1

topos de E engendré par une famille de sous-topos ayant suffisamment de
points, a également suffisamment de points.

¢) Soit f: E'—FE un plongement de topos. Montrer que l'applica-
tion U — £*(0)
(9.1.8.1.) Quv(E)~— Ouv(E")
est surjective, et en conclure que 1ltapplication
(9.1.8.2.) Point(E') — Point (E)
induite par f sur les classes d'isomorphie de points induit un homé&o-
morphisme de Point(E') sur un sous-espace de Point(E ) , pour les topo-
logies dé&finies dans 7.8. a). (Pour l'injectivitéd, utiliser 9.1.5.).

d) Soit f : X'~— X une application continue, d'ol un morphisme de
topos (4.1.)

Top(f) : Top(X')— Top(X)

Prouver que ce dernier est un plongement si et seulement si la topologie
de X' est image inverse par f de celle de X (i.e., lorsque X' est un
espace de Kolmogoroff, par exemple un espace sobre, si et seulement si

f induit un homéomorphisme de X' sur un sous-espace de X ). (Pour la
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nécessité, utiliser c), pour la suffisance, 9.1.7.2. c) ).

e) Soit X un espace topologigque sobre, et E = Top(X) . Utilisant
a) et d), €tablir un isomorphisme d'ensembles ordonnés X'Q—- EX' entre
l'ensemble des sous-espaces sobres X' de X (i.e., lorsque X est séparé,
entre l'ensemble de toutes les parties de X et 1l'ensemble des sous-
topos de E ayant suffisamment de points. Montrer que EX' est équivalent

a Top(X') . 38i (Xi) est une famille de sous-espaces sobres de X ,

ieT
montrer qu'il existe un plus petit sous-espace sobre X' de X contenant
les X! , &gal 3 la réunion des X! si I est fini ou X est séparé, et

i i

que EX' est le sous-topos de E engendré par les EX! . (Utiliser b)).
i

') Donner un exemple d'un topos E de la forme Top(X) , et d'un
sous-topos E' qui n'a pas suffisamment de points, et méme qui est non
vide (2.2.) sans points. (Prendre E de la forme G , E' = U™, ol U est
l'ensemble ordonné défini dans 7.4. Ou mieux, prendre l'exemple de 9.1.

10. b), qui montre qu'on peut prendre pour X n'importe quel espace com-

pact non vide sans point isoclé).

Exercice 9.1.9. (Cas des topos définis par un ensemble ordonné).

a) On utilise le yoga de 7.8. b) et c¢), donnant un dictionnaire
entre, d'une part les topos engendrés par leurs ouverts et les morphis-
mes de tels topos, dtautre part les ensembles ordonnées ayant des Sup
quelconques, des Inf finis et ol le Inf de deux €léments est distribu-
tif par rapport aux Sup quelcongues, les morphismes entre des tels en-
sembles ordonnés étant les applications croissantes commutant aux Inf
finis et aux Sup quelconques.

b) Soit E un topos, f : E'— E un plongement de topos. Montrer que
pour toute famille génératrice (Xi) i€T dans E , la famille (fx(xi))iEI
est génératrice. En dé&duire que si E est engendré par ses ouverts, il
en est de méme de E' (Utiliser 9.1.8. ¢) ).

¢) Soit f : E'— E un morphisme de topos engendrés par leurs
ouverts, associé A un morphisme g : O — 0O' sur les ensembles ordon-
nés correspondants. Montrer que f est un plongement si et seulement si
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g est surjectif, et g est surjectif sur les graphes des relations d;or—
dre, i.e. 1l'ordre de O' est quotient de celui de QO

d) Soit E un topos de la forme 0¥ comme dans a). Déduire de b) et
¢) une correspondance biunivoque entre l'ensemble des sous—topos de E ,
et l'ensemble des relations d'équivalence R dans 0 ayant les propriétés
suivantes, analogues aux conditions ST 1) & ST 3) de 9.1.7 ¢)

Q0 1) La relation R est compatible avec les Inf finis, ou encore
si U, U' sont &quivalents par R, il en est de méme de UV et U'NV pour
tout VEO

Q0 2) La relation R est compatible aux Sup quelconques, Ou encore
si Ui est équivalent 3 Ui pour tout 1i€I , alors Sup Ui est équivalent
a Sup Uf *

i i
Montrer que si des sous-topos Ei de E correspondent aux relations

d'équivalence Ri , alors le sous-topos engendré par les Ei correspond &

la relation intersection des Ri

Exercice 9.1.10. {Intersection de sous-espaces ; nouveaux topos sans

points ; non existence du complémentaire d'un sous-topos).
P p

Soient X un espace topologique, E = Top(X) = ouv(x)” (2.1).

a) Soit R la relation suivante sur Ouv(X) : (U, U') € R & UNU'
est dense dans Q et dans U' . Montrer que R est une relation d'équiva-
lence satisfaisant les conditions Q0 1) et Q0 2) de 9.1.9. d), et défi-
nit donc un sous-topos E' de E. Montrer gque pour un point x€X , le point
correspondant est dans 1l'image essentielle de Point (E') si et seule-
ment si x est Epais i.e. appartient a4 ltadhérence de 1l'intérieur de %
Montrer que E' est le topos vide (2.2.) si et seulement si X est vide.

b) Si X est sobre, montrer que la catégorie Point(E') est €quiva-
lente 3 la catégorie définie par le sous-ensemhle ordonné de X (pour la
relation de spécialisation) défini par les points épais de X . Montrer
que si les points de X sont fermés (resp. si X est noethérien) alors
les points &pais de X sont les points isolés de X i.e. tel que {X)

soit ouvert (resp. sont les points maximaux de X ). En conclure que si X
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est un espace topologique séparé non vide sans points isolés, alors le
sous-topos E' de E = Top(X) est un topos non "vide" qui n'a pas de points.

¢) Soit X' une partie de X , et E le sous-topos de E associé 3§ X'

XV
par le procédé 9.1.8. a). Montrer que si X' est dense, alors EX' con-

tient E' . Montrer que si X est sobre et si X' et X" sont deux parties

sobres de X , leur intersection X'M X" est sobre et EX'

(

(\X"CEX' nEXH b

et que l'inclusion peut &tre stricte X).(Prendre un espace séparé X

non vide admettant deux parties disjointes denses X' , X" ). Montrer
que l'inclusion précédente est une &galité si et seulement si le sous-

topos EX,(W E a assez de points. Montrer gu'il en est ainsi si X'

XH

ou X" est une partie localement fermée de X

d) Soit X' une partie de X , et X" le complémentaire de X' . Un
sous-topos F de E contient les %X}pour xEX" si et seulement si il

contient E (ef. 9.1.8. b) ). En conclure que si X" est rfunion de par-

XH

ties localement fermées de X (par exemple si les points de X" sont fer-
més), alors l'ensemble des sous-topos F de E dont l'intersection avec

E est le sous-topos vide Top(®) ne contient un plus grand &lément

X!

(qui mérite alors le nom de sous-topos de E complémentaire faible de

EX' ef. 9.1.1%.), que si EX,(\ EX" est le sous-topos vide (condition
qui n'est pas satisfaite si X # @ et si X' et X" sont tous deux denses
dans X , X, X', X" &tant sobres, cf. ¢) ). Montrer que lorsque cette
condition est en dé&faut, alors dans l'ensemble ordonné des sous-topos
de E , le Inf de deux &léments n'est pas distributif par rapport aux
Sup quelconques. (Le rédacteur ignore s'il est distributif par rapport

aux Sup finis ; cf. cependant 9.1.11.e) et 9.1.12. 4) ).

Exercice 9.1.11. (Sous-topos des topos localement noethériens. Cas des

espaces noethériens).

a) Soit f : E'—>E un plongement de topos. Montrer gue si X est

un objet prénoethérien de E (i.e. (VI 1.) toute suite croissante de

(%) Voir cependant 9.1.11. b) ci-dessous pour le cas X localement
noethérien,
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sous-objets de X est stationnaire) alors X' = fx(X) est un objet pré-
noethérien de E' . (Introduisant les topos induits E}X' et E/X , et
utilisant 9.1.6. e), se ramener d'abord au cas ol X est l'objet final e
de E , donc X' est l'objet final e' de E' . Noter ensuite que toute
suite croissante de sous-objets de e' définit, par application de fx s
une suite croissante de sous-objets de fx(e') = e ). En conclure que si
E admet une familie génératrice formée d'objets prénoethériens (resp.
g1 E est un topos noethérien, resp. localement noethérien (VI 2.)) alors
E' satisfait 3 la méme condition. {(Utiliser 9.1.9. b) ).

b) Soit E un topos localement noethérien (VI 2.). Montrer que tout

sous~topos de E est de la forme E, (9.1.8. a)), pour une sous-catégorie

Z
pleine convenable Z de Point(E) . (Utiliser a) et le théoré&me de DELI-
GNE que tout topos localement noethdrien admet suffisamment de points).
En conclure que si E est de la forme Top(X) , ol X est un espace topo-

logique sobre localement noethérien, alors Z+—>E, est un isomorphisme

Z
de 1l'ensemble ordonné des sous-espaces sobres de X , avec l'ensemble
ordonné des sous-topos de X . (Utiliser 9.1.8. e) ). L'intersection de
sous-espaces sobres Zi (est nécessairement sobre et) définit 1l'inter-
section des sous-topos EZ. (contrairement & ce qui peut se passer dans
le cas général (9.1.10. c%).

¢) Soient X un espace sobre localement noethérien, X' une partie
de X , X" son complémentaire. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes

(i) X' est constructible.

(ii) X' et X" sont sobres.

(1ii) X' est sobre, et le sous-topos By, & Top(X') de E = Top(X)
admet un sous-topos "complémentaire" (cf. 9.1.13. e).

(iv) L'intersection des sous-topos Ey, = Top(X') et EX"==TOP(X")<E E
Top(X) est le sous-topos "vide" de E.

Montrer que si E' et E" sont deux sous-topos de E , ils sont com-

plémentaires faibles si et seulement si ils sont complémentaires (9.1.13.
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d) Soit X un espace sobre noethérien. Montrer 1'éguivalence des
conditions suivantes

(i) Tout sous-espace sobre X' de X est constructible, i.e. (e¢) )
son complémentaire est sobre.

(1 bis) Pour tout point maximal x de X , X - {x} est sobre, i.e.
{x} est constructible.

(ii) X est fini.

(iii) Tout sous-topos de Top(X) admet un sous-topos complémentaire
(ef. 9.1.13.).

(iv) Dans l'ensemble ordonné des sous-topos de Top(X) , le Inf de
deux €léments est distributif par rapport aux Sup gquelconques.

(Utiliser l'argument de $.1.10. d), grice & la formule d'intersec-
tion prouvée en b) ).

e) Soit X un espace localement noetherien. Montrer que dans 1'en-

semble ordonné des sous-topos de Top(X) le Inf de deux &léments est

3
distributif par rapport aux Sup finis. (Se ramener au cas X sobre, et
utiliser b) ).

) Pour tout sous-espace sobre Z de l'espace sobre localement

noethérien X , soit TZ la topologie sur la catégorie Ouv(X) des ouverts

de X pour laquelle une famille d'inclusions Ui-—*U est couvrante si
et seulement si on a UNZ = L}Ui{\z . Montrer que Z k—ﬁTZ établit une
bijection (renversant les rélations d'inclusion) entre l'ensemble des
sous-espaces sobres 7 de X , et l'ensemble des topologies sur Ouv(X)
plus fines que la topologie canonique TX . (Utiliser b) et 9.1.2. ¢c) ).
g) Soit X un espace topologique sobre. Une partie X' de X est sobre
si et seulement si son complémentaire est réunion de parties localement
fermées ; si X est localement noethérien, cela signifie aussi que X' est
"proconstructible" (EGA IV 1.9.4). Montrer qu'il existe sur X une topo-

logie T , de telle facgon que les parties fermées de

cons'

Xoonst - (X, Tcons') solent les parties sobres de X . Supposons désor-

mais X localement noethérien, X n'est donc autre que l'espace

cons'
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Xcons de EGA IV 9.1.13. DEduire alors de b) et ¢) que 1l'ensemble ordonné
I des sous-topos de Top{(X) est isomorphe i l'ensemble ordonné des par-

ties fermées de X

cons ? et dans cette correspondance, les sous-topos

admettant un complémentaire correspondent aux parties 3 la foils ouver-
tes et fermées de XCons . Montrer que X est localement compact, et gqu'il
est compact si et seulement si X est noethérien i.e. le topos Top(E)

est noethérien.

h) Soit E un topos localement noethérien. Supposons qu'il ait la
propriété envisagée dans 9.1.14. b) (condition peut-&tre toujours rem-
plie ... ). Montrer que les images essentielles des foncteurs canoni-
ques Point(E')— Point(E) , ol E' parcourt l'ensemtle I des sous-topos
de E , définissent dans 1l'ensemble X = Point(E) des classes d'isomorphie
de points de E un ensemble de parties, quil est l'ensemble des parties
fermées pour une topologie Tcons sur X , et qu'on obtient de cette fagon
un isomorphisme d'ensembles ordonnés entre 1l'ensemble I des sous-topos

de E et 1l'ensemble des parties fermées de X En conclure que dans

cons
LI , le Sup de deux E€léments est distributif par rapport aux Inf guel-
congues. Montrer que Xcons , qui n'est pas nécessairement U-petit, a

un espace sobre associé (4.2.1.,) gui est U-petit.

Exercice 9.1.12. (Topos finis). Un topos E est dit fini s'il est équi-

~

valent 3 un topos de la forme C , avec C une catégorie finie.

a) (Dictionnaire). Scit V un univers tel que U€V . Soit (Karfi-
ness) la 2-catégorie d&finie comme 2-sous-catégorie pleine de la caté-
gorie (Cat)v , formée des catégories &€léments de V , quil sont Karoubien-

nes et Equivalentes 3 une catégorie finie et (Topfin) la 2-catégorie

définie comme la 2-sous-catégorie pleine de (V-U-Top) (3.3.1.) formée
des U-topos finis qui sont € V . Montrer qu'on a des 2-&quivalences
quasi-inverses l'une de 1l'autre

(9.1.12.1.) Cr— 6 : (Karfiness) — (Topfin)
(9.1.12.2.) Er—Point(E) : (Topfin) — (Xarfiness)

(Utiliser 7.6. h), e) ).
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b) Montrer qu'un topos fini est noethérien (VI 2).

¢) Montrer que tout sous-topos d'un topos fini E est un topos fini.
Plus précisément, si E est &quivalent & 6 , ol C est une catégorie ka-
roubienne finie (ou, plus généralement, &quivalente 3 une catégorie fi-
nie), montrer qu'on obtient un isomorphisme ordonné entre l'ensemble
des sous-topos E' de E et l'ensemble des sous-catégories strictement
pleines C' de C qui sont karoubiennes (ou, ce qui revient au méme, sta-
bles dans C par facteurs directs), en associant 3 toute C' 1l'image
essentielle de f : 6'——a 6 , ol £ ¢ C'——C est le foncteur d'inclusion.
(Utiliser 5.6. pour s'assurer que fx est pleinement fidéle, et b) et 9.
1.11. b) pour le fait que tout sous-topos E' de E s'obtient comme indi-
qué).

d) Soit E un topos fini. Construire sur l'ensemble fini X =Point(E)
des classes d'isomorphie de points de E une topologile qui en fasse un
espace topologique sobre, et telle que l'ensemble ordonné des sous-topos
de E soit canoniquement isomorphe & l'ensemble des parties fermées de X.
(Prendre la "topologie constructible" <fcons de X , définie via la rela-
tion d'ordre (x € y) > (x est un facteur direct de y), pour laquelle
1'adhérence d'un point x est formée des y tels que y € X ). En parti-
culier l'ensemble & des sous-topos de E est fini, et le Inf y est dis-
tributif par rapport aux Sup quelcongues.

e) Soit C une catégorie &quivalente 3 une catégorie finie. Montrer
que pour toute sous-catégorie pleine C' de C , il existe sur C une topo-
logie TC' pour laquelle une famille (Xi-——ax)ieI est couvrante si et
seulement si pour tout Y€Ob C' , la famille des applications
Hom(Y,Xi) — Hom(Y,X) (1i€I) est surjective. Montrer que la catégorie

des faisceaux sur (C,TC,) est équivalente & C' , et que CY+——T est

C(
une bijection (renversant les relations d'ordre) entre 1'ensemble des
sous-catégories strictement pleines C' de C qui sont karoubiennes (ou,

ce qui revient au méme, stables dans C par facteurs directs), et l'en-

semble des topologies (II 1.1) sur la catégorie C . (Utiliser c) et
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9.1.2. ¢) ). En particulier, si C est un site dont la catégorie sous-
jacente est équivalente i une catégorie finie, alors le topos ¢~ est un
topos fini.

f) Soit f : C'——C un foncteur de U-catégories, avec C &quivalente
& une catégorie finie. Montrer que le morphisme de topos E : 6'—-9 6
(4.6.) est conservatif si et seulement si tout objet de C est isomorphe
& un facteur direct d'un objet dans 1l'image de f . (Se ramener au cas oil
f est une inclusion f : C'4¢—C , avec C' comme dans c) ).

g) Soit C la catégorie ayant deux objets e (l'objet final) et a ,
et, en plus des fléches identiques, trois fléches f : a—e , g : € —>a,
p = gf (donc p?® = p ). Montrer que E = E a, en plus des sous-topos E
et Top(@), exactement un sous-topos E' , savoir E' = fg? ; par suite,

pour tout sous-topos E" de E , E" £ Top(@) , on a E'/V E" # Top(d).

Exercice 9.1.13. (Sous—topos complémentaires d'un topos).

Soient E un topos, E' et E" deux sous-topos. On dit que E!' et E"

sont complémentaires 1l'un de 1l'autre si E'NE" = Top(®), EWE"=E . Ol le

signe Vv désigne le 3up dans l'ensemble ordonné des sous-topos de E ).

On supposera que dans l'ensemble I des sous-topos de E , le Inf de
deux €léments est distributif par rapport au Sup fini.

a) Si E' et E" sont complémentaires, E" est le plus grand parmi les
sous-topos E{ de tels gque E'N E{ = Top(®) (i.e. E" est un complémentaire
faible de E' , dans la terminologie de 9.1.10. 4d) ).

b) Montrer que les conditions suivantes sur E sont équivalentes

(i) Si E*' et E" sont deux sous-topos de E tels que E" soit un com-
plémentaire faible de E' , alors E" est un complémentaire de E!

{(ii) Pour tout sous-topos E' de E tel que E' # E , il existe un
sous-topos E" de E tel que E" # Top(@) et E'OVE" = Top(®)

(1 bis) Si E' et E" sont deux sous-topos de E tels que E" soit ma-
ximal dans 1'ensemble des sous-topos Ej tels que E'NE! = Top(®) , alors
E" est un complémentaire de E

Montrer que méme si E est un topos fini (9.1.12.),
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ces conditions ne sont pas nécessairement vérifiées (9.1.12. g) ). Elles
le sont cependant si E est de 1la forme Top(X) , X un espace localement
noethérien. (Utiliser 9.1.11. b) ).

¢) Un sous-topos E' de E est appelé complémenté s'il admet un com-
plémentaire (comparer 9.1.12. c¢) ). Prouver que l'ensemble des sous-
topos complémentés est stable par Inf et Sup finis, et par complémenta-
rité, et que cette derniére transforme Inf et Sup, Sup en Inf.

d) Enoncer les duals des observations a), b), c¢) (qui &taient en
fait des énoncés généraux triviaux sur un ensemble ordonné abstrait>;
noter que l'hypothése faite sur 2 est en fait autoduale).

9.1.14., Questions ouvertes. Soit E un topos.

a) Dans l'ensemble des sous-topos de E , le Inf de deux &léments
est-1il distributif par rapport aux sup finis ?

b) Soient E' , E" deux sous~topos de E tels que E = E'yv E" . Alors
est-il vrai que tout point de E est isomorphe & 1l'image d'un point de
E' ou d'un point de E" ?

On notera que si la réponse a4 b) est affirmative pour E et tous ses
sous-topos, alors la réponse 3 a) est affirmative du moins pour le cas
de sous-topos ayant suffisamment de points (donc pour tous les sous-
topos, si E est localement noethérien (9.1.11. b) ). La réponse & a)(et,
a fortiori & b) ), n'est pas connue cependant pour tous les topos noe-
thériens. Cependant la réponse 3 a) et b) est affirmative si E est de la
forme Top(X) , X est espace localement noethérien (9.1.11.), ou si E est
un topos fini (9.1.12.).

On notera que a) peut se reformuler sous la forme suivante (appli-
quée i tous les sous-topos F de E )

a') Si E' et E" sont deux sous-topos d'un topos F , tels gue le
morphisme canonique (cf. 8.7. b) )

(9.1.14.1.) E' L E"—>F
soit conservatif (ce gul signifie aussi E = E'v E" (9.1.7.2. e) ), alors

il en est de méme pour le morphisme déduit par 2-changement de base
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Fl<;—>F s Ol Fl est un sous-topos de F

On a une reformulation analogue b') de b), en prenant un change-
ment de base F; — F par un topos ponctuel F, (2.2.). On voit donc qu'
une réponse affirmative & a), b) résulterait d'une réponse affirmative
4 la question suivante (ol on prend pour F n'importe quel sous-topos de
E )

¢) Si E' et E" sont deux sous-topos du topos F , dont le sup soit
F i.e. tel que le morphisme de topos (9.1.14.1.) soit conservatif, alors

ce morphisme est-il m@me universellement conservatif, i.e. reste-t-il

conservatif aprés tout 2-changement de base Fl —>F ?

Cet &noncé a un sens, grice au résultat de DELIGNE ( ) affir-
mant l'existence des 2-produits-fibrés de topos. Voir cependant 1'exem-
ple 9.1.7.2. 4).

D'autre part, on voit par 9.1.11. h) qu'une réponse affirmative &
b) fournirait dans le cas localement noethérien une réponse affirmative
3 la question suilvante

d) Dans l'ensemble ordonné 3% des sous—topos de E , le Sup de deux
gléments est-il distributif par rapport aux Inf guelcongues (pas néces-
sairement finis) ?

Cela signifie aussi que © s'interprdte comme l'ensemble ordonné

~

des "sous-topos fermés" d'un topos convenable E (savoir ©°% , ol

cons'

lt'ensemble ordonnéd opposé £ de ¥ , considéré comme une catégorie,

est munie de sa topologie canonique, c¢f. 7.8.b) ), qui est engendré par

les sous-objets de l'objet final, donc est trés proche d'un espace topo-

=

logique ordinaire. Il resterait a& &tudier ce topos E en s'inspi-

cons' ?
rant des exemples 9.1.11. g) et 9.1.12. d), et notamment & déterminer
s'il est noethérien si E 1'est, ce qui revient & la question suivante
pour les sous-topos F de E, qui a un sens ind8pendamment de d)

e) Soient F un topos noethérien, (Ei) une famille de sous-

ielI
topos de E dont 1'intersection soit Top(®) . Alors existe-t-il une sous-

famille finle ayant la mé&me propriété 2

Dans un ordre d'idées assez différent, rappelons &galement la
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gquestion soulevée dans (9.1.6 e)), qui mériterait d'étre &claircie.

9.2. Cas des sous=-topos ouverts.

(9.2.1) Soit U un ouvert d'un topos E , i.e. un sous objet de 1l'objet
final e de E (8.3). Considérons le morphisme de localisation (5.2)

(9.2.2) J — 3 U

By

Comme U — e est ici un monomorphisme, le foncteur Jj, (qui s'interpréte

comme le foncteur oubli) est pleinement fidéle, donc son biadjoint jX

l'est également (1.5.7 a)). En d'autres termes, le morphisme de locali-

sation Jj (9.2.2) associé & un ouvert U du topos E est un plongement

de topos (9.1.1 a)).

Un plongement de topos F-— E est appelé un plongement ouvert s'il est

isomorphe au plongement de topos défini par un ouvert U de E. Un sous-

topos E' (9.1.1. b)) de E est appeld un sous-topos ouvert s'il est

défini a 1l'aide d'un ouvert de E, i.e. si le morphisme d'inclusion
canonique E'—5 E est un plongement cuvert. On notera que 1l'ouvert U de

P

E assnrci® & un plorgement ouvert de topos j: E'— E est déterminé de
facon unique comme égal au sous-objet j!(e') de e, ou e' désigne 1l'objet
final de E'. Par suite, on trouve une correspondance biunivogue entre
ouverts U de E et sous-topos ouverts de E.
Remarque 9.2.3. Conformément aux définitions précédentes, le sous-topos
ouvert de E associ& 3 l'ouvert U de E est la sous-catégorie strictement
pleine de E image essentielle du foncteur image directe

j*: E/U—>E
On se gardera de confondre cette sous-catégorie de E avec la sous-caté
gorie strictement pleine, image essentielle de j! , formée des objets
X de E tels que le morphisme structural X_—s,e se factorise par U. Il est
clair cependant gue ces deux sous-catégories se d&terminent mutuellement,
et gu'elles sont canoniquement équivalentes. C'est pourquoi certains
auteurs ont pu &tre tentés d'appeler (voire, ont pu appeler) '"sous-topos
ouvert défini par U" la sous-catégorie strictement pleine image essen-

tielle de j, , dont la description en termes de U est plus simple gue
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celle de 1l'image essentielle de j* . Cette terminologie ne présente pas
d'inconvénient tant qu'on ne se propose pas d'8tudier d'autres sortes
de sous-topos que des sous-topos ouverts. Comme ce n'est pas notre cas,
nous ne suivrons pas icil les auteurs sus-mentionnés.

Pour la commodité du lecteur, nous allons résumer les propriétés
spécilales les plus importantes des plongements ouverts

Proposition 9.2.4. Soit

iU — E

un plongement ouvert de topos (9.2.1). Alors le foncteur j, adjoint &

gauche de j* existe, de sorfe qu'on a une suite de trois foncteurs ad-

joints
SN LN
Sl
—
i 2 E
De plus

a) Le foncteur j, et le foncteur ji sont pleinement fidéles.

b) Le foncteur j, commute aux produilts fibrés, aux produits indexé&s

par des petits ensembles I # © , et aux limites projectives relatives

3 de petites catégories d'indices co-filtrantes (1.2.7).

c) Pour tout objet X de E, le morphisme d'adjonction

j!j*(x)qx

est un monomorphisme.

Démonstration. On peut supposer que j est le morphisme de localisa-

tion défini par un ouvert U de E. Alors a) e€st mis pour mémoire, b) pro-
vient de 1l'interprétation de j, comme un foncteur oubli et du fait que
U— e est un monomorphisme. Enfin c) est immédiat en notant gque le mor-
phisme envisagé n'est autre que le morphisme dé&duit de l'inclusion

U—e par le changement de base X—e, compte tenu gue par changement de
base un monomorphisme est transformé en monomorphisme.

Remarques 9.2.4.1 On peut trouver des plongements de topos J:E'—s E
tels que j! existe, mais que j! ne commute pas aux produits de deux

objets, ni aux limites projectives cofiltrantes (exercice 9.5.9 c)).
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9.2.5. 8Soit maintenant

24 E'-—a E
un morphisme de topos quelconque, et soit U' = gx (U) l'image inverse

de l'ouvert U de E. On a vu dans 5.11 que le diagramme de topos

It 1
R/, "
Sy 28

B/, —i— "
est 2-cartésien. On en conclut en particulier que 1'image inverse par
g d'un sous-topos ocuvert de E (cf. 9.1.6 d))est un sous-topos ouvert
de E', ou ce gui revient au méme, que la notion de plongement ouvert
de topos (9.2.1) est stable par 2-changements de base dans la 2-caté
gorie des U-topos (é&léments d'un univers donné V).

Notons aussi gue pour gque le morphisme de topos g: E'—S E se facto-
rise, & isomorphisme prés, par J: E/U——aE, il faut et 11 suffit évidem-
ment que J' : E'/U,——>E' soit une équivalence de catégories, ce qui
signifie encore gue 1l'inclusion U—se' (=objet final de E') est un
isomorphisme. Ceci précise donc 9.1.4 , en caractérisant de facon simple
1'image essentielle du foncteur envisagé dans loc. cit.

9.2.6. Appliquons 9.2.5 au cas ol E' est de la forme E/V ,oll V est un
deuxiéme ouvert de E, g &tant le morphisme de localisation. Alors
U' = UNnV , et on trouve que le produit 2-cartésien de E/U et E/

V sur

E s'identifie & E

L Un T On en conclut qu'une intersection finie de sous-

topos ouverts de E est un sous-topos ouvert de E, plus précisément

l'application (9.2.6.1)
Upr—s sous-topos de E défini par U
commute aux intersections finies.
Exercice 9.2.7. Prouver que l'application (9.2.6.1) commute également

aux Sup gquelcongues. (Utiliser 9.1.7.2 e)).
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9.3. Construction du sous-topos fermé complémentaire d'un sous-topos

ouvert.
9.3.1 Soient T un espace topologique, et U un ouvert de T , de sorte
que Top(U) s'identifie 3 un sous~topos ouvert de Top(T ) (notations de
2.1). Soit Y le sous-espace topologique ferm& de T complémentaire de U
On peut alors, (3 &guivalence prds) considérer Top(Y) comme un sous-
topos de Top (T ), savoir le sous-topos formé des objets F de Top(T )
dont la restriction & U est le topos final de U. Cette description d'une
sous-catégorie de E=Top(T ) garde un sens chaque fois gqu'on a un topos
et un ouvert U de-celui-ci, et on verra qu'elle fournit toujours un
sous-topos de E. De plus, il est immédiat dans le cas particulier en-
visagé d'abord (et avec la terminologie introduite dans l'exercice
9.1.13) que Top(Y) et Top(U) sont des sous-topos complémentaires 1'un

de l'autre (utiliser 9.2.5 et 9.1.7.2 e)). Il en sera encore de méme
dans le cas général, et nous verrons que cette propriété caractérise

de fagon unique le sous-topos envisagé. I1 mérite donc & tous points

de vue, le nom de sous-topos fermé complémentaire de l'ouvert envisagé U
ou du sous-topos ouvert d&fini par U. Le d&tail de la construction de

7 g

ce topos x

, et du foncteur image inverse 1 E—»% , sera donné dans
la présente section, tandis gque la section 9.4 en développera les
premiéres propriétés.
9.%.2. Solent donc, comme 9.2.1 , E un topos, U un ouvert de E, et
considérons le morphisme de localisation
(9.3.2.1) i W= Ey—E
gqui est un plongement ouvert.
Pour tout objet X de E, posons
(9.3.2.2) Xeu = Uﬁx ,
ol l'amalgamation est faite pour les projections canoniques
pro: UxX— U , pr, UxX 5 X

On a donc un diagramme cocartésien (I 10) dans E, dépendant fonctoriel-
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lement de X:
pro,

UxX — X

(9.3.2.3) pry

XCU

y —— 5

On notera que dans 1l'exemple envisagé dans 9.3.1 , XCU est canonique-
. S a L% < s . .

ment isomorphe & 1gt (X) (ol i: Y_5T est 1'inclusion), et X__,XCU

s'identifie au morphisme d'adjonction.

Proposition 9.3.3. Avec les notations précédentes, on a ce qui suit

a) Pour tout objet X de E, les conditions suivantes sont &quivalen-

tes

(1) I1 existe un objet Y de E et un isomorphisme Xﬁ:%:U

(ii) Le morphisme canonique XE;XCU est un isomorphisme.

(1ii) Le morphisme canonique prg:XxU__,U est un isomorphisme (i.e.

i* (X) est un objet final de B/

b) Pour tout morphisme

m: E_5 X!

dans E, les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Le diagramme

X —— X'

L

v —— *'eu

est cartésien.

(ii') Le morphisme mxid[J : XxU—X'xU est un jsomorphisme, i. e

j* (m) est un isomorphisme.

¢) le foncteur
X—_aXCU

=~

de E dans E est exact 3 gauche, transforme les familles épimorphiques en

familles épimorphiques, commute aux limites inductives filtrantes
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et aux sommes amalgamées.

Démonstration. On démontre d'abord la proposition dans le cas ol E est

de la forme 6, ol C est une petite catégorie, et pour cela on est rame-
né par I.3.1 au cas ol E est le topos "ponctuel" (Ens), ol la proposi-
tion est évidente. On passe de 13 au cas général par les procédés stan-
dard de II 4, par utilisation du foncteur "faisceau associé™.

Proposition 9.3.4 : Avec les notations de 9.3.2 , la sous-catégorie

strictement pleineggg E définie par les sous-objets X de E tels que

jx(X) soit un objet final de U (cf. 9.3.3 a)) est un sous-topos de

E, 1..(9.1.1. )) c¢'est un topos,et le foncteur d'inclusion ix:g1_4 E

est _le foncteur image directe par un morphisme de topos i : 52_4 E, dont

le foncteur image réciproque est le foncteur Xp— 1¥x= XCU . Le morphisme

d'adjonction X——aixixx est le morphisme canonigue KXoy de (9.%.2.3)

Démonstration : Pour tout objet X de E, désignons par u(X)le morphisme

canonique X-aXCU. Le morphisme u(X) est fonctoriel en X et pour tout

objet X , u(XCU) est un isomorphisme. Il résulte alors formellement et

trivialement de ces deux propriétés que le foncteur i¥est adjoint & gauck
au foncteur ix et que le morphisme d'adjonction est u(X). Comme le
foncteur X‘_’XCU est exact a gauche, le foncteur i* est exact & gauche.
I1 résulte alors de II 5.5 que gest un topos, et de la définition 3.1

que le couple (ix s ix) est un morphisme de topos.

9.3%3.5. Le sous-topos J de E déerit dans 9.3.4 est appelé le sous-topos

fermé de E complémentaire de 1'ouvert U de E, ou {(au choix) du sous-

topos ouvert de E correspondant 4 U. Conformément 2 9.1.1 b), le mor-

. . g . _ . .
phisme 1:7— 3 E construit dans 9.3.4. est appelé le morphisme d'inclu-

9

sion. Une sous-catégorie pleine de E est appelé un sous-topos fermé

de E s'il existe un ouvert U de E tel que gfsoit le sous-topos fermé
complémentaire de U. On notera que cet U est déterminé de facgon unigque
comme ix(QF)’ ol 94 est l'objet initial de g/, égal 3 iK(QE) ; on

l'appelle aussi 1l'ouvert de E complémentaire du sous-topos fermé ip
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et le sous-topos de E défini par U s'appelle aussi le sous-topos ouvert

de E complémentaire defj . Enfin, un plongement de topos (9.1.1 a))

i:FSE est ait plongement fermé& si le sous-topos correspondant de E est

fermé.

Si Gest un Groupe sur E , s € Hom(eE,G) , on appelle support de ¢
(resp. de S) le sous-topos fermé de E complémentaire de 1l'ouvert
cosupport de G (resp. s) (8.5.1, 8.5.2).

9.3.6. Avec les notations de 9.%.2. et 9.3.4. on trouve donc deux

morphismes de topos

(9.%3.6.1) U_d, & i g,
définissant cing foncteurs formant deux suites de foncteurs adjoints
. X . - X .
(3y » 37 5 3 ) et (A7, 1)
(9.3.6.2) 2 i¥
UHmx—: 1

-J;—) 1y
Le foncteur

(9.3.6.3) )’:ixj*:‘u_,g’

est appelé le foncteur de recollement relatif & l'ouvert U de E ; plus

généralement si‘lLet?Fsont deux topos quelconques, un foncteur Y:QJ,agi

est appelé foncteur de recollement s'il est exact & gauche et accessible

(I.9.2) , ou ce quil revient au méme (I.8 }, s'il admet un pro-adjoint.
Les raisons de cette terminologie vont apparaitre dans 9.4.1 d) et
9.5.4. ci-dessous.

. s ez _ . G
9.4 Premidres propriétés du sous-topos femmsget de i:3—E

Proposition 9.4.1. Les notations sont celles de 9.%.2 et 9.3%.4.
G

a) Le foncteur ix: ——» E transforme les familles épimorphiques en

familles Epimorphiques. Il commute 3 la formation des sommes amalgamées

et des limites inductives filtrantes.

b) Pour tout objet X de E tel que le morphisme de projection

UxX —> U soit un Eépimorphisme, le morphisme d'adjonction X._;%*iXX

est un épimorphisme.

457



159
v

c) Le couple de foncteurs (ix, jx) de E dansf?gEQJrespectivement

est conservatif (I 6.1) i.e. un morphisme m de E est un isomorphisme

si et seulement si ix(m) et jx(m) sont des isomorphismes (ceci équivaut

4 dire gque le couple de foncteurs (iX s jK) est fidéle (6.4.0)).

d) Le foncteur de recollement f:i*jX :Q1,+§; est un foncteur

exact a4 gauche et accessible (I 9.2), ou ce guil revient au méme (I 8. )

il admet un pro-adjoint e~ : Prd;-—» Pro W

Démonstration : a) résulte le 9.%.3 ¢). Pour démontrer b) il suffit de

se reporter & la définition (9.3.2.2) de XCU compte-tenu de ce que

ixiXX:XCU (9.3.4), L'assertion ¢) résulte de 9.3.3%3 b). Les foncteurs

ix ek jx sont exacts & gauche et par suitej’est exact & gauche. Le fonc-
teur jx est un foncteur image directe par un morphisme de topos et par

suite 11 est accessible (I 9.5;on note qu'un topos est une catégorie

accessible (I 9.11.3)). Comme le foncteur i* commute aux limites induc-

tives (c'est un foncteur image réciproque), le foncteur p composé de

deux foncteurs accessibles est accessible.

Proposition 9.4.2. Soif E' un topos. Alors le foncteur hei= h

Homtop(E' ,% )—s Homtop(E', E)

est pleinement fidé&le, et son image essentielle est forméedes morphis-

mes de topos g:E'-——w E tels que gx(U) soit un objet initial %ﬂ de E!'

Par 9.1.4 , on sait que le foncteur envisagé est pleinement fid&le
et que g est dans son image essentielle si et seulement si pour tout
objet X' de E' , l'objetg_x(X') de E appartient ég;, ig. Quon a
(=) jx(gx(x'))CX-qu’pour tout X'€ Ob E!

Or, posons U'=gx(U), et considérons le diagramme de topos

By il B
l ‘
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il est clair qu'on a un isomorphisme canonique
X .
Jt (X)) g (JFX))
x U§
d'autre part il est immédiat aussi que le foncteur j'x est essentiel-
lement surjectif, donc la condition (%) &quivaut & la condition

(z%) (Y')y~ eq Ppour tout Y' € Ob E!

Eux /U

Utilisant la propriété d'adjonction de Bk et g% » on voit aussitdt
que cela signifie que gg (Y) est un objet initial de E'/U' pour tout
objet Y de @6, ou encore (utilisant que 1l'objet initial de E‘/U' est
strict (II 4.5) qu'il en est ainsi pour Y=e e objet final deyJ .Mais

cela signifie aussi que 1'objet final U' de E!' est initial,ou, ce

/U’
qui revient manifestement au méme, si et seulement si U'est un objet

initial ®E,de E', cgfd.
Corollaire 9.4.3 Solent g : E'—>E un morphisme de topos U' = gx(U),
ql'=E'/U, gﬁ;ﬁ? le sous-topos fermé de E' complémentaire de l'ouvert U',

P

enfin i'YE' le morphisme d'inclusion. Alors le morphisme de topos

goi':gl__4 E se factorise i isomorphisme prés en un morphisme de topos

gg :5:* g& et le diagramme de topos correspondant

- 1

(9.4.3.1) gfi . ﬂl@;
i

est 2-cartésien (cf.5.11).

Résulte formellement de 9.4.2. et des dé&finitions.

Avec la terminologie introduite dans 9.1.6 4), on peut donc dire,
en particulier, qgue 1'image inverse par un morphisme de topos g: E'—LE
d'un sous-topos £§£Q§5: de E est un sous-topos fermé 95 de E' (®avoir
le sous-topos fermé complémentaire de 1'ouvert U':gx(U), ol U est
l'ouvert de E complémentaire de g;).

Corollaire 9.4.4 Soient E un topos,lhun sous-topos ouvert de E,%;

le sous-topos fermé complémentaire.
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a) On a
UnF amop(e) ,UvF=E ,

ol 1e signe V désigne le Sup dans l'ensemble de tous les sous-topos

de E (9.1.2 ¢)). (Avec la terminologie introduite dans 9.1.13 ,QJ_ggﬁf

sont des sous-topos de E complémentaires 1'un de 1'autre).

b)QX,(resp.Q; ) est le plus—grand parmi les sous-topos E' de E tels

=

que 1'on ait E'Ag’f_ﬁ Top(@) (resp. U N E' = Top(0)).

Démonstration. a) la premiére relation revient & dire que si E' est un

topos et g:E'— > E est un morphisme de topos qui se factorise 3 isomorphis
me prés parﬂlet paz’@, alors E'® Top(®) ; or en vertu de 9.2.5 et g.4.2,
1'hypothése signifie que gx(U) est 4 la fois un objet initial et un

objet final de E' , d'oll la conclusion. Pourla deuxiéme relation, on

note que par 9.1.7.2 e) elle &quivaut & 9.4.1 c¢).

b) Supposons que E'n§§§ Top(@) ; en vertu de 9.4.3 ENG est équiva-~
lent au sous-topos de E' complémentaire de gX(U) , ou g:E'— - F est le
morphisme d'inclusion, donc la condition envisagée signifie que
U‘:gx(U) est un objet final de E' , i.e. (9.2.5) que E'«9 . Supposons
queQJJ\E'fE Top(@) ; en vertu de 5.11 UANE! est équivalent 2 EY/U' R
donc la condition envisagée signifie que U' est objet initial de E' ,

i.ec (9.4.2) que E'c:@(

Corollaire 9.4.5 Soit (5:i)i€I une famille de sous-topos fermés du

topos E, et pour tout 1¢I, soit Ui 1'ouvert de E complémentaire de q&

Alors le sous-topos de E intersection de gi (9.1.3) est un sous-topos

fermé, dont l'ouvert complémentaire est U=Sup Ui

Cela résulte formellement de la propriété& universelle de 1'intersec-
tion comme 2-produilt et de 9.4.2 , compte tenu gue pour un morphisme
de topos g:E'—3E, gX(U)=S%p gX(Ui) est un objet initial si et seu-
lement si les gx(Ui) le sont.

On prouve de facgon analogue

Corollaire §.4.6. Avec les notations de 9.4.5 supposons I fini. Alors
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le sous-topos de E borne supérieure de (9.1.2 ¢)) est un sous-topos

ferm& de E, dont l'ouvert complémentaire est &gal SAC)Ui
Exercice 9.4.7. (Recollement de sous-topos). Soit E un topos.
)

recouvrant l'objet final, et pour tout iel, soit Si 1'image inversede Si

a) Solent E' un sous-topos de E, (S une famille d'objets de E

i‘ielI

dans E!' , et Eié le sous-topos de EizE image inverse par le

E' o,

/Si /Si
morphisme de localisation Ei—aE du sous-topos E' de E (9.1.6 d) et
5.11). Montrer que pour un objet X de E, X appartient & E' si et seu-
lement si pour tout iel, 1l'image inverse X Si de X dans Ei appartient
3 E!

i

b) Supposons que E soit de la forme C7, ol C est un U-site. Montrer

que le préfaisceau sur 'C
- " w

S ensemble des sous-topos du topos (C/S)‘_'E/a(s)
est un faisecau. E étant de nouveau quelconque, en conclure qu'il exis-
te un élément de E qui représente le foncteur

S ensemble des sous-topos du topos E/S 5

c) Avec les notations de a), montrer que pour que le sous-topos E'
de E soit un sous-topos ouvert (resp. un sous-topos fermé), il faut et
il suffit que pour tout ieI, 11 en soit de méme du sous-topos induit
E! de E.

i i

Exercice 9.4.8, (Intérieur, extérieur, adhéreme et frontidre d'un sous-

[

topos.) Soient E un topos, E' un sous-topos, i: E'-—» E le morphisme
d'inclusion.

a) Montrer que iX(QE,) est le plus grand ouvert U de E tel que 1'on
ait EY1UZTop (), oﬁﬂlestle sous-topos ouvert de E défini par U . On
appelera cet U, ouﬂivl'extérieur du sous-topos E' de E, et le sous-
topos fermé& de E complémentaire de U 1'adhérercede E'.

b) Montrer qu'il existe un plus grand ouvert V de E tel que le saus-
topos ouvert correspondantqyde E soit contenu dans E'. (Utiliser 9.2.7.)

On appelera ce V, ouTT,l'intérieur du sous-topos E' de E. Les ouverts

U et V de E sont disjoints (UaV = @E) ; le sous-topos fermé de E complé-
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mentaire de Sup(U,V)=UwY s'appele 1la frontidre du sous-topos E' de E.
¢) Pour que E' soit un sous-topos ouvert (resp. fermé&) de E, i1 faut
et il suffit qu'il soit &gal 3 son intérieur (resp. qu'il soit égal &
son adhérence). Pour que la frontidre de E' soit vide, i1 faut et il
suffit que E' soilt un sous-topos ouvert et fermé de E, ou encore, qu'il
soit le sous-topos ouvert de E défini par un ouvert V de E qul soit

sommande direct de 1'objet final e,i.e. tel qu'il existe un sous-objet

V de e avec e=2UuV. Pour que l'extérieur de L' soit "vide™ i.e. pour
que l'adhérence soit égale 3 E, i1 faut et il suffit que i: E'wE soit
dominant (8.8).

d) Soient S un objet de E, F=L le topos induit, F'=F le sous-~

/S VA
topos de F indult par le sous-topos E' de E. Montrer que l'extérieur
(resp. l'adhérence, resp. l'intérieur, resp. la frontiére) de F' est

induit par l'extérieur (resp. ...) de E'.

Exercice 9.4.9., (Sous-topos localement fermés d'un topos.) Un sous-

topos F d'un topos E est dit sous-topos localement fermé de E s'il est

une intersection d'un sous-topos ouvert et d'un sous-topos fermé.

a) Prouver que l'intersection d'une famille finie de sous-topos lo-
calement fermés de E est localement fermé. 31 g: E' L E est un morphisme
de topos, prouver gue 1l'image inverse (9.1.6 d)) d'un sous-topos loca-
lement fermé de E est un sous-topos localement fermé de E'.

b) Soient X un espace topologique, et E=Top{(X). Pour toute partie
X' de X, considérons le sous-topos T(X') de E image essentielle de
Top(X') dans Top(X). Montrer que si X' est une partie localement fermée,
T(X')est un sous-topos localement fermé de E, la réciproque &tant vraie
si on suppose de plus X et X' sobres. Prouver que X'—T(X') établit
un isomorphisme d'ensembles ordonnés entre l'ensemble des parties loca-
lement fermées X' de X et 1l'ensemble des sous-topos localement fermés
de E.

¢) Soit F un sous-topos de E. Montrer que tout sous-topos ouvert de
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F est induit par un sous-topos ouvert de E. (Utiliser 9.1.8 c¢)).
Montrer que F est un sous-topos localement fermé& deE si et seulement si
c'est un sous~-topos ouvert de son adhérence (9.4.8 a)). En conclure,
en utilisant 9.4.8 d), que la propri&té& pour F d'&tre un sous-topcs loca-
lement fermé de E est une propriété locale sur E.

d) Soit F un sous-topos localement fermé de E. Montrer que parmi toutes
les fagons d'écrire F comme un intersection d'un sous-topos ouvertl et
d'un sous-topos fermégjde E, 11 en est une avec%{le plus grand possible,
etqfle plus petit possible. (Prendre? = adhérence de F, et U= plus
grand sous-topos ouvert induisant surg le sous-topos F.) Compatibilité
de la formation deql,gravec la localisation sur E.

Exercice 9.4.10. Développer la notion de sous-topos constructible,

localement constructible, quasi-constructible, localement guasi-

constructible, sur le mod&le des notions familidres dans le cas des

espaces topologiques (EGA O 9.1 , EGA IV 10.1). Dans le cas d'un

IIT
topos de la forme Top(X), on retrouvera une bijection entre l'ensemble
des parties constructibles (resp. ...) de X, et l'ensemble des sous-

topos constructibles (resp. ...) de Top(X).

§.5. Le théoréme de recollement

9.5.1. Soit f : A—B un foncteur entre deux catégories. Désignons par
(B,A,f) la catégorie suivante : les objets de (B,A,f) sont les
triples
(X,Y,u)
ol X est un objet de B, Y un objet de A , et un morphisme de X dans
£(Y) ;5 les morphismes entre deux objets (X,Y,u) et (X',Y',u') sont les
couples (m,m'), o0 m est un morphisme de X dans X' et m' un mor-
phisme de Y dans Y' , tels que le diagramme ci-aprés soit commutatif
*__J:____,g(y)
™ F )
w’ )f(\/)

%’
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la composition des morphismes est définie de la maniére évidente.

9.5.2. Remarquons que la catégorie (B,A,f) dépend de manidre fonctorielle
du systéme des données A, B, f, en un sens que nous laissons au lec-
teur le soin de préciser. En particulier, si ' est un deuxiéme fonec-
teur de A dans B , alors tout morphisme de foncteurs

[ SR
définit un foncteur {(A,B,f) —> (A,B,f') , quil est un isomorphisme si
u: f —af' 1l'est.
9.5.%. Revenons & la situation de 9.%., et considérons la catégorie
(f,zt, p) définie dans 9.5.1. A chagque objet X de E correspond un
ovjet  (i%x , i®Fx , n(X) : ifx— 0i%0) ae F,U,p) o n(X) s'obtient

en transformant par le foncteur i¥ e morphisme d'adjonction

X ———ajij(X) (on a p = ixjx (9.10)). On a donc dé&fini ainsi un fone-
teur

@
(9.5.3.1) ¢ E— (U, o)

Théoréme 9.5.4.

a) Soient E un topos,cu,un sous—-topos ouvert de E , @ le sous-

topos fermé complémentaire. Le foncteur
PRI

est exact 4 gauche et accessible et le foncteur ¢ (9.5.3.1) est une

éguivalence de catégories.

P . @
b) Réciproqguement, soient W et 3 deux topos et p:?L - g un

foncteur de recollement (9.3.6) (i.e. accessible (I 9.2) et exact 2 gau-

che). La catégorie E = (Sf,jb, o) est un topos. Soient Qﬁ un objet

initial de {ﬁ R au un objet final de YL, et soit

U = (%F s &y s D —> pleg ) € Ob E . Le foncteur

X p—> (@j > X, ®§ — p{X)) induit une &quivalence de U sur Ey

donc avec le sous-topos ouvert W de E défini par U . Le foncteur

Y—(Y,e,Y —>p(e)) est un plongement fermé (9.3.5), i.e. induit une

équivalence de $ avec un sous-topos fermé &' de E . Les sous—toposiﬂgﬁ
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31' sont complémentaires. Soit pt 1 W ———9§§' le foncteur de recol-

lement. Les foncteurs p et p' sont compatibles avec les équivalences

explicitées ci-dessus.

Définition 9.5.5. Soient W gﬁ}‘y deux topos et p: Uu—a‘g un fonc-

teur de recollement (9.3.6). Le topos (@;u,p> est appelé le topos cons-

truit 3 partir de W et ge EF par recollement & l'aide du foncteur p.

9.5.6. Démonstration de 9.5.4. a) <x) La premiére assertion n'est qu'un

rappel de 9.4.1 4). Le couple de foncteurs (ix,jx) est conservatif, ou
encore, fidé&le (9.4.1 c¢)). A& fortiori le foncteur & est fiddle. Mon-
trons qu'il est pleinement fidé&le. Il résulte de 9.3.3 b) que, pour

tout objet X de E , le diagramme ci-apré&s est cartésien

X —> J, i X

(%) 1 |
I i QU B L B L ¢ ;
%X T Jgd ’

Soient alors X et Y deux objets de E , et (m,m")

% LK. L ¥

i%X — 17§,J7K

m i*5 e
iy l
. ¥ k. L%
_— 5

ity 17 ,d7Y

un morphisme entre ®(X) et ®(Y) . En utilisant la fonctorialité du

prodult cartésien et les diagrammes (x), on obtient un morphisme

W : X—> Y qui rend commutatif les diagrammes ci-aprés

(x) Pour un énoncé de recollement plus général que 9.5.5, cf. exercice.
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. . i m' . L%
JXJ X Jx JXJ Y S 3

En appliquant respectivement les foncteurs jX et i¥ on obtient
jxw = m' , i*w = m . Montrons maintenant que le foncteur @ est essen-

tiellement surjectif. Soit (Y,X,u : Y_ai*jX(X)) un objet de (3ﬂi,ixjx).

On en déduilt un diagramme

J.X

i
£

. .l E,
le —1,1 JXX

Dioll, en prenant le produit fibré, un diagramme cartésien

L — P

(%) L
i u
. * S
F—
Ly lxl JXX

Nous laissons au lecteur, le soin de montrer que $(¥W) est insomorphe
a3 (Y,%X,u: Y_*inX(X)) et que le diagramme (x%) est isomorphe au diagram-

me (%) relatif & W.

9.5.7. Démonstration de 9.5.4.1). Nous nous bornerons i montrer que

@jfu,;> est un topos. La démonstration des autres assertions est
laiss&e au lecteur. Vérifions les propriétés a), b), c), d) de 1.1.2

a) Les limites projectives finles sont représentables : Clair car

les catégoriesQAet 5 sont des topos et ycommute aux limites projectives

finies.

b) Les sommes directes sont représentables, disjointes et universelies

u.
Soit <Yi -1 f (Xi)) , i€I, une famille d'objets de G;ﬂl,f)

Par définition des limites inductives, on a un morphisme canonique

Llog ) — g

ieI ier 1+
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d'ol, en composant avec le morphisme Lt us o, un morphisme

[ |
n Yi — (= Xi)

B
“iel 1€l

On vérifie immédiatement que ce dernier objet est la somme directe de
la famille considérée, et que cette somme directe est disjoirite et

universelle,

c) Les relations d'équivalence sont effectives et universelles

Soit
Rl——————» Y
J ;
flu)
Y(R2)————9 y(X)
r(v)

une relation d'équivalence sur l'objet Y SN Y(X). La relation Rr——»Y

est alors une relation d'éguivalence sur Y dansgj, et la relation

R2 —E—: X est un relation d'équivalence sur X dans U . Les quotients

Y/le f(x>/f(R2)’ X/R, sont représentables dans 9 et U car ces catégo-
ries sont des topos. De plus, par définition des limites inductives,

le morphisme canonigue f(X) ——%J’(X/Rg) se factorise par f<X)/f(R2)'

On en dé&duit, par la fonctorialité des limites inductives, un morphisme
canonique Y/Rl—zﬁ f<X/R2)' On vérifie que ce dernier objet est le
gquotient de Y LN f(X) par la relation d'équivalence considérée, que
ce quotient est effectif (I 10 ) et que toutes ces propriétés sont

conservées par changement de base.

d) (f;ﬂl,f) admet une petite famille génératrice. Cette propriété

résulte de (1.9.2 5) (compte tenu de ce que §est accessible), en prenant
— — —_ - X— .
B=A1=(0F>1), E.=% , B =W, fR- g0 B,

On peut aussi éviter le recours 4 1.9.25 (dont la démonstration

— Eo, d'ol Hom (B,E)=(FU,p).

donnée était assez pénible !) et utiliser 1l'hypothése sur f sous la
forme que radmet un pro-adjoint

— : Pro(g) - Pro(W) ,
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(cette interprétation (I 8 ) reposant sur (I 9. ), dont la démons-
tration est nettement plus compréhengible). I1 suffit alors de noter
que si C' (resp. C") est une sous-catégorie génératrice dGQX(resp.g ),
et si pour tout X"¢Ob C", on représente(X"') sous forme d'un systéme

projectif (r-(X”)i) , ol I(X') est un petit ensemble ordonné

ieI(X")
filtrant, alors la famille des objets de E gul sont, soit de la forme
(¢g,x', g —@(X')) avec X'€0b C', soit de la forme (X",c,-(x")i s
Uyt X" — f(r(X”)i) , ou X"€0b C"* i€l (XM) , et uX“correspond par
adjonction au morphisme canoniqueq—(X")—*—vr(X")i , —est une famille
génératrice (évidemment petite) si C', C" sont choisis petits. La vé-
rification de ce fait est effectivement immédiate, et laissée au
lecteur.

9.5.4.8. Utilisons les notations de 9.5.7 b), et montrons comment
on peut expliciter, 3 isomorphismes canoniques pré&s de foncteurs, le
systéme de foncteurs (9.3.6.2), ol on fait E:é;ﬂi,?). Le détail des
vérifications des assertions ci-dessous (essentiellement mécaniques

4 l'aide de 9.5.4) est laissé au lecteur.

9.5.8.1. Le foncteur

i* . (ngJ,f) —_— 5;

est donné par
i¥x,v,u: X——p(Y)) = X

9.5.8.2. Le foncteur
i:%— F Usg)
est donné par iX(X)=(X,e,X—»f(e)) (e=objet final deql).

9.5.8.3. Le morphisme d'adjonction
ia — i 1"
est isomorphe au morphisme fonctoriel

X —“———>-g(y)

idl |

X ———~——ey(e)
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9.5.8.4., Le foncteur
% (G — %

est donné par jX(X,Y,u ;X ——>Y(Y)):Y

9.5.8.5. Le foncteur
Jy U — (gfu,f)
est donné par j!(Y):(¢§,Y,¢5 — f(Y))
(@ objet initial de )
9.5.8.6. Le foncteur
jzx U — ("3,‘11,f)
est donné par jX(Y):(f(Y),Y,id :f(Y)——gf(Y))
9.5.8.7. Le morphisme d'adjonction
§,3% = 1a
est isomorphe au morphisme fonctoriel

rsg—’ j’(Y>

. J«f(id)

X —— Y(Y>
9.5.8.8. Le morphisme d'adjonction
id —» jxi*
est isomorphe aux morphisme fonctoriel
u

X ——> ?(Y)

u _ lf(id)
Y(V)—El—vf(Y)

Exercice 9.5.9. (Propriétés d'exactitude d'un topos recollé&.) Solent

Ql,i; deux topos, f:il——vgamlfbncteur de recollement, E:(gfudf) le topos
recollé, j:ik-—# E et i:gi——+ E les morphismes de topos canonigues, de
sorte que f= ixjX

a) Prouver que i* commute aux (petits) produits (i.e. (1.8 ou 1.8 )
le foncteur i* admet un adjoint 3 gauche i!) si et seulement si il en
est de méme de f,i.e. (loc. cit.) si et seulement si yadmet un adjoint

3 gauchec—:g‘—»%l(ou encore si et seulement si le proadjoint deAf
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restreint 39 (9.6.3) se factorise & isomorphisme prds parQl) : on a

alorsc*zjxi! . Donc les foncteurs de recollement fayant cette propriété
correspondent 2 isomorphisme pré&s aux foncteur8¢-:§;—ﬂﬂlqui ont un
adjoint & droite, i.e. (1.6) qui commutent aux U-limites inductives,
ou encore qui sont continus. Lorsqueg%xm;équivalent 4 un topos CM, ol
C est un U-site, ces foncteurs correspondent donc & isomorphisme prés
aux foncteurs continus C ——>QL(III 1.2 et 1.7 ).

b) Supposons que le foncteur i! soit défini. Montrer que pour gue i!
commute & un type déterminé de petites limites projectives, il faut
et 11 suffit queu—:ii—ﬂﬁly commute. (Pour la nécessité, utiliser que
jX commute aux petites limites projectives ; pour la suffisance, utili-
ser la description équivalente de E en termes deg comme formé des
triples (Y,X,u) avec YEObg:, XEObU, uie-(Y) — X . )

c¢) Déduire de a) et b) un exemple de plongement fermé de topos
i:gx—a E tel que i! existe, mais ne commute ni aux produits fibrés, ni
aux limites projectives filtrantes.(Il suffit de trouver un foncteur
continu entre deux topos qui ne possé&de aucune de ces deux propriétés
d'exactitude.)
Exercice 9.5.10. (Recollement de topos de la forme 6.) Soient C une

petite catégorie, et E = C, quil est un U-topos.

a) Se rappeler que les ouverts U de E correspondent aux cribles

~
C’ de C (1.b4.1 , 4.2), E étant alors équivalent 3 C' , le foncteur

/U
jX: E — E/U g'identifiant au foncteur restriction (L..5.11), i.e. le
- —~ -
morphisme d'inclusion j:E/U _, Eétant £ : C'—> C (4.6.1), ol £ : C'—> C
est l'inclusion,Soit C" la sous-catégorie pleine de C complémentaire

de C' (i.e. Ot C" est le complémentaire de Ob C' dans Ob C), g: C"—>C
1'inclusion. Alors le sous-topos fermé g:de E=C, complémentaire du
/N
sous-topos ouvert dé&fini par €', est canoniquement &quivalent & C" ,

- —~ -~

le morphisme d'inclusion i:g-9 E stidentifiant 3 g: C" —=C
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b) Considér er le foncteur
(9.5.10.1) h: ¢'° x ¢" —— (Ens) , h(xX',X") = HomC(X',X") R
et noter que ¢ se reconstitue 3 isomorphisme prés, avec sa sous-caté-
gorie pleine C/, par la connaissance des catégories C',C" et du bifoncteur
h (ce dernier pouvant &tre choisi arbitrairement). (Comparer 9.7.1 plus

bas.) La donnée de h &guivaut & celle d'un foncteur

C'" —= C' = Hom(C'°,(Ens)), ou encore (III 1.2 et 1.7) 4 celle d'un
foncteur
(9.5.10.2) e : C" — (¢!

continu, i.e. (1.6) commutant aux petites limites inductives, ou encore,
admettant un adjoint i droite.

- A~

(9.5.10.3) Y: c' — ¢"

Montrer que fn'est autre gque le foncteur de recollement associé au
sous-topos ouvert 6' de E:E
c¢) Déduire de a) et b) que si on se donne un foncteur de recollement

(9.5.10.3) entre deux catégories de préfaisceaux, d'oll un topos recollé
E, les conditions suivantes sont équivalentes

(i) E est égquivalent 4 un topos de laforme 6

(ii) Le foncteurj’commute aux petits produits (ou encore,
il admet un adjoint & gauche (9.5.10.2).

(iii) Le morphisme d'inclusion i : 6? —> E est "essen-

c e s X . X .. N
tiel™ i.e. 1% commute aux produits , ou encore 1”7 admet un adjoint i

gauche i,

-~
~

Lorsqu'il en est ainsi, expliciter une catégorie C telle que E ®C 3
l'aide du bifoncteur (9.5.10.1) défini par la restriction de (9,5.10.2)
a cn

d) Montrer gu'un topos obtenu en recollant deux topos ponctuels n'est
pas nécesgsairement éguivalent & un topos de la forme 6

Exercice 9.5.11. (Morphisme d'un topos recollé dans un topos.)

a) Soilent :f-—+ gj un foncteur entre deux catégories,
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E = (g,ihf) la catégorie "recollée" de 9.5.1, et F une catégorie

quel conque. Considérer le foncteur fl—ﬁf of
$:U= mon(r,U) —F = Hon (F,%) ,
et définir une équivalence de catégories
Hom(F,E) > 69,§)

b) Soit f : F—> E un foncteur, et considérons ses composés avec les
foncteurs canoniques jx: 5 —U et i*: E—a-ﬁf. Montrer que f commute
4 un type déterminé de limites inductives (supposé représentable dans
QLetg;, donc dans E) si et seulement si jxf et i*r y commutent. Montrer
que siufcommute 4 un type déterminé de limites projectives (guil est
donc représentable dans E), alors f y commute si et seulement si il
en est de méme de jxf et i¥r

¢) Supposons maintenant queqLeﬂ;j’soient des topos, et P un foncteur
de recollement. Sofé F un topos, f:F — E un foncteur. Conclure de
b) que f est un foncteur image inverse associé 3 un morphisme de topos
E— F si et seulement si il en est de méme des foncteurs jxf : F DU
et i¥f . F-»? . Conclure de ceci et de a) que 1l'on a une équivalence
entre la catégorie Homtop(E,F), et la catégorie des triples (f',f",u),
ol f' (resp. f") est un objet de HomtogﬂLF) (resp. Homtop 4,7)), et
oll u: f"x*—ﬁrofﬁ est un homomorphisme de foncteurs F —F i sif
est un objet de Homtop(E,F), (f',f", u) le triple correspondant, alors
£' = foj , f" = foi

d) Préciser en quel sens on peut dire que c¢) fournit une caracté-
risation & équivalence pré&s (dans une 2-catégorie de topos) du topos
E en termes du triple (%Lﬁlf).

Exercice 9.5.12. (Recollement de deux espaces topologiques.)

@Soient X un espace topologique, ¢: Top(X) — (Ens)=Top(pt) un foncteur
de recollement, i.e. (I 8. ) un foncteur proreprésentable,
A€0b Pro(Top(X)) 1l'objet qui le proreprésente, E le topos dédult de
¢ par recollement. Montrer que E est équivalent & un topos de la forme

Top(Y) si et seulement si A est isomorphe 4 un objet de Pro(Ouv(X)).
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En conclure que si X n'est pas vide, on peut trouver f>tel que E ne
soit pas &quivalent 34 un topcs de la forme Top(Y).
b) Plus généralement, considérons un foncteur recollement
p: Top(X) — Top(Y), avec X,Y deux espaces topologiques. En déduire
une application
$ : X —> ObPro(Top(Y))
(composée de X —> ObPoint(Top(X)) —> ObPro(Top(X)) (6.8.5) et du pro-

adjointe— de p . (N. B. pour x €X, ¢$(x) s'identifie & la fibre en x du

faisceau de recollement (9.6.4) défini par f.) Montrer que si E est
gquivalent & un topos de la forme Top(Z), alors P prend ses valeurs

dans l'image essentielle de Pro(Ouv(Y)).
Probléme : A-t-on une réciproque ?

9.6. Faisceau de recollement

Nous avons vu dans 9.5.4 gue la donnée d'un topos E muni d'un
ouvert U revient essentiellement & celle de deux topos %l et Spet d'un
foncteur de recollement
(9.6.1) fﬂ — 3’

i.e. d'un foncteur admettant un pro-adjoint

(9.6.2) — Pro(i?) — Pro (W)

D'aprds le sorite sur les foncteurs proadjoints (I 8 ), le foncteur
f est connu & isomorphisme unique prés (et par suite le topos recollé

E = (95U0y> est connu &4 équivalence de topos prés) gquand on connait

le foncteur o-, ou encore, le foncteur induit par o~

(9.6.3) —:F — Pro ()

(e}

Le foncteur ¢— est déterminé, i isomorphisme unique prés, par la pro-
priété de commuter aux petites limites projectives filtrantes et de
prolonger le foncteur gz . D'autre part, pour qu'un foncteur donné
(9.6.3) soit isomorphe & un pro-adjoint, il faut et il suffit évidem-

ment gue pour tout objet X dte, le foncteur contravariant
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—

Y Hompf’o(u)(so— (Y),X)

surgjsoit représentable, ou encore, que ce soit un faisceau sur q’pour
la topologie canonique (1.1.2 (1ii)). On voit tout de suite que ceci
signifie aussi que le foncteur opposé

(9.6.4) °

o

Go — pro(U) e U = Hom (WU, (Ens))

2

est un faisceau sur d A valeurs dans Pro(U)° (II 6.1). Ainsi, la

donnée d'un foncteur de recollement (9.6.1) équivaut aussi (& isomorphi

me prés) 3 celle d'un faisceau surg:é valeurs dans Pro(UW)°. Le fais-

ceau ainsi associ®& 3 un foncteur de recollement (ou & une situation

(E,U,gd comme dans (9.3) s'appelle le faisceau de recollement associé

au foncteur de recollement envisagé‘?(resp. a l'ouvert U du topos E).
Exercice 9.6.5. Préciser 9.5.4 en un énoncé de 2-équivalence de
2-catégories, entre la 2-catégorie formée des couples (E,U) d'un topos
E et d'un ouvert U dudit, et la 2-catégorie formée des triples ﬂi,g,f)
de topOSQL,g:et d'un foncteur de recollement4f:QL——>§ (la description
explicite des 2-catégories en question étant & la charge du lecteur).
Donner une variante de cet &noncé faisant intervenir la 2-catégorie
des triples ﬂugaﬁ), ol #§ est maintenant un faisceau sur ¥ a valeurs
dans Pro()°

9.7. Points d'un topos recollé

9.7.1. Soient C une catégorie, et
u: D'—C , v: D" —C

deux foncteurs pleinement fidéles, tels que les images essentielles
C', C" de u et de v soient telles que

Ob C'OVOb C" = ¢ , Ob C'WOb C" = Oh C.
Supposons de plus gue

X'€0b C' , X"€Ob C" =» Hom(X",X') = ¢ ,
ou ce qui revient au méme, qu'on ait

Hom(v(A"),u(A')) = ¢ pour A'€0b D', A"€CH D"

I1 est alors immédiat que la catégorie C se reconstitue, & isomcrphisme
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v
canonique prés, par la connalissance des catégories C' et C" et du
foncteur
(X',X") v Hom(X',X") : C'°x C" — (Ens) ;
de méme, C se reconstitue 3 &quivalence prés (celle-ci définie a iso-
morphisme unique prés) par la connaissance de D',D" et du foncteur
(A" ,A") +—— Hom(u(A'),v(A")): D'°xD" —» (Ens)
Cette remarque s'applique en varticulier 34 la situation décrite dans
la proposition suivante, et nous montre que la catégorie Point(E) est
déterminée, i équivalence prés, par la connaissance des catégories
Point (W) et 39;g§(§ ) et d'un certain foncteur
Point(U)° % Point(F) — (Ens)
déduit du foncteur de recollement f:ql-—élg.

Proposition 9.7.2. Soient E un topos, U un ouvert de E,Q},:E/U et g:

le sous-topos fermé de E complémentaire de U. Considérons les foncteurs

DPr—>DoJ €t gr* goi induits par les morphismes d'inclusion

i U— & Q‘E_iig—’E
(9.7.2.1) u:Point (W) —> Point(E), v:Point(% ) —» Point(E)

Alors on a ce gquil suit :

a) Les foncteurs précédents u et v gont pleinement fidéles, et

tout point de E appartient & 1'image essentielle de 1'un ou 1'autre

des foncteurs u et v exclusivement.

b) Soient p et q deux points de E, tels que p (resp. q) appartien-

ne 4 1'image essentielle de u (resp. de v). Alors on a

(9.7.2.2) Hom(q,p) = f

c) Soient n (resp. g) un point detml(resp.gj). On a g]10rs un

isomorphisme, fonctoriel en (q,p)

(9.7.2.3) Hom(u(p),v(g))= Hom(PPO(fﬂp),q)ﬁ’ Hom(p, e (q))

-

ou

- : Pro(g‘) — pro@L)
est le foncteur (9.6.2) pro-adjoint du foncteur de recollement Pﬂ@"ff,

et ol f :QL,___;E;,
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) e e o R _ . . . e
on a identifié (& équivalence prés) les catégories P01nt(ﬂL), Point (ﬁ’)
3 des sous-catégories pleines de Pro(UW), Pro(E?) respectivement
(6.8.5).

Démonstration. a) La pleine fidélité de u et v est connue (9.1.4).

L'assertion sur les images essentielles de u,v résulte des critéres
9.2.5 et 9.2.4 pour qu'un point P — E se factorise & isomorphisme prés
parCLLfresp.S;, compte tenu du fait que le topos ponctuel P n'a que
deux ouverts, savoir 1l'objet initial et 1'objet final de P.
b) Compte tenu de a), ltassertion signifie que si le point
p: P —> E se factorise parﬂl,, il en est de méme de tout point
PP P — E tel que Hom(p',p)#f. Or si &ﬂp’—a p il induit
p (W) — p'* (W) , et alors p*(WU) Te, implique p'*(W) = €y c.q.f.d.
¢) Gréce au lemme 9.7.2.4 ci-dessous, .appliqué aux inclusions
j:qk——>Elet izg;-—% E, on a un diagramme de foncteurs commutatif & des
isomorphismes canoniques prés

Point QL) —3—» Point(E) «—r— Point (% )

plo Ly Broti,), )_—P?;@w———}’m(i*) o)
ol les fléches verticales désignent les foncteurs pleinement fidéles
canoniques (6.8.5). D'autre part, comme %«admet un adjoint & gauche &
Pro(ix) admet un adjoint 4 gauche Pro(ix) (I 8 ), ;t on obtient fina-
lement des isomorphismes fonctoriels
Hom(u(p),v(q))= HomPro(m(PPO(jX)(p),PPO(iX)(q))
HomPro(g)(Pro(ix)(Pro(jX)(p));q)

Hompo (@) (Pro(i%j ) (p),a),

Pro
ce qul n'est autre que la premidre formule (9.7.2.3), la deuxidme &tant
alors triviale par définition deg— comme pro-adjoint def . Cela prouve

donec 9.7.2 , modulo 1le

Lemme 9.7.2.4. Soit f: F — E un morphisme de topos. Alors le diagram-

me de foncteurs

prriop

(9.7.2.4.1) Point(F) ———— Point (E)
Pro(f )

Pro(F) ———2—% Pro(E)
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est commutatif & isomorphisme canonique prés (les flé&ches verticales

désignant les foncteurs pleinement fidéles 6.8.5).

La vérification est immédiate 3 partir des définitions, et laissée
au lecteur.

Corollaire 9.7.3. Soit E un topos admettant assez de points, alors

A et P,
il en est de méme pour tout sous-topos ferme‘5QQ E. Plus précisémement,

si (pi)iEI est une famille conservative de pointsde E, alors la

famille des points deg;, définie par la scus-famille (pi) formée

ied

des p; qui proviennent de points de ?, est conservative. (Comparer

6.7.3 , 6.7.4.)

En effet, soit f: X — Y une fléche deﬁftransformée en isomor-
phisme par les foncteurs fibre associés aux points envisagés degi.
Comme ixixﬂ idg , on voit que ix(f): ix(X) — iX(Y) est transformé en
isomorphisme par les foncteurs fibre associds aux p; avec i€J ; i1 en
est de méme pour les p; avec i€I-J, i.e, provenant de points de U,
puisque jxix est le foncteur constant de valeur 1'objet final. Donc
i*(f) est un isomorphisme, donc aussi f:ixix(f), c.q.f.d.

Remarque 9.7.4. Si E est un topos ayant assez de points, il est clair
gu'un ouvert U de E est déterminé quand on connalt la sous-catégorie

pieine de Point(E) image essentielle de Point(E,.) ; en fait, si C est

/U
une sous-catégorie pleine de Point(E) dé&finissant une famille conser-
vative de points de E, il suffit méme de connaitre la sous-catégorie
C/U des €léments de C appartenant & 1l'image essentielle de Point (U).
De ceci et de 9.7.2 a) 1l résulte qu'un sous-topos rermé Fde ® est dé-
terminé quand on connait 1'image essentielle de EQ}QE(%:) dans Point(E
ou méme seulement l'insersection de celle-ci avec C.

Exercice 9.7.5. Soit E un topos. Pour tout sous-topos F de E | goit
P(F) le sous-ensemble de Point(E) formé des classes d'isomorphie de
points de E qui se factorisent par E. Ainsi, P(F) est homéomorphe 2

Point(F) (9.1.8 c)). Montrer que si F est un sous-topos ouvert (resp.

fermé, resp. localement ferm& (9.4.9)) de E, alors P(F) est une partie
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ouverte (resp. fermée, resp. localement fermée) de E. Montrer que lors-
que E a suffisamment de points, il en est de méme de tous sous-topos
localement fermé de E, et l'application F +> P(F) induit une bijection
entre l'ensemble des sous-topos ouverts (resp.fermés, resp. localement
fermés)de E, et l'ensemble des parties ouvertes (resp. fermées, resp.
localement fermées) de Point(E). Gé&néraliser les considérations pré-
cédentes au cas ol on remplace Point(E) par n'importe quel sous-espace

X de Point(E) correspodant 4 une famille conservative de points de E.

9.8. Compléments sur certains topos 1iés aux espaces topologiques.

Nous indiquons dans ce numéro quelques compléments, quil seront
donnés sous forme d'exercices. Il est conseillé au lecteur de les par-
courir, pour s'habituer au point de vue des topos dans diverses situa-
tions de type classique.

Exercice 9.8.1. (Descente de faisceaux sur un espace topologique.)

Soit f: X — Y une application continue d'espaces topologiquesé€ U,
d'ol un foncteur
=, Top(Y) — Top(X).
a) Les conditions suivantes sont équivalentes
(i) £* est ridale.
(i1) £* est conservatif.

(iii)f(X)est une partie trd&s dense (EGA IV 10.1.3%) de Y.

I1 suffit pour ceci que f ou f
*

sob soit surjectif. Donner un exemple ol

f" est fidele et ol £ = f ntest pas surjectif (prendre X discret,

sob

f injectif, f(X)=ensemble des points fermés de Y, Y un espace topolo-

gique noethérien non discret). Donner un exemple ou fs est surjectif

ob

mais non £ , un autre ol f est surjectif mais non fsob
b) Supposons f(X) tré&s dense dans Y, et sa topologie quotient de

celle de X. Prouver que la fléche * de (Esp) est un morphisme de

descente pour la catégorie fibrée des faisceaux d'ensembles sur des

espaces variables, i.e. que le foncteur £* induit un foncteur pleine-~
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ment fidé&le de la catégorie Top(Y) dans la catégorie des objets de
Top(X) munis d'une donnée de descente relativement & f: X — Y . Se
ramener un cas fsurjectif, et calquer le raisonnement de VIII 9.1
donné dans le contexte des topologies étales de schémas.)Donner une
réciproque.

c) Supposons que f(X) soit trés dense dans Y, que Sa topologie
solt quotient de celle de X, et que les fibres de f soient connexes.
Prouver que le foncteur ¥ est pleinement fid&le. (Calquer le raison-
nement de SGA 1 IX 3.4.) Donner une réciproque, tout au moins si les
points de Y sont fermés.

d) Supposons que Y soit réunion d'ouverts Yi au-dessus desquels X

admette des sections. Prouver qu'alors f est un morphisme de descente

effective pour la catégorie fibrée des faisceaux d'ensembles sur des
espaces topologiques variables, i1.e. gue le foncteur envisagé dans c)
est méme une &quivalence de catégories.

Exercice 9.8.2. (Topos guotients d'espaces topologigues. Etendues

fopologigues.)

a) Soit
p
—_— 1
(9.8.5.1 ) X, X, —— X,
? bo

un objet semi-simplicial trongué & 1l'ordre 2 de la catégorie (Esp) des
espaces topologiques €U , d'oll par les foncteurs images inverses un
diagramme de catégories de faisceaux

ﬁb
Top(X ) = Top (X, )=} Top(X,) ,
LN

(de fagon plus précise, on a une catégorie cofibrée sur la catégorie

des simplexes-types A 0t 04&n4& 2). Montrer que la catégorie Linm de

ce diagramme (i.e. la catégorie des faisceaux d'ensembles sur XO >, munis
d'une donnée de descente relativement au diagramme (9.8.6.1), i.e.

d'un isomorphisme pT(F) o pz(F) tel que ...), est un U-topos T. (Pour

un énoncé plus général de stabilité des topos par opérations @i@ , ¢cf VI)

Définir un morphisme de topos q: Top(X& — T, et prouver que pour tout
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U-topos E, Homtop(T),E) est équivalent via qX 3 la catégorie egim_du
diagramme suivant de catégories, déduit de (9.8.2.1)

Homtop(Top(Xo),E) = Homtop(Top(Xl),E) -2 Homtog(Top(XZ),E)

b) En particulier, soit R une relation gTéquivalence dans un objet
X de (Esp), i.e. (I 10 ) un sous-objet R de XxX (N. B. l'inclusion
ReXxX est continue, mais la topologie de R n'est pas nécessairement
induite par celle de XxX), tel que pour tout objet Y de (Esp), Hom(Y,R)
soit le graphe d'une relation d'équivalence dans Hom(Y,X). On en déduit

un diagramme de la forme (9.8.2.1), avec

XO:X,Xl:R,X2=(R,pg)xX(R,pl), ol Pys Py sont les deux projections de R
dans X, d'oll un topos, qu'on notera Top(X)/R, ou méme Top(X/R), voire
X/R, par abus de notations, et qui joue le rdle d'un gquotient de X par
R, en un sens précisé par a). Supposons que la topologie de R soit
induite par celle de XxX, et que, désignant par X/R l'espace topolo-
gique quotient ordinaire, X admette localement des sections sur X/R ,
prouver qu'alors T est équivalent & Top(X/R). (Utiliser 9.8.1 4d)).

¢) Soit H — X un morphisme injectif de groupes topologiques, i.e.
un monomorphisme d'objets groupes dans (Esp), et soit R la relation
d'égquivalence qu'il définit dans X, i.e. R=HxH, avec p,7pPTy et D,
défini par l'action de H sur X via translations & gauche. Montrer que
pour que la topologie de R soit induite par celle de XxX, 11 faut et
il suffit que la topologie de H soit induite par celle de X. Donner
des exemples ol cette condition n'est pas remplie, et oll la topolo-
gie quotient ordinaire de X/H est la topologie grossidre avec
a) H=ZxZ, X = R, et b) H =R , X = IxT, avec T = R/Z, ("géodésiques
du tore"). Prouver que les deux topos obtenus sont &quivalents et ne
sont pas équivalents & Top(X/H) (qui est un topos final (2.2), ni a

aucun topos de la forme Top(Y)

d) Soit G un groupe topologique opérant sur un espace topologigue

X , d'ol de fagon bien connue un objet semi-simplicial
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GxGxX =3 GxX — X

Montrer que le topos T qui s'en déduit en vertu de a) s'identifie 3 la
catégorie des espaces X' i groupe d'opérateurs G au-dessus de X, tels
que X' — X soit un étalement (compatible & 1l'action de G). En
particulier, lorsque G est discret, on retrouve le topos Top(X,G) de
2.3.

Les considérations qui précédent justifient la notation
Top(X)/ G voire Top(X/G) ou méme simplement X/G, pour le topos précé-
dent T. On fera attention cependant que lorsque G est un groupe discret
(pour fixer les idées) opérant proprement sur X, de sorte gque l'espace
gquotient ordinaire X/G posséde des propriétés assez raisonnables, le
morphisme de topos naturel T — Top(X/G) déduit de 1la caractérisation
universelle a) de T n'est une équivalence de, topos que si G opére
librement i.e. sans points fixes, i.e. lorsque GxX — XxX est un mo-
nomorphisme ; donc dans le cas d 'une "pré-relation d'équivalence (ou
"groupoIde” au sens de (SGA 3 V 1) qui n'est pas une relation d'équi-
valence, la notion de passage au quotient au sens des topos (ou
"passage au quotient fin™) ne correspond pas en général (via la corres-
pondance X — Top(Y)) au passage au quotient topologigue habituel.

e) Soit T un U-topos. Montrer que les conditions suivantes sont

équivalentes
i) I1 existe une famille (Si)ieI d'objets de T couvrant 1l'objet
final de E, telle que pour tout 1€l , le topos induit T/S soit
1

équivalent & un topos de lé forme Top(X), avec X€(Esp).

i') I1 existe un S € OPE couvrant l'objet final tel gque le topos
induit T/S soit équivalent 4 un topos de la forme Top(X).

(ii) TI1 existe un espace topologigue X, et une pré-relation d'équi-
valence R dans X (au sens de la catégorie (Esp)) quil soit étale (i.e.
telle que Pyt R — X soit un étalement), tels que T soit &quivalent

4 Top(X/R), ol les notations sont celles de b).
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On dira alors que le topos T est localement un espace topologique,

ou encore que T est une &tendue topologigue (ou simplement une &tendue,

-

si aucune confusion n'est & craindre).

f) Montrer que le topos T construit dans a) a suffisamment de points
et plus précisément, qu'il admet une famille conservative de points
paramétrée par le (petit) ensemble Xo . En particulier, toute étendue
3 une petite famille conservative de points, donc a suffisamment de
points. Lorsqu'une étendue T est réalisée sous la forme Top(X/R) comme
dans e) ii), prouver que tout point de T est isomorphe & 1'image
d'un point de Top(X), donc est défini par un point ordinaire de XSob
(ou encore de X, lorsque X est sobre).

g) Montrer que le topos Top(X/G) de 2.3 est une &tendue . (Utili-
ser sa description 4) ou 7.1;10 ¢)) Montrer que pour tout x¢X, le
mo noide des endomorphismes du point de Top(X,G)=Top(X)/G dé&fini par x
est canoniquement isomorphe au groupe de stabilité GX de x. En parti-
culier, les points d'une étendue peuvent avoir des groupes d'automor-
phismes non triviaux. Déterminer Point(J) pour 1'étendue T définie par
une prérelation dt'dquivalence étale dans un espace X, et montrer
que tout endomorphisme d'un point de T est un automorphisme.

h) Soit T un topos. Montrer gque les conditions suivantes sont
équivalentes

i) Pour tout point p de T, tout end omorphisme de p (resp. tout
automorphisme de p) est 1l'identité.

ii) Pour tout topos S ayant suffisamment de point, et tout mor-
phisme de topos f£:38 — T, tout endomorphisme de f (resp. tout auto-
morphisme de f) est 1l'identité.

Montrer de méme que les conditions suivantes sont &quivalentes

i') Pour deux points p,q de T, il existe au plus un morphisme de p
dans 4.

ii') Pour deux morphismes f,g:S = T d'un topos S ayant suffisamment
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de points dans T, il existe au plus un morphisme de f dans g.
Lorsque ces dernidres conditions sont vérifiées, on dit que le

topos T est ponctuellement rigide, ou simplement rigide. Montrer que si

X est un espace topologique muni d'une pré-relation d'équivalence &tale
R, 1l'étendue quotient T = Top(X)/R est rigide si et seulement si R est
une relation d'équivalence.

i) Soient (X,G) un espace topologigue A& groupe discret d'opérateurs,
H un sous-groupe distingué de G tel que 1'opération induite de H sur
X soit propre et libre, et soient X'=X/H, G'=G/H, de sorte que G'
opére sur X' de facon é&vidente. Prouver que le morphisme de topos

Top(X,G) — Top(X',G")

induit par le morphisme canonique (X,G) — (X',G') d'espaces i opéra-
teurs (4.12) est une &guivalence de topos.

Montrer que l'ensemble des ouverts du topos Top(X/G) s'identifie
4 l'ensemble des ouverts de X stables par l'action de G, ou encore 3
l'ensemble des ouverts de l'espace topologique quotient X/G. En conclu-
re que Top(X/G) est connexe si et seulement si toute partie de X 3 la
fois ouverte et fermée et stable sous l'action de G est vide ou égale
4 X. Lorsque les composantes connexes de X sont ouvertes, Top(X,G)
est connexe gl et seulement si G opére transitivement sur 1l'ensemble
TTO(X) des composantes connexes de X ; plus généralement T, (Top(X))
(8.7 g) est un pro-ensemble essentiellement constant isomorphe & 1l'en-
semble quotient ﬁO(X)/G.

Montrer qgue lorsque X est localement connexe et localement simple-
ment connexe, et T=Top(X,G) connexe i.e. G transitif sur 4T0(X), alors
parmi toutes les facons de réaliser T & 1l'aide d'un espace A opérateurs
(X',G') (cf. ci-dessus pour certaines telles fagons), 1l y en a une,
unique i isomorphisme non unique prés, pour laquelle X' est connexe et
simplement connexe. Montrer que le choix d'un tel (X',G') revient au
choix d'un "revé&tement universel" de 1l'objet final de T, et que G' est

isomorphe au groupeTTl(T) relatif & ce revé&tement universel (cf. 2.7.5).
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(Hint : montrer que la donnée d'une &quivalence de T avec un Top(X,G)
revient & la donnée d'un Gp-torseur P dans T, et que si (X,G) et P se cor
respondent, on a une équivalence canonique Top(X)-T/p)-

Conclure de ceci une démonstration triviale de la derniére asser-
tion de c¢). Caractériser les topos T &quivalents & des Top(X,G), ol
G est un groupe discret opérant sur un espace topologique localement
connexe et localement simplement connexe en permutant transitivement
les composantes connexes, comme é&tant les é&tendues connexes, locale-
ment connexes et localement simplement connexes dont le revétement

universel P de 1l'objet final e, de T soit tel que le topos induit

T
T/P soit &quivalent & un topos de la forme Top(X) (ou, comme on dira

simplement par abus de langage T/ "est" un espace topologique).

P

Donner un exemple d'une &tendue, localement isomorphe & R, qui est
connexe et simplement connexe mais qui n'est pas un espace topologigue.
(Prendre le revB8tement universel de la droite R avec origine dédoublée.)

J) Un topos annelé (T,QT) (cf. %11) est appelé une étendue dif-

iérghtiable (resp. une &tendue analytique réelle. resp. une &tendue

analytigue complexe) s'il existe des objets Si de T couvrant l'objet

final, tels que le topos annelé induit (T/E R QT/E) solt &quivalent

au topos anneld défini par une variété différentiable avec son fais-
ceau de fonctions réelles C°° (resp. au topos annelé& défini par un
espace analytique réel, resp. au topos annelé définl par un espace
analytique complexe). Donner une description constructive de ces topos
annelé&s, du type de e) ii) (ol on prendra pour X respectivement une
variété différentiable, un espace analytique complexe ou unh espace ana-
lytique réel). Donner des exemples de tels topos annelés gqui ne soient
pas &quivalents & des topos annelés associés 3 des espaces topologiques,

en reprenant les exemples envisagés dans c).
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Exercice 9.8.3 [(Topos associés aux relations d'éguivalence locales et

aux feuilletages) (x).

Soit X un espace topologique.

a) Pour tout ouvert U de X , soit Quot(U) 1l'ensemble des rela-
tions d'équivalence dans U , et pour un ouvert V C U , considérons
l'application naturelle Quot(U) —> Quot(V) , d'ol un préfaisceau
QuotX sur X . Soit QX ou simplement Q 1le faisceau associé, et soit

r une section de Q ("relation d'égquivalence locale sur X "). De la

relation d'ordre sur l'ensemble Quot(U) des relations d'équivalence
sur un ouvert U de X , déduire sur le préfaisceau Quot , et sur le
faisceau associé Q , une structure d'ordre 1.e. une structure de pré-
faisceau resp. de faisceau & valeurs dans la catégorie des ensembles
ordonnés.

b) Considérer, pour toute relation d'équivalence R sur X , la
section loc(R) de Q qu'elle définit. Soit E(r) 1l'ensemble des
relations d'équivalence sur X telles que 1loc(R) soilt moins fine que
r , et soit glob(r) la relation d'équivalence borne supérieure de
E(r) ; (dont le graphe est l'intersection des graphes des R &€ E(r)).
Soit (UX) c€x une famille de voisinage ouverts des x€X , et pour
tout x€ X soit RX une relation d'équivalence dans UX dont le germe
en x soit r . Pour toute famille V d'ouverts V_ (x€X, XEVXCUX) s

soit R la relation d'équivalence dans X engendrée par la famille

<3

des relations R_|V, . Montrer que si V'S V (dans un sens Evident) on

a RV,> RV , et que glob(r) est la borne supérieure de la famille
filtrante croissante de relations d'équivalence R, . Donner un exemple

¥

ol glob(r) n'est pas dans E(r) , i.e. ol il existe un a€ X tel que,

(x) Cet exercice est donné sous toutes réserves, ayant Eté rédigé hati-
vement et insuffisamment vérifié. Monsieur N. SAAVEDRA g vérifié
1es parties a) & e). Priére au lecteur de nous communiquer ses observa-

tions éventuelles .
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pour tout voisinage ouvert WwWC Ua de a , il existe un V = (VX) et
deux points y,z de W qui sont équivalents pour Ra , mais qui ne sont

pas équivalents pour RV Montrer que pour toute R € Quot(X) on a

glob loc(R) 2 R

¢) On dit que r est une relation d'équivalence locale précohérent

(resp. cohérente) si glob(r)€ E(r) i.e. loc(glob(r)) €< r (resp. si

pour tout ouvert U de X , la restriction de r a U est précohé-
rente). On dit que T est globalement cohérente si elle est cohérente,
et si, de plus, r = loc glob(r). On dit gqu'une relation d'équivalence

R sur X est localement cohérente si r = loc(R) est cohérente,

cohérente si de plus R = glob(r) idi.e. R = glob(loe(R)). Montrer que
les relations d'équivalence globalement cohérentes R sur X corres-
pondent biunivoguement aux relations d'éguivalence cohérentes sur X ,

par rF—> glob(r) et R+ loc(R) ;

d) Montrer que pour que r soit cohérente il suffit que pour tout
a € X et tout voisinage ouvert W'C Ua de a , il existe un voisinage
ouvert WCW' de a , tel que toute classe d'équivalence de Ra\w soit
contenue dans une composante connexe d'une classe d'éguivalence de Ra\W'
(& fortiori, il suffit qu'il existe une famille fondamentale de voisina-
ges ouverts waCUa de a tels que les fibres de la relations d'équi-
valence induite Ra1wa soient connexes). (Hint: se ramener 4 établir la
pré~-cohérence dans le cas ol r est définie par une- REQuot(X) , et

noter dans ce cas que les fibres des relations d'équivalence RV sont

des parties relativement ouvertes -donc aussi relativement fermées- des
fibres de R ). Montrer que pour qu'une relation d'équivalence globale
R soit cohérente, il suffit qu'elle soit localement cohérente et que
ses fibres solent connexes ; prouver que cette condition est nécessaire
si les fibres sont fermées. Donner un exemple d'une relation d'équiva-
lence & fibres connexes et localement connexes, et qui n'est pas locale-

ment cohérente (?).
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e) Soit f: X' —>» X une application continue. Définir un homomor-

phisme de préfaisceaux naturel fx(QuotX,)-——a Quot induisant un

X 3
. . f o~ %

homomorphisme de faisceaux fx(QX‘) — QX dtou £ (QX) —> QX' Si

r est une relation d'équivalence locale sur X , on dit que f est une

"application fibre" pour la relation d'équivalence locale r sur X ,

si l'image inverse de r est la relation d'éguivalence locale grossiére
sur X' . Solt, pour tout espace topologique X' , Homfibr(X',X) l'en-
semble des applications continues de X' dans X qgi sont des applica-
tions fibres relativement & r . Montrer que pour X' variable, on
obtient un contrafoncteur en X'

f) Supposons r cohérente. Montrer que le foncteun précédent est
représentable par un espace topologique x* au-dessus de X . Montrer
que l'application fibre universelle #&: Xr———9 X est bijective, et que
tout x€ Xx¥ admet un voisinage ouvert U tel que 1l'application U —>X
induite par ¢ soit un homéomorphisme de U sur son image. Montrer que
les composantes connexes el sont ouvertes et correspondent par la
bijection Q aux fibres de la relation d'équivalence R= globfr)

Donner un exemple ou la restriction de Q aux composantes connexes de

r

X n'induit pas des homéomorphismes de ces espaces avec leurs images

dans X
g) La relation d'équivalence locale r est dite ouverte si elle

est une section du sous-faisceau Qoqu de @ provenant du sous-

préfaisceau Quotouv de Quot dont la valeur en tout ocuvert U de X

X X

est l'ensemble des relations d'équivalence ouvertes de U . On dira que

la relation d'équivalence locale r est strictement ouverte si elle est

cohérente et ouverte ou ce qui revient au méme, si elle est cohérente
et si pour tout ouvert U de X , glob(rlU) est une relation d'équiva-
lence ouverte dans U . On dit que la relation d'équivalence R dans X

est strictement ouverte si elle est cohérente et si loc(R) est une rela-

tion d'équivalence locale strictement ouverte. Prouver que pour que r

supposée ouverte soit strictement ouverte, il suffit qu'elle satisfasse
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d la condition envisagée dans d) ; si r est localement définie par une
R & fibres fermées, alors cette condition est aussi nécessaire.

h) Soit F wun faisceau d'ensembles sur X , Pour tout ouvert U
de X , soit Quot(U,F) l'ensemble des couples formés d'une relation
d'équivalence RU dans U et d'une relation d'équivalence RFU dans
FIU (F étant interpreté comme espace &étalé sur X) tels que le mor-
phisme structural p : P|U —> U soit compatible avec les relations

d'équivalence R et que le diagramme correspondant d'espaces

u > frjy o
topologiques

FIU — m o (FIU)/RFlU
D l Ql
U ———— U/Ry
solt cartésien avec ¢ un étalement (de sorte que FlU s'identifie &

1'image inverse du faisceau (F|U)/R sur U/RU ). Montrer que les

FlU
Quot(U,F) pour U variable définissent un préfaisceau sur X , dont
le faisceau associé& sera noté Q(F/X) . Dé&finir un homomorphisme de
faisceaux Q(F/X)— QX . Pour une section donnée 1r de QX , on
appelle r-structure sur le faisceau F toute section de Q(F/X) au-
dessus de la section donnée r de QX . Définir la catégorie Top(X/r)
des r~falisceaux sur X , et définir un foncteur conservatif et fidéle
"oubli de la r-structure" Top(X/r) —— Top(X) . Prouver que dans
Top(X/r) les 1limites projectives finies et les limites inductives fi-
nies sont représentables, et que le foncteur précédent commute auxdites
limites. En conclure que dans Top(X/r) les Sommes finies sont disjoin-
tes et universelles et les relations d'équivalence sont effectives uni-
verselles. Prouver que Top{X/r) admet une petite famille génératrice.
Donner un exemple avec r cohérente, ol Top(X/r) n'admet pas des
sommes directes infinies (?), donc n'est pas un topos.

i) Soit f : X —>» Y une application continue oompatiblevavec

R = glob(r). Définir un foncteur
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fi Top(Y) —— Top(X/r)

dont le composé avec le foncteur d'inclusion Top(X/r) — Top(X) soit

fX

Montrer que si r est globalement cohérente et strictement ouverte
(i.e. 81 R est strictement ouverte et r = loc(R) ), et si [ est
l'application canonique X — Y = X/R , alors fi est une équivalence

de catégories, donc Top(X/r) est un U-topos, et Top(X/r) —» Top(X)

est le foncteur image inverse d'un morphisme de topos.

J) Conclure de i) que si r est strictement ouverte, alors Top{X/r)
est un topos, et le foncteur d'inclusion Top(X/r) —> Top(X) est le
foncteur image inverse associé 4 un morphisme de topos

p : Top(X) — Top(X/r)

k) Définir une loi fonctorielle du topos Top(X/r) et du morphisme
de topos précédent p , par rapport au couple (X,r) d'un espace topolo-
gique X muni d'une relation d'équivalence locale strictement ouverte.
Montrer que si X'o—s X est un étalement et si r' est l'image inverse
de r dans X' , alors le morphisme induit Top(X'/r') — Top(X/r)

-~

est équivalent & un morphisme de localisation Top(X/r)/E———» Top(X/r) ,
ol E est un objet de Top(X/r) (déterminé 3 isomorphisme unique prés).
Pour gue E couvre 1l'objet final de Top(X/r) , 11 faut et il suffit que

le saturé sous R = glob(r) de 1l'image de X' dans X soit égal & X

1) Déduire de k) que Top(X/r) est une &tendue rigide (9.8.2 b)).

Montrer que si X est sobre l'ensemble des classes d'isomorphie de
points de Top(X/r) est pnoméomorphe, pour sa topologie canonique ( )
a l'espace topologique quotient X/glob(r) , et que pour deux points de
Top(X/r) , provenant de points x et x' de X , il existe au plus un
morphisme de l'un dans l'autre ; il y en a effectivement un si et seule-
ment si x' et x sont équivalents mod glob(r) & des points Xi et
Xy tels que Xy générise x!

1

m) Etudier le morphisme de topos canonique Top(X) — Top(X/r) , en
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notant gque pour tout objet U de Top(X/r) tel que le topos induit sur
U "soit" un espace topologique ordinaire, le morphisme induit
TOP(X)/pX<U)———9 Top(X/r) M"est" une application continue d'espaces to-
pologiques ordinaires XU———» U . Montrer que les fibres de l'applica-

tion XU———éll sont homéomorphes & des composantes connexes de l'espace

¥ ge f

X

n) Soit X une variété différentiable munie d'un feuilletage, i.e.
d'un sous-faisceau F 1localement - facteur direct du faisceau tangent
de X , stable par crochets. D&finir sur X une relation d'équivalence
locale strictement ouverte associe au feuilletage, et définir sur le

topos quotient T= Top(X/r) un Anneau qui en fasse une &tendue giffé-

rentiable (9.8.2. j)). DEéfinir une é&quivalence de la catégorie des
Modules localement libres sur 1'&tendue différentiable T (appelés
aussi fibrés vectoriels différentiables sur T ), et la catégorie des
Modules localement libres sur X munis d'une connexion relativement
au sous-fibré F donné du fibré tangent. Donner des variantes dans

le cas analytique réel et analytique complexe.
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10. Faisceaux de morphismes
Proposition 10. 1 : Soient E un topos, X et Y deux objets de E ; le

foncteur 7 +— HomE(ZxX,Y) ~ Hom (XZ,YZ) est représentable.

E g

En effet, les limites inductives sont universelles dans E (II 4.3).
Le foncteur Z»—— ZxX commute donc aux limites inductives. Par suite,
le foncteur Z»——)HomE(ZXX,Y) transforme les limites inductives de l'ar-
gument Z en limites projectives. Il est donc représentable (IV 1.4 et
1.2).
10.2. L'objet représentant le foncteur Zr——aHomE(ZxX,Y) est noté
ﬂ%mE(X,Y) (ou plus simplement M%m(X,Y) ) et est appelé le faisceau des

morphismes de X dans Y . C'est un bifoncteur en X et Y . On a donc

un isomorphisme trifonctoriel.
(10.2.1.) HomE(z,%omE(x,Y) ) ’_‘.’%omE(ZXX,Y)

I1 résulte alors de la formule (10.2.1) qde le bifoncteur
(X,Y)—> %%m(X,Y) transforme les limites inductives de 1'argument X
(resp. les limites projectives de l'argument Y ) en limites projectives
dans E

Proposition 10.3 : Soit v : E—3 E' un morphisme de topos. Pour un

objet variable X de E et un objet variable Y de E' , on a un iso-

morphisme bifonctoriel.

x ~
(10.%.1) vxgﬁomE(v v,X) }%ng'(Y,VxX)

Démonstration. Pour tout objet 7 de E' , on a une suite d'isomorphis-

mes, fonctoriels en tous les arguments

HomE,(Z,v*yﬁm%ﬁva,X)) a2 HomE(vxZ,%%mE(va,X)) (adjonction)
HomE(vxZ,%omE(vXY,X)) o~ HomE(vXZXV*Y,X) (10.2.1)
HomE(VXZXVXY,X) =~ HomE(vx(ZxY),X) (vx exact 3 gauche)
HomE(VK(ZXY),X) =~ HomE(ZXY,VxX) (adjonction)
Homy, (ZxY,v,X) ~ Homy, , (2, ¥omy,, (¥,v,20)) (10.2.1)

Les deux membres de (10.3.1) représentent donc des foncteurs isomorphes,

c.q.f.d,
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n U-préfaisceau sur C

— 2

Corollaire 10.4 : Soient C un U-site , X

Y un U-faisceau sur C , ¥ un univers contenant U tel gque C soit

V-petit, C% le topos des V-préfaisceaux sur C , C% le topos des

U-faisceaux sur C . Le préfaisceau %gmc-(X,Y) est un U-faisceau. Soit
)

X —> aX le morphisme canonigue de X dans son faisceau associé. Le

morphisme correspondant ﬁgmc-(gx,Y)-—7m€omCA(X,Y) est un isomorphisme.
) v

On a un isomorphisme canonigue m%mCA(gX,Y)Qf%&omcd(QX,Y)
v U

(10.4.1) Supposons d'abord que C so0it un petit site et que V = U

On a alors un morphisme de topos : Cg —_— CG (IV 4.8), d'on (10.3.

1) les assertions dans ce cas. Pour passer de 13 au cas général, on re-
margque tout d'abord que le foncteur "faisceau associé&" ne dépend pas de
1'univers (IT 3.6) et que le topos des V-faisceaux sur C est équiva-

lent au topos des V~faisceaux sur CU (ITT 4 et IV 1). I1 suffit donc

de démontrer le lemme suivant

Lemme 10.4.2 : Soient E wun U-topos , V un univers contenant U , EY

v
le topos des V-faisceaux sur E , X et Y deux objets de E . Il
existe un isomorphisme canonique W%mE(X,Y).ﬂ ﬂ%mEM(X,Y)

v
(10.4.3) Le foncteur e : E —>E# est pleinement fidé&le et exact &

E v

gauche. Par suite on a, pour tout objet Z de E un isomorphisme

HomE€(€EZ,eEmﬂomE(X,YD o HomEG(EEZXEEX’gEY>

Mais tout objet de EV est limite inductive d'objets provenant de E ,

dtold (10.2.1) 1l'assertion.

10.5, Soit v : E—>E' un morphisme de topos. On se propose de

définir quatre morphismes bifonctoriels.

@\, o v Homx,v)  — BonvFx,vEY) X et Y objets de E' ,
'?K]: vxﬁgm(X,Y) ————>*gm(va,va) s X et Y objets de E ,
=, %bm(V!X,Y) —_— vxﬂ;m(x,vfy) s X €0bE , Y € ob E' ,
Av v!(Xxva) — v, (X)xY X Eob E , Y & ob E' ,
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PR . —_ b3
ol, pour définir les morphismes =y et Av on suppose que le foncteur v

image réciproque par v admet un adjoint A gauche v,

(10.5.1) Définition de \Pv' Soit X wun objet de E . On a un mor-
phisme d'adjonction VXVXX — X , d'oU, pour tout objet Z de E' ,
un morhisme bifonctoriel VX(ZXVXX> —— (v¥*2)xX . On a donc, pour tout
objet Y de E , un morphisme trifonctoriel
HomE((vxZ)xX,Y) —_ HomE(VX(ZXVXX),Y)
On en d&duit, par adjonction, un morphisme trifonctoriel
HomE,(Z,vX%om(X,Y)) —_ HomE,(Z,mom(va,va)) ;

d'oll le morphisme ¥ v

(10.5.2) Définition de AV . Pour tout objet X de E , on a un mor-

phisme d'adjonction X—évxv‘X ; d'ol, pour tout objet Y de E , un

morphisme bifonctoriel Xxv Y — vxv,(X)xva ad VX_(_V'(X)XY) ; dtol,

par adjonction, le morphisme Av

(10.5.3) Définition de :"v . Solent X un objet de E , Z et Y

deux objets de E' . Le morphisme Av : v!(XxvxZ) o v!(X)xZ four-
nit un morphisme trifonctoriel HomE,(v!(X)xZ,Y) —-)HomE,(V!(XxvKZ,Y) H
d'oll, par adjonction, un morphisme trifonctoriel

HOTHE|(Z,MDTH(V!X,Y)) —_— HomE,(Z,vaom(X,va)) ;

d'ol le morphisme —. v

(10.5.4). Définition de @ . Le morphisme trifonctoriel de(10.5.3)
HomE,(V!(Z)XX,Y) —_ HomE,(v!(vaxX),Y) H
oi Z est un objet de E et X , Y sont des objets de E' , permet
d'obtenir, par adjonction, un morphisme trifonctoriel ,
HomE(Z,vabm(X,Y)) _ HomE(Z,Kom(vXX,va)) 5
d'oll une définition du morphisme (DV . Il existe une deuxiéme maniére
de définir d)v . Soient X , Y , Z trois objets de E' . Le foncteur
vE LBt —5 & fournit un morphisme trifonctoriel
HomE,(ZxX,Y) — HomE(v*(Z)va(X),vxy) ;

d'oll, par adjonction, un morphisme trifonctoriel
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Hom,,, (2, Mom(X,7)) — Homy, (Z,v, Kom(v*x,v*¥))

EV
On a donc un morphisme bifonctoriel
’a'Com(X,Y) — Vx%0m<VXX,VXY) ;

d'oll, par adjonction, un morphisme dont on laisse au lecteur le soin de

vérifier que c'est bien le morphisme @v défini ci-dessus.

Proposition 10.6 : Soit v : E — E' un morphisme de topos.

1) Le morphisme QRJ (10.5.1) est un isomorphisme pour tout objet

Y de E si et seulement si le morphisme d'adjonction vxva —» X est

un isomorphisme. En particulier, le morphisme T}, est un isomorphisme

pour tout couple d'objets (X,Y) si et seulement si le foncteur

Ve ! E — E' est pleinement fidé&le, i.e. si v est un plongement de

topos.

2) Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Pour tout couple (X,Y) d'objets de E' , le morphisme Qv (10.5.4)

est un isomorphisme.

(ii) Le foncteur v¥  admet un adjoint 4 gauche v, et pour tout objet

X de E et tout objet Y de E' , le morphisme = (10.5.3) est un

isomorphisme.

(iii) Le foncteur v*  admet un adjoint & gauche v, et pour tout objet

X de E et pour tout objet Y de E' , le morphisme AV (10.5.2)

est un isomorphisme.

(10.6.1) La premidre assertion résulte immédiatement de (10.5.1). Il
résulte aussi immé&diatement de (10.5.2.), (10.5.3), (10.5.4) que

(i1i) €& (ii)&=((i) et le foncteur v® admet un adjoint 3 gauche

\£ ). Il reste donc & montrer que (i) implique que v*  admet un adjoint
4 gauche, i.e. (IV 1.8) que (i) implique que v¥ commute aux petits
produits. Soient e' 1l'objet final de E' et I un petit ensemble.
Comme v* est exact & gauche, Vx(e') est un objet final de E et

comme vY commute aux limites inductives v* (l& et)x ¥.vx(e') . Pour

tout objet Y de E' , ona ®om(ll e',Y) T\-%om(e',Y)ﬂ Ty et
T I I
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M;nmu_vx(e'),va)ﬁi TT'Miom(vx(e'),va) o T vy | Le morphisme fonc-
I 1 T

toriel Q‘] induit donc un isomorphisme vE¥T v T v*v  dont on vérifie
T I
que c'est 1l'isomorphisme canonique. c.q.f.d.

Corollaire 10.7 : Scient E un topos, Z un objet de E , jZ : E/Z-—*E

le morphisme de loecalisation (IV 5.2), X,Y deux objetsde E

1) Il existe un isomorphisme bifonctoriel

P2 Rom(x,v) 2 Won(§¥ x,i¥v)

2) Soit X' un objet de E/Z . Il existe un isomorphisme bifoncto-

. . o .
riel yﬁomE(JZ!X',Y) N JZxﬂng/Z<X ,JZY)

3) Soit Y' un objet de E/Z . Lorsque Z est un ouvert de E ,

il existe un isomorphisme bifonctoriel

gﬂom(X',Y‘)y wgm(jZIX',

N 3 1
JZx JZxY ) *

Les assertions 1) et 2) se démontrent en remarquant que le mor-

phisme j\j est un isomorphisme. Pour l'assertion 3), 11 suffit de
Z

remarquer que ij est pleinement fidéle, car jZ' est pleinement fi-

déle (I 5.7. a)).

Corollaire 10.8.: Soient E un topos, X , Y et Z trois objets de

E , E/Z —> E le morphisme de localisation.

Jz

1) On a un isomorphisme canonigue

R ~
Jygdy Yy = 3£om(Z,Y)

2) On a un isomorphisme canonigue

Hom, (Z Mom(X,Y)) & gom. (i% x,i¥ v)
E E/Z Z Z
Soit e, 1'objet final de E/Z (i.e. 1l'objet idZ : 72 —>»7) ). I1
résulte de (10.2.1) gu'on a un isomorphisme canonique
LK " % .
%omE/Z(eZ’JZY) - JZ Y 3
d'ol, d'aprés (10.7.2), un isomorphisme
. L E .
Jogdy Y o maom(JZ!eZ,Y)
Comme jZ'eZ = 7Z , on a démontré 1). Démontrons 2). De (10.7), on tire
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un isomorphisme canonique

Hom (eZ,ijﬁom(X,Y))ﬂi HomE/Z(jEX,jEY) 5

E/Z Z
d'ol, par adjonction sur le premier membre,

HomE(z,M,om(}:,y)) ~ HomE/Z(ng,ng) .

11, Topos annelés, localisation dans les topos annelés

11.1.1 Soit U un univers. On appelle U-topos annelé un couple

(E,A) ou E est un U-topos et A un objet muni d'une structure
d'anneau. On appelle U-site annelé un couple (C,A) ol C est un
U-site et A un U-faisceaux d'anneaux sur C . On ne mentionne pas
l'univers lorsque le contexte ne préte pas & confusion. A un site anne-
1€ (C,A) est associé le topos anneld (C™¥ ,A) . A un topos annelé (E,A)
est associé le site annelé& constitug par le site E et le faisceau
d'anneaux représenté par A

11.1.2 Soit (E,A) un topos annelé. On note

E (resp. E, ) la caté-

A A
gorie des faisceaux de A-modules (nous écrirons aussi A-Modules ) a

=~

gauche (resp. & droite) unitaires. La catégorie E (resp. E, ) est

A A

une catégorie ab&lienne (II 6.7). Soient M et N deux faisceaux de
A-modules 3 gauche (resp. i droite). Le groupe commutatif des morphis-
mes de A-Modules de M dans N est noté Hom, (M,N)

11.1.3 Soient A , B et C trois anneaux d'un topos E , M un
faisceau de A-B Dbimodules , N un faisceau de A-C bimodules & gauche.
Soit e wun objet final de E et posons Hom(e,B) = P(B) , Hom(e,C) =I'oy.
La structure de A-B bimodule de M fournit un homorphisme d'anneaux de
T (B)° dans l'anneau des endomorphismes du A-module M et de méme,

la structure de A-C bimodule de N fournit un homomorphisme d'anneaux
de I‘(C)O dans l'anneau des endomorphismes du A-module N . On en
déduit, par fonctorialité&, une structure de T(B)- Iq(C) bimodule sur
le groupe commutatif HomA(M,N) . En particulier, lorsque A est un
faisceau d'anneaux commutatifs, le groupe HomA(M,N) est muni canonique-

ment d'une structure de I1(A)-module.

496



198 v

11.1.4 Soient E wun topos, A et B deux anneaux de E , u : A—— B
un morphisme de faisceaux d'anneaux, M un B-module (& gauche pour fi-
xer les 1dées). Le faisceau M peut-&tre considéréd comme un faisceau de
A-modules par 1l'intermédiaire de u : Pour tout objet X de E , M(X)
est muni de la structure de A(X)-module déduite de sa structure de

B(X)-module et de l'homomorphisme u(X) : A(X) — B(X) par restriction

des scalaires.On obtient ainsi un foncteur "restriction des scalaires

par u " Res(u) : BE _— AE

11.1.5 En particulier lorsque A = Z (faisceau constant Z i.e.
faisceau associé au préfaisceau constant Z ) et lorsque u : Z —>»B est
l'unique morphisme canonique, on obtient un f oncteur de BE dans 1la

catégorie ZE qui n'est autre que la catégorie des faisceaux ab&liens

notée EAb . Ce foncteur est appelé le foncteur faisceau abélien sous-
jacent.
Proposition 11.1.6 : Le foncteur restriction des scalaires par u com-

mute aux limites inductives et projectives. Il est conservatif.

La proposition est vraie pour le foncteur restriction des scalaires
pour les modules ordinaires, i.e. lorsque E est le topos ponctuel.
Elle est donc vraie lorsque E est le topos des préfaisceaux sur un
petit site. Il résulte.alors de la détermination des limites inductives
et projectives 4 1'aide du foncteur faisceau associé (II 6.4) que la pro-

position est vraie dans le cas général.

11.2.1 Soient (E,A) un topos anneld, X un objet de E ,

jX : E/X — E le morphisme de localisation (IV 8). D'aprds III 1.7 ou
IV 3.1.2, le faisceau jiA est muni canoniguement d'une structure
d'anneau. Le faisceau d'anneaux j§A est noté le plus souvent AlX ou
bien encore, abusivement, A . Sauf mention du contraire, le topos E/X
ijjiA est muni canoniguement d'une
structure d'anneau. Le morphisme d'adjonction A ———>ijj§A est un mor-

sera annelé par A|X . Le faisceau

phisme de faisceaux d'anneaux.

497



199 Iv

11.2.2 Soit de plus ™M un A-module (3 gauche pour fixer les idées).
Le faisceau j; M est muni d'une structure de Al|lX-module (III 1.7 ;
ou IV 3.1.2) ; d'ell un foncteur

o

. 5
Jy A" 5 oax Py

appelé foncteur de restriction & ou encore foncteur de restric-

Brx o
tion & X . Le foncteur j; commute aux limites inductives et projec-
tives (loec. cit.). Il est en particulier exact. Soit maintenant N un
Al X-Modules (III

AjX-Module. Le faisceau est un faisceau de

Ixx Ixx
1.7 ou IV 3.1.2) ; d'odt, par restriction des scalaires par le morphisme

d'adjonction Ar-#jXX(Alx) (11.1.4), un A-Module encore noté N

jXX
On a donc défini un foncteur

Ixx + aixP/x T2aF
qui commute aux limites projectives (11.1.6 et III 1.7). Pour tout
A-Module M , le morphisme d'adjonction M ——9jXXj§M est un morphisme
de A-Modules . Pour tout A]X-Module N et tout A-Module M , le mor-
phisme d'adjonction M-—»jXinM défrinit un morphisme bifonctoriel en
M et N
(11.2.2.1) HomAlX(ji M,N) ———> Hom, (M, ]y N)
Ce dernier morphisme est un isomorphisme i.e. les foncteurs j; et ij
pour les A-Modules , sont adjoints (III 1.7).

11.2.3 Les foncteurs j; et pour les Modules, commutent au fonc-

Ixx
teur "ensemble sous-jacent" (IIT 1.7 4)). Ils commutent donc aux fonc-
teurs restriction des scalaires et en particulier au foncteur faisceau

ab&lien sous-jacent.

Proposition 11.3.1 : Soient (E,A) un topos annelé, X un objet de

E . Le foncteur

. X

Ix ¢ AP >

Al xP/x

admet un adjoint & gauche noté jX' —————»AE et _appelé le pro-

Al %%/

longement par zéro. Le foncteur prolongement par z&ro est exact et fi-

déle et commute aux limites inductives. Les foncteurs pour les

J.X!
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Modules commutent aux foncteurs restriction des scalaires et, en parti-

culier, 1ils commutent au foncteur faisceau ab&lien sous-jacent.

L'existence du foncteur résulte de III 1.7. Comme est

Ix1 Ixy
un adjoint 4 gauche, il commute aux limites inductives (I 2). Pour dé-
montrer les autres assertions, supposons d'abord que E soit le topos
des préfaisceaux d'ensembles sur une petite catégorie C contenant
x est équivalent & la catégorie des

préfaisceaux sur C/X et que, modulo cette équivalence, le foncteur

l'objet X . On sait alecrs que E/

j; i E— E/X n'est autre que la composition avec le foncteur d'ou-
bli C/X —>C (I 5.11). I1 résulte alors immé&diatement de la construc-
tion explicite de jX' (I 5.1) que pour tout AlX-Mocdule N et pour

tout objet Y de C , on a

Jy N = s> N(w)

ut HomC(Y,X)

d'ol l'exactitude de jX! et le fait que le prolongement par zéro com-
mute aux foncteurs restriction des scalaires dans ce cas. Dans le cas
général, on peut supposer gque E est le topos des faisceaux sur un
petit site C et que X provient d'un objet de C ((IV 1). Le topos
E/X est alors équivalent au topos des faisceaux sur C/X (muni de 1la

topologie induite) (III 5.4) et le morphisme de topos —> E

Ix * Eyx
provient du foncteur d'oubli C/X ——>C qui est continu et cocontinu
(ITIT 5.2). Il résulte alors de III 1.711) que le prolongement par zéro
pour les faisceamux s'obtient en composant le prolongement par zérc pour
les préfaisceaux avec le foncteur faisceau associ& ; d'ou l'assertion
d'exactitude et la commutation aux restrictions des scalaires.

Pour démontrer la fidélité, 11 revient au méme de montrer que pour
AlX-Module N , le morphisme d'adjonction

ady N——-)j;éjx! N

est un monomorphisme. Or, en notant ji! le foncteur prolongement par
zéro pour les préfaisceaux et a le foncteur "faisceau associé", on a

un diagramme commutatif
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ad

—_—

A
e a jxdn v o,

ol adﬁ est le morphisme d'adjonction pour les préfaisceaux. Le mor-
phisme ady est un monomorphisme d'apré&s ce qui précéde, donc g(adﬁ)
est un monomorphisme. De plus, comme le foncteur d'oubli C/X — C est

. . . . X R
continu et cocontinu, le morphisme canonique a iy — > Jy & est un

isomorphisme (III 2.3). Par suite adN est un monomorphisme.

Remarque 11.3.2 : Soit N un A|X-Module. Le faisceau d'ensemble sous-
jacent a jX!N n'est pas, en général, isomorphe au faisceau obtenu en
prolongeant par le vide (III 5.3 et IV 5.2) 1le faisceau d'ensemble

sous-jacent & N . On prendra donc garde de ne pas confondre le fonc-

teur prolongement par zéro noté Jyy ¢ AlXE/X —_— AE dans 11.3.1,
et le foncteur prolongement par le vide noté encore jX' : E/X — E
dans III 5.3 et IV 5.2 . Dans la plupart des cas rencontrés dans la

pratique, 1l'abus de notation signalé ci-dessus n'améne pas de confu-

sions. Lorsqu'une confusion est néanmoins possible, nous utiliserons
.ens
Ixt

teurs prolongement par zéro et prolongement par le vide.

les notations j%? et pour désigner respectivement les fonc-

Proposition 11.3.3 : Soient (E,A) un topos anneld et X un objet

de E . Le A-Module (AfX), noté le plus souvent A, ou A

Ixt X X,E °?
est le A-Module libre engendré par X (IT 6.5) i.e. pour tout

A-Module M , on a un isomorphisme canonique, fonctoriel en M

Homg, (X, 1) —N Hom , (Ay M)

Soit (Xi) iep une famille topologiquement génératrice de E (II 3.0.1).
La famille (AXi> . est une famille génératrice de la catégorie des
A-Modules

Soit ey l'objet final du topos %XI (eX = X ——ig—a X). On a un
isomorphisme

¥ %
Homyy (AIX, j3M) —— Homp (ey,jyM) R
/X
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déduit de la section unité ey — A/X 3 d'ou, par adjonction, un

isomorphisme
.ab v .ens
HomA(JX!(AIX),M)——a HomE(JX! (eX),M)
Comme j;?s(ex) = X , on obtient 1l'isomorphisme annoncé&. La derniére

assertion résulte de II 6.6

Remargue 11.3.4 : Soient A et B deux faisceaux d'anneaux sur un
topos E , X un objet de E et N un AJX-BlX-bi Module. Le
faisceau ab&lien obtenu en prolongeant N par zéro est muni canonique-
ment d'une structure de A-B-biModule ainsi qu'il résulte immédiate-
ment de sa description explicite (11.3.1). En particulier le A-module

libre engendré AX est un A-biModule

Exercice 11.3.5 : Soilent E un topos, X un objet de E , x : P—3E

un point de E (IV 6.1), (xi) la famille des points de E au-

iel /X
dessus de x (en correspondance biunivoque avec la fibre Xx IV 6.7.2).

Montrer que pour tout faisceau abélien M sur E/ la fibre (jX'M)x

X 3
est canoniquement isomorphe a2 B M_
i i

12. Opération sur les modules

Proposition 12.1 : Scient (E,A) un topos annelé, M et N deux

A-Modules & gauche (resp. & droite). Le foncteur sur E qui a tout

objet X de E associe le groupe commutatif HomA(M,JﬂomE(X,N)) est

représentable par un faisceau abélien noté jﬂomA(M,N) (ou parfois

ﬁ&om(M,N) lorsqu'aucune confusion n'en résulte). Pour tout objet X de

E on a un isomorphisme canonique

(12.1.1) w&omA(M,N)(X) o HomAlX(jiM,jiN).

On a un isomorphisme canonigue m&omE(X,N) = N (10,8) et

. 3
Ixxd X
par suite j@omE(X,N) est muni fonctoriellement en X d'une structure
de A-Module & gauche (resp. & droite). Le foncteur X—aﬁeomE(X,N)

transforme les limites inductives de l'argument X en limites projec-

de A-Modules (10.2 et 11.2.3) et par suite le foncteur

X —> HomA(M,&aomE(X,N)) transforme les limites
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inductives de ltargument X en limites projectives de groupes commu-
tatifs, donc en limites projectives des ensembles sous-jacents. Il est
donc représentable (IV 1.4 et 1.2) et 1l'objet qui le représente est
muni d'une structure de faisceau abélien. On a, par définition, pour
tout objet X de E , un isomorphisme canonique

(12.1.2) #@omA(M,N)(X) = Hom(X,jbomA(M,N)) o~ HomA(M,ﬁeom(X,N))

et 1l'isomorphisme (12.1.1) résulte de (12.1.2) , de 1'isomorphisme

Woom(x, M) = ijjf(N (10.8) et des formules d'adjonction de 10

12.2 Le falsceau abélien ﬁ%nm(M,N) est appelé le faisceau des mor-

phismes de A-Modules de M dans N . C'est un bifoncteur en M et N

I1 résulte de sa dé&finition et de (10.2) gu'il transforme les limites
projectives de l'argument N (resp. les limites inductives de M ) en
limites projectives de faisceaux ab&liens. En particulier il est exact
4 gauche en ses deux arguments.

Proposition 12.3 : Soient (E,A) un topos annelé, M et N deux

A-Modules & droite (resp. 3 gauche), X un objet de E

a) On a des isomorphismes canoniques

~ A SE LK ~ . L E
%omA(M,N)(X) & Homp (Mjy jyN) & Hom | x (JxM,J3N) = Hom, (Jy JyMsn)

b) On a un isomorphisme canonigue

. Py ~ K L%
@X ¢y ?&omA(M,N)-— 9&omA|X(JXM,JXN)

Soit de plus P un AlX-Module 3 droite (resp. & gauche)

¢) On a un isomorphisme canonigue

ij%om M,P) gleomA(M,jXXP)

(.X
Axtdx

d) On a un isomorphisme canonique

= . . ~ s L E

=y i Wom, Gy 2w @y, Bom, (2,550
Les isomorphismes de a) résultent de (12.1.2), de 1l'isomorphisme
?&omE(X,N) o ijjiN (10.8) et des formules d'adjonction de 10.

Démontrons d). Pour tout objet Y de E on a la suite d'isomor-

/X
phismes
Hom(Y,jié@omA(M,N) o~ Hom(jX,Y,meomA(M,N)) (adjonction pour les

faisceaux d'ensembles)
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Hom(j

JX!Y,m&omA(M,N))Qﬁ HomA(M,Jeom

iy, T5N0)  (12.2.1)

. N . v X
Hom(M,&eomE(Jx!Y,N))-— HomA(M,JXXgeomE/X\Y,JXN)) (10.7)

, % %
HOTNFM,JXX}eomE/X(Y,JXN)) ~ HomA/X(JXM,J%omE(JXN))

(11.2.2.1)

Hom . ¥omy (7,550 Hom(Y,%omAlX(jiM,jiM)) (12.2.1)

arxUx

Démontrons c). Pour tout objet Y de E , on a la suite d'isomorphismes:

X " X K . X
Hom(Y &eomAIX(JXM,P)) Ll Hom(JXY,m@DmAlX(JXM,P)) {(adjonction)

I xx

Hom(ti,QCOm (j;M,P)) ~ Hom

AlX

L X - X
A/XuXM,‘ir@omE/X(JXY,p)) (12.2.1)

- X . . 3
HomA‘X(JXM,m@omE/X(JiY,P))ﬂ HomA(M’JXx omE/ (JXY,P)) (11.2.2.1)
. L%
HomA(M’JXxwomE/X(JXY’P)) Hom (M, #omy, (Y, 5, P)) (10.%)
Hom, (M, ®om (¥, 2)) & Hom(Y,¥bom, (M, ], P)) (12.2.1)

Démontrons d). Pour tout objet Y de E , on 4 la suite d'isomorphismes

Hon (¥, %bom, (5, P,N)) & Hom, (i, P, Fom_ (v,n)) (12.2.1)
HomA(jX!P,meomE(Y,N))cﬁHomAlX ,ijﬁom (Y,N)) (11.%.1)
HomA/X(P,jimeomE(Y,N)) o~ HomAIX(P,meom (ti,jiN)) (10.7)

Ex

X L% L% L%
HomA/X(P’éeomE/X(JXY’JXN)) y.Hom(JXY,geomAlx(P,JXN)) (12.2.1)
% % ~ . X . .
Hom(JXY,meomAIX(P,JXN)) -2 Hom(Y,JXXyeomAlX(P,JXN)) (adjonction)
Corollaire 12.4 : Soient C un U-site , A' un U-préfaisceau

d'anneaux sur C , M un U-préfaisceau de A'-modules (3 gauche pour

fixer les idées), N wun U-faisceau de A'-modules (& gauche). Notons

A le faisceau associé & A' , de sorte que les faisceaux N et aM

(faisceau associé& 3 M) sont des A-Modules. Le préfaisceau

X r——aHomA,lX(jiM,jiN) est un U-faisceau abélien canoniquement isomor-
phe é,%LmA(gM,N) . En effet il résulte de III 5.5. et III 2.3. que le

foncteur de localisation & commute avec les foncteurs faisceaux

C/x

associés (pour C et C,,). Par suite, on a des isomorphismes foncto-

/X
riels en l'objet variable X de C

IS 3 I 4 ~ - X % ~ X ~
Homy v 5 (IxMsJxN) = Homy(afyM, jyN) = HomAlX(JXgM,JXN) 3€om (aM,N) (X)
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Corollaire 12.5 : Soient E un topos , A , B, C trois faisceaux

d'anneaux sur E , M un A-B biModule , N un A-C biModule . Le fais-

ceau abélien MbmA(M,N) est muni canoniqguement d'une structure de B-C

biModule . En particulier lorsque A est un faisceau d'anneaux commu-

tatifs et lorsque M et N sont des A-Modules , agomA(M,N) est muni

canoniquement d'une structure de A-Module . Les isomorphismes canoni-

ques b) , ¢), d) de 12.3 sont des isomorphismes de bi-Modules.

Nous nous bornerons & donner des indications. Pour tout objet X de

K L% .
E, on a j&omA(M,N)(X) o HomAlX(JXM,JXN) (12.3). Par suite, le
groupe commutatif jﬂomA(M,N)(X) est muni canoniquement d'une structure
de B(X)-C(X) bimodule (11.1.3) dont on vérifie qu'elle est fonctorielle

en X . Les autres assertions sont laisséesau lecteur.

Corollaire 12.6 : Soient (E,A) un topos annelé, X un objet de A ,

N un A-Module (& gauche pour fixer les idées). On a des isomorphismes

canoniguesg de A-Modules

. <K
MomE(x,m S P, s\ é@omA(Ax,N) ;

la structure de A-Module sur gﬁomA(AX,N) provenant de la structure

de biModule sur AX (11.3.4).

Le premier isomorphisme résulte de 10.7, le deuxidme de 1'isomor-

phisme de A-Modules N= jeomA(A,N) et de 12.3.

Proposition 12.7 : Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module 3

droite et N un A-Module 3 gauche. Le foncteur qui & tout faisceau

ab&lien P associe le groupe commutatif HomA(M,m&omZ(N,P)) est repré-

sentable par un faisceau abélien noté M @AN et appeié le produit ten-
soriel sur A de M et de N

On a une injection canonique de HomA(MJeomZ(N,P)) dans 1l'ensem-
ble Hom(M,meom(N,P))et Hom(MxN,P) ; On constate aussitdt, en revenant
aux définitions, qu'un morphisme f de faisceaux d'ensembles de MxN
dans P provient d'une é&l&ment de HomA(M,aeomZ(N,P)) si et seulement

81 pour tout objet X de E , f(X) : M(X) x N(X)— P(X) est une

504



206
Iv

application A(X)-bilinéaire de M(X) x N(X) dans P(X) . Appelons
morphisme A-bilinéaire 1les morphismes de faisceaux d'ensembles de

MxN dans P qui poss&demMcette propriété. Il s'agit donc de repré&senter
le foncteur des morphismes A-bilinéaires de MxN dans P . Pour cela
on procéde comme dans le cas ordinaire i.e. comme dans le cas ol E est

le topos ponctuel. Considérons les huit morphismes

(i) MXMxN ————3 MxN 1 £1 £73
(i) MxNxN ——— —3 MxN L i g6
(1) MxAXN ~—— MxN 7T< 138

définis par les formules

(1) (my,my,n)  ——— (my+m,,n)
(2) (msmy,n) p——y (my,n)

(3) (my,m,,n)  —— (m,,n)

€y (m,ny,n,) b——— (m,n +n,)
(5) (m,ny,n,) F——— (m,n,)

(6) (m,ny,n,) p——— (m,n,)

(7 (m,a,n) —— (ma,n)

(8) (m,a,n) ——— (m,an) H

oll la formule (i) décrit 1l'application (i)(X) pour les objets va-
riables X de E . Notons L 1le foncteur "faisceau abélien libre
engendré ". Il est clair que le plus grand quotient (au sens des fais-
ceaux abéliens de L(MxN) qui égalise le morphisme L(1) & L(2)+L(3) ,
L(4) 8 L(5)+L(6) et L(7) & L(8) représente le foncteur des morphismes

A-bilinéaires de MxN dans P

12.8. On constate que le foncteur P+ HomA(N,jeomZ(M,P)) est aussi
canoniquement isomorphe au foncteur des applications A-bilinéaires de
MxN dans P . Par suite le produit tensoriel MQAN représente aussi
le foncteur HomA(N,aeomZ(M,P)) . On a donc des isomorphismes, foncto-
riel en tous les arguments

(12.8.1) Hom,, (M @N,P) ~ Hom, (11, %om, (1,P))

(12.8.2) Hom, (M@N,P) HomA(N,aegomZ(M,P))
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12.9 Il résulte de (12.8.1), ou bien de (12.8.2) et de(12.2) que le

foncteur ®

9 commute aux limites inductives en ses deux arguments.

Proposition 12.10 : Soient C un U-site , A' un préfaisceau

d'anneaux sur C , M' (resp. N') un A'-module & droite (resp. a gau-

che) , A,M,N les faisceaux associés 3 A' , M' et N' prespectivement.

Le faisceau associé au préfaisceau X+—>M'(X) ®A(X)N'(X) (X ob C)

est_canoniquement isomorphe au faisceau MG%N

-~

Le préfaisceau XrHM'(X) 8’,(X)N'(X) peut se construire & partir
des préfaisceaux M' , N' et A' par les cpérations indiquées dans la
démonstration de 12.7. Comme le foncteur "faisceau associé" commute aux
limites projectives et inductives finies et aux foncteurs "objet abé&lien
libre engendré", la formation du produit tensoriel commute au foncteur

"faisceau associé".

Proposition 12.11 : 3Soient (E,A) un topos annelé , M un A-Module

& droite , N un A-Module 4 gauche, X un objet de E

a) On a un isomorphisme canonique

JXMe) 2 (33 @ (S5

Soient de plus P un- A/X-Module 3 droite et @ un A/X module &

gauche.

b) On a des isomorphismes canoniques (formules de projection)

. . ¥ “
Ix1 (P& xIx) 2 Gy, PI®N
J‘X!U;M@MXQ) o M@, (jy,Q)

Démontrons a). Pour tout faisceau ab&lien R sur %XZ , on a la

suite d'isomorphismes fonctoriels en R

X
HomZ(JX(MQAN),R) o HomZ(MQN R) (11.2.2.1)

Iy
Hom, (M@N,jy R) = HomA(M,%omz(N,JXXR)) (12.8.1)

Hom , (M, ¥om,, (W, j, ,R)) a2 Hom, (M, jo Boom, (JTN,R))  (12.3)

Hom, (1 'ﬁeomz(j)’;N,R))ﬁ Hom M,%omz(j;zN,R)) (11.2.2.

2d Yk AVxtdx

] X % % %
HomA/X(JXM,é&omZ(JXN,R))ﬂ HomZ(JXMG%JXN,R) (12.8.1)
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Exhibons le premier isomorphisme de b). Pour tout faisceau abé-

lien R , on a une suite d'isomorphismes fonctoriels en R

4
Hom (JX'(PBE'XJ *N),R) @ Hom, (P® IXJ N,JjyR) (11.3.1)
Hom, (P®), | 5% N,J R) Y. HomA/X@,'éeomZ(j;N,j;R)) (12.8.1)
HomA‘X(P,%omZ(jX ,JXR))&HomA‘X ,Jxéﬁom (N,R)) (12.3)
Hom |y ( ,waom (N,R)) = HomA(jX!P,%omZ(N,R)) (11.3.1)
HomA(jX!P,MomZ(N,R))_N_ Hom, (., P&, ,R) (12.8.1)

Le deuxiéme isomorphisme s'obtient de mani&re analogue i 1'aide

de (12.8.2).

Corollaire 12.12 : Soient E un topos, & , B, C trois faisceaux

d'anneaux sur E , M un B-A biModule , N un A-C biModule. Le

faisceau abé&lien MGAN est muni canoniquement d'une structure de B-C

biModule. En particulier, lorsque A est un faisceau d'anneaux commu-

tatifs et lorsque M et N sont des A-Modules, M@ N  est muni cano-

niguement d'une structure de A-Module. Les isomorphismes de 12.9 sont

des isomorphismes de biModules.

*M est un A[X-Module & droite sur

Pour tout objet X de E , jX

lequel opére, i gauche, l'anneau B(X) et de méme, j;N est un A/X-
Module & gauche sur lequel opd&re, & droite, C(X) . Par fonctorialité,

le faisceau abélien j;Mg/inN 2 j;(Mth) est muni d'une structure

de B(X)-C(X) "objet", structure qui varie fonctoriellement en X

Par suite MG&N est muni d'une structure de B-C biModule. Cette struc-
ture de B(X)-C(X) objet sur j;(M@AN) se refldte de facon évidente sur
le foncteur "morphisme A-bilinéaire". On constate alors que, lorsque A
est commutatif et lorsque M et N sont des A-Modules, les structures
de A-Modules & droite et d gauche qu'on obtient sont "&gales " et par
suite M@hN est dans ce cas un A-Module. La derniére assertion est

laissée au lecteur.

Corollaire 12.13 : Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module &
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gauche (resp. & droite), X un objet de E . On a (avec la notation

AX de 11.3.%) un_ isomorphisme canonique

R . X
AXQAM o JX!JXM (resp. M@AAX o JX!JXM))

résulte des formules de projections (12.11).

Proposition 12.14 : Soient E un topos, A et B deux faisceaux

d'anneaux sur E , M un A-Module & droite, N un A-B biModule ,

P un B-Module & droite. On a un isomorphisme canonique

HomB(MQAN,P) [ HomA(M,ﬂﬁomB(N,P))
De (12.8.1) on tire un morphisme A-bilinéaire canonique
*@omZ(N,P)xN~—>P 3 d'oll, en se restreignant 3 3&omB(N,P)XN (qui est
un sous-faisceau), un morphisme A-bilinéaire W&omB(N,p)xN-—>P dont
on vérifie immé&diatement qu'il est B-linéaire sur le deuxidme facteur.
On a donc un morphisme canonigue de B-Modules jeomB(N,P)QAN —>P 3
d'ol une application canonique, fonctorielle en M
(12.14.1) Hom, (M, ¥om,(N,P)) —s Hom,(Me,N,P)
Montrons que ce morphisme de foncteurs est un isomorphisme. Comme les
deux membres transforment les limites inductives de M en limites pro-
jectives, i1 suffit de montrer que (12.14.1) est un isomorphisme,
lorsque M parcourt une famille génératrice de la catégorie EA

I1 suffit donc de montrer que (12.14.1) est un isomorphisme lorsque

M = AX ot X est un objet de E. . La vérification est alors immédiate

13. Morphisme de topos annelés

Définition 13.1 : Soient (E,A) et (E',A') deux topos annelés. Un

morphisme de topos annelé u : (E,A) — (E',A') est un couple (m,®)

o m: E-— E' est un morphisme de topos (IV.3.1) et 8 : mxA'——a A

est un morphisme d'Anneaux.

13.1.1. Comme le foncteur m> : E' — E est adjoint & gauche au fonec-
teur m, E—E' , se donner un morphisme de topos annelés
(m,8) : (E,A)— (E',A') revient & se donner un morphisme de topos

m : E—E' et un morphisme de faisceaux d'anneaux 6 : A'—> mxA
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13.2. A un morphisme de topos annelés u = (m,8) : (E,A) — (E',A") ,
on associe deux foncteurs remarquables entre les catégories de Modules

13.2.1 Le foncteur image directe pour les Modules : Soit M un A-Module

4 gauche (resp. & droite). L'objet me est muni canoniquement d'une
structure de mXA—Module ; d'oll, par restriction des scalaires par le
morphisme canonique 8' : A'—> mxA , un A'-Module noté uX(M) et

appelé 1l'image directe de M par le morphisme u

13.2.2 Le foncteur image réciproque pour les Modules : Soit N un

=~

A'~Module & gauche (resp. & droite). L'objet m*N de E est muni
canoniquement d'une structure de m*A-Module & gauche (resp. 3 droite).
Le A-Module & gauche A@mxA,me (resp. a droite mXNmeA,A) ou A
est muni de la structure de m A'-Module définie par 8 : mxA'———aA R

est notd u*N et est appelé 1'image réciproque du Module N par le

morphisme de topos annelé u

1%3.2.3. On notera que pour tout A-Module M , le faisceau d'ensembles
et le faisceau abé&lien sous-jacent 3 u, M est le faisceau me . Aussi
emploie-t-on le plus souvent la notation u, pour désigner le foncteur
LU image directe pour les faisceaux d'ensembles. En revanche pour un
A'-Module N , le faisceau d'ensembles ou le faisceau abé&lien sous-
Jjacent a u*N n'est ni €gal ni isomorphe en général 2 m*N  (sauf tou-
tefois lorsque 6 est un isomorphisme). Il y a donc lieu de distinguer
entre 1'image réciproque pour les Modules et 1'image réciproque pour
les faisceaux d'ensembles ou les falsceaux abéliens. On utilise le plus
souvent la notation u_l : E'— E pour désigner le foncteur m* image

inverse pour les faisceaux d'ensembles. Le foncteur u_l est appelé le

foncteur image réciproque "ensembliste" par le morphisme de topos annelé

‘s . L. %
u , par opposition avec 1'image réciproque "au sens modules" u

Définition 13.3. : Soient (C,A) et (C',A') deux U-sites annelés. Un

morphisme de sites annelés u : (C,A) — (C',A') est un couple (m,8)

ol m est un morphisme du_site C dans le site C' (IV 4.9) et
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8 : mxA'———aA un morphisme d'Anneaux.

13.3.1. Un morphisme de topos annelé est un morphisme de U-sites anne-
1és. Un morphisme de sites annelés donne naissance 3 un morphisme entre

les topos annelés correspondants (11.1.1 et IV 4.9.1).

Proposition 13.4 : Soit u : (E,A)—> (E',A') un morphisme de topos

annelés.

a) Pour un A-Module 3 gauche (resp. & droite) variable M , et

pour un A'-Module i gauche (resp. & droite) variable N , on a des

isomorphismes bifonctoriels canonigues (dits isomorphismes d'adjonction)

(13.4.1) HomA(uﬁN,M) ~ HomA,(N,uxM) s
%
(13.4.2) uxaeomA(u N,M) ¥ W@omA,(N,uXM)
b) Pour un objet variasble X de E' , on a un isomorphisme cano-

nigue, fonctoriel en X

(13.4.3) urar —
X u_l(X)

ou Aty et A -1 désignent les Modules libres engendrés (11.3.3).
u T (X)

c¢) Lorsque A' est commutatif et lorsque le morphisme canonique

u_lA'-—e A est central (resp. lorsque le morphisme canonique

u_lA'-—» A est un isomorphisme) on a, pour un A'-Module & droite M

variable et un A'-Module & gauche N variable , un isomorphisme

bifonctoriel canonigue

(1%.4.4) u*M@Au*N & uX(ve, ,N)
(resp. (13.4.5) uXMxAuxN =~ u—l(M®A,N) ).

On a tout d'abord un isomorphisme canonique

HomA(uxN,M) & Hom _, '(u_lN,M) (12.12), puis un isomorphisme
u A

Ho (Wi, M) o Hom,, (N,u,M) (IIT 1.7) ; d'odt 13.4.1. Exhibons

m
ular
1'isomorphisme 13.4.2. Pour tout objet X de E' , on a la suite d'iso-

mor phismes fonctoriels

HomE,(X,uXQ&OmA(uXN,M));z Hom(uhlx,%&omA(uxN,M)) fadjonction),

HomA(uxN,jgomE(u_lX,M)) " " " " (12.1)

2
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IV
HomA(uXN,éeomE(u_lx,M)) ) HomA,(N,uxﬁeomE(u—lx,M)) (13.4.1) ,
HomA,(N,jeomE,(X,uxM)) " " " " (10.3.1) ,

" " " " HomA,(X,wgomA,(N,uxM)) (12.1)
La formule 13.4.,5 s'obtient alors 3 partir de la formule 13.3.2. par
adjonction (définition du produit tensoriel (12.7)). La formule 13.4.4
se déduit de 13.4.5 en utilisant la commutativité du prodult tensoriel
lorsque l'anneau de base est commutatif (12.8). Enfin, pour démontrer

1%3.4.3, on considére la suite d'isomorphismes

HomA(uxA',M) 2 Hom, (Af,u M) (13.4.1) ,
HomE,(X,uXM)ﬁ " " n (11.3.3) ,
oo 2 HomE(u_lg,M) (adjonction),
Hom, (A _y ,)® n " v (11.3.3)
u ~X
Corollaire 13.5 : Soient (E,A) un topos annelé, x : P—>E un

point de E , Fi+r—> FX le foncteur fibre associé (IV 6.1). Le fonc-

teur fibre en x transforme le produit tensoriel des A-Modules en

produit tensoriel (ordinaire) des AX—modules.
Le produit tensoriel dans P est le produit tensoriel ordinaire
des modules (P le topos ponctuel est la catégorie des ensembles).

L'assertion résulte donc de (13.4.4).

Corollaire 13.6 Soit u : (E,A) —— (E',A') un morphisme de topos

annelés. Le foncteur Uy image directe pour les Modules & droite ou &

gauche commute aux limites projectives et en particulier est exact &

~

gauche. Le foncteur u¥ image réciprogue pour les Modules 3 droite ou

4 gauche commute aux limites inductives et en particulier est exact 3

droite.

Ceci résulte de la formule 13.4.1 (I 2.11).

13.7 On notera que le foncteur u* , image réciproque pour les Modules,
n'est pas, en général, exact, alors que le foncteur u_l , lmage réci-
proque ensembliste, est exact. On peut cependant affirmer l'exactitude

dge u* lorsque le morphisme canonique u_lA' ——> A est plat (&
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droite ou & gauche) (V 1.8). C'est en particulier le cas lorsque le mor-

. . -1 . .
phisme canonique u ~A!' ——> A est un isomorphisme.

13.8 Soient ¢ wun U-site , A' wun préfaisceau d'anneaux sur C , et
notons A 1le faisceau associé& & A' . La catégorie des préfaisceaux de
A'-modules qui sont des faisceaux est &quivalente 3 la catégorie des
A-Modules. On utilise parfois la notation HomA,(M,N) pour désigner le
groupe HomA(M,N) (11.1.2). De méme, et abusivement, on utilise les no-

tations ﬁgomA,(M,N) et M @A, N pour désigner les faisceaux agmA(M,N

et M @A N . Lorsque A' = kE est le préfaisceau constant, défini par

un anneau ordinaire k , on écrit aussi y&omk R ®k au lieu de%‘%omk s
E

R

kg

Exercice 13.9 Topos localement annelés ; cf. {9] pour plus de rensei-

gnements dans 1'ordre d'idées qui suit).
Soit (E,QE) un topos commutativement annelé. Pour X € ob E et
f € QE(X) s, soit Xf le plus grand sous-objet de X sur lequel £

soit inversible.

a) Montrer que pour X' € ob E i est inversible si et seu-

/X ? X!

lement si le morphisme structural X! —> X se factorise par X et

f 3
que pour f,g € QE(X) , on a

ng = Xf(W Xg

b) Montrer que les conditions suivantes (i) & (iii) sont &quiva-
lentes
(i) Pour X €ob E et f,g €9E(X) , on a

Xf+g C Sup(Xp, Xg)

(ii) Pour X € ob E et f,g € Op(X) tels que f + g soit inver

sible, on a X = Sup(Xf, Xg)

(iii) Pour X Eob E et £ € QE(X) , on a

X = Sup(Xp, X;_p)

Montrer gue ces conditions impliquent la condition suivante (iv),
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et sont équivalentes & cette derniére si E a suffisamment de points
(iv) Pour tout point p de E , l'anneau fibre O o est un
3
anneau local.

Lorsque les conditions équivalentes (i) & (iii) sont satisfaites,

on dira que (E,QE) est un topos localement annelé, et on dit de méme

qu'un site annelé est un site localement annelé si le topos annelé cor-

respondant est un topos localement annelé.

¢) Soient (E,QE) et (E',QE,) deux topos localement annelés, et
f un morphisme de topos annelés du premier dans le second. Montrer que
la condition (i) suivante implique la condition (ii) et lui est équi-

valente si1 E a suffisamment de points

(i) Pour tout X € ob E' et &€ O0(X) , posant X = et
s = fx(SO , on a
X'y, = £ x)
(ii) Pour tout point p de E , posant p' = f(p) , l'homomor-

phisme naturel sur les fibres

QEv,pv > QE,p

est un homomorphisme local d'anneaux locaux.
Lorsque la condition (i) est satisfaite, on dira que f est un

morphisme de topos localement annel&s, ou encore un morphisme admissi-

ble de topos localement annelés si une confusion est 4 craindre. On

désigne par Homtoplocan(E,E') la sous-catégorie pleine de la catégo-
rie Homtopan(E,E') de tous les morphismes de topos annelés de E dans
E’ définie par les morphismes admissibles de E dans E!

d) Supposons que (E,QE) soit le topos annelé associ& & un espace
topologique annelé (X,QX) (IV 2.1). Montrer que pour que (E,QE)
soit localement annelé, il faut et il suffit que (X,QX) soit locale-
ment annelé, i.e. gue pour tout x € X , la fibre QX,X soit un anneau
local.(Noter que dans le critére (iv) de b), i1 suffit de prendre le

point p dans une famille conservatrice de points de E )
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Soit f : (X,QX) _— (X',QX,) un morphisme d'espaces annelés, ol QX

et QX' sont des faisceaux d'anneaux locaux. Montrer que le morphisme

de topos annelés correspondant Top(X,QX) ——> Top(X',0,,) est admis-

Xl
sible si et seulement si il en est de m@me pour le morphisme f , i.e;
si et seulement si pour tout x € X , 0O

—> 0 est un homo-

X', £ (x) X,x

morphisme local d'anneaux locaux.

e) Soient (E,QE) et (E',0 deux topos localement annelés,

E‘)

tels que E ait suffisamment de points et que (E',Q solt équiva-

E')

lent au topos annel& défini par un schéma (X',0 prouver que la

1) s
catégorie Homtoplocan(E,E') est équivalente & une catégorie discréte,
i.e. que c'est un groupoide (tout morphisme est un isomorphisme) rigide
(les groupes d'sutomorphismes des objets sont les groupes unité).

(Hint : se ramener au cas ol (E,QE) est le topos ponctuel annelé& par
un corps). On se rappellera que, par contre, Hombtop(E,E') n'est pas

en général &quivalent 4 une catégorie discréte, méme si E et E' sont
des topos définis par des schémas (et méme si E est le topos ponctuel),
cf. b4.2.3).

f) Solent E un topos localement annelé, P 1le topos annelé
défini par l'espace annelé Spec k , ol k est un corps. Montrer gue
les morphismes admissibles de topos localement annelés P —> E cor-
respondent aux couples (p,u) d'un point p de E , et d'une injec-
tion de k(p) dans k , ol k(p) est le corps résiduel de 1l'anneau
local QE,p . Généraliser en un énoncé exhibant les morphismes admissi-
bles d'un topos localement annelé ponctuel dans E (géngralisant

EGA I 2.4.4).

On appelle point géométrique d'un topos localement annelé E  tout

morphisme admissible dans E du topos localement anneld défini par un

espace annelé de la forme Spec{k) , ol k est un corps algébriguement

clos. Définir la catégorie des pcoints géométriques de E (sous-entendu:

correspondants 4 des corps k € U ), notée Ptgéom(E) , et un foncteur

canonique Ptgéom(E) —> Point(E). Montrer que ce foncteur est fidéle
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s5i et seulement si E n'a pas de point i.e. Point(E) est la catégorie
vide.

g) Soient E un U-topos , V un univers tel que U € V . D&finir
une 2-catégorie (y—g—Top)/E en termes de l'objet E de la 2-catégorie
(V-U-Top) (3.3.1), en s'inspirant de 5.14 a). Lorsque E est annelé
par un Anneau A , d&finir de méme une 2catégorie (V—Q—Topan)/E , et
lorsque E est localement annelé, utilisant la notion de morphisme
admissible (e¢f. ¢)), définir une 2-catégorie (y-g-Topanloc)/E , admet-

tant Ptgéom(E) (cf. f)) comme sous-catégorie pleine.

14. Modules sur un topos défini par recollement

14.1 Soient (E,A) un topos anneld, U un sous-topos ouvert de E ,

F  le sous-topos fermé complémentaire, Jj : U——> E et i : F —> E
les morphismes canonigues (9.3). Le topos U est annelé par ij
(11.2.2) et le morphisme de topos 1 , complété de manidre évidente,
devient un morphisme de topos annelés. Dans ce numéro, le topos F sera
annelé par le failsceau i%a , noté A|F , et le morphisme j , complété

de maniére &vidente, est alors un morphisme de topos annelés.

14.2 On a donc deux morphismes de topos annelés
j ¢ (U,A|U) ——> (E,A) et i : (F,A|F) — (E,A) ;
d'ol cing foncteurs entre les catégories de Modules (& gauche pour fixer

les idées) correspondantes

I
_—
4
L ¥ 1
(14.2.1) (po® < B Ti, (G P
ji{
—_—

-

Chaque foncteur du diagramme (14.2.1) est adjoint & gauche i celui qui

se trouve au-dessous de lui.
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14.3 On sait que le foncteur X +—> (j¥x, i*x ; i*x — ixjj'E 3¥X)
est une équivalence de E dans le topos (U,F, ixjx) (9.5.4). Cette
équivalence induit une équivalence entre les catégories de Modules cor-

respondantes et par suite le foncteur PiI—— (ij,ixP H
X CE. L X P . - .
1P —> 1 Jg J P) est une équivalence, notée ¢ , de la catégorie AE

dans la catégorie ( F,ixjx) . Les foncteurs de (14.2.1) composés

v AIUU’A|F
avec ¢ ou ¢-1 sont alors les foncteurs

. L X LE. id LE .
% o Iy P M (M,1i JXM ;1 JKM —_— i JXM) s
L% -1 ¥,
J5 o @ : (My)N 3 N —> 1 JXM) M,
o J, :MI—-——————>(M,O;O——>ixij),
® 0 i, : Nb——————> (0,N ; N —= 0) ,
Foeh LN ;N —— i¥j ) b——

Le lecteur pourra, & titre d'exercice, expliciter les différents mor-

phismes d'adjonction.

14.4 Notons

(14.4.1) i° AE _— A]FF
le foncteur défini par la formule
(14.4.2) L1 -1 u

i o ® "(M,N ; N —=> ixij) = Ker(u)

s L . . N .
Proposition 14.5 : Le foncteur 1i° &est adjoint & droite au foncteur

. . . . R . .
i, - Le morphisme d'adjonction ii —— id est un monomorphisme.

N .
Les foncteurs 1 (pour des anneaux variables) commutent aux foncteurs

restriction des scalaires.

I1 est clair que tout morphisme

(O,N 3 0) —— (M,N ; N —_ ixij)

se factorise d'une maniére unique par (0O, ker(u) ; 0) ; ce qui démon-
p L] b >

tre la propriété d'adjonction. Les autres assertions sont triviales.
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Proposition 14.6 : Pour tout objet P de AE , on a les suites
exactes fonctorielles en P
(14.6.1) 0 ——> j,i*p P 1, i%P —— 0 3
(14.6.2) O — i!ixP P jxij ,

ol les fléches non triviales sont les flé&ches d'adjonction.

Remarquons d'abord qu'une suite
(M',N'3u')y —— (M,N 5 u) ———> (M",N" ; u")

S . . . -
de (A/UU’A/FF ;1 JX) est exacte si et seulement si les suites corres

pondantes

M M M

N N N"
sont exactes.

Les suites (14.6.1) et (14.6.2) sont tranformées par 1'équivalence

§ en des suites du type (14.3)

0 —— (M,0 3 0) ——> (M,N ;3 u) —> (O,N ; 0) ——> O

0 — (0,ker(u);0) ——> (M,N,u) —> (M,ixij ; id)
La vérification de l'exactitude de ces suites est triviale.

14.7 La suite exacte (14.6.2) permet d'obtenir une nouvelle interpré-
tation du foncteur 1i,i* . En effet soit X un objet de E . De

(14.6.2) on tire la suite exacte de groupes commutatifs

o .
0 — HomE(X,1¥1 P) —— HomE(X,P) —— HomE(X,JXJ P)

Notons encore U 1l'ouvert de E , objet final du sous-topos ouvert

. 4

U . Il résulte des propriétés dtadjonction des foncteurs Jj_, , J et

j?ns que le groupe HomE(X’jxij) est canoniquement isomorphe &
HomE<XXU,P) et que le morphisme HomE(X,P) _— HomE(X,jxjx P) n'est
autre que le morphisme défini par le monomorphisme XxU —— X (IV 5).

En d'autres termes (8.5.2)
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Proposition 14.8 : Les sections de ix i* P sur E/X

tions de P sur E/X dont le support (9.3.5) contient F (notation de

sont les sec-

! ‘ .
5.9.1). En d'autres termes, ix i" P est le plus grand sous-faisceau de

P & support contenu dans F

1
14,9 Par abus de langage, on dit parfois que i, i° P est le sous-

*
Module de P défini par les sections de P & support dans F . Il
résulte de 8.5.3 que cette terminologie ne fait qu'étendre aux topos

généraux une terminologie utilisée pour les topos de faisceaux sur des

espaces topologiques.

Proposition 14.10. 1) Le foncteur P+——> ixiXP est isomorphe au

foncteur P t+——> ixix A @A P .

1
2) Le foncteur PVv—— i° i¥p  est isomorphe au

foncteur P ——— uomA(ixixA,P)
La suite exacte (14.6.1) s'écrit, dans le cas particulier ol P

est le A-Module A

(14.10.1) 0 Ay A ixixA — s 0

ol AU est le A-Module libre engendré par l'ouvert U correspondant

au sous-topos ouvert U (9 et 11.3.3). Pour tout A-Module P , les

A-Modules j, j}E P et jx jx P  sont canoniqguement isomorphes respec

tivement i AU ®A P et omA(AU, P) (12.3.et 12.6). De plus, les
morphismes canoniques j,j*P —> P et P ——— jxjx P proviennent,
modulo ces isomorphismes, du monomorphisme A, —— A . On tire donc

U
de la suite exacte 15.10.1, deux suites exactes (12.2 et 12.11)
% . %

gyt P i, i¥ 48P —>0 ,

*

0 —> fbom, (i, i* a,P) P iy 35 P L

d'oll les isomorphismes annoncés par comparaison avec (1l4.6.1) et (14.

6.2).
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