
EXPOSE IV 

TOPOS 

par A. Grothendieck et J. L. Verdier 

0. Introduction 

0. I. Nous avons vu dans II diverses propri~tgs d'exactitude de cate- 

gories de la forme C = cat~gorie des faisoeaux d'ensembles sur C , o~ C 

est un petit site, propri~t~s qu'on peut exprimer en disant qu'g beaucoup 

d'~gards, ces catggories (que nous appelerons des topos) h~ritent des 

propri~t~s famili~res de la categoric (Ens) des (oetits) ensembles. D'un 

autre cSt~, l'exp~rience a enseigng qu'il y a lieu de considgrer diverses 

situations en Mathgmatique surtout comme un moyen technique pour construire 

les categories de faisceaux (d'ensembles) correspondantes, i.e. les "topos" 

correspondants. Ii apparalt que toutes les notions vraiment importantes 

li~es ~ un site (par exemple ses invariants cohomologiques, ~tudi~s dans 

V, divers autres invariants "topologiques", tels ses invariants d'homotopie 

~tudigs r~cemment par M. ARTIN et B. MAZUR [I] et les notions ~tudi~es dans 

le livre de J. GIRAUD sur la cohomologie non cormnutative) s'expriment en 

fait directement en termes du topos associ~. Dans cette optique, il con- 

vient de regarder deux sites cormne ~tant essentiellement ~quivalents 

lorsque les topos associ~s sont des categories gquivalentes, et de consi- 

d~rer que la donn~e d'un site (du moins dans le cas, surtout important en 

pratique , o3 sa topologie est moins fine que sa topologie canonique) 

revient g celle d'un topos E (savoir le topos associ~, formg des faisceaux 

d'ensembles sur le site), et d'une famille g~n~ratrice d'~l~ments de E 
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(cf. II 4.9, et 1.2.1 ci-dessous). Ce point de vue est analogue ~ celui 

qui consiste h associer un groupe h tout syst~me de g~nCrateurs et tout 

syst~me de zelations entre ces gCn~rateurs, et h attacher son int~r~t 

plutSt h la structure de ce groupe qu'au syst~me de g~nCrateurs et 

relations qui ont servi h l'engendrer (considgr~s comme des donn~es acces- 

soires de la situation). D'ailleurs le "lemme de comparaison" III 5.]. 

fournit de nombreux exermples de couples de sites C, C' non isomorphes, 

et m~me non ~quivalents en rant que categories, et donnant naissance 

des topos ~quivalents, de sorte qu'il y a lieu de consid~rer ~ et ~' 

comme essentiellement ~quivalents. 

0.2. Dans le present expose, nous donnons une caract~risation des 

topos par des propri~t~s d'exactitude simples (due h J. GIRAUD), nous 

~tudions la notion naturelle de morphisme de topos, inspir~e par la notion 

d'application continue d~un espace topologique dans un autre, et nous 

d~veloppons dans le cadre destopos certaines constructions famili~res en 

th~orie des faisceaux habituelle (faisceaux Ho_._~m, faisceaux produit ten- 

soriel, supports). Enfin, nous montrons (en suivant M. ARTIN) comment 

on peut r~constituer un topos h partir d'un "ouvert" de celui-ci, du 

"fermi" compl~mentaire, et d'un certain foncteur exact g gauche qui les 

relie, qui, a peu de choses pros, peut ~tre choisi d'ailleurs arbitrai~ement. 

0.3. On a I~ un proc~d~ de recollement de topos qui, appliqu~ ~ des 

topos provenant d'espaces topologiques ordinaires, donnera en g~n~ral 

un topos qui ne sera plus du n~me type. Cela est une premiere indication 

de la stabilit~ remarquable de la notion de topos par diverses constructions 

naturelles, qui manque h la notion d'espace topologique (dont la notion 
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de topos est inspir4e). Pour un deuxi~me exemple remarquable, signalons 

aussi celle de topos classifiant relatif gun groupe d'un topos (cf. [i] 

ou 5.9 ci-dessous), inspir~e de la notion classique d'espace classifiant 

d'un groupe topologique, et la notion de "topos modulaire m associ~ 

divers "probl~mes de modules" en G4om~trie Alg4brique ou en G~om4trie 

Analytique [iO] [13]. 

D'autre topos, tel le topos ~tale d'un sch4ma (~tudi~ syst4ma- 

tiquement dana le present S4minaire, ~ partir de Exp. VII) ou le topos 

cristallin d'un schema relatif [6] s'introduisent de fagon naturelle 

lorsqulon veut d~velopper pour des vari~t4s alg~briques abstraites (et 

plus g~n~ralement des schemas) des th4ories de cohomologie utilisables, 

qui remplacent la cohomologie de Betti classique des vari4t~a alg4briques 

sur le corps des complexes. 

0.4. On peut done dire que la notion de topos, d4riv~ naturel du 

point de rue faisceautique en Topologie, constitue ~ son tour un 4largis- 

sement substantiel de la notion d'espace topologique (~), englobant un 

grand nombre de situations qui autrefois n'~taient pas consid4r~es comme 

relevant de l'intuition topologique. Le trait caract4ristique de telles 

situations est qu'on y dispose d'une notion de "localisatlon", notion qui 

est formalis4e pr~cis4ment par la notion de site et, en derni~re analyse, 

par celle de topos (via le topos associ4 au site). Con~ne le terme de 

"topos" lui-m~me est cens4 pr4cis4ment le sugg~rer, il semble raisonnable 

et l~gitime aux auteurs du present Sfiminaire de consid~rer que l'objet 

de la Topologie est l'4tude des topos (et non des seuls espaces topologiques). 

0.5. II nous a sembl4 utile d'inclure dans cet expos~ g~ngral sur 

les topos un assez grand nombre d'exemples, dont beaucoup n'ont que des 

(w) Cf. [9], ou 4.1 et 4.2 plus bas, pour les relations pr4cises entre la 
notion de topos et celle d'espace topologique. 
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rapports lointains avec le but initial que se proposait ce s4minaire, 

(c'est-&-dire l'4tude de la cohomologie 4tale). Le lecteur press4, int4ress4 

exclusivement par la cohomologie 4tale, pourra bien entendu omettre sans 

inconv~nients la lecture de ces exemples, ainsi d'ailleurs que de la 

plus grande partie du pr4sent expose, auquel il !ui suffira de se reporter 

en cas de besoin. 

I. D4finition et caract4risation des topos 

Dgfinition i.i. On appells U-topos, ou simplqment topos si aucune confusion 

n'est ~ craindre, upe.cat~$orie E telle qu'il existe un site C 6 U tel 

que E soit 4quivalente g la ca t4gorie C ~ des U-faisceaux d'ensembles sur C. 

i.I.I. Soit E un U-topos. Nous consid4rons toujours E cosine muni de sa 

topologie canonique (II 2.5), qui en fait donc un site, et mame, en 

vertu de 1.1.2 d) ci-dessous, un U-site (II 3.0.2). Sauf mention expresse 

du contraire, nous ne consid4rerons pas d'autre topologie sur E que celle 

qu'on vient d'expliciter. 

1.1.2. On a vu dane II 4.8, 4.11qu'un U-topos E est une U-cat4gorie (I i.i ) 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

a) Les limites projectives finies sont repr4sentables dans E. 

b) Les sommes directes index4es par un 41~ment de U sont repr4- 

sentables dans E. Elles sont disjointes et universelles (II 4.5). 

c) Les relations d'4quivalence dans E sont effectives universelles 

(I : 1 0 . 6 ) .  

ment d e  U. 

d) E admet une famille g4n~ratrice (II 4.9) index4e par un 416- 

3 0 2  



- 5 - IV 

En fait, nous allons voir que ces propri~t~s intrins~ques carac- 

t4risent les U-topos~ 

Th~or~me 1.2 (J. Giraud). S_oi__tt E un_._~e U-cgt~gorie. Les propri~t~s suivantes 

sont ~quivalentes : 

i) E est un U-t~ (i.I). 

ii) E satisfait aux conditions a), b), c) et d) de 1.1.2. 

ill) Les U-faisceaux sur E pou[ la topologie canonique sont 

repr~sentab!.eg, e_~t E p0ss~de une petite famllle g4n~ratrice (condition 

1.1.2 d)). 

iv) !i existe une cat~gorle C ~ U et un foncteur pleinement 

fiddle i : E > C (o~ C ddsign e la catd~orie des U-gr~faisceaux sur C) 

admettant un adjoint ~ gauche a ~lui est exact ~ gauct~s 

i') Ii exlste un site C 6 U, tel que_les limites pro~ectives 

so___ient repr~sentables dans C et Rue la topologie de C soit moins fine que 

sa topologle canonique (II 2.5), tel. Rue E soit 4quivalent ~ la cat4gorie 

C ~ des U-falsceaux d'ensembles sur C. 

De plus : 

Co__rollaire 1.2.1. Solt E u_~n U-topos , Cune sous-catd~o[ie 

pleine de E, qu'on munit de !9 topolo~ie induit 9 (IIl 3.1) par celle de 

E (I.I.I). Consid~rons le foncteur 

E ~ >C~ 

qui associe ~ tout X E ob E la restriction ~ C du floncteur repr~sent~ 

p_ar X. Ce foncteur est une ~Ruiva.lence de categories si et seulement si 

ob C est une famille ~n~ratrice,,de E. 
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L'4quivalence i) < > iv) r4sulte aussitOt de II 5.5 , et an a 

d4j~ rappel~ plus haut quton a i) ~ ii). Cormme i')---~ i) trivialement, 

il reste A prouver li)-~ iii) et iii) ' > i'), ce qui sera fait dans 

1.2.4 et 1.2.3 ci-dessous. Le eorollaire s'obtient alors en remarquant 

que le foncteur envisag~ se faetorise en E > E~---~ C ~ , de sorte que, 

E > E ~tant une ~quivalence en vertu de (lii), la question revient 

celle de d4terminer quand E ~J > C ~est une 4quivalence. On eonclut alors 

grace au'~emme de eomparaison" III 4.1 , cf. d~monstration 1.2.3 ci-dessous. 

1.2.3. D~monstration de iii)~-----=~ i'). Soit~.=(Xi)i61 , 16U, une petite 

famille g4n~ratriee de E. Comme E est une U-cat4gorie, l'ensemble des 

classes d'isomorphie de diagrammes finis dans E dont les objets sont des 

~l~ments X. est U-petlt. Par suite le plus petit ensemble3s l d'objets de E, 
l 

contenant les limites projectives finies d'objets de ~., est une r4union d4- 

~(n§ ~s 
nombrable de petits ensembles et est done petit (*~ Posant . = 

et3~= ~J~ n) on voit que, quitte ~ augmenter la famille de g4n4rateurs, 
n 

on peut supposer que~est stable par limites projectives finies. Soit-~ 

un univers contenant U tel que E soit ~-petite. Pour tout objet H de E, 

notons I(H) l'ensemble .I,J Hom(Xi,H). Soient Hun objet de E et H'~---~ H 
i61 

le sous-faiseeau de H, pour la topologle canonique, "r4union" des images 

des morphismes u : X i > H, (u,i) 6 I(H) ~I 4.1). Comme H' est un 

sous-faisceau d'un U-faisceau, H' est un U-faiseeau. II est done repr4- 

sentable. Comme la famille3~est g~n4ratriee et que pour tout i 6 I, 

l'applieation Hom(Xi,H' ) ---~ Hom(Xi,H ) est bijective, le morphisme 

H' c > H est un isomorphisme (II 4.9). Par suite (II 6.1) la famille 

~:X i - > H), (u,i) 6 I(H), est couvrante pour la topologie canonique de E. 

(*) Nous raisonnons Ici sur les classes d'objets de E ~ isomorphisme pr~s. 
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Donc tout objet de E peut @tre recouvert, pour la topologie canonique de E, 

par des objets de~. Soient C la sous-cat~gorie pleine de E d~finie par 

!es objets de~et u:C ~ ~ E le foncteur d'inclusion. La topologie q~ 

induite sur C par la topologie canonique de E est moSns fine que la 

topologie canonique de C, et lorsque ~ poss~de un ~l~ment de cardinal 

infini, les limites projectives finies sont repr~sentables dans C. II 

r~sulte de III 5.1 que le foncteur FI ~ F o u est une ~quivalence de E 

sur la cat~gorie des U-faisceaux sur C pour la topologie ~ , cqfd. 

1.2.4. D~monstration de ii) ~ iii). La d~monstration comporte quatre pas. 

Soit V un univers contenant U, tel que E soit un ~l~ment de V. 

Soient E la cat~gorie des V-faisceaux sur E pour la topologie canonique, 

et JE : E ---> E le foncteur canonique. 

H),i C I E U, une famille ~pimorphique de ~. 1.2.4.1. Soit(g i : G i 

Si les G iet les produits fibre8 G i • G. sont repr~sentables, alors le 
H J 

faisceau H est representable. 

En effet, la somme directe J~-G. est representable dans 
l 

iE I 
(II 4~ un faisceau representable G (propri~t~ b) et II 4.6). II en 

est de m~me pour la somme directe K = I I G.X G.. 
(i,j) E I X I iH J 

De plus, le diagramme K~ G ~ H est exact et K est le carr~ fibr~ de G 

au-dessus de H. (Cette derni~re propri~t~ est vraie dans la cat~gorie des 

pr~faisceaux,donc vraie dans la cat~gorie des faisceaux(ll 4.1.)On en 

d~duit, d'apr~s c) et II 4.7, que la faisceau H est representable. 

1.2.4.2. Soit X , ~ E A E U, une famille de g~n~rateurs de E. Pour tout 

faisceau H, d~signons par I(H) l'ensemble I 1 HomE(X ~ , H). La famille 
E A 
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(u : % > H, (u,~) 6 I(H)) est 4pimorphique dans ~. Lorsque H est un 

~-faisceau, I(H) est un ~l~ment de U. 

En effet, tout faisceau H ~tant but d'une famille ~pimorphique 

de morphismesdont les sources sont des faisceaux repr4sentables(I 3.4 et 

II 4.1),ii suffit de montrer la premiere assertion lorsque le faisceau 

H est representable. Soit alors G l'image de la famille 

(u : X ~ H,(u,~)61(H)). Le morphisme G '> H est un monomorphisme. 

Par suite, on est dans la situation du premier pas, car XC~ X G X 8 est isomorphe 

X&xHX ~ qui est representable, et de plus I(H) est un ~l~ment de U. On en 

d~duit que G est representable. Mais X ~tant une famille g~n~ratrice, 

G > H est un isomorphisme. La derni~re assertion est triviale par 

d~finition des U-faisceaux. 

1.2.4.3. Tout sous-faisceau d'un faisceau repr4sentable est repr4sentable. 

En effet, soit G > Hun sous-faisceau d'un faisceau represen- 

table. G est alors un U-faiseeau. La famille (u : X ~ G, (u,~)EI(G)) 

est doric ~pimorphique dans ~ et index4e par un ~14ment de U. De plus, 

les produits fibr4s X X G X~ sont isomorphes aux produits fibr4s 

XC~ X H XO qui sont repr4sentables. Par suite, on est dans la situation 

du premier pas et G est repr4sentable. 

1.2.4.4. Tout ~-faisceau est repr4sentable. 

En effet, en vertu du premier et du deuxi&me pas, il suffit de 

montrer que les produits fibr4s X& • X~ sont repr4sentables. Or, ces 

produits fibr4s sont des sous-objets des produits % X X8 . On conclut 

donc par le troisi~me pas. Ceci ach~ve la d~monstration du th4or~me 1.2. 
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Remar~ue 1.3. Bien entendu, pour un U-topos donn~ E, il n~y a pas en 

g~n~ral de fa~on privil~gi~e de le representer ~ ~quivalence pros sous 

!a forme C~ avec C un petit site ; ou, ce qui revient essentiellement 

au m~me en vertu de 1.2.1 lorsque l'on se borne aux C dont la topologie 

est moins fine que la topologie canonique, il n'y a pas de petite famille 

g~n~ratrice priviligi~e dans E. Lorsqu'on cesse d'imposer ~ C la condition 

que C soit petit, il y a par contre (en vertu de 1.2 iii)) un choix 

tout ~ fait canonique d'un U-site C tel que E soit ~quivalent ~ C ~, 

savoir E lui-m~me| Ceci est une des raisons techniques pour lesquelles 

il n'est pas con~mode en pratique de travailler seulement avec des petits 

sites : en fait, les sites les plus importants de tous, savoir les U-topos, 

ne sont pas petits ! De plus, les sites g~n~rateurs de topos qui s'intro- 

duisent dans de nombreuses questions en g~om4trie alg~brique (voire en 

topologie, cf. 2.5) ne sont pas non plus petits ; exemple : le site ~tale 

d'un seh~ma(Vlll i). 

Proposition 1.4. Soient E u__nn U-topos, E' une cat~gorie (pas..n~cessairement 

une U-categoric), Fun pr4faisceau sur E ~ valeurs dans E'. Pour ~ue F 

soit un faisceau ~ valeurs dans E~II 6.1 ), il faut et il suffit que F 

transforme U-limites inductives dans E en limites projgctives dans E', 

Soit ~ un univers contenant U ut tel que E' soit une ~-eat4gorie. 

Composant F avec les foncteurs Hom(X',-): E' .> V-Ens d~finis par les 

objets X' de E', on est ramen4 au cas o5 E' = ~-Ens, o5 ~ est un univers. 

Supposons que F transforme U-limites inductives en limites projectives, alors 

il r~sulte aussitOt des d~finitions que F est un faisceau, puisque une 
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famille couvrante X. --> X dans E, par d~finition de la topologie canonique 
l 

de E) permet de consid~rer X comme une limite inductive du diagranmle 

(X i X x X. ~Xi). Supposons que F soit un faisceau) et prouvons qu'il 
3"~x. 

3 
transforme ~-limites inductives en limites projectives. Si Vc U~ on peut 

supposer V = U et il suffit d'appliquer le crit~re 1.2 iii). Pour traiter 

le cas g4n~ral, il faut travailler un peu plus. Soient C une sous-cat4gorie 

pleine de E engendr~epar une famille g4n~ratrice index~e par un ~14ment 

de 2, et u : C ---> E le foncteur d'inclusion. Munisssons C de la topologie 

induite par la topologie canonique de E(Ill 4.5).Notons CU , C~ les cat4- 

gories de faisceaux sur C, E~ la cat4gorie des V-faisceauX sur E pour la 

topologie canonique, JE : E ~ E~ le foncteur canonique, iu, Z : C~'->_ C~ 

le foncteur d'inclusion. Le diagramme : 

(~) 

E 

iU,V 

JE 
> E V 

o~ les fl~ches verticales sont induites par le foncteur F t > F o u,est 

commutatif. Ii r4sulte de la construction explicite du foncteur faisceau 

associ4(II 3)et de II 4.1 que le foncteur iu, V co~mute aux U-limites 

inductives. De plus, il r4sulte de Ill 5.1 et de 1.5 que les fl~ches 

verticales de (~) sont des 4quivalences de categories. Par suite 

JE : E > E V con~nute aux U-limites inductives. Pour tout objet X de E, 

O~ a : 

F(X) N H~ (JE(X)'F) 
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Donc F transforme les U-limites inductives de E en limites projectives. 

Corollaire 1.5. Soient E un U-topos, E' une U-cat~gorie, f : E ---e- E' 

un foncteur, Pou F ~ue f admette un ad~oint ~ droite, il faut et il suffit 

_~ f commute aux U-limites inductives. 

C'est une consequence immediate de 1.4 pour le cas E' = U-Ens. 

Corollaire 1.6. Soient E,E' deux U-tqpos, f : E > E' un foncteur. Les 

condi.tions suivantes sont ~uivalentes : 

i) f commute aux U-limites inductives. 

ii) f admet un ad~oint ~ droite. 

iii) fest continu (III I.i ). 

L'~quivalence i) ~:. ~- ii) a ~t~ vue dans 1.5. Pour prouver 

i) ~ iii), appliquons la d~finition des foncteurs continus, en choisis- 

sant un univers ~ tel que U E V (donc E,E' sont des sites V-petits). II 

faut exprimer que pour tout ~-faisceau F sur E', le compos~ Fof est un 

faisceau sur E, c'est-~-dire(l.4)qu'il transforme U-limites inductives en 

limites projectives. Ii suffit pour ceci que l'on air i), puisque en 

vertu de 1.4 F lui-m~me transforme U-limites inductives en limites 

projectives ; c'est aussi n~cessaire comme on voit en prenant pour F 

un foncteur representable. 

C__qorollair~ 1.7. Avec les notations de 1.6, pour que f soit le foncteur 

imaKe inverse u ~ pour un morphis_me d? tqpo s ~.l)u : E' ~ E, il faut 

et il suffit que f soit exact ~ ~auche et transforme families ~pimor- 

p_hhiRues en families #pimorphiques. 
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La n~cessit4 est triviale par d4finition (NB tout foncteur exact 

droite transforme 4pimorphisme en ~pimorphisme). La suffisance r~sulte 

de III 2.6, qui implique que f est continu sous les conditions indiqu4es, 

donc conm~ute aux U-limites inductives en vertu de 1.6. 

Remarque 1.8. Avec les notations de 1.5, on peut montrer que f admet un 

adjoint ~ gauche si et seulement si il conm~ute aux U-limites projectives. 

En d'autres termes, un foncteur covariant E > (U-Bns) est representable 

si et seulement siil con~nute aux U-limites projectives(~). Nous 

indiquons seulement le principe de la d~monstration, qui se fait en deux 

&tapes : 

a) Des arguments standards [5, n ~ 195, w 3] montrent que si F 

commute aux li+~m, il est prorepr~sentable par un syst&me projectif strict 

(Ti)iEl, o~ Iest un ensemble ordonn4 filtrant, pas n~cessairement .petit. 

On peut supposer que si i > J, alors T. > T. n'emt pas un isomorphisme, 
I ] 

et sous cette hypoth~se, F est representable si et seulement si Iest 

petit (ce qui implique en fait que le syst~me projectif est essentielle- 

ment constant). 

b) Pour prouver que Iest petit, sachant que pour tout objet 

X de E, l'ensemble F(X) = lim Hom(Ti,X) l'est, il suffit de disposer 
l 

d'une petite famille co$4n~ratFice (Xj)j6 J (i.e. qui est g~n4ratrice 

pour la cat4gorie oppos4e E~ Or on montre que dans un ~-topos E existe 

toujours une petite famille cog~n4ratrice. 

c) Pour prouver ce dernier point, on note par des arguments 

standards [Toh] que tout objet X de E admet un monomorphisme dans un 

objet "injectif" ; puis que pour route famille g~n~ratriee (L) de E, 

(x) Un ~nonc~ plus g~n~ral se trouve dans 1 8.12.8, 8.12.9, l'esquisse de 
dgmonstration qui suit a) ~ c) correspondant ~ la d~monstration donn~e 
darts loc. cit. 
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si on plonge ainsi chaque L dans un objet injectif I , la famille (I S) 

est cog~ndratrice. 

2.. Exemples de topos 

2.0. Nous avons r~uni dans le present num~ro un assez grand nombre 

d'exemples typiques de topos, que le lecteur aura d~j~ eu l'occasion 

de rencontrer par ailleurs, et qui sont destines ~ lui faciliter l'acc~s 

au "yoga" des topos. Pour d'autres exemples (tir~s de la g~om~trie 

alg~brique) de topologies sur des sites, donnant lieu ~ autant de topos, 

il pourra consulter SGA 3 IV 6, et (pour le topos ~tale) l'expos~ VII 

du present s~minaire. Cormme nous ne ref~rerons gu~re par la suite au 

present num~ro que pour des questions de notations ou de terminologie, 

nous laissons au lecteur le soin de faire ~ titre d'exercice la v@rifi- 

cation des ~nonc~s dont nous avons assorti ces exemples pour son ins- 

truction g~n~rale. Tousles exemples du present num~ro seront pr~cis~s 

dans 4, oO on examinera leur d~pendance fonctorielle par rapport aux 

donn~es, et dans les num~ros suivants ~ titre d'illustration des notions 

g~n~rales relatives aux topos. 

2.1. Topos associ~ ~ un espace topologique 

Soient X un petit espace topologique, Ouv(X) la cat~gorie des 

ouverts de X, munie de la topologie canonique(lll 2.9.1).Nous d~signerons 

par Top(X) le topos des U-faisceaux sur Ouv(X). Ce topos est ~quivalent 

la cat~gorie des espaces topologiques ~tal~s au-dessus de X, en 

associant ~ tout tel espace X' sur X le faisceau U~ > ~(X'/U) = HOmx(U,X') 

sur Ouv(X) [TF]. On ne pourra pas s'emp@cher de noter parfois, par abus 
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de langage, par la m@me lettre X le topos Top(X) d~fini par l'espace 

topologique X. 

C'est ~videmment l'exemple precedent qui a servi principalement 

de guide et de support intuitif pour le d~veloppement de la th~orie des 

topos. On fera attention cependant que les topos d~duitB des espaces 

topologiques sont de nature tr~s particuli~re, dQ au fait notan~ment 

qu'ils ont ~t~ d~crits par des sites C = Ouv(X) o~ tousles morphismes 

~ont des monomorphismes (done dont la cat~gorie sous-jacente se r~duit 

un ensemble pr~ordonn~). De ceci r~sulte en particulier que les faisceaux 

repr~sent~s par les objets de C sont des sous-faisceaux du faisceau 

final, et par suite que les sous-faisceaux du faisceau final forment une 

famille g~n~ratrice du topos envisage. Cette propri~t~ n'est pas parta- 

g~e par la plupart des topos qui s'introduisent de faqon naturelle en 

g~omdtrie alg~brique ou en alg~bre, cf. exemples plus bas. Elle est 

peu de choses pros caract~ristique des topos de la forme Top(X) 

(cf. 7.1.9 plus bas). 

On v~rifie facilement que l'application Ouv(X) ----> Top(X), 

qui associe ~ tout ouvert de X le faisceau qutil repr~sente, est une 

bijeetion de Ouv(X) avec l'ensembl~ des sous-objets de l'objet final 

de Top(X), cette bijection ~tant m~me un isomorphisme pour les structures 

dtordre naturelles, i.e. induisant un isomorphisme des categories 

correspondantes. Cela sugg~re qu'il doit Otre possible de rdeonstituer 

& hom~omorphisme pros l'espace topologique X, lorsqu'on connait Top(X) 

@quivalence pr~s. Nous verrons plus has (4.2) qu'il enest bien ainsi, 

moyennant une l~g~re restriction sur X. 
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2.2. Topos ponctuel ou final, et topos vide ou initial 

Lorsque X est un espace topologique rEduit ~ un seul point, 

le foncteur 

F ----> F(X) : Top(X) > U-Ens 

est une Equivalence de categories. Ceci montre en particulier que la 

cat4$orie ~-Ens est un U-topos. Nous avons vu sur des exemples dans 

Exp II que cet U-topos est typlque du point de vue propri~t~s d'exac- 

~tude, en ce que la verification de beaucoup de propri4tEs (notamment 

des propri~t4s d'exactitude) des topos g4n~raux se ram~ne gce topos 

particulier. L'interpr4tation que nous en donnons ici en termes de 

l'espace topologique ponctuel justifie l'abus de langage consistant 

appeler tgpos ponctuel un topos ~quivalent ~ la cat~gorie u-Ens 

(bien que, en tant que catEgorie, il ne soit pas du tout ~quivalent 

!a cat4gorie ponctuelle |). C'est la terminologie qui correspond 

l'intuition gEor~trique correcte du rSle jouE par ces topos. On 

appelle parfois, par abus de langage 4galement, topo@, final un topos 

ponctuel, cf. 4.3 ; on dira "l__ee topos final" pour le topos (U-Ens). 

Lorsque X est r~duit ~ l'espace topologique vide, donc 

Ouv(X) ~ la catEgorie ponctuelle, alors un prEfaisceau F sur Ouv(X) 

est un faisceau si et seulement si sa valeur en l'unique objet @ de 

Ouv(X) est un ensemble r4duit gun point. Ii s'ensuit que Top(@) est 

isomorphe g la cat4gorie des U-ensembles r~duits gun point, catEgorie 

qui est 4quivalente A la cat4gorie ponctuelle. De ceci on conclut en 

particulier que la cat4gorie ponctuelle (ainsi que toute U-catEgorie 

4quivaleni~e A celle-ci) est un U-topos. On l'appelle parfois, par abus 
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de langage, le t_.opos vide ou topos initial (cf. 4.4) ; on prendra garde 

qd'il n'est pas ~quivalent ~ la cat4gorie vide. 

2.3. Topos associ~ ~ un espace ~ op~rateurs 

Soient X un espace topologique, Gun groupe discret operant sur 

X par hom~omorphismes. On a d~fini alors dans [Toh. 5.1] la cat~gorie 

des G-faisceaux sur X, ou con~ne nous dirons aussi, des faisceaux sur 

(X,G) ; ce sont les faisceaux (d'ensemble~ sur X, munis d'op~rations 

de G compatibles avec celles de G sur X. On constate aussitOt, ~ l'aide 

du crit~re de Giraud 1.2 iii), que cette cat~gorie est un topos (NB 

est sous-entendu dans tout ceci), qu'on notera simplement Top(X,G). 

Lorsque G est r~duit au groupe unit~, on retrouve l'exemple 2.1 ; 

lorsque X est r~duit ~ l'espace ponctuel, on trouve le topos des ensem- 

bles sur lesquels G op~re ~ gauche (ou G-ensembles), appel~ aussi 

topos classifiant du ~roupe discret G, et not~ B G. On v~rifie facilement 

que le seul sous-objet de l'objet final e du topos B G est e ou le 

faisceau vide ~, en particulier, si G n'est pas r~duit au groupe unit~, 

les sous-objets de l'objet final du topos classifiant B G ne forment 

pas une famille g~n~ratrice de B G. Donc B G n'est pas ~quivalent alors 

un topos du type Top(X) envisag~ dans 2.1. 

La notion de G-faisceau ~tait introduite dans loc. cir. pour 

d~velopper la th~orie cohomologique des G-faisceaux ab~liens. Inter- 

pr~tant ces derniers comme les faisceaux ab~liens du topos (X,G), ladite 

th~ori~ se trouve incluse dans celle de Exp. V, d~velopp~e dans le cadre 

des topos g~n~raux. 
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On peut se proposer plus g4n~ralement d'attacher un topos 

appropri~ gun espace topologiq~e X, muni d'un groupe topologique G 

(pas n~cessairement discret) d'automorphismes, qui donneralt naissance 

une th~orie cohomologique ad6quate. De m~me dans le contexte des 

vari6t6s diff~rentiables, ou analytiques r4elles ou complexes, ou des 

schemas. C'est effectivement possible, cf. 2.5 ci-dessous. 

2.4. Topos classifiant d'un Groupe 

Soit E un topos, et Gun Groupe de E. Soit (E,G) la cat~gorie 

des objets de E sur lesquels G op~re. On volt aussitSt, grace au cri- 

t~re de Giraud, que c'est un topos. On l'appelle topos classifiant du 

Groupe G, et on le note B G. Lorsque E est le topos ponetuel(2.2) i.e. 

lorsque G est un groupe ordinaire, on retrouve le topos classifiant de 2.3. 

La terminologie adopt6e ici se justifie, du fait que le topos B G 

joue un rSle universel pour la classification des "torseurs" (ou fibres 

principaux homog~nes) sous G, ou plus g6n~ralement sous les GE, = f~(G), 

o~ E' est un topos "au-dessus de E" i.e. muni d'un morphisme f:E' --> E 

(cf. 3.1 ci-dessous). Ce rgle, explicit~ dans [ 3 Chap V ] ou dans 5.9 

plus bas, montre que B G joue, dans le contexte des topos, le m~me rSle 

que les classiques espaces elassifiants des groupes topologiques en 

th4orie homotoplque des espaces topologiques. Ces derniers peuvent ~tre 

regard~s (cf. 2.5) conmle une version affaiblie des premiers, obtenue en 

ne retenant du topos classifiant que le seul "type d'homotopie" dudit topos, 

en un sens convenable qu'il n'y a pas lieu de pr4ciser ici. 
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2.5. "Gros site" et"gros topos" d'un espace topologique. Topos classifi@nt 

(~) 
d'un groupe topologique 

Soit U-Esp ou simplement (Esp) la cat~gorie des espaces topo- 

logiques ~ U. On sait que dans (Esp) les limites projectives finies sont 

repr~sentables. Consid~rons sur (Esp) la pr~topologie (I 1.3 ) pour 

laquelle Coy(X) est l'ensemble des families surjectives d'immersions 

ouvertes u.:X. ~ X. Nous consid~rerons (Esp) comme un site ~ l'aide 
i i  

de la topologie engendr~e par la pr~topologie pr~c~dente. Pour tout 

objet X de (Esp), consid~rons la cat~gorie 

(Esp)/x 

des objets de (Esp) au-dessus de X, i.e. des espaces topologiques au-dessus 

de X, comme un site, grace ~ la topologie induite par celle de (Esp) 

via le foncteur d'oubli (Esp)/x ---> (Esp) (III 5.2 ~). Ce site est appel~ 

le ~ros site associ~ ~ X. On fera attention qu'il n'est pas ~ U ; ce 

n'est pas non plus un U-site au sens de II 3.O.2~ donc des precautions 

sont n~cessaires pour lui appliquer les r~sultatS habituels. Pour 

pallier cet inconvient, on peut choisir un univers V tel que U E ~, 

de sorte que (Esp)/x devient un V-site, et on peut travailler avec le 

V-topos associ~ (Esp)/x , qui pourra @tre not~ TOP(X) et sera appel~ le 

~ros topos de X. Si on r~pugne ~ agrandir U, on peut choisir un cardinal 

c majorant les cardinaux de X et de tousles espaces topologiques qu'on 

compte faire intervenir dans les raisonnements (le plus souvent, 

Sup(carll~ card R) sera suffisant |), et on remplace (Esp)/x par la 

spus-cat~gorie (Esp)>x form~e des X' sur X tels que card X' ~ c, munie 

de la topologie induite, et on note TOP(X) le topos des faisceaux sur 

(~) L'introduction de ees sites et topos est due ~ M. GIRAUD, qui a mis 
~galement en ~vidence leurs avantages sur le "petit" site traditionnel. 
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ce site. Pour fixer les idles, supposons que ce soit la premiere d~finition 

qui ait ~t~ adopt~e. 

L'avantage du gros topos de X sur le petit, c'est que le site 

qui le d~finit contient (EsP)/x corame sous-cat~gorie pleine ; corm~e 

la topologie de ce site est manifestement moins fine que la canonique, 

on voit que le foncteur canonique de (Esp)/x dans TOP(X), associant 

tout espace X' sur X le faisceau qu'il repr~sente, est pleinement 

fiddle. Par suite, un espace X'~sur X est connu ~ X-isomorphisme pros 

~uand on connait le faisceau (E TOP(X)) qu'il d~finit ;donc la notion 

de faisceau sur (le gros site de) X peut ~tre consid~r~ cormne une 

~n~ralisation de celle d'espace topologique au-dessus de X, ~ l'aide 

de laquelle toutes les constructions de la th~orie des faisceaux 

prennent un sens pour les espaces topologiques sur X. 

Ainsi, lorsque G est un objet-groupe de la cat~gorie (Esp)/x 

des esDaces topologiques au-dessus de X, on peut lui associer le topos 

classifiant B G (2.4), d'o~ des groupes de cohomolo~ie classifiante, 

des groupes d'homotopie classifiante etc. (d~finis cormne les invariants 

correspondants du E-topos BG). En particulier, lorsque X est un espace 

ponctuel, G s'identifie ~ un groupe topologique ordinaire. On peut 

v~rifier, moyennant les conditions locales habituelles assurant que la 

cohomologie singuli~re des produits cart~siens G n coincide avec la 

cohomologie au sens des faisceaux (pour des coefficients constants, 

disons), par exemple si G est localement contractible, que la eohomo- 

logie du topos classifiant de G est canoniquement isomorphe ~ celle 

de l'espace classifiant de G au sens des topologues. 
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L'introduction des topos classifiants (via les "gros sites") 

a sur les espaces classifiants l'avantage de fournir une th4orie plus 

riche, puisqu~ils fournissent notamment des invariants cohomologiques 

utiles pour des coefficients plus g4n4raux que les coefficients cons- 

tants ou localement constants. De plus, la d4finition envisag4e ici 

s'adapte de fa~on 4vidente aux autres contextes habituels : vari4t4s 

diff~rentiables, vari4t~s ou espaces analytiques (r~elles ou complexes, 

au choix), schemas. Ce point de rue permet notarmment de faire le lien 

entre l'4tude des classes earact~ri~tiques du point de vue traditionnel 

et du point de rue "arithm4tique", en consid~rant les "groupes classiques" 

comme provenant de sch4mas d~finis sur l'anneau des entiers ; cf. [7] 

pour des indications dans ce sens. De mame, les r~sultats g~n~raux de 

J. GIRAUD [3] sur la classification des extensions de Groupes, d~velopp4s 

dans le cadre tr~s g~n4ral et tr~s souple des topos, peuvent grace 

aux "gros topos" se sp~cialiser en des r~sultats sur la classification 

d'extensions de groupes topologiques, ou de groupes de Lie r4els ou 

complexes, qui ne semblaient gu~re connus des topologues que dans le 

cas des extensions ~ noyau ab~lien [Ii]. 

2.6. Topos de la forme 

Soit Cune petite cat~gorie. Alors la cat~gorie C des 

U-pr~faisceaux sur C est ~videmment un U-topos, puisqu'elle est de la 

forme C ~ , o0 on munit C de la topologie chaotique. Nous donnerons plus 

bas quelques d~tails sur les relations entre C et C. Notons seulement 

ici qu'un topos E ~quivalent ~ un topos de la forme C est de nature 

assez sp~ciale, du fait qu'il admet une petite famille g~n~ratrice (X.) 

form~ed'objets connexes projectifs, i.e. d'obje=s X tels que le foncteur 
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Y } > Hom(X,Y) transforme 4pimorphismes en ~pimorphismes et sormnes en 

sommes : il suffit en effet de prendre dans C la famille g~n4ratrice 

form~e des foncteurs repr4sent4s par les X E ob C. Notons d~ailleurs 

que si dans un topos E on a une famille couvrante X. > X, avec des 
1 

X. qui sont projectifs et connexes, alors route autre famille couvrante deX 
i 

est major~e (I 4.3.2, 4.3.3) par la pr~c~dente. Par suite, dans un topos 

E de la forme C tout objet X admet une famille couvrante majorant 

routes les autres. Un topos de la forme Top(X) (2.1), avec X un espace 

topologique dont les points sont ferm~s, n'a la propri~t4 pr4c~dente 

que si X est discret. 

Lorsque la cat~gorie C a un seul objet, C s'identifie ~ un 

mono~de G. Un pr4faisceau sur C s'identifie alors ~ un ensemble sur 

lequel G op~re ~ droite (puisque e'est un foncteur G ~ > (Ens)), et 

^ 
C est le topos des ensembles ~ mono~de d'op4rateurs ~ droite, qu'on 

pourra aussi noter BGO , compte tenu de 2.3 : c'est le topos des en- 

sembles ~ monoYde d'op~rateurs G~ monoYde oppos4 ~ G). Lorsque G 

est un groupe, utilisant l'isomorphisme g~ > g-I de G sur G ~ , on 

retrouve le topos classifiant B G de 2.3. 

2.7. ]Yopos classifiant d'un pro-$roupe 

2.7.1. Soit G = (Gi)i61 un syst~me projeetif de groupes, avec Gi,16 ~. 

On suppose le syst~me projectif strict, i.e. les morphismes de transition 

G. > G~ sur~ectifs Si E est un ensemble, on appelle operation de G 
J I - " 

su[ E (~ gauche, disons) la structure suivante : a) une famille (Ei)i~ I 

de parties de E, de r~union E ; b) pour tout i ~ I, une op4ration du 

groupe G i sur l'ensemble E. ; on suppose de plus ces donn~es soumises ! 
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la condition suivante : oour j ~ i, E iest le sous-ensemble de E. 
3 

forn~ des ~14ments fixes sous le groupe noyau de G. ~ G.. On dit 
3 l 

aussi que G op~re sur E (~ gauche) si on s'est donn4e une operation 

de G sur E (~ gauche). Les ensembles 6 U munis d'une operation de 

forment une cat4gorie de fagon ~vidente. On constate auSSitSt, grace 

au crit~re de Giraud, que cette cat4gorle est un U-topos. On le note 

B Get on l'appele tppos classifiant de G. Lorsque I admet un obJet initial 

i n ,  p o s a n t  G=G i , on r e t r o u v e  l e  t o p o s  c l a s s i f i a n t  de 2 . 3 .  
o 

2 . 7 . 2 .  Un a u t r e  e x e m p l e  i m p o r t a n t  e s t  e e l u i  off l e s  g r o u p e  G. s o n t  f i n i s ,  
1 

de s o r t e  que G = l i r a  G. 

e s t  un g r o u p e  t o p o l n g i q u e  c o m p a c t  t o t a l e m e n t  d i s c o n t i n u ,  ou p, r o u p e  

profini. Une op4ration de ~ sur E revient alors & une op4ration de G 

sur E qui est continue, ou ce qui revient au m~me, telle que le sta- 

bilisateur de tout point de E est un sous-groupe ouvert de G. Le topos 

classifiant B G sera aussi not~ BG, o~, bien entendu, G dolt atre 

consider4 conmm muni de sa topologie proflnie. 

2.7.3. II est facile de v4rifier, utilisant les remarques de 2.6, que 

le topos B G d4fini par un syst~me projectif strict G = (Gi)i61 de groupes 

n'est ~quivalent ~ un topos de la forme C que sice syst~me projectif est 

essentiellement constant ; dans le cas d'un groupe profini, cela signifie 

que ce groupe est en fait flni. 

2.7.4. L'interpr~tation g~om~trique suivante du topos classifiant B G 

d'un groupe discret G est utile, pour donner une intuition g~om~trique 

correcte de ces topos. (Cf. aussi, dans le m@me sens, 4.5, 5.8, 5.9 et 

7.2 ci-dessous.) Soit X un espace topologique connexe, iocalement connexe 
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et localement simplement connexe, x un point de X, G son groupe fonda- 

mentale en x. (NB il est connu qu'~ isomorphisme prgs, tout groupe discret 

G peut s'obtenir ainsi.) Alors la th~orie de Galois des revatements de X 

fournit une 4quivalence entre la cat4gorie B G des G-ensembles, et la 

cat~gorie des rev~tements 4tales de X, i.e. des espaces X' sur X qui 

sont localement X-isomorphes ~ des X-espaces de la forme XXI, oO I 

est un espace diseret. (Comparer SGA i V 4,5). Cette derni~re peut 

d'ailleurs s'interpr~ter cormne la categoric des faisceaux localement 

constants sur X, i.e. la cat4gorie des objets localement constants 

(IX 2.0) du topos Top(X). 

Lorsque G est un groupe profini, on a une interpr4tation g~o- 

m4trique analogue de BG, conmae la categoric des X-schemas qui sont 

sormmes de rev~tements finis ~tales d'un sch4ma X connexe, muni d'un 

point g4omdtrique x et d'un isomorphisme G~I(X,x). II est connu encore 

que tout groupe profini peut s'obtenir comme groupe fondamental d'un 

schema connexe convenable (spectre d'un corps si on veut). Enfin, 

on rencontre ~galement des pro-groupes (pas n4cessairemant profinis 

ni essentiellement constants) pour la classification des rev@tements 

des espaces connexes et localement connexes qui ne sont pas localement 

simplement connexes, ou la classification des rev@tements ~tales pas 

n4cessairement finis ou ind-finis de schemas connexes non normaux. 

Pour ce dernier cas, cf. SGA 3 X 6. 

Exercice 2.7.5. D~finir pour un topos E la notion de connexit~, de locale 

connexit~ (x), de simple connexit~ et de simple connexit~ locale. D~finir 

la notion d'objet constant et localement constant de E (cf. IX 2.0). Soit 

(X) cf. 8.7 i). 
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f:E' > E un morphisme de topos (3.1), avec E' simplement connexe (par 

exemp!e E' le topos ponctuel (2.2)), et E connexe et localement connexe. 

D~finir un pro-groupe strict ~l(E,f) = (Gi)iE I = G (appel~ pro-groupe 

fondamental de E e__nn f) et une ~quivalence de categories de B G avec la 

(• 
cat~gorie des objets localement constants de E. . Montrer que lorsque E 

est localement simplement connexe, ~l(E,f) est essentiellement constant 

et s'identifie donc ~ un groupe discret ordinaire ~l(E,f), qui s'appel!e 

le ~roupe fondamental de E e_~n f. Montrer que tout pro-groupe strict 

est isomorphe (com~e pro-groupe) au pro-groupe fondamental d'un topos 

connexe et localement connexe convenable en un f convenable, avec E' 

le topos ponctuel (prendre E = BG, et f:E' ~ E d~fini par le foncteur 

oubli ~ : E ~ E' = (Ens)). Lorsque G est essentiellement constant, 

i.e. isomorphe (comme pro-groupe) ~ un groupe discret ordinaire, prouver 

qu'on peut prendre ci-dessus E localement simplement connexe (prendre 

encore E = BG). 

2.8. Exemple d'un faux topos 

Soit G = (Gi)iE I un pro-groupe strict, oO Iest ordonn~ filtrant 

et o~ i > j implique que G. ~ G. n'est pas un isomorphisme. Supposons 
l j 

que l'on aitc~rd(I) ~ U. Consid~rons la cat~gorie des ensembles E E 

sur lesquels G op~re ~ gauche (2.7.1). C'est une U-cat~gorie, et on volt 

eormme dans 2.7.1 que cette categoric satisfait aux conditions a), b), c) 

de 1.1.2. Cependant ce n'est pas un ~-topos, car on volt qu'il n'admet 

pas de famille g~n~ratrice qui soit U-petite. On voit de m~me que ce 

n'est un ~-topos pour aucun univers ~. 

(~) On pourra s'inspirer de SGA 3 X 6. 
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3. Morphismes de topos 

D~finition 3.1. Soient E et E' deux U-topos. On appeLlemorphisme de E 

dans E', ou parfois(par abus de lansase) application continue d~e E 

dans E', un triple u = (u~,~,u ~, ~), form~ de foncteurs 

u~ : E > E' , u ~ : E' ~ E 

et d'un isomorphisme ~0 ".d.~adjonction '' de bifoncteurs en X' E Ob E', 

YC ObE : 

~0 : HomE(u~(X'),Y) ~ ~.- HOmE,(X' ,u~(Y)) , 

Ic foncteur u ~" ~tant de plus soumis ~ la condition d'@tre exact ~ gauche, 

i.e. de commuter aux limites projectives finies. Le foncteur u~ est 

appel~ le foncteur image directe pour le morphisme de topos u, l e 

foncteur ~.! est appel~ le foncteur image inverse pour le morphisme de 

topos u, l'isomorphisme �9 est appel~ l'isomorphisme d'adjonction, pour u. 

3.1.1. Sauf mention expresse du contraire, on d~signera par la suite, 

pour un morphisme de topos u: E ~ E', par u~ et Lrrr les foncteurs 

image directe et image inverse correspondants (~). On notera que, u~. 

~tant adjoint ~ droite de ~ et u ~ ~tant adjoint '~ gauche de u~ par l'i~o- 

morpl~isme d'adjonction ~0, chacun des deux foncteurs u~, u ~ d~termine 

l'autre g isomorphisme unique pros, d'apr~s le sorite bien connu des 

foncteurs adjoints [14] . En pratique, suivant les cas, il peut ~tre 

plus colr~aode de d~finir un morphisme de topos u : E > E' soit par 

la donn~e de u ~ : E' ~ E, soit par la donn~e de u~. : E ~ E' ," dans 

le premier cas, il faut simplement v~rifier que le foncteur donn~ u ~ 

(~') Ii v a lieu parfois a'~crire aussi u -I au lieu de u ~, cf. 
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admet un adjoint ~ droite, et qu'il est exact ~ gauche. Dans le deuxi~me, 

que le foncteur donn~ u~ admet un adjoint ~ droite qui est exact ~ gauche. 

Dans l'un ou l'autre cas, on d~duit de la donn~e partielle, grace au choix 

d'un foncteur adjoint et d'un isomorphisme d'adjonction, un morphisme 

de topos u: E w E', et ce dernier sera "unique ~ isomorphisme unique pros" 

en termes de la donn~e u~ resp. u~, en un sens assez clair, et qui sara 

d'ailleurs enti~rement explicit4 plus bas (3.2.1). 

3.1.2. Si u:E > E' est un morphisme de topos, il r~sulte des propri~t~s 

des foncteurs adjoints (I 2.11) que le foncteur image direete u~ : E ---> E' 

commute aux limites projectives, et le foncteur ~ : E' ,> E commute 

aux limites inductives (~). Comme on suppose de plus que ce dernier 

est exact ~ gauche i.e. commute aux limites projectives finies, on volt 

donc en particulier que u ~ est exact. On peut donc dire que c'est le 

foncteur image inverse ~ ,dans le couple (u~,u~), ~ui poss~da les 

~ropri~i~s" d'exactitude les plus remar~uables, Ces propri~t~s assurent 

que pour toute esp~ce de structure alg~brique ~ dont les donn4as peuvent 

se d~crirent en termes de donn~es de fl~ches entre les ensembles de 

base et des ensembles d4duits de ceux-ci par application r6p~t~e d'op~- 

rations de limites projectives finies et de limites inductives quelconques, 

et pour tout "objet de E f muni d'une structure d'esp~ce ~ "(notion qui 

a un sens grace aux propri~t~s d'exaetitude internes du topos ~' (II 4.1)), 

son image par u ~ est muni des m~mes structures. PlutOt que d'entrer dens 

la tgche peu engageante de donner un sans precis & cet ~nonc4 et de le 

(~) D'ailleurs (1.5 et 1.8), pour un foncteur u~ : E -> E' resp. 

u ~ : E' > E donn~, ce foncteur admet un adjolnt ~ gauche (resp. 

droite si et seulement siil commute aux U-limites projectives (resp. 

aux U-limites inductives). 
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justifier de fa~on formelle, nous conseillons au lecteur de l'expliciter 

et de se convaiucre de sa validit~ pour des esp~ces de structure telles 

que celle de groupe, d'anneau, de module sur un anneau, de comodule 

sur un anneau, de big~bre sur un anneau, de torseur sous un groupe. 

~ans ces exemples, les trois premieres esp~ces de structure se d~finissent 

en termes de limites projectives finies exclusivement, tandis que les 

autres notions impliquent implicitement des constructions faisant appel 

~galement ~ des limites inductives.) De plus, le foncteur u ~ "cormmute" 

routes les operations fonctorielles habituelles faites en termes de 

telles structures, plus pr~cis~ment ~ toutes les operations qui peuvent 

s'exprimer en termes de lim ,et de lim finies : constructions d'objets 

libres (groupes ou modules li~res, p.ex.) engendr~s par un objet, produits 

tensoriels (cf. w 12 plus has) etc. 

Quant au foncteur image directe u~ : E---> E' , qui commute 

aux limites projectives, il "respecte" par suite toute structure alg~- 

brique sur un objet (ou une famille d'objets) de E, d~finissable en 

termes de limites projectives exclusivement (telles que les structures 

de groupe, d'anneau ou de module sur un anneau, parmi les exemples 

precedents). Par contre, le foncteur u~ n'est en g4n~ral pas exact 

droite i.e. il ne commute pas en g~n~ral aux limites inductives finies, 

et m~me ne transforme pas en g~n4ral ~pimorphisme en 4pimorphisme (c'est 

d'ailleurs ce d~faut d'exactitude du foncteur u~ qui est la source de 

ces propri~t~s cohomologiques, qui seront ~tudi~es (du point de vue de 

l'alg~bre homologique conmmtative) dans l'expos~ suivant). Par suite, 

il ne s'~tend pas, en g~n4ral, en un foncteur sur des objets du type 
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comodule, ou big~bre, ou torseur sous un groupe, et ne cormaute pas en 

g6n~ral A des op4rations telles que "module fibre engendr~", produit 

tensoriel de modules, etc. 

3.1.3. En pratique, lorsqu'on est en pr6sence d'un foncteur f: E ---> F 

d'un U-topos dans un autre, il y a lieu d'en expliciter routes les 

propri6t~s d'exactitude, y compris l'existence ~ventuelle de foncteurs 

adjoints ~ gauche ou ~ droite (cf. la note de bas de page 26), 

pour parvenir ~ une compr4hension de la "nature g4or~trique" de f, com- 

prehension qui sera g~n~ralement un guide indispensable pour une 

intuition g4om~trique correcte de la situation. Ainsi, s'il s'av~re 

que f coranute aux limites inductives quelconques et aux limites pro- 

jeetives finies, il y a lieu d'~crire f sous la forme 

f = ~ , 

o~ 

u:F >E 

est un morphisme de topos, i.e. d'interpr4ter f cormne un foncteur 

"image inverse" par une "application continue" de topos. Lorsque f 

commute aux limites projectives quelconques, donc qu'il admet un adjoint 

gauche, et sice dernier (qui a priori commute aux limites inductives 

queloonques) commute de plus aux limites projectives finies, il y a 

lieu d'~crire f sous la forme 

f=v~ , 

o~ 

v : E > F 

est un morphisme de topos. Dans certains cas, il peut arriver que f 
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satisfasse aussi bien ~ itune qu'~ l'autre des deux propri~t~s envisag~es 

(cf. 4.10 pour un exemple). Dans ce cas, il y a lieu d'introduire simul- 

tan~ment les morphismes de topos 

u : F > E et v : E > F , 

qui donnent lieu ~ une suite de trois foneteurs adjoints (I 5.3) : 

v ~ , v~ = u~ = f , u~ 

!I convient de distinguer alors soigneusement entre les morphismes de topos 

u et v, sous peine de perdre l'intuition g~ora~trique de la situation. 

On notera ~ ce propos que lorsque entre deux topos E,F on a 

une suite de trois foncteurs adjoints 

e , f , g (e,g : F '~ E, f : E > F) , 

alors f commute aux limites inductives et aux limites projectives quel- 

conques, donc il peut toujours se mettre sous la forme u ~, o~ u: F --> E 

est un morphisme de topos. Alors g s'~erit doric g = ~. Par contre, 

bien sQr, e ne peut s'4erire sous la forme v ~ (et alors f sous la forme v~) 

que s'il commute de plus a1~ limites projectives finies. Cela sera ~videm- 

ment le cas s'il est lui-m~me l'adjoint ~ droite d'un quatri~me foncteur d. 

Sans condition de cette nature, on 4crira souvent 

e = u! 

pour l'adjoint ~ gauche d'un foncteur image inverse f = u ~, quand un tel 

adjoint ~ gauche existe, cette notation ~tant sugg4r~e par l'exemple d'une 

irmaersion ouverte u : X > Y d'espaces topologiques. De m@me, sie est 

l 

de la formev ~, i.e. f de la forme v~, on note parfois g = v" l'adjoint 

droite d'un foneteur image directe v%, lorsque eet adjoint existe (~). 

(~) Cf. plus bas, dans le eas de faisceaux ab~liens. 
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3.2. Soient E, E' deux ~-topos, et 

u = (~,~, ~) , v = (v~,~t,~) : E _~E' 

deux morphismes de topos de E darts E'. On appe~e morphisme de u dans v 

tout morphisme de ~t dans v~ (au sens de la cat4gorie Hom(E,E') des 

foncteurs de E dans E'). Les morphismes de morphismes de topos se 

composent de fa~on 4vidente, et on d4finit de cette fa~on une cat4gorie, 

qui est en fait une~-catggorie (I 7.8) notre 

Homtop(E,E') , 

appelfie cat~$orie des morphismes (ou des applications continues) de E 

dans E'. On d~finit alors de fa~on fividente un foncteur 

u | > u~ : Homtop(E,E') > Hom(E,E') , 

foncteur qui est pleinement fiddle par d~finition des fl~ches dans le 

premier membre (mais qui n'est pas injectif sur les objets). 

3.2.1. On fera attention que, si u et v sont donn~s cormme dessus, la 

th~orie des foncteurs adjoints fournit une bijection canonique 

Hom(~,~) ~ Hom(v~,u ~) ; 

en particulier, on obtient un contrafoncteur sur Homto~(E,E') : 

u J > u ~ : Homto~(E,E') ~ > Hom(E,E') 

Conform~ment ~ l'intuition g~or~trique, suivant laqnelle le foncteur 

image directe u~ "va dans le m~me sens" que l'application continue qui 

lui donne naissanee, il y a donc lieu de d~finir le sens des fl~ches 

pour les morphismes entre morphismes de topos en termes des foncteurs 

ima.~es directes, et non en termes des foncteurs images inverses (bien que 

ce soient ces derniers qui~ nous l'avons vu, poss~dent les propri~t~s 

d'exactitude caract~ristiques de la notion de morphisme de topos). 
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3.2.2. Ayant d~fini la cat~gorie Homtop(E,E') des morphismes du topos E 

dans le topos E', la notion d'isomorphie entre deux morphismes u,v de E 

dans E' est ~galement d~finie. En pratique, il n'y a pas lieu de dis- 

tinguer essentiellement entre deux morphismesde topos isomorphes, tout 

au moins lorsqu'on dispose d'un isomorphisme canoni~ue entre les deux 

(tout comme il n'y a pas lieu souvent de distinguer entre deux ~l~ments 

d'une Cat~gorie, lorsqu'on se donne un isomorphisme canonique entre eux). 

Signalons ~ ce propos que le plus souvent, lorsqu'on traite de diagrammes 

de morphismes de topos et de questions de cormnutativit~ de tels diagrarmmes 

(notion qui a un sens grace ~ (3.3 )), il ne s'agit que de commutativit~ 

isomorphisme ("canonique") pros ; par abus de langage, on traite alors 

ces diagrammes cormme des diagran~nes effectivement cormnutatifs. 

On peut songer ~ justifier cet abus de langage en introduisant. 

l'ensemble Homtop(E,E')/Isom des morphismes de E dans E' ~ isomorphisme 

pros, et en appelant morphisme une telle classe d'isomorphie, au lieu 

de suivre la d~finition 3.2. Mais ceci se heurte aux inconv~nients tr~s 

graves qui se pr~sentent, chaque fois qu'on essaie d'identifier deux 

objets isomorphes d'une cat~gorie, sans disposer d'un isomorphisme 

canonique entre eux. L'exp~rience prouve qu'un tel point de rue est 

impratiquable, et qu'il faut garder la notion "fine" 3.1 de la notion 

de morphisme entre morphismes de topos, quitte ~ ~tre oblige, parfois, 

de se battre avec des compatibilit~s entre isomorphismes canoniques (~). 

(~) Pour des exemples de telles batailles (victorieuses, semble-t-il) nous 
renvoyons le lecteur au livre de Mme M. HAKIM sur les schemas relatifs ~gJ. 
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3.3.1. Soient E, E', E" trois U-topos, et consid~rons des morphismes de 

topos 

u : E ~ E' , v : E' i" E" 

La th~orie des foncteurs adjoints nous donne alors un isomorphisme 

d'adjonction entre les foncteurs compos~s ~u~ et ~v ~, en termes des 

isomorphismes d'adjonction pour les couples (u~,u ~) et (v~,v~). D'autre 

part, le foncteur u~V ~ est exact ~ gauche, cor~ne compos~ de deux foncteurs 

exacts ~ gauche. Par suite, on trouve un morphisme de E darts E", qu'on 

appelle compos~ des morphismes u e!t v, et qu'on note vu : 

vu : E > E" 

On v4rifie alors trivialement que la composition des morphismes est 

associative, et que pour tout U-topos E, il y a un morphisme de E dans 

lui-m~me qui est une unit~ bilatgre pour la composition : c'est le 

morphisme (idE,idE, ~), o~ ~ est l'isomorphisme d'adjonction ~vident 

de id E avec lui-m~me. Soit alors ~ un univers tel que U ~ ~ . On d~finit 

une cat~gorie 

(~-U-Top) , 

dont les objets sont les U-topos qui sont E ~, les fl~ches sont les 

morphismes entre de tels U-topos, et la composition des fl~ches ~tant 

celle qu'on vient d'expliciter. 

3.3.2. En fait, l'application de composition 

Homtop(E,E')XHomtop(E',E") > Homtop(E,E") 

est l'application induite sur les objets par un "foncteur composition 

des morphismes" : 
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Homtop(E,E')• > Homtop(E,E") , 

dont l'effet sur les fl~ches est l'op@ration "produit de convolution" 

habituel pour des morphismes entre foncteurs (ici des foncteurs image 

directe). Ces foncteurs composition satisfont ~ une propri~t~ d'associa- 

tivit~ (stricte), pour quatre topos E, E', E", E" ~ pr~cisant l'associa- 

tivit~ de la composition des morphismes de topos. On peut dire aussi, 

dans un langage qui commence ~ devenir familier [2] [9], que les U-topos 

sont les objets (ou O-fl~ches) d'une 2-cat~gorie, dont les l-fl~ches 

sont les morphismes de topos, et les 2-fl~ches sont les morphismes de 

morphismes de topos. 

C'est le fait que les U-topos (~l~ments d'un univers ~) forment 

une 2-cat~gorie, et non plus seulement une cat~gorie ordinaire comme 

les espaces topologiques ordinaires, qui constitue du point de vue 

technique la difference la plus importante entre la th~orie des topos 

et celle des espaces topologiques. Ce fait est la source de certaines 

complications techniques auxquelles on a d~j~ fait allusion, mais 

aussi de faits essentiellement nouveaux par rapport ~ la topologie 

traditionnelle. 

3.4. Le fait que les U-topos (~l~ments d'un univers ~) forment une 

2-cat~gorie (3.3.2) permet en particulier de d~finir la notion d'~qui- 

valence de deux U-topos E, E ~ : on dira que E et E' sont ~quivalents 

s'il existe des morphismes de topos u:E --> E' et v:E' --> E, tels 

que les compos~s uv et vu soient isomorphes respectivement au morphisme 

identique de E et de E' ; on dit alors que les morphismes u et v sont 
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des ~quivalences quasi-inverses l'une de l'autre. 

On constate aussitOt que pour que le morphisme de topos 

u : E > E' soit une 4quivalence, il faut et il suffit que u~ soit 

une ~qulvalence, ou ee qui revient au mame, que u ~ soit une ~quivalence. 

(Utiliser le fait qu'un foncteur f: E > E' entre deux topos qui est 

une ~quivalence est ~ la fois de la forme u~ et de la formev ~, avec 

u et v des morphlsmes de topos) ; et pour que E et E' soient ~quivalents 

au sens de l'alin4a pr4c4dent, il faut et il suffit qu'ils soient 

~quivalents en rant que categories (i.e. comme objets de la 2-cat4gorie 

(E-cat)). Comme de juste, eela montre que les notions d'~quivalence 

introdui~es ne d~pendent pas du choix de l'univers V de 3.3.1. 

3.4.1. Pratiquement, il n'y a pas lieu le plus souvent de distinguer 

essentiellement entre U-topos ~quivalents, tout comme il n'y a pas lieu 

souvent de distinguer essentiellement entre deux cat~gorles ~quivalentes, 

condition toutefois qu'on dispose d'une ~quivalence explicite de l'un 

l'autre~ ou tout au moins une ~quivalence d~finie ~ isomorphisme 

unique pr~s. C'est la notion d'~quivalence de topos qui remplace ici 

la notion tradltionnelle dthom~omorphie entre deux espaces topologiques. 

Voir l'exemple 4.2 plus ba~ pour les relations pr~cises entre ces 

deux notions. 

4~ Exemples de morphlsmes de topos 

Nous reprenons ici les exemples de 2, en utilisant la notion 

de morphisme de topos. Les commentaires de 2.0 s'appliquent ~galement 

au present nun~ro. L'univers U sera g~n~ralement sous-entendu. 
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4.1. Le. topos Top(X) pour un espace topologique X variable 

4.1.1. Soit une application continue 

f: X ~ Y 

d'espaces topologiques, on va lui associer canoniquement un morphisme 

de topos 

Top(f) ou f : Top(X) ---> Top(Y) , 

avec les notations de 2.1. Lorsqu'on d~finit Top(X) comme Ouv(X) ~ , la 

description la plus conunode de Top(f) est par le foncteur image directe 

de faisceaux 

f~ : Top(X) ----> Top(Y) , 

d~finl par la formule 

f~(F) = Vof -I , 

o~ 

f-i : Our(Y) > Ouv(X) 

est le foncteur ~vident U > f-l(u). On a d~j~ not~ que ce foncteur est 

continuet exact ~ gauche, donc d~finit bien un foncteur f~ ci-dessus, 

admettant un adjoint ~ droite f~ qui est exact ~ gauche (III 1.9.1). 

Bien entendu, en route riguenr, le morphisme de Topos Top(f) d~pend 

du choix de l'adjoint fi droite f~t de ~t, donc n'est d~fini qu'~ isomor- 

phisme canonique pr~s. On se dispensera par la suite de signaler expres- 

s6ment des ph~nom~nes de ce genre. 

Lorsqu'on adopte le point de vue "espaces ~tal~s" pour d~finir 

Top(X), c'est le foncteur image inverse 

f~ : Top(Y) ) Top(X) 
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qui est le plus commode pour d~finir le morphisme de Topos Top(f), en 

posant simplement 

f~(Y') = XXyY' 

pour tout espace ~tal4 Y' sur Y ; il est ~vident que le produit fibr4 

est blen un espace 4tale sur X, et que le foncteur f~ ainsi obtenu est 

exact ~ gauche et commute aux lim quelconques, et d~finit par suite un 

morphisme de topos Top(f). Pour la compatibilit~ des deux d~finitions 

obtenues, nous renvoyons ~ [TF]. 

Lorsqu'on a deux applications continues composables 

X f-~-> Y g > Z , 

on trouve un isomorphisme canonique 

Top(gf) ~--- Top(g)Top(f) 

de morphismes de topos. Ces isomorphismes de transltiyitg, pour trois 

applications continues composables f,g,h satisfont ~ une relation de 

compatlbilit~ que nous nous dispensons d'~crire icl, et qui n'est autre 

que celle envisag~e darts SGA i VI 7.4 B) (pourg = (Esp)~ On peut 

l'exprimer en dlsant que pour X variable dans la cat~gorie (Esp), 

X I > Top(X) 

est un "pseudo-foncteur" 

~.I.i.i) (U-esp) > (V-U- top) , 

ou aussi, dans la terminologle des 2-categories, qu'on a un foncteur 

non strict de 2-cat4gories [9]. En pratique, on se permettra le plus 

souvent l'abus de langage consistant ~ identifier Top(gf) et Top(g)Top(f), 

c'est-~-dire de raisonner comme si (4.1.1.1) ~tait un vrai foncteur de 
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categories ordinaires. On se permettra les abus de langage analogues dans 

les autres exemples qui seront trait~s ci-dessous. 

4.1.2. Les considerations pr~c~dentes s'~tendent imm~diatement au cas 

des topos associ~s aux espaces topologiques ~ groupes d'op~rateurs (2.3). 

~S Sif = (f- ,fgr), 

f : (X,G) 2. (Y,H) 

est un morphisme d'espaces ~ op~rateurs (o~ 

fes : X - > Yet fgr : G---> H 

sont respectivement des applications continues et des morphismes de 

groupes, compatibles dans un sens ~vident), on lui associe un morphisme 

de topos 

Top(f) ou f : Top(X,G) > Top(Y,H) , 

dont la d~finition est laiss~e au lecteur. Lorsque les groupes Get H 

sont les groupes unit~, on retrouve la d~finition de 4.1.1 ; lorsque 

par contre ce sont les espaces X et Y qui sont r~duits ~ un point, 

on trouve comme foncteur image inverse f~ le foncteur "restriction du 

groupe d'op~rateurs" 

f~ : B H > B G , 

assoeiant h tout H-ensemble le G-ensemble qu'il d~finit grace ~ f:G--> H. 

On retrouvera cet exemple sous d'autres formes encore dans 4,5 et 4.6.1. 

4.1.3. Etant donnfi une application continue f:X --> Y d'espaees topolo- 

giques, on lui associe ~galement un morphisme sur les "gros topos" 

correspondants (2.5) 
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TOP(f) ouf : TOP(X) > TOP(Y) , 

d6fini le plus cormuod4ment par le foncteur image inverse 

~ : TOP(Y) > TOP(X) , 

qui nlest autre que le foncteur restriction. Ce morphisme TOP(f) est un 

cas particulier du morphisme dit "d'inclusion" pour un topos indult, 

qui sera 6tudi4 dans 5. On volt ainsi que, sous les m~mes r4serves que 

dans 4.1.1, le topos TOP(X) peut @tre consid~r~ comme un foncteur en X, 

pour X variable dans (Esp). 

4.2. Propri6t#s de fid4!it ~ de X~ > Top(X) 

Nous nous proposons de pr~ciser dans quelle mesure un espace 

topologique X peut se r6constituer en termes du topos Top(X), et dans 

ce but il convient de d6crire, pour deux espaces X et Y, la cat~gorie 

des morphismes de Top(X) dans Top(Y) (3.2), de faqon ~ pouvoir pr4cfser 

les propri4t~s de fid41it~ du "foncteur" X ) > Top(X). Nous nous bornons 

6noncer les r4sultats auxquels on parvient, en renvoyant le lecteur 

[9] pour des d4tails. Le lecteur qui voudra faire l'exerclce de v4rification 

lui-mame pourra consulter l'exer. 7.8. 

4.2.1. Rappelons qu'un espace topologique X est dit sobre si route 

partie ferm~e irr4ductible de X a exactement un point g~n4rique. Signalons 

que presque tousles espaces utilis4s en pratique sont sobres ; il en 

est en particulier ainsi d'un espace s6par6, plus g~n6ralement d'un 

espace dont tousles points sont ferm~s, ou de l'espace sous-jacent 

un sch6ma. Si X est un espace topologique, on lui associe (loc. cit. ou 

EGA 21 , r4~dition) un espace topologique sobre Xso bet une application 
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continue 

(4.2.1.1) ~ : X ~ Xso b 

qui soit universelle pour les applications continues de X dans des espaces 

sobres ; en d'autres termes, on construit un foncteur adjoint ~ gauche 

X~ > Xso b du foncteur d'inclusion (Espsob) > (Esp) de la cat~gorie 

des espaces sobres dans celle des espaces topologiques "quelconques" 

(les guillemets rappelant qu'il y a un univers ~). La construction 

explicite se fait en prenant comme points de Xso b les parties ferm~es 

irr~ductibles de X, comme ouverts les ensembles de la forme U', o~ 

U est un ouvert de X et o~ U' c Xso b d~signe l'ensemble des parties 

ferm~es irr~ductibles de X qui rencontrent U. L'application (4.2.1.1) 

est obtenue en associant g tout x E X l'adh~rence de Ix}. L'espace X 

est sobre si et seulement si l'application pr~c~dente est bijective, 

donc un hom4omorphisme. 

On constate que le foncteur 

-i 
: Ouv(Xso b) --->Our(X) 

induit par ~ est un isomorphisme, ce qui implique que le morphisme de 

topos 

Top(~) : Top(X) ~ Top(Xso b) 

d~fini par ~ est ~galement un isomorphisme. Ceci explique ~ priori pourquoi 

Xso b dolt s'introduire n~cessairement dans la question de r~constituer 

X ~ partir de Top(X) :o0mme ce dernier ne d~pend que de Xso b ~ isomor- 

phisme pros, la question ne pourra avoir une r~ponse affirmative que si X 

est sobre. Nous pr~ciserons plus bas (7.1) com~nent Xso b peut effectivement 
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se r~constituer en termes de Top(X), en interpr6tant ses points comme des 

"points" du topos Top(X) (ou encore comme des foncteurs fibres). 

4.2.2. Sur tout espace topologique, il y a lieu d'introduire la relation 

d'ordre K pour laquelle on a 

x N y ~====> ~ c  ~ i.e. x C ~ 

(qu'on exprime encore en disant que x est une sp6cialisatiqn de y, ou 

que y est une g4n6risation de x). Pour un espace de la forme Xsob, 

ce n'est autre que la relation d'inclusion entre parties ferm~es irr6- 

ductibles de X. 

Ceci pos~, il y a lieu d'introduire, sur l'ensemble des 

applications d'un espace X dans un autre Y, la relation d'ordre dite 

de "sp~cialisation", d~duite de celle de Y, savoir 

f ~ g ~ f(x) ~ g(x) pour tout x E X 

Avec ces conventions, on ale r6sultat suivant : 

4.2.3. Soient X, Y deux espace> topologiques, avec Y sobre, et soient 

f e t g deux applications continues de X dans Y. Alors il y a au plus 

un m0rphisme de Top(f).dans Top(g), et pour qu'il yen ait un, il faut 

et il suffit que g soit une sp6cialisation de f. Enfin, tout morphisme 

de topos Top(X) ~ Top(Y) e.st isomorphe ~ un morphisme de la forme 

Top(f), o_~ f:X ~ Y est une application continue (uniquement d~termin~e 

graCe ~ la premiere assertion). 
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Si on d~finit la cat~gorie cat(I) associ~ ~ un ensemble ordonn~ 

I en d~clarant que pour i e j, il y a exactement une fl~che de i dans j, 

on peut r~sumer le r~sultat precedent en disant qu'on a une ~quivalence 

de categories canonique 

cat(NOm(esp)(X,y)) ~. > H0mt0p(Top(X),Top(Y)) 

(o~ le deuxi~me membre est d~fini dans 3.2). 

On conclut formellement de ces r~sultats : 

Corollaire 4.2.4. a) Soit f:X > Y une application continue. Alors 

Top(f) : Top(X) ~ Top(Y) est une ~quivalence de tqpos si et seulement 

s i fsob : Xsob ~ Ysob est un hom~omorphisme (donc, lors~ue X e t Y 

sont sobres, si et seulement si f est un hom~om0rphisme). 

b) Soient X et u des espaces topologiques. Pour que Top(X) e_!t 

Top(Y) soient ~quivalents, il faut et il suffit ~ue Xso bet Yso b soient 

hom~omorphes (donc, si X et Y sont sobres, il faut et 8uffit que X e__tt Y 

soient hon~'omorphes). 

4.3. Morphismes dans le topos final : 9bjets constants d'un topos, 

foncteu~ sections 

D~signons par P (initiale de "point") le topos final type, i.e. 

P = (Ens) (2.2). Soit E un topos quelconque, on va voir qu'~ isomorphism_e 

uni~u e pros, il existe un unique morphisme de topos 

f : E ---~ P 

plus pr~cis~ment, que la cat~gorie Homtop(E,P) est ~uivalente ~ la 

cat~gorie ponctuelle : pour deux objets de cette cat~gorie, il existe donc 
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une unique fl~che de l'un dans l'autre, et c'est un isomorphisme. (Cela 

justifie dans une certaine mesure l'appellation "topos final"). Pour 

eeci, rappelons (3.2.1) que Homtop(E,P) est ~quivalente ~ la sous-cat~gorie 

plaine de Hom(P,E) ~ forr~e des foncteurs 

f~ : P = (Ens) > E 

qui eommutent aux lim et sont exacts ~ gauche. Soit e un ensemble ponctuel, 

a!ors tout ensemble X s'4crit canoniquement comme "son, he de X copies de e ", 

d~o~ r4sulte que la cat4gorie des foncteurs g : (Ens) > E qui commutent 

aux lim est ~quivalente g la cat~gorie E, en associant g tout g l'objet 

g(e) de E. On r~constitue g en termes de T=g(e), ~ isomorphisme unique 

pros, par g(1) = TEl, o~ on pose TXI = -[3- Ti, avec T.=T pour tout i E I. 
iEl l 

Que le foncteur en I ainsi d4fini par T commute bien aux lim r~sulte du 

fait qu'il est manifestement adjoint ~ droite du foncteur X { > Hom(T,X) 

do E dans (Ens). Ceci dit, pour que g soit exact ~ gauche, il est 

~videmment n4cessaire que g(e)=T soit un objet final de E (puisque e est 

un objet final de (Ens)), et il r~sulte facilement du fait que dans E 

"les sormmes sont universelles" (1.1.2 b)) que cette condition est aussi 

suffisante. On trouve donc que la cat4gorie des foncteurs f~ images 

inverses est ~quivalente ~ la cat~gorie des objets finaux de E, qui est 

~viden~nent elle-mame ~quivalente ~ la cat~gorie finale. 

D'apr~s ce qui pr4c~de, on volt que le choix d'un morphisme 

(4.3.1) 4quivaut essentiellement g celui d'un objet final de E, soit 

e E. En termes de celui-ci, on a alors des isomorphismes canoniques de 

foncteurs 
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( 4 . 3 . 2 )  

e t  

( 4 . 3 . 3 )  

4.3.4. 

f~(1)~eEXl = so,he de I copies de e E pour I E ob(Ens), 

f~(X) = Hom(eE,X) pour X E Ob E . 

Les deux foncteurs pr~c@dents joueront par la suite un role 

important. Pour un ensemble I, on appelle ob~et constant de valeur I 

dans E (ou, lorsque E est r4alis~ comme une cat~gorie C~ en termes 

d'un site C, faisceau constant de valeur I sur C ), l'objet f~(1) = eEXI 

de (4.3.2). On le notera aussi souvent IE, o5 1 C lorsque E est d~fins 

par le site C. Le fait que II > I E soit le foncteur image inverse d'un 

morphisme de topos en precise les propri~t~s d'exactitude, qui impli- 

quent en particulier que ce foncteur respecte toutes les esp~ees de 

structure alg~briques habituelles, transformant un groupe en un objet 

groupe de E etc (3.1.2). Lorsqu'on a par exemple un Groupe G de E, on 

dira que c'est un Groupe constant (ou, le cas ~ch~ant, un faisceau en 

groupes conw s'il est isomorphe hun groupe de la forme GoE, oh 

G o est un groupe ordinaire. M~me terminologie pour toute autre esp~ce 

de structure "alg~brique", au sens pr~cis~ (plus ou moins) dans 3.1.2. 

4.3.5. On fera attention que le foncteur I~ ~ I E n'est pas n~cessai- 

rement pleinement fiddle (ni m~me fiddle : prendre pour E le "topos 

vide" (2.2)), donc un objet constant de E ne d~termine pas en g~n~ral 

isomorphisme unique pros l'ensemble I qui lui donne naissance. On 

dit que E est O-acyclique, ou connexe-non vide, si le foncteur I~-~ I E 

est pleinement fiddle. II revient au m~me, d'apr~s les propri~t~s 

g~n~rales des foncteurs adjoints, de dire que le morphisme d'adjonction 
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I > fw(~(1)) = fw(l E) = Hom(e E, I E) 

est un isomorphisme (de sorte que le foncteur (4.3.3) permet de r~cup4rer 

la "valeur" d'un objet constant de E). On v~rifie facilement qu'il faut 

et il suffit pour cela que e Ene soit pas l'objet initial @E de E, i.e. 

que Ene soit pas un "topos vide" (ce qui exprime la fid~lit4 du fonc- 

teur I~ > I E (~)), et que e E soit un objet connexe de E, i.e. ne soit 

pas somme de deux objets de E qui ne soient pas "rides" (i.e. qui ne 

soient pas des objets initiaux de E). 

4.3.6. Le foncteur (4.3.3) est aussi souvent appel~ foncteur sections 

et not4 F E ou F(E,-) ou simplement F : 

(4.3.6.1) Hom(eE,X) = FE(X) = F(E,X) = F(X) 

C'est un foncteur commutant aux limites projectives quelconques, mais 

pas exact ~ droite en g~n4ral, dont les foncteurs d4riv4s (sur les 

objets groupes ab41iens) seront ~tudi4s dans le prochain expose. 

4.4. Morphismes du "topos vide" 

Soit ~top un topos vide, qui correspond done ~ une cat~gorie 

de faisceaux ~ 4quivalente ~ la cat~gorie finale (2.2). Soit E un topos. 

La categoric des foncteurs de E dans ~ est 4videnm~ent 4quivalente ~ la 

cat4gorie ponctuelle, et tout tel foncteur cormnute auX limltes induc- 

tives et projectives (sans aueun m~rite d'ailleurs), done peut @tre 

consid4r4 eomme un foncteur image inverse f pour un morphisme de topos 

~top "--'> E. Ii en r4sulte que la cat~gorie Homtop(~top,E) e st..~quiva- 

lente ~ la cat~gorie ponctue_l.le , et en particulier qu'il existe 

(~) ou encore le fair que ce foncteur est conservatif ( 1 6.3). 
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is0morphism e uniqu e pros un et un seul morphisme de toNos 

(4.4.1) ~top > E 

Ceei justifie dans une certaine mesure la terminologie "topos initial" 

introduite dans 2.2. 

On peut aussi determiner les morphismes de topos 

(4.4.2) E > @top ' 

on v~rifie aussitSt qu'il existe un tel morphisme si et seulement si 

ITobjet initial de E est aussi un objet final~ i.e. si et seulement 

si E lui-m~me est un "topos vide", et que dans ce cas la cat~gorie 

H0mtop(E,~to p) est encore ~quivalente ~ la cat~gorie ponctuelle. L'unique 

morphisme (4.4.2) (modulo isomorphie) est alors une ~quivalenee de topos. 

4.5. L e topos classifiant B G pour G G~oupe variable 

4.5.1. Soient E un topos, et 

f: G ~ H 

restrlctlon un morphisme de GroupeS dans E. On en d~duit un foncteur " " " 

du Groupe d'op4rateurs" 

~ : B H ' '  > B G , 

o~ les notations sont eelles de 2.4. II est trivial que ce foncteur 

commute aux limites inductives et aux limites projectives, afortiori il 

peut fltre interpret4 eomme un foncteur image inverse assoei~ ~ un mor- 

phisme de topos 

Bf ou f : BG---> B H 
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On explicite ais~ment le foncteur image directe correspondant 

J-~ : B G > B H 

par la formule 

f~(x) = HqmG(~s,X) , 

O~ X est un objet de X avec G op4rant ~ gauche, o~ H s est H regard~ 

cortrae muni des op4rations ~ gauche par G d~duites de F, et o~ Hom G 

ddsigne le sous-objet qu'on devine de l'objet Hom d~fini plus bas (!0. 

on fait op4rer H ~ gauche sur HomG(Hs,X) grace aux op4rations droites 

de H sur H par translations ~ droite. 
s 

Comme le foncteur image inverse P~ commute aux lim quelconques -.__> 

(et non seulement aux lim finies), il est lui-mame l'adjoint ~ gauche --..> 

dfun foneteur 

f, : B G > B H , 

de sorte qu'on a une suite de trois foncteurs adjoints comme dans 3.1.3 : 

f, , f~ , f~ 

On explicite ais4ment ff par la formule 

f,(x) = ~Gx , 

o~ le deuxi~me membre d~signe le "produit contract~", d~duit des opdra- 

tions de G sur X (~ gauche) et sur H (~ droite via translations ~ droite 

et f), d4fini comme le quotient de HXX par G operant par la formule 

g.(h,x) = (hg-l,gx) 

Le foncteur f, , 4rant un adjoint ~ gauche, conm~ute ~videmment 

a,~x limites inductives, mais il n'est pas en g4n4ral exact ~ gauche (i.e. 

); 
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il ne peut ~tre consid4r4 g son tour corane un foncteur image inverse par 

un morphisme de topos B H ---> BG). En fait, on v~rifie facilement qu'il 

ne peut ~tre exact ~ gauche que si f: G > H est un isomorphisme. De 

mame~ le foncteur ~t, qui commute aux llmites projectives, n'est pas en 

g~n4ral exact ~ droite, eta fortiori n'admet pas en g~n4ral d'adjoint 

droite. Tout au moins lorsque E est le topos ponctuel i.e. que Get H 

sont des groupes ordlnaires, f~ n'est exact ~ droite que si f est un 

isomorphisme. 

Lorsqu'on a un deuxi~me morphisme de groupes g:H---> K, on 

trouve comme dans 4.1.1 une transitivit~ ~ isomorphisme canonique pros, 

de Sorte que, sous la r4serve habituelle, on peut consid~rer que le 

topos elassifiant B G d~pend fonctoriellement du Groupe G. On laisse 

au lecteur le soin de g4n~raliser comportement fonctoriel pour le 

cas o~ on fair varier simultan4ment Get le topos E. 

4.5.2. Le topos B G pour un pro-groupe variable 

On laisse au lecteur le soin de pr~ciser le caract~re covariant 

du topos B G (2.7) par rapport ~ G, en calquant l'expos~ que nous en 

donnons dans 4.5.1. On fera attention cependant que dans le cas d'un 

morphisme f:G--->H de pro-groupes qui ne sont pas essentiellement 

constants~ le morphisme de topos correspondant B G > B H ne permet pas 
- -  m 

en g~n~ral la d~finition d'un foncteur f, (dont l'adjoint h droite soit 

le foncteur f~ de restriction du pro-groupe d'op~rateurs). Supposant, 

pour simplifier l'~nonc~, que Get H soient d~finis par des groupes 

profinis Get H, on volt facilement que f, existe si et seulement si 

l'image du morphisme envisag4 f:G---~ H est d'indice fini dans H, et 
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dans ce cas f, est donn4 par la m~me formule que dans 4.5. 

4.6. Le topos C pour C cat4~orie variable 

4.6.1. Soit 

f : C-----~ C' 

un foncteur d'une cat~gorie C E U dans une autre C' d'o~ un foncteur 

f~ : ~' > C , f~(F) = Fof 

II est trivial que ce foncteur cormmate aux limites projectives et aux 

limites inductives, a fortiori il peut ~tre consider4 con~ne le foncteur 

image inverse pour un morphisme de topos 

f ou f: C >C' 

Le foncteur image directe correspondant 

ntest autre que le foncteur ~galement not~ f, dans 1 5.1. De plus 

(cormne il 4tait ~ pr4voir du fait que f* con~nute ~galement aux le~ 

quelconques) f* admet aussi un adjoint ~ gauche 

f,: C > C' , 

(qui ~tait not4 aussi f, dans 1 5,1 ). On obtient donc une suite de 

trois foncteurs adjoints 

f, , f*, f. , 

le premier ~tant d'ailleurs un prolongement de f:C > C' aux cat4gories 

de pr4faisceaux (pour le plongement habituel de C, C' dans les categories 
^ ^  

C, C'). On fera attention que le foncteur f, n'est pas en g4n~ral exact 

gauche, nife exact ~ droite, ce qui l~ve done toute ambiguit~ sur la 
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direction de la variance du topos C associ~ ~ la cat~gorie variable C : 

ce topos est un foncteur covariant en C, sous la r~serve habituelle 

provenant des isomorphismes de transitivit~ (cf. 4.1.1). Lorsque 

l'ensemble des objets de C et de C' est r~duit ~ un dl~ment, de sorte 

que C et C' s'identifient ~ des monoldes G, G', les topos correspondants 

sont les topos classifiants BGO et BG,O, et on retrouve la variance de 

ceux-ci pour G variable rencontr~e d4j~ ~ d'autres points de vue dans 

4.1.2 et 4.5 (o~ la restriction ~ des groupes au lieu de monoTdes 

n'avait rien d'essentiel). 

A 

4.6.2. On peut pr~ciser la d~pendance 2-fonctorielle du topos C par 

rapport ~ C, en introduisant pour deux categories C, C' 6 U un foncteur 

canonique 

^ ^ 

(4.6.2.1) Hom____(C,C') + Homtop(C,C'). 

II reste ~ d~finir ce foncteur sur les fl~ches, et pour eeci on note 

que f~ > f~ permet d'identifier (~ ~quivalence de categories pros) le 
^ ^  

deuxi~me membre ~ une sous-cat~gorie pleine de Ho____mm(C',C) ~ (3.2.1). Or 

si f,g: C > C' sont deux foncteurs, tout morphisme u:f ~ g de 

foncteurs d~finit un morphisme fog ---> Fof de foncteurs en F 6 ob C' 

(F 4tant un contrafoncteur), qui est donc un morphisme g~ > f~ et 

d~finit par suite un morphisme f > g cormne annonc~. 

Lorsque C est la cat~gorie ponctuelle, C est le topos ponctuel 

(2.2) not~ P, et (4.6.2.1) s'interpr~te comme un foncteur naturel 

(4.6.2.2) C' ---~ Homtop(P,~')d~neoints(C ') 

^ 

de C' dans la "cat~gorie des points" de C', qui sera ~tudi~e dans 6. 
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Ce foncteur n'est pas n~cessairement une ~quivalence de categories (7.3.3), 

afortiori (4.6.2.1) n'est pas n~cessairement une ~quivalence de categories. 

Par contre, le foncteur (4.6.2.1) est toujours pleinement fiddle. 

Pour voir ceci, notons que si f,g: E ~ E' sont deux morphismes de topos 

tels que f~ et g, soient d~finis (3.1.3), il r~sulte de la th~orie des 

foncteurs adjoints qu'on a des isomorphismes canoniques 

Hom(f,,g,) ~ Hom(g~,f *) ~ Hom(f,,g~) d~n Hom(f,g) 

Appliquant ceci ~ des foncteurs de la forme f, g associ~s ~ f,g: C --> C', 

on trouve le r~sultat annonc~, compte tenu que l'application naturelle 

de prolongement Hom(f,g) --> Hom(f,,g,) est bljective ( 1 7.8). 

4.6.3. On peut se demander quand le foncteur (4.6.2.1) est une ~quiva- 

lence de categories, i.e. quand il est essentiellement surjectif, ce qui 

est un cas particulier de la question de d~terminer tousles morphismes 

de topos C > C'. Plus g~n~ralement, si C est une cat~gorie 6 U et E 

un topos, on peut se proposer de d~terminer les morphismes de topos 

f: ~ >E 

La cat~gorie de ces morphismes est 4quivalente ~ la cat~gorie oppos4e 

de celle des foncteurs f*: E > ~ commutant aux limites inductives 

quelconques et aux limites projectives finies. Interpr~tant les foncteurs 

E > C comme des foncteurs EXC ~ ---> (U-Ens) = (Ens), ou encore eorm~e 

C ~ des foncteurs F: > Hom(E, (Ens)), la propri~t~ d'exactitude envi- 

sag~e s'exprime par la condition que pour tout objet X de C, le foncteur 

F(X) : E - > (Ens) con~nute aux limites inductives quelconques et aux 

limites projectives finies, (ou, corame nous dirons dans 6, F(X) est un 
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"foncteur fibre" sur E). Ii revient au m~me de dire que F(X) est le 

foncteur image inverse pour un morphisme de topos P---~ E, de sorte 

qu'on trouve finalement une ~quivalence de categories canonique 

(4.6.3.1) Homtop(C,E) ~ > Hom(C, Points(E)) , 

o~ on d~signe pour abr~ger par 

Points(E) = Homtop(P,E) 

la catdgorle des points du topos E. 

Lorsque E est de la forme C', on voit aussitOt ~ partir des 

d~finitions que le compos~ de (4.6.2.1) et de l'~quivalence pr~e~dente 

{4.6.3.1) est le foncteur 

(4.6.3.21 Hom(C,C') --> Hom(C,Points(C')) 

d~fini par F I > ioF, o0 i: C' > Points(C') est le plongement canonique 

(4.6.2.2). Ii s'ensuit aussitSt que pour que (4.6.2.1) soit une ~qui- 

va!ence, il faut et il suffit que C $oit vide ou ~ue (4.6.2.2) soit 

~ssentiellement sur]ectif (donc une ~quivalence de categories). Cette 

derni~re condition sur C' est satisfaite dans certains cas int~ressants, 

et notamment lorsque C' est la cat~gorie hun seul objet d~finie par 

un groupe G (7.2.5). 

Remarque 4.6.4. Le fair d'avoir associ~ un topos C ~ une cat~gorie 

arbitraire C sugg~re qu'une cat~gorie C admet des invariants de nature 

topologique (groupes de cohomologie, d'homotopie etc), tout cormne 

un topos, Les groupes de cohomologie de C ~ coefficients dans un objet 

groupe ab~lien F (au sens g~n~ral ~tudi~ dans V) ne sont autres que 

les valeurs des foncteurs d~riv~s lim (n) du foncteur lim~ d~j~ fami- 
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liers aux topologues. J.L. Verdier et (ind~pendamment) D.G. Quillen ont 

v4rifi~s que lorsqu'on se borne aux coefficients constants, ou plus 

g~n~ralement localement constants, ces groupes de cohomologie s'iden- 

tifient aux groupes de cohomologie de l'ensemble s~mi-simplicial Nerf(C) 

canoniquement associ~ ~ C [5, n" 212, prop. 4.1] et que de plus, 

isomorphie pros dans la "cat~gorie homotopique" de [2], tout ensemble 

semi-slmplieal peut atre obtenu g l'alde d'une cat~gorie C. Moyennant 

une notion eonvenable de type d'homotopie pour des ~opos, que nous ne 

pr4cisons pas ici, on peut dire que les types d'homotopie semi-slmpliciaux 

des topologues ne sont autresque les types d'homotopie des topos de la 

forme sp~ciale C, plus g4n~ralement des topos E o~ tout objet admette 

un recouvrement qui raffine tousles autres (2.6) (~). En l'absence de 

cette condition sur E, on peut tout au mieux exprimer son type d'homo- 

topie par un syst~me proiectif convenable d'ensembles semi-simpliciaux [I]. 

4.7. L_ee topos C ~ pour un site C variable (foncteurs cocontinus) 

Soit 

f: C---~ C' 

un foncteur cocontinu (Ill 2.1 ) entre sites 6 ~, i.e. un foncteur tel 
^ 

qua le foncteur f~ ou f~ : F I > F�9 de C dans C' (4.6.1) applique 

dans ~', c'est-~-dire induise un foncteur 

(4.7.1) ?~: ~ ---'>" C' 

rendant commutatif le diagran~e de foncteurs 

(~) et, plus g~n~ralement encore, des topos qui sont "localement ~-connexes" 

en un sens ~vldent que nous laissons au lecteur le soin de pr~clser. 
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(4.7.2) 

f. 
C~ > C'-- 

^ 

c 

o2 i, i' sont les foncteur$ d'inclusion. On a vu alors (III 2.3 ) 

que le foncteur ~. admet un adjoint ~ gauche ~ * , et que ce dernier 

est exact ~ gauche. En d~autres termes, ~. est le foncteur image 

directe associ6 ~ un morphisme de topos 

ou f :~ > C'~ , 

le foncteur image inverse correspondant 4tant bien entendu ~ ~ . Prenant 

les adjoints ~ gauche des foncteurs en jeu, le diagrarmme co~mutatif 

(4.7.2) donne d'ailleurs un diagramme conmlutatif g isomorphisma pros 

(4.7.3) 

C ~ < C'~ 

c <  , c ,  , 

o2 ~ et ~' sont les foncteurs "faisceaux associ~s", diagranmm qui redonne 

aussitSt la formule (III 2.3 ) 

^ 

u = a f~i' 

La propri~t~ de transitivit~ pour les morphismes de topos 

: C---> ~' implique la m~me propri~t~ pour les morphimnes de topos 

: C~ > C'~ associ~s ~ des foncteurs cocontinus, de sorte qu'on 

peut dire que le topos C ~varie fonctoriellement en C de faGon co variante, 

quand on prend comme "morphismes" de sites les foncteurs cocontinus. 
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Dans tousles cas rencontres jusqu'~ pr4sent, le foncteur 

cocontiuu f utilis4 est 4galement continu, c'est-~-dire (III I.I ) se 

"prolonge" en un foncteur 

~, : C ~ > C ,~ 

commutant aux limites inductives, et qui est adjoint N gauche de ~, 

de sorte qu'on a une suite de trois foncteurs adjoints 

On fera attention que le foncteur ~, n'est pas en g~n~ral exact ~ gauche, 

nil exact ~ droite, ce qui l~ve toute ambiguit4 sur la direction de la 

variance du topos C N, pour C variable par des foneteurs dont on suppose 

seulement qu'ils sont eoeontinus, ou m~me eontinus et coeontinus. 

Remarque 4.7.4. Etant donn~ un morphisme de topos 

F : E ~ E' , 

pour qu'il existe un foncteur F, adjoint ~ gauche de ~, il faut et il 

suffit qu'on puisse "r~aliser '~ (~ ~quivalence pros) E et E' sous la 

forme C ~ et C'~ , pour deux sites C, C' E U, et qulon puisse trouver 

un foncteur continu et cocontinu f: C > C' tel que F s'identifie ~ ~. 

C'est ~videmment suffisant, et pour la n4cessit4, il suffit de prendre 

pour C et C' des petites sous-cat~gories pleines g~n~ratrices de E et E' 

respectivement, telles que 

F,(ob C) C ob C' 

munies des topologies induites par celles de E et de E', et de prendre 

pour f le foncteur induit par F, (cf. 1.2.1). Rappelons (1.8) que 

l'existence de F, signifie aussi que F ~ con~nute aux limites projectives, 

352 



- 55 - IV 

ou, ce qui revient ici au m~me puisque ce foncteur est exact ~ gauche, 

qu'il cormnute aux produits. 

4.5.5. Si on se demande quels sont les morphismes de topos F: E -~ E' 

qui peuvent se r~aliser par un foncteur cocontinu (pas n~cessairement 

continu) de sites, on voit de m~me que la r~ponse est la suivante : 

l'ensemble des objets X de E tels que le foncteur X' ~ > Hom(X,F~(X')) 

de E' dans (Ens) cormmute aux limites projectives (ou, ce qui revient 

au m~me, aux produits) doit ~tre une famille ~n~ratrice de E. 

4. g. Le morphisme de topos ~ ~ C pour un site C. 

Soit C un petit site~ auquel sont donc associ~s les deux topos 

C Net C (le deuxi~me ne d~pendant pas de la topologie mise sur C). On 

a d~fini dans II 3.4 le foncteur "faisceau associ~" 

a : C > C ~ , 

et &tabli qu'il est exact & gauche et commute aux limites inductives. 

C'est donc le foncteur image inverse associ~ ~ un morphisme de topos 

p : ~  > ~ , p~ = ~  , 

le foncteur image directe correspondant ~tant l'inclusion canonique 

i = p. : C N ~ 

Ii est bien connu que ce dernier foncteur n'est pas en g~n~ral exact 

droite (~es foncteurs d~riv~s sur les objets ab~liens donnent naissance 

n 
aux pr4faisceaux de cohomologie ~ (F) de V 2), et que a ne commute pas 

en g~n~ral aux lim quelconques, ce qui l~ve route ambiguit~ sur la direc- 

tion du morphisme "naturel" de topos entre C et C~ . 

Lorsqu'on a un foncteur cocontinu 

353 



- 56 - IV 

f : C > C' 

de sites, on en d~duit un diagramme de morphismes de topos 

C ~ > C ,~ 

qui est commutatif ~ isomorphisme canonique pr@s : c'est en effet ce 

qu'exprime la commutativit~ du diagramme de foncteurs (4.7.2). On peut 

donc dire que le morphisme de topos p: C ~ > ~ est fonctoriel en C, 

quand on varie C par des foncteurs cocontinus entre sites. 

4.9. Effet d'un foncteu~ continu de sites. Morphismes de sites 

4.9.1. Si 

f: C > C' 

est un foncteur continu de C dans C', i.e. tel que le foncteur 

f~ : C' > C applique C'~dans C ~, donc induise un foncteur 

f : C'~ ---~ C N , 
s 

on a vu (III 1.2 ) que ce dernier admet un adjoint ~ gauche 

fs : C~ L > C'~ , 

qui "prolonge" d'ailleurs f dans un sens ~vident. On fera attention 

qu'en g~n~ral fs n'est pas exact ~ droite (m~me si f est de plus 

cocontinu), ni fs ne cormnute aux limites inductives~ de sorte que 

la donn~e de f ne permet pas, sans autre hypoth~se, de d~crire un 

morphisme de topos dans un sens ou dans l'autre entre C~ et C 'N Le 

cas o~ f est cocontinu, i.e. o~ f commute aux limites inductives et 
s 
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peut donc @tre regard4 comme un foncteur image inverse pour un morphisme 

de topos ~ : C~ ~ C'N, a ~t4 examin4 dans 4.7. Nous allons examiner 

le cas o~ le foncteur fs est exact ~ gauche, donc peut ~tre consid4r~ 

comme un foncteur image inverse pour un morphisme de topos en sens 

inverse : 

(4.9.1.1) Top(f) = g : C ~ ) C N 

On fera attention qu'on a pris ~arde de ne pas noter ce morphisme par la 

lettre ~ ou f, pour 4viter des confusions avec la situation de 4.7, 

suivant en cela les reconunandations g~n4rales de 3.1.3. On dit parfois 

que le foncteur f : C > C' est un morphisme de sites de C' dans C 

(attention, pas de C dans C') s'il est continuet si le foncteur fs 

est exact ~ gauche, en d'autres-termes s'il existe un morphisme de 

topos (4.9.1.1) tel que,le foncteur image inverse correspondant 

~ : C~ ---->-C , ~  

Rrolon~e le foncteur f, i.e. rende commutatif ~ isomorphisme pros le 

diagramme de foncteurs 

f 
C > C' 

C N g~ >C'~ , 

o~ C, r sont les foncteurs canoniques de II 4.4.0. 

4.9.2. Pratiquement, on reconnait qu'un foncteur continu f:C > C' 

est un morphisme de sites de C' dans C, par le fait que dans C les 

limites projectives finies sont repr4sentables, et que f y cormnute (llI 1.3 5)). 
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Moyennant la condition indiqu~e sur C (presque toujours v~rifi~e en 

pratique), et supposant de plus que la topologie de C' est moins fine 

que la topologie canonique (presque toujours v4rifi~e ~galement), la 

condition suffisante pr~c~dente (f exact ~ gauche) pour que f soit un 

morphisme de sites de C' dans C est d'ailleurs aussi n~cessaire. 

4.9.3. Dans l'esprit de ce qui pr4c~de, si C et C' sont deux U-sites, il 

y a lieu de d~finir la cat~gorie des morphismes de sites Morsite(C',C) 

de C dans C' comme la sous-cat~gorie pleine de la cat~gorie op~os~ e 

Ho___mm(C,C') ~ de la cat~gorie des foncteurs de C dans C', form4e des fonc- 

teurs qui veulent bien ~tre des morphismes de sites (de C' dans C). De 

cette fa~on, on obtient un foncteur canonique (d~fini ~ isomorphisme 

unique pros) 

Morsite(C',C) > Homtop(C 'N,C ~) 

Proposition 4.9.4. Soient E un U-topos, C u__nn U-site, alors le foncteur 

f~--~ f~IC = f~OeC, associant ~ tout morphisme de topos f: E ---~ C 

la "restriction" ~ C du foncteur image inverse associ4 f~:C~ > E, 

i nduit une ~quivalence de categories 

Homtop(E,C~) ~ > Morsite(E,C) (~ > Hom(C,E) ~ 

Lorsque dans C les lim finies sont repr~sentables , le foncteur pleinement 

fi__.d~le correspondant 

Homtop(E,C~) > Hom(C,E) ~ 

a comme imase essentielle l'ensemb!e des foneteurs g: C ~'~ E qui sont 

exacts ~ gauche et continus~ ou encore qui sont exacts ~ gauche et 
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transforment famille eouvrante en famille couvrante. 

La dernigre assertion rgsulte de la premiere grace ~ 4.9.2. 

D'autre part, on d~duit de III ].2 iv) et de IV ].2 iii) que le foncteur 

G > G ~ ~ induit une ~quivalence de la categoric des foncteurs conti- 

nus de C ~ dans E , et la catggorie des foncteurs continus de C dans E , un 

S 
foncteur quasi-inverse ~tant obtenu par g > g dans les notations de loc. 

cit. D'autre part, par dgfinition mSme, g est un morDhisme de sites si et 

s 
seulement si g est le foneteur image inverse associg gun morphisme de 

topos E ~ C ~ , d'o~ la conclusion grace ~ 3.2.1, le "ou encore" prove- 

nant de III 1.6. 

On retiendra surtout de 4.9.4 que (lorsque dans C les lim 

finies sont repr~sentables) "il revient au mame" de se donner un mor- 

phisme de topos f : E > C~, ou un foncteur g : C > E qui est 

exact g gauche et transforme families couvrantes en families couvrantes. 

4.9.5. Utilisant les d4veloppements 4.9.1 et 4.9.3, on volt cormme 

d'habitude que pour un U-site C variable, via la notion de morphisme 

de sites et de morphisme de morphismes de sites qn'on vient d'expliciter~ 

le topos C~ d4pend fonctoriellement (ou plus exactement, 2-fonctorielle- 

ment) du site C. On notera que grace A la terminologie introduite, C 

d~pend de fa~on covariante du site C. 

4.9.6. II est imm4diat que (Contrairement ~ ce qui se passe pour la 

notion de foncteur cocontinu, cf. 4.7.4) tout morphisme de topos 

F : E ---> E' peut se r~aliser ~ l'aide d'un morphisme de sites f : C --> C a 

(i.e. d'un foncteur continu f : C' > C tel que...) : il suffit de 

choisir dans E et E' des petites sous-cat4gories pleines g4n4ratrices 
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C et C' respectivement, munies des topologies induites par celles de E 

et de E', telles que l'on ait 

F~(ob C') Cob C , 

et de prendre pour f le foncteur induit par F ~. C'est ce qui explique 

que la plupart des morphismes de topos qu'on rencontre en pratique sont 

effectivement d~crits ~ l'aide de morphismes de sites (plutSt qu'~ 

l'aide de foncteurs cocontinus corrgne en 4.7). 

4.10. Relations entre le petit et le ~ros topos associ~s ~ un espace 

topologique X 

On reprend les notations de 2.5. En particulier, ~ est un 

univers tel que U E V. Nous nous ~cartons de la convention de 2.1, 

en d~signant par Top(X) le topos des ~-faisceaux (et non paS des U-fais- 

ceaux) sur X. Ainsi, nous raisonnerons avec des ~-topoS et non des 

~-topos. (NB il serait possible de garder les U-topos, en adoptant la 

convention appropri~e pour la dfifinition TOP(X), de sorte que celui-ci 

soit un U-topos, cf. 2.5). Ceci posfi, nous allons d~finir DEUX morphismes 

de topos 

(4.10.1) ~f: Top(X) . > TOP(X) 

[ g: TOP(X) .. ) Top(X) , gf ~ idTop(X) , 

donnant lieu ~ une suite de trois foncteurs adjoints 

I 

(4.10.1.1) g~ = f, , g~ = f~ , g" = f~ , 

les notations ~tant celles de 3.1.3. Nous allons d~finir successivement 
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les deux premiers foncteurs de cette suite, le troisi~me ~tant d~fini 

alors cor~ne adjoint ~ droite du deuxi~me. 

4.10.2. Le foncteur 

g@ = ~ : TOP(X) > Top(X) 

est d~fini simplement comme le foncteur restriction de (Esp)/x au site 

Ouv(X) des ouverts de X, qui transforme bien faisceaux en faisceaux, 

con~ne il r~sulte irm~diatement de la d~finition. D~signant par des 

lettres soulign~es des faisceaux sur le gros site de X, on d~signe, 

pour un tel faisceau F, par ~X Sa restriction au site Ouv(X), d'o~ 

un foneteur 

(4.10.2.1) Restr : F~ > ~X : TOP(X) > Top(X) 

II est ~vident que ce foncteur commute aux V-limites projectives, puis- 

que celles-cl se calculent argument par argument (on pourrait aussi 

invoquer l'existence de l'adjoint ~ gauche, construit dans 4.10.4 

ci-dessous.) Je dis qu'il commute ~galement aux ~-limites inductives. 

Pour s'en convaincre, on va donner une interpr4tation fort commode 

des "gros" faisceaux sur X, i.e. des objets de TOP(X), en termes de 

faisceaux ordinaires (NB il s'agit de V-faisceaux) sur les espaces 

topologiques X' au-dessus de X. 

4.10.3. Pour un gros faisceaux F sur X, etpour tout espace X' sur X 

(sous-entendu : X' 6 U), on d~finit de fa~on ~vidente, comme dans 4.10.2, 

le "petit" faisceau ~X' ' restriction de ~ ~ X'. Si 

u : X" > X' 
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est un morphisme de (Esp)/x , on d~finit alors de fa~on ~vidente un 

morphisme ~(Fx,,) > ~X" ou ce qui revient au m~me, un "morphisme de 

transition" 

(4.10.3.1) ~u : u~X')---> 

Ces morphismes, pour u variable, satisfont ~ une condition de transiti- 

vit~ ~vidente pour un compos~ 

X'" u> X" v ~ X' 

de morphismes dans (Esp)/x , qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter. 

On obtient de cette fa~on un foncteur naturel, qui va de la cat4gorie 

TOP(X) des gros faisceaux sur X, dans la cat4gorie des syst~mes 

(F_x ,) (X' E ob (Esp)/x) , C~u) (u 6 F1 (Esp)/x) , 

satisfaisant ~ la condition de transitivit~ envisag4e, et tels de 

plus que pour tout morphisme u : X" > X' qui est une irmmersion ouverte 

(ou, plus g4n~ralement, un 4talement), le morphisme de transition u 

soit un isomorphisme. Comme les foncteurs u~: Top(X') > Top(X") 

utilis4s pour la description des ~u commutent aux ~-limites inductives, 

il en r~sulte aussitSt que dans la description pr~c4dente des objets de 

TOP(X) en termes de "petits" faisceaux FX,, les ~-limites inductives 

se caleulent argument par argument, i.e. les foneteurs de la forme 

> ~X' commutent aux V-limites inductives. 

En particulier, il en est ainsi du foncteur F I > IX envisag~ 

dans 4.10.2. II admet doncbien un adjoint ~ droite (1,5). II reste 

en construire un adjoint ~ gauche (dont l'existence r~sulte d'ailleurs 

a priori de 1.8), et de v4rifier que ce dernier est exact ~ gauche. 
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Cela ach~vera la d~finition des morphismes de topos annonc~s (4.10.I) 

en termes des foncteurs (4.10, I.I). 

4.10.4. Le foncteur 

g~ = f, : Top(X) ---> TOP(X) 

s'obtient en associant ~ tout petit faisceau F sur X le syst~me de ses 

images inverses (Fx,) , X' 6 ob (Esp)/x , par les morphismes structuraux 

X' ---> X, le morphisme de transitiOn~u pour un u : X" > X' 4tant 

l'isomorphisme de transitivit4 pour les images inverses de faisceaux 

(4.1.1). On voit aussltSt qu'on obtient aunsi un foncteur 

Prol : Top(X) > TOP(X) , 

pleinement fiddle, dont l'image essentielle est form~e des gros faisceaux 

sur X pour lesquels tousles morphismes de transitivit~ ~u de 4.11.3 

sont des isomorphismes. Nous laissons au lecteur le soin de d~finir un 

isomorphisme d'adjonction entre ce foncteur de prolongement canonique 

et le fencteur restriction de 4.10.2, prouvant que ce dernier est 

adjoint ~ droite du premier. C'est inln~diat en termes de la description 

4.10.3 de la cat~gorie TOP(X). 

Remarques 4.10.5. a) La construction 4.10.4 montre en mame temps que 

g~ = f, est pleinement fiddle (ou, ce qui revient au m~me, que ~ = f~ 

est un foncteur de passage A une cat~gorie de fractions, ou enfin que 

I 

g'=fw est pleinement fiddle). Les gros faisceaux sur X qui appartiennent 

l'image essentielle du foncteur ~=f, = Prol r~ritent le nom de gros 

faisceaux 4talessur X, puisqu'ils forment une cat4gorie 4quivalente 

celle des faiseeaux ordinaires sur X, ou encore ~ celle des espaces ~tal4s 
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sur X. On volt d'ailleurs facilement que si X' est un espace topologique 

au-dessus de X, alors le gros faisceau sur X qu'il repr~sente est ~tale 

au sens precedent si et seulement si X'est un espace ~tal~ sur X. 

b) On peut encore exprimer la pleine fid~lit~ de f~ en ~crivant 

que le morphisme d'adjonction f~f~ :> idTop(X) est un isomorphisme, 

i.e. que g~f~ ~ id, i.e. que gf ~ id. Ainsi g fait de TOP(X) un topos 

sur Top(X), admettant une "section" f sur Top(X). 

c) Le fait que le foncteur g~ = f, soit pleinement fiddle, 

exact et qu'il corm~ute aux V-limites inductives justifie partiellement 

le point de vue fort conlnode (d~ ~ J. GIRAUD) suivant lequel il est 

inoffensif, dans pratiquement routes les questions de th~orie des 

faisceaux sur X, de remplacer les faisceaux habituels ou "petits" 

faisceaux par les "gros" faisceaux associ~s. II en est en particulier 

ainsi des questions cohomologiques, puisque g~ ~tant exact, les foncteurs 

R-g~ (V ) son, nuls pour i > O, donc (V ) que pour tout $ros 

faisceau F sur X, on a des isomorphismes canoniques 

Hi(TOP(X),F) ~ Hi(rop(X),F_x ) = Hi(X,F) 

Appliquant ceci ~ un faisceau de la forme Prol(F), o~ F est un petit 

fafsceau sur X, on en conclut (puisque Prol(F) X ~ F canoniquement) un 

isomorphisme canonique 

Hi(X,F) = Hi(TOP(X), Prol(F)) 

Ainsi, les invariants cohomologiques de X, calcul~s via le petit ou le 

gros topos de X, sont essentiellement identiques. Le m~me r~sultat est 

d'ailleurs valable en cohomologie non conmlutative. 
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Exercice 4.10.6. Soient S un U-site dont la topologie est moins fine que 

la topologie canonique, M une partie de FI S satisfaisant les conditions 

suivantes : 

a) Les morphismes de M sont quarrables (I 10.3), et 

ble par changement de base. 

b) M 

M est sta- 

c) Une fl~che u : X 

vrante Y. 
i 

ment de M . 

> Y , avec les 

contient les fl~ches identiques et est stable par composition. 

�9 Y telle qu'il existe une famille cou- 

X• > Yi dans M , est elle-m~me ~i~- 

d) Pour tout X E ob S , toute famille couvrante de X est raffinge 

par une famille couvrante (fi : X.l --+ X) , avec les fie M �9 

Pour tout X ~ ob S , consid~rons le site S(X) ("petit site de 

X ") dont la catggorie sous-jacente est la sous-cat~gorie pleine de S/X 

formge des objets dont le morphisme structural est darts M , munie de la topo- 

logie induite (III 3.1) par celle de S . 

]~ Pour toute fl~che u : X 

gement de base par u de S(Y) dans S(X) 

un foncteur commutant aux limites inductives (III) 

S(u) x : S(Y) ~ ~ S(X) ~ 

2 ~ ) D6finir une ~quivalence entre le topos 

syst~mes 

> Y de S , montrer que le chan- 

est un foncteur continu, d'oO 

S t et la cat~gorie des 

(F X) (X E ob S ) , (~u) (u EFI S) 
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form, s d'objets F x E ob S(X) ~ , et pour toute fl~che u : X > Y dans 

S , d'un morphisme ~u : S(u)X(Fy ) > F X , ces syst~mes gtant soumis ~ une 

condition de transitivit~ pour un compos~ v o u de fl~ches de S , et ~ la 

condition que u E M implique que ~u soit un isomorphisme. 

3 ~ ) D~finir des foncteurs "restrictions" et "prolongement" 

Res X : (S/x)~ ~ S(X) ~ , Prol x : S(X) ~ > (S/x)~ 

Montrer que Res X commute aux petites limites inductives et projec- 

tires et que Prol X est pleinement fiddle, son image essentielle ~tant form~e 

des faisceaux F tels que ~u soit un isomorphisme pour toute fl~che u de S/] 

4 ~ ) D~finir un morphisme d'adjonction faisant de Res X l'adjoint 

droite de Prol X . En conclure qu'il existe un morphisme de topos 

f : S(X) TM ) (S/x)~ 

faisant de S(X) ~ un sous-topos de (S/x)~ et tel que 

f! = 

fx 

ab~liens. 

Montrer que Prol x 

Prol X 

Res X 

transforme faisceaux abgliens en faisceaux 

5 ~ ) Montrer que si 

En d~duire qu'il existe alors un morphisme de topos g : 

qui soit une r~traction ~ gauche de f , i.e. tel que 

S(X) admet des produits fibres, Prol X est exact, 

( S / x ) N - - - - - *  S(X) ~ 
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X 
g 

gx 

= Prol X 

Res 
X 

(Pour un exemple o7 

cat~gorie des schemas munie de la topologie ~tale, pour 

ses, pour X un schema noeth~rien de dimension > 0 ). 

6 ~ Montrer que pour tout faisceau abglien F 

isomorphisme 

Hq(x,F) ~_. Hq(x,ResxF) V q 

Montrer, en utilisant par exemple les hyperrecouvrements, que pour tout 

faisceau ab~lien G de S(X) ~ on a un isomorphisme 

Hq(X,G) ~--_ Hq(x,ProlxG) ~ q 

S(X) n'admet pas de produits fibrgs, prendre pour S la 

M les morphismes lis- 

de (S/x)~ on a un 

7 ~ Acheter une mgdaille en chocolat pour le r~dacteur. 

5. Topos induit 

5.1. Soient E un topos, X un objet de E . Alors la cat~gorie E/X 

des objets de E au-dessous de X est un topos, comme il r~sulte par 

exemple immgdiatement du crit~re de Giraud 1.2 ii) : On peut aussi, grace 

1.2.1, r~aliser E comme une catggorie de faisceaux C ~ o~ C est une 
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sous-cat~gorle g4n4ratrice de E qu'on peut choisir telle que X 6 ob C ; 

alors on salt que E/X = C~X est ~quivalente ~ (C/x)~ (III 5.4 ), done 

c~est un topos. 

On appelle le topos E/X le topos induit sur l'objet X de E. 

5.2. On va d~flnir un morphisme de topos canonique 

(5.2.1) ~ : > E JX E/X 

qui est appel4 morphisme d'inclusion du topos induit E/X dans le topos 

ambiant E, ou mieux (ef. 5.7), morphisme de localisation de E e__nn X. 

Ce morphisme correspond ~ une suite de trois foncteurs adJoints (cf. 3.1.3) 

(5.2.2) Jx f ' JX ~ ' JX ~ 

qui peuvent s'expliciter de la fa~on suivante : 

a) Le foneteur 

JX ! : E/X ---->E 

est le foncteur "oubli de la fl~che structurale"de E/X 

b) Le foncteur 

est d4fini par 

dans E. 

: E > E, X! JX 

j~(Z) = (XxZ, pr I) , 

o~ pr I : XxZ > X est la oremi~re projection. On peut aussi l'interpr~ter 

comme le fon.cteur chan~ement de base relativement au morphisme 

X > e E , 

o~ e E est l'objet final de E. II est trivial, par d4finition du foncteur 

changement de base, que j~ est bien adjolnt ~ droite de JX ~ . Ii commute 

en particulier aux limites projectives. Ii commute 4galement aux limites 
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induetives, en vertu des propri~t~s d'exactitude sp~ciales des topos (II 4). 

c) De ce dernier fait r4sulte (1.6) que j~ admet un adjoint 

gauche 

jX ~ : E/X > E 

Pour un objet X' au-dessus de X, l'objet Jx~(X') est aussi parfois not~ 

par l'un des symboles X/]~eE (X'/X), ou Hq.mX/eE(X,X'), ou ReSX/eE(X'/X) 

("restriction de Weilfi), dont l'un ou l'autre est sans doute d~j~ 

familier au savant lecteur de notre modeste ouvrage. 

5.3. On fera attention que le foncteur JX ~ commute aux produits fibres, 

et transforme monomorphlsmes en monomorphismes, mais il n'est pas en 

g~n~ral exact ~ gauche pour autant. Ii ne l'est que si X est un objet 

final de E (puisque X = JX ~ (X, idx) , et (X, i~) est un objet final 

de E/X) , c'est-~-dire si et seulement si JX est en fair une ~quivalence 

de topos (done si tousles foncteurs (5.2.2) sont des ~quivalences). (~) 

De m~me, le foncteur jX ~ n'est pas en g~n~ral exact ~ droite, 

et ne transforme pas n4cessairement ~pimorphismes en ~pimorphismes. 

On conclut de ces observations que la direction du morphisme 

de topos reliant E/X ~ E, pour un objet X du topos E, est d4termin~e 

sans ambiguit~ possible. 

5.4. Le foncteur j~ est souvent appel~ foncteur de localisation ou 

foneteur restriction. Cette derni~re terminologie se justifie en iden- 

tifiant les objets de E resp. sur E/X aux faisceaux sur E resp. sur E/X 

(1.2 iii)), et en notant qu'avec cette identification, la formule d'adjonc- 

tion entre JX ~ (foncteur oubli) et j~ s'interpr~te en disant que j~(F) 

(~) Pour une propri~t6 de commutation de JX! au changement de topos, 
cf. XVII 5 . 1 . 2 .  
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est le faisceau restriction ~ E/X du faisceau F sur E (en prenant 

vt , �9 

restriction" au sens g~n~ralis~ : compos~ avec le foncteur "d'inclusion" 

iX! : E/X > E . Conform~ment g des notations familigres en d'autres 

contextes, on ~crira aussi souvent, indiffgremment : 

(5.4.1) j~(F) = FIX = F = restriction de F ~ X 
X X 

De mame, lorsque E est de la forme C N, o~ C est un (petit) 

site, et que X est de la forme e(S) avec S 6 ob C, de sorte qu'on a 

une ~quivalence de categories rappel~e dans 5.1 

E/X = C~e(S ) ~ (C/s)N 

(C/s ~tant munie de la topologie induite par celle de C), le foncteur 

j~ s'identifie simplement au foncteur "restriction" d'un faisceau 

variable F snr C ~ la cat~gorie C/S - 

Ces r~flexions permettent de pr~voir d'ailleurs le rSle 

important que joueront les topos induits et les morphismes de locali- 

sation (~.2.1) dans toutes les questions o~ on est amen~ ~ raisonner 

par "localisation sur E" (cf. 8), c'est-~-dire pratiquement dans toutes 

les questions faisant intervenir des sites ou des topos. 

5.5. Soit 

f: X > Y 

une fl~che de E, qui permet donc d'interpr4ter X (ou plus correctement, 

(X,f)) cormme un objet de E/y. II est ~vident qu'on aun isomorphisme 

canonique 

(5.5.1) (E/y)/x ~ EIx 

(transitivit~ des topos induits). Appliquant la construction de 5.1 

E/y au lieu de E, on trouve donc un morphisme de topos canonique 
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(5.5.2) loc(f) ou f: E/X > E/y , 

appel~ ~galement morphisme de localisation (aSsoci~ ~ f). Lorsque Y est 

l'objet final de E, on retrouve essentiellement (5.2.1). Le morphisme 

de localisation pour f est associ~ ~ une suite de trois foncteurs adjoints 

(5.5.3) f, , ~ , f~ , 

qui peuvent s'interpr~ter respectivement comme foncteur d'oubli, comme 

foncteur restriction, et comme un foncteur not~ au choix (X' ~tant 

l'argument)]~X/y(X'/X), .Hor_nK/y(X,X') ou ReSx/y(X'/X) . 

5.6. La transitivit~ des foncteurs oubli implique que pour deux morphis- 

mes composables 

X f > Y g > Z 

de E, on a un isomorphisme canonique de morphismes de topos 

loc(gf) ~-- loc(g)loc(f) : E/X Ju> E/y > E/Z 

De plus, pour trois morphismes composables, on a la relation de compa- 

tibilit~ habituelle pour les isomorphismes de transitivit~ precedents. 

Ceci permet donc de consid~rer, moyennant l'abus de langage habituel, que 

x ~ ~/x 

est un foncteur covariant de E dans la cat~gorie (~-U-top) (3.3.1). Plus 

pr~cis~ment, on trouve un 2-foncteur (non strict en g4n~ral) de E dans 

la 2-cat4gorie (~-U-top). 

Avant de continuer les g~n~ralit4s sur les topos induits (5.10), 

donnons quelques exemples instructifs. 
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5.7. Soit X un espace topologique, d'o5 un topos Top(X) (2.1). Soit X' 

un objet de Top(X), qu'il sera comraode dJinterpr~ter comme un espace 

~tal~ sur X, p: X' > X. La cat~gorie Top(X)/x , s'identifie alors 

la cat~gorie des espaces ~tal~s X" sur X, munis d'un X-morphlsme 

X" ---> X'. On salt qu'un tel morphisme fait de X" un espace ~tal~ sur 

X f, et on trouve de cette fa~on une ~quivalence de topos canonique 

Top(X)/x , ~> Top(X') 

Le morphisme de localisation s'identifie donc ~ un morphisme de topos 

Top(X') ----> Top(X) , et on constate aussitOt que ce dernier n'est autre 

que le morphisme 

Top(p) : Top(X') -J~ Top(X) 

associg ~ l'application continue structurale p : X'. > X. Intuitivement, 

le morphisme de localisation n'est donc autre que la traduction, en 

langage de topos, du morphisme d'~talement p : X' > X. Ceci explique 

la fois le bien-fond~ de la terminologie "morphisme de localisation", 

et incite ~ la prudence dans l'emploi du terme de "morphisme d)inclusion '', 

celui-ci semblant surtout appropri~ dans le cas o5 pest une immersion 

ouverte. Ii sera prudent par consSquent de r$server dans 5.1 le terme 

de ')morphisme d'inclusion" au cas o5 le morphisme X > e E est un 

monomorphisme, i.e. o5 X s'identifie ~ un sous-objet de l'objet final de E. 

5.8. Soient E un topos, Gun Groupe de E, Hun sous-groupe de G, 

X = G/H 

Itespace homog~ne quotient, qulon regarde comme un objet de E avec groupe 

d'opgrateurs gauche G, i.e. comme un objet du topos classifiant B G (2.4). 
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Nous allons determiner le topos induit 

(BG)/X (X = G/H) , 

en d~finissant une ~quivalence de topos 

~.> (B G) (5.8.1) e : E H /X 

telle que l'on ait connnutativitd ~ isomorphisme canonique pros dans le 

diagramme 

c Jx 
(5.8.2) B H > (BG)/X ;, B .~G 

B i 

et o~ off JX est le morphisme de localisation dans BG, 

B i : B H > B G 

est le morphisme d~duit de l'inclusion i : H > G (4.5). 

Pour d~finir (5.8.1), nous allons simplement indiquer la 

description des foncteurs image inverse ~ et image directe c~, laissant 

au lecteur le soin de v~rifier que ce sont bien I~ des ~quivalences 

quasi-inverses l'une de l'autre, donnant lieu au diagranmle commutatif 

(5.8.2) de morphismes de topos. Soit e le sous-objet de E sous-jacent 

X, image de la section de X (sur un objet final e E choisi de E) d~duite 

de la section unit~ de G. Si X' est un objet de B G au-dessus de G, alors 

on d~signe par c~(X ') 1'image inverse de e dans X', 

c~(X') = X'• 

qui est stable par l'op~ration gauche de H sur X', restriction de l'op~- 

ration donn~e de G sur X'. Cela d~finit bien un foncteur 
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c ~ : (BG)/X ~ B H 

D'autre part, si X' est un objet de BH, alors le morphisme de X' dans 

l'objet final e H de B H (i.e. l'objet final e E de E avec operation tri- 

viale de H) donne, par application du foncteur i, (4.5) un morphisme 

de B G 

i,(X') :> i,(e H) ~-~- X , 

qui permet d'interpr4ter i,(X') comme un objet de (BG)/X , d'o~ le 

fone~eur eherch~ 

c~ : X' ~-> (i,(X') -~ X) : B H--> B G 

5.8.3. On voit done, grace g (5.8.2) que si G est un Groupe d'un topos, 

Hun sous-Groupe, le foncteur "restriction des op4rateurs de G ~ H " 

peut .s'interpr4ter eon~ae un foncteur de localisation. En particulier, 

prenant pour Hle sous-groupe unit4, on volt que le foncteur "ouhli des 

op4rations de G "s'interprgte comme un foneteur de localisation. On en 

conclut, plus g~n~ralement, que si (X,G) est un objet de E avec op4ra- 

tion de G (i.e. un objet du topos classifiant BG) , alors le foncteur 

"oubli des operations de G"~ 

E' " > = ( B G ) / ( X , G )  E/X 

peut s'interpr4ter comme un foncteur de localisation, relativement ~ un oh- 

jet :EG,(X,G ) de E' convenable couvrant l'objet final. II suffit de prendre 

EG,(X,G ) = EGX(X,G) , d'ofi le diagran~ne cart4sien (o~ E G = G s = G avec op~- 

ration de G par translation ~ gauche) 
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E G < EG,(X,G ) = Z 

(5.8.3.1) i 
e G < (X,G) , 

et de noter que par transitivit~ des topos induits, le topos induit 

E' =((BG)x/G)/Z est ~quivalent au topos ((BG)/EG)/Z ; cormne (BG)/E G est 

~quivalent ~ E par le foncteur c ~ de (5.8.1) (avec H = e), il suffit 

de v~rifier que cette 4quivalence transforme Z en l'objet X de E (ce 

qui est trivial) pour d~duire l'~quivalence chereh~e de categories 

E~Z �9 ~ > E/X 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier que le compos~ de celle-ci avec 

le foncteur de localisation 

E' = (BG)/(X,G) ~ E~Z 

est le foncteur "oubli des operations de G ". On volt ainsi que le 

diagramme cart~sien ci-dessus donne, par passage aux topos induits, 

un diagrannne, eonmmtatif ~ isomorphisme canonique pros (5.6), de mot- 

phismes de topos : 

(5.8.3.2) 

i 
(BG)/E G ~ E ~ (BG)/Z ~ E>Z ~ E/X 

I 
f 

B G <-- ..... (BG)/(X,G) = E' 

o~ les foncteurs images inverses associ~s aux fl~ches verticales j, j' 

sont les foncteurs "oubli des operations de G ", et o~ le foncteur image 

inverse i ~ s'identifie au foncteur de localisation E > E/X. Ce 
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diagramme est d'ailleurs "2-cart~sien" au sens 5.11 ci-dessous. 

5.8.4. On laisse au lecteur le soin d'~tendre les r~flexions qui pr~- 

e~dent au cas d'un pro-groupe G = (G.), dans le cas particulier o~ H 
-- l 

est d~fini comme "i~oy~u" de ~ ~ G i . (Darts le cas des groupes 

o 
pro-finis, cela signifie qu'on se limite aux sous-groupes H de G 

ouverts, i.e. ferm~s et d'indice fini.) 

Exercice 5.9. Soient E un topos, Gun Groupe de E, B G le topos classi- 

fiant de G (2.4), 

~ : B G ~, E 

le morphisme de topos d~duit de l'homomorphisme de G dans le Groupe 

unit~ e de E (compte tenu que B ~ E). 
e 

a) Soit 

E G = G s 

l'objet de B G dont le E-objet sous-jacent est G, les operations de G 

~tant d~finies par translation ~ gauche. Consid~rons r~(G) comme un 

Groupe de B G (c'est le Groupe G de E avec les operations triviales 

de G dessus). Montrer que le morphisme de E 

G XG----> G 
3 s 

d~fini par les translations droites de G sur Gs, est compatible avec les 

operations de G sur G set sur G = TrY(G), et d~finit un morphisme de B G 

EGXr~(G ) --~ E G 

Montrer que ce morphisme fait de E Gun objet de B G avec une operation 

droite du BG-Groupe rf~(G), et que cette derni~re fait de E Gun torseur 
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sous rf~(G) (i.e. l'objet final de B G peut se recouvrir par des objets 

X i tels que pour tout i, la restriction de E G ~ X i soit isomorphe au 

fibr~ ~ op~rateurs trivial (~(G)x.)d). 
1 

b) Soit 

q:'E' ---> E 

un topos sur E. Pour tout topos B sur E, d~finir la cat~gorie Homtop~(E',B) 

des morphismes de topos de E' dans B compatibl~avec les morphismes 

structuraux E' --> E et B--> E ~ isomorphisme donn~ pr~s. Prenant B = BG, 

d4finir par la formule f I > ~(E G) une ~quivalence de categories 

HomtoPE(E',BG) ----> Tors(E,q~(g)) , 

o~ le deuxi~me membre d~signe la cat4gorie des q~(G)-torseurs (a droite) 

sur E. 

c) Soit Hun sous-Groupe de G, de sorte que r~(H) est un sous- 

Groupe de p~(G), et op~re donc sur E G par restriction du Groupe d'op4- 

rateurs,d'o~ un objet quotient 

X = EG/r~(H) , 

qui n'est autre que l'objet G/H muni de l'op4ration ~ gauche habituelle 

de G. Soit e G l'6bjet final de B G (i.e. l'objet final e E de E avec 

operation triviale - il n'y El pas le choix - de G), et consid~rons dans 

B G le diagramme de morphismes 

iG~ X = EG/r~(H ) 

+,/ 
e G 
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dloh, en passant aux topos induits par B G sur ces objets, un diagram~e 

de morphismes de topos, cormnutatif ~ isomorphisme canonique pros (5.6). 

Montrer que ce diagramme eat ~quivalent au dlagranmle 

E=B 
e 

dont les trois fl~ches sont les fl~ches associ@es par 4.5 aux morphismes 

de Groupes e--> H--> G de E. (Ainsi, le topos classifiant B H s'interpr~te 

intuitlvement cormne un espac e homog~ne au-dessus de BG, de groupe ~(G) , 

associ~ au torseur (= fibr~ principal homog~ne) universel E G su___rr BG). 

d) Reprendre ifexemple 5.7 dans le cas o~ X' est un rev~tement 

4tale (loealement trivial, cf. 2.7.4) de X, en l'interpr~tant en termes 

des consid4rations du present exercice. 

5.10. Images inverses de topos induits 

Soient 

f : E' --->E 

un morphisme de U-topos, X un objet de E, et X' = f~(X) son image inverse 

dans E. On va alors d~finir un diagra~ma de morphismes de topos 

(.5.10.1) 

f/x 
E/X < E~X, 

Jx I lJx ' 
v f 
E < E' J 
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o~ JX et iX' sont les morphismes de localisation (5.1), et o0 f/x est 

d~fini ci-dessous, diagramme qui sera commutatif ~ isomorphisme canonique 

pr~s. Nous d~finirons ici f/x ~ l'aide du foncteur image inverse 

(5.10.2) (f X )~" : ~ ' / - E/X E/X, , 

pour lequel nous prendrons simplement le foncteur "induit" par f~, en 

un sens ~vident. Comme les foncteursd'inclusion JX~ : E/X --> E et 

JX'~ : E/X -~ E cor~mutent aux U-limites inductives et aux produits 

fibres, et qu'ils sont conservatifs, il s'ensult aussitSt que le 

foncteur (f/x)~ commute aux U-limites inductives et aux produits fibres 

tout comme le foncteur f~ qui l'induit ; com~e de plus (f/x)~ trans- 

forme ~videmment objet final X en l'objet final X', il est exact 

gauche, donc est associ~ ~ un morphisme de topos 

(5.10.3) f/x : E~X' > E/X ' 

d~fini ~ isomorphisme Unique pros (3.1.1). D'autre part, le diagramme 

d~duit de (5.10.1) par paSsage aux foncteurs images inverses est commu- 

tatif (~ isomorphisme canonique pros) par construction et grace au fait 

que f~ commute aux produits XXY, donc (5.10.1) lui-m~me est commutatif, 

un unique isomorphisme pros induisant l'isomorphisme canonique sur les 

foncteurs images r~ciproques des deux compos~s fojx , et jxOf/x (3.2.1). 

5.10.4. Lorsque f : E' > E est associ~ g une application continue 

Y' > Y d'espaces topologiques (4.1), de sorte que X s'identifie gun 

espace ~tal~ au-dessus de Y, et X' au produit fibr~ XXyY' , alors, 

identifiant les topos induits Top(Y)/x et Top(Y')/X , ~ Top(X) et Top(X') 

respectivement (5.7), on constate que le morphisme f/x qu'on vient de 
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construire est (~ isomorphisme unique pros) le morphisme Top(X') -~ Top(Y') 

ddduit de l'application continue canonique X' > Yr. On peut donc dire, 

la lumi~re de cet exemple, que le topos E}X , joue le role d'un produit 

fibr4 de E/X et de E' sur E. Cette intuition se precise ~ l'aide du 

r4sultat suivant : 

Proposition 5.11. Les notations 4tant celles de 5.10, le diaFramme (5.10.1), 

muni de l'is0mor~hisme de compatibilit~ & : f. iX' ~ JX ~ f/x , est 

"2-cart~sien" ; d e fa~on pr4cise , pour tout U-topos F, si on associe 

! tout morphisme de topos g : F----> E/X , le triplet 

(f/xog, jx,Og, cu~g) = (gl,g2,~), o_~O gl : F --~ E/X e~t g2 : F--> E' sont 

des morplLismes de topos, e~t ~ : jxog I -9- f'g2 es.t un isomorphisme de 

morphism@s de topos de Fdans E, on trouve une ~quivalence de cat~8ories 

d_~e Homtop(F,E}x ~ avec la cat4~orie Homtop(F,E/x)~Homtop(F,E)Homtop(F,E') 

de tousles triples (gl,g2,~) comme ci-dessus. 

(NB. On a mis un 2 au-dessus du signe du produit cart~sien pour 

rappeler qu'il ne s'agit pas d'un produit fibr4 ordinaire de categories, 

mais d'un "2-produit fibre", dans le sens explicit4 dans l'~nonc4.) 

Pour prouver 5.11, on explicite les morphismes de topos ~ l'aide 

des foncteurs image inverse associ~s. Nous aurons besoin pour cela de 

r4sultats auxiliaires, dorm, s dans 5.11.1 ~ 5.12 plus bas. 

5.11.1. Consid~rons de fa~on g~n~rale la situation o~ on se donne deux 

catdgories E, E', un objet X de E qu'on suppose quarrable i.e. tel que 

le foncteur 

j : A~ > AXX : E > E/X 
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soit d~fini, enfin un foncteur exact ~ gauche 

(~) ~ : E/X > E' 

Co~e E/X a un objet final, savoir (X,i~) = X , il en est donc de mgme 

de E', qui admet l'objet final 

e, "-~-~ ~(X) 

Supposant choisi l'objet final e' de E', on va ~ tout ~ come ci-dessus 

associer un couple 

(~) (~ , u) , avec ~ = ooj: E > E', et u E Hom(e',~(X)) 

Pour d4finir u, on note que 

~(X) = XXX 

a une section canonique 65[ sur l'objet final X de E/X , savoir la section 

diagonale, et on d~finit 

u =~(6 X) : ~(x) = e' > ~(xxx) = ~(x) 

Je dis que la connaissance du couple (ee) permet de r~constituer le fonc- 

teur ~ de (~) ~ isomorphisme unique pr~s. Pour ceci, pour tout objet 

p : X ~ >X 

de E/X , consid~rons le diagra~e cart~sien suivant de E/X : 

X' > j(X')=X'• 

x > j(x) =xxx , 

oO la prePAre fl~che horizontale est le morphisme graphe rp = (idx,P). 

Appliquant le foncteur exact ~ gauche ~ ~ ce diagra~e, et utilisant la 

d4finition de # co~e ~oj, on trouve un diagra~e cart~sien 
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~(x'm) > ~ (x ' )  

e '  > O(X) , 

e n  d ' a u t r e s  t e r m e s  on t r o u v e  un i s o m o r p h i s m e  c a n o n i q u e  

(5.11.1.1) ~(X',p) ~---~(x')X~(x)e' 

On constate aussitOt qu'il est fonctoriel en l'objet (X',p) de E/X, ce 

qui explicite comment on r~constitue ~ isomorphisme pros le foncteur 

: E/X > E' ~ l'alde du couple (~,u) de (~). Notons d'ailleurs que 

le foncteur ~ est exact ~ gauche ; plus g4nSralement, ~ commute ~ tout 

type de limites projectives auquel commute ~, car j commute aux limltes 

projectives. 

Inversement, supposant maintenant que dans E et E' les limites 

projectives finies sont repr4sentables, et partant d'un couple 

,u) , ~ : E > E' , u 6 Hom(e',~ (X)) , 

o~ le foncteur ~ est exact ~ gauche, on d4finit par la formule (5.11.1.1) 

un foncteur ~ : E/X �9 > E'. On vgrifie aussitSt que ce foncteur est exact 

gauche, plus g~n4ralement, qufil commute ~ tout type de limites pro- 

jectives repr4sentables dans E auquel commute ~ . Cela r4sulte aussit8t 

du d i a g r a m m e  c a r t ~ s i e n  

t i m  E X~ < 

T 

llm E X < 

I 

l g 
X 
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reliant les limites projectives calcul~es dans E ou dans E/X (off ~ d~signe 

le morphisme diagonal dans la limite projective du foncteur constant de 

valeur X)~ en lui appliquant le foncteur ~, d'o~ un diagrarmne cart~sien 

dans E ~, et en eomposant ce dernier avec le carr~ cart~sien d~duit de 

~(X) < e', faisant appara~tre un carr~ cart~sien compos~ qui exprime 

la compatibilit~ de ~ ~ la limite projective envlsag~e. 

On r~eonstitue ~ isomorphisme pros le couple ~,u) ~ l'aide 

de ~, en notant que l'on a un isomorphisme canonique 

(5.11.1.2) ~'(x,) = ~(j(x,)) , 

d~duit de (5.11.1.1) en y remplaGant (X',p) par j(X') = (X'xX, Pr2) , 

et notant que~ (X'xX) ~@'(X')~'(X). L'isomorphisme precedent est 

manisfestement fonctoriel en X', i.e. il donne un isomorphisme 

~ ~j 

et on v~rifie de m~me que moyennant cet isomorphisme, u : e' --->~ (X) 

s'identifie ~ ~(SX). On a ainsi obtenu l'essentiel du 

Lermne 5.11.2. Soient E et E' deux cat~$ories off les limmites pro~ectives 

finies sont repr~sentables, X un ob~et de E, Sex(E,E') la cat~$orie 

des foncteurs exacts ~ sauche ~ de E dans E', et Sex(E/x,E') la cat~- 

$orie analosue des foncteurs exacts ~ ~auche ~ de E/X dans E'. On a 

alors une ~quivalence entre la cat~$orie Se___xx(E/x,E') et la cat~$orie 

Sex(E,E')/r. des couples (~,u), avec @ E ob Sex(E,E') e t u : e' -->~(X) 

(o_~ e' est l'ob~et final de! E'), dont la d~finition est explicit~e dans 

5.11.1, ainsi que celle d'un foneteur quasi-inverse. S i ~ e_~t (~,u) s e 

correspondent..alors ~ ~onmmte ~ un type d~.t.e.rmin~ de limltes.pro~ectives 
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si et seulement si il en est ainsi de @. Si dans E et E' les foncteurs 

changement de base commut@nt ~ u n type d~termin~ de limites inductives, 

alors pour que ~ commute aux limites inductives dudit type, il faut et 

il suffit ~u'il en soit ainsi de 

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter la structure de 

cat~gorie Sex(E,E')/F correspondant aux couples ~ ,u). D~finissant le 

foncteur ~ : Sex(E,E') ~ (Ens) par F(~) = Hom(e',~(X)), on peut 

interpreter u dans le couple (~,u) comme un ~l~ment de F(~) i.e. un 

homomorphisme ~ > F dans la cat~gorie des pr~faisceaux sur Sex(E,E') ~ 

ce qui justifie la notation /i ~ utilis~e dans l'~noncd de 5.11.1. II 

reste, pour prouver 5.11.2, ~ expliciter dans 5.11.1 le caract~re fonc- 

toriel des constructions envisag~es pour ~ resp. (~,u) variable, ce 

qui est essentiellement trivial et laiss~ au lecteur, et enfin ~ v~rifier 

l'assertion concernant les propri~t~s de commutation aux limites inductives, 

ce qui est ~galement trivial ~ l'aide des formules explicites (5.11.1.1) 

et (5.11.1.2) reliant ces foncteurs. 

On trouve en particulier, lorsque E et E' sont des U-topos, 

et en interpr~tant les morphismes de topos ~ l'aide des foncteurs images 

inverses associ~s : 

Proposition 5.12. Soient E et E' deux U-topos, X un objet de E, et consi- 

d~rons sur Homtop(E',E) le foncteur contravariant 

y : f~ > r(E',~(X)) = Hom(e',f~(X)) : 

On a alors une ~quivalence de categories 

( 5 . 1 2 . 1 )  

Homtop(E',E)~ (Ens) . 

Homtop(E',E/x) ~ > Homtop(E',E)/y , 
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oO le deuxi~me membre est la sous-cat~$orie pleine de Homtop(E',E)^/y 

folnnde des couples (f, u), avec f E Homtop(E',E) e t u E y(f) !.~. 

u E F(E',~ ~ (X)). Ce foncteur s'obtient en associant ~ tout morphisme 

de topos h: E' > E/X le cguple (f,u) form4 du compos~ 

f = Jxoh : E' > E/X ~ E , 

et du morphisme 

u : e' = h@(X,id x) ---> fw(X) = h@(j~(X)) = hW(XxX) 

d4duit du morphisme diagonal 6x:X > X• en lui appliquant h ~. 

5.12.2. Utilisant 5.12, la d~monstration de 5.11 devient & peu pr&s 

~vidente~ et se r~duit essentiellement ~ ceci (qui tiendra lieu d'une 

d~monstration "en forme" qui ne serait pasplus instructive) : se donner 

un morphisme de topos g : F > E}X , "revient au mgme" que de se donner 

un morphisme de topos g2 : F ---> E' et une section u de g~(X') ; or 

~(X')=g~(f~(X)) = (fg2)~(X), donc la donn~e de u ~quivaut aussi 

la donn~e d'un rel~vement du morphisme de topos fg2:F ~ E en un 

morphisme de topos gl : F --~ E/X . Cela exprime bien que la donn~e 

dlun morphisme de topos g:F > E>X , ~quivaut essentiellement ~ la 

donn~e d'un triple (gl,g2,~) comme dans 5.11. 

Remarque 5.13. Nous verrons (w 15) que pour tout diagramme 

E 1 

E ~ E 2 
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de topos, il existe un 2-produit fibr4 au sens de la 2-cat~gorie (V-U-Top) 

des U-topos E V (ne d4pendant pas, ~ 4quivalence pros, du choix d'un 

univers V tel que U E V). Pour d'autres exemples naturels que 5.11 

de "produits fibres de topos", voir le dernier chapitre du livre de 

GIRAUD [3]. 

Exercice 5.14. a) Soient F, G deux topos au-dessus d'un topos E. D4finir 

la cat4gorie Homtop.(F,G) des couples (f,~) o3 f:F ----> G est un morphisme 

de topos et ~ : p > qof est un isomorphisme de morphismes de topos 

de E dans G (p:F > E et q:G > E ~tant les morphismes de topos 

structuraux). D4finir des foncteurs d'aecouplement 

H__omt0PE(F,G)XHomtoPE(G,H) > HomtoPE(F,H) , et des isomorphismes d'asso- 

ciativit4. 

b) Soient X et Y deux objets d'un topos E. D4finir un 

foneteur naturel de la cat~gorie discrete d4finie par IIensemble 

Hom(X,Y), dans la cat@gorie HomtoPE(E/x,E/y). Compatibilit4 avec les 

compositions de morphismes dans E et les accouplements envisages dans a). 

c) Prouver que le foncteur envisag~ dans b) est une 

~quivalence de categories. En particulier, un objet X d'un topos E 

se r~constitue ~ isomorphisme unique pros, quand on connait "A E-~qui- 

valence pros" le topos induit E/X comme topos au-dessus de E. 

6..Points d'un topos et foncteurs fibres 

6.0. Soit Ple U-topos ponctuel type (2.2) 

P = (U-Ens) 

Etant donn~ l'intuition assez dlff~rente qui s'attache d'une part au 

(x) R~su~dat d~ ~ P. DELIGNE. Le cas o3 E est le topos ponctuel avait 
~t~ trait~ auparavant par Mme HAKIM. 
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symbole P, figurant un objet g~om4trique dans la nature dtun point, et 

d'autre part ~ (U-Ens), figurant une'~rosse cat4gorie", qu'on inter- 

pr4tera cormne "la cat~gorie des faisceaux sur P"~il y a lieu suivant 

le contexte d'utiliser l'un ou l'autre symbole exclusivement, bien que 

du strict point de vue logique ils d~signent un seul et m~me objet. 

D4finition 6.1. Soit E un U-topos. On appelle point de E tout morphisme 

de topos P > E du topos ponstuel P(6.O) dans E. On @ppelle cat~gorie 

des points de E, et on note Point(E) ou P__!t(E), la cat~$orie Homtop(P,E) 

(3.2). S!i p: P > E est uu point de E, associ~ au foncteur imase inverse 

p~ : E ~ (U-Ens), et si F est un objet de E, l'ensamble p~(F) es_._tt 

appel6 fibre de E en p, et not4 F 
P 

6.1.1. Bien entendu, lorsque F est un objet groupe (resp. anneau, 

resp .... ) de E, sa fibre F en pest un groupe (resp. un anneau, resp .... ) 
P 

(3.1.2). 

6.1.2. En vertu de 3.2.1, la cat4gorie des points de E est 4quivalente, 

via le foncteur p l > p~, ~i la cat4gorie oppos4e ~ celle des foncteurs 

: e --~ (~-Ens) 

qui commutent aux U-limites inductives et qui sont exacts g gauche. II 

revient donc essentiellement au m0me de se donner un point de E, ou 

un tel foncteur ~. 

D4finition 6.2. On appelle foncteur-fibre du U-topos E tout foncteur 

: E > (~-Ens) qui cormmute aux U-limites inductives et qui est exact 

zauche. On appelle cat4gorie des foncteurs fibres sur E, et on note 
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Fi___bb(E), .la sous-cat~gorie__pleine de H gm(E,(~-Ens)) form~e des foncteurs 

fibres sur E. 

6.2.1. En vertu de 6.1.2, la cat~gorie Fi_._~b(E) des foncteurs fibres sur E 

est donc ~quivalente ~ l'oppos~e de la catfigorie Point(E) des points 

de E, via le foncteur p~--> p~ de cette derni~re dans la premiere : 

(6.2.1.i) Point(E). ~ Fib(E) ~ 

Pour qu'un foncteur 

: E ~ (U-Ens) 

soit un foncteur fibre, il faut etll suffit qu'il soit le foncteur 

fibre F$ > F associ~ ~ un point p de E (6.1). En d'autres termes, 
P 

le foncteur (6.2.1.1) est surjectif, Signalons aussi qu'un foncteur 

est un foncteur fibre si et seulement siil est exact ~ gauche et s'il 

transforme families couvrantes en familles surjectlves (1.7). Cette 

derni@re condition s'exprime aussi en disant que ~ commute aux U-sommes 

et transforme ~pimorphismes en ~pimorphismes. 

6.3. Soit C E U un site. On appelle point du site C tout point du topos 

CN , cat~gorie des points du site C la cat~gorie 

Point(C) = Point(C N) 

Consid~rons d'autre part le foncteur 

(6.3.1) ~ > ~IC = ~oe C : Fib(C~) ) Hom(C,(U-Ens)) , 

qui est pleinement fiddle et dont l'image essentielle est la sous-cat4gorie 

pleine Morsite((U-Ens),C) ~ (4.9.4), que nous noterons aussi Fi__~b(C). Un 

foncteur 
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: C ~ (l~-Ens) 

est appel~ un foncteur fibre sur le site C s'il est dans l'image essen- 

tielle de (6.3.1), qu'on vient d'expliciter. Un tel foncteur est donc 

continu (afortiori (III 1.6 ), il transforme families couvrantes en 

families couvrantes, i.e. en f~nilles surjectives), et il est exact 

gauche. Lorsque dans C les limites projectives finies sont repr~sentables, 

(condition v~rifi~e dans la qua~i-totalit~ des cas qu~on rencontre en 

pratique.) les propri~t~s i)r~c~dentes caract~risent les foncteurs fibres 

sur C, qui sont alors les foncteurs ~ : C > (U-Ens) qui sont exacts 

gauche et qui transforment families couvrantes en families surjectives 

(4.9.4). 

On retiendra que le foncteur ~--->~IC est une ~quivalence 

de categories 

FiB(C ~) ~ Fib(C) , 

de sorte qu'il revient au m~me essentiellement de se donner un foncte~r 

fibre sur le topos C ~ (ou encore un point de ce topos), ou un foncteur 

fibre sur le site C. Etant donn~ un foncteur fibre ~ sur C, provenant 

donc h isomorphisme pros d'un foncteur fibre ~ sur C,~on r~constitue 

ce dernier ~ l'aide de ~, ii isomorphisme canonique pros, par la formule 

(6.3.2) ~(F) ~- iim~(X) , 

~/F 

o~ C/F est la cat~gorie des objets X de C munis d'un morphisme X---> F 

(dans C), i.e. d'un ~l~ment de F(X). La formule (6.3.2) est une consequence 

immediate du fait que ~ con~nute aux limites inductives et qu'on a un 

isomorphisme canonique fonetoriel en F (If 4.1.1) : 
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F "~ lira r 

C/F 

Plus g4n4ralement, lorsque G est un pr4faisceau sur C, on a un isomorphisme 

canonique fonctoriel en G : 

(6.3.3) ~(aG) ~ lira r 

o~ a G est le faisceau associ~ g G (II 4.1.1). En effet, on sait qu'on 

a la formule 

a G "~ lim Co(X) 

~/G 

6.4.0. Nous renvoyons ~ I 6.1 pour la notion de famille conservative 

de foncteurs 

~Pi : E ---~ E. i 6 1 
i 

On notera que lorsque E et les E i sont des U-topos, et les foncteu~ ~i 

sont des f o n c t e u r s  images i n v e r s e s  ~ a s s o e i ~ s  ~ des  morphismes de topos  

f. : E. -----> E , 
1 l 

alors toutes les propri~t~s d'exactitude postul~es dans 1 6.2 , 1 6.3 et 

1 6.4 sont v~rifi~es, ~ condition dans 1 6.2 (v) non resp~ de supposer 

que D est fini. II revient alors au m@me que (f~)i~l soit conservative~ 

ou conservative pour les monomorphismes (I 6.1), ou conservative pour 

les ~pimorphismes, ou enfin qu'elle soit fiddle. 
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Lorsque la famille des foncteurs f~. est conservative ~ on dira 
i 

aussi parfois que la famille des morphismes de topos (fi)i E Iest 

conservative. En particulier : 

D~finition 6.4.1. Soient E un U-~, (Pi: P---> E)i E I une famille 

de points de E. On dit que cette famille de points est conservative si la 

famille des foncteurs fibres associ~s F~ > F de E dans (U-Ens) est 
Pi 

conservative ( 6.4.O). On dit que le topos E a suffisamment de points 

lorsqu'il admet une famille conservative de points (i.e. lorsque la 

fmnille de tousles points du topos est conservative). 

6.4.2. Signalons que tousles U-topos utilis~s jusqu'~ present ont 

suffisamment de points, On peut cependant "en faisant expr~s" construire 

des topos qui n'ont pas suffisarmment de points(7.2.6 e) et 7.4) ; on 

notera qu~un tel topos est n~cessairement non "vide" au sens g~om~trique 

de 2.2. Un topos admettant suffisanmmnt de points admet une famille 

conservative de points index~e par un I E U (6.5). Noter cependant 

ee sujet que si E est un ~-topos, l'ensemble des classes d'isomorphie 

de points de E n'est pas n~cessairement U-petit (7.3). II l'est cepen- 

dant darts de nombreux cas rencontres en pratique. En~in, pour un int~res- 

sant th~or~me d'existence (dQ g P. Deligne) de suffisamment de points, 

couvrant tousles cas rencontres en g~om~trie alg~brique, 

6.4.3. Lorsque (Pi)i E Iest une famille conservative de points du 

topos E, on peut appliquer les remarques de I 6.2 , qui impliquent notam- 

ment que deux fl~ches u,v: F ~G de E sont ~gales si et seulement si 

pour tout i E I, les fl~r induites sur les fibres u ,v : F ~ G  
Pi Pi Pi Pi 
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sont ~gales ; qu'une fl~che u:F ~ G de E est un monomorphisme (resp. 

un ~plmorphisme) si et seulement si pour tout i E I, il en est ainsi 

de itappllcation u : F ----> G ; qu'un objet F de E est initial 
Pi Pi Pi 

(resp. final) si et seulement si pour tout i 6 I, F est vide (resp. 
Pi 

rdduit ~ un point) ; qu'un objet F est un sous-objet de l'objet final 

e E si et seulement si pour tout i E I, Fpi a au plus un point. 

P__roposition 6.5. a) Soient C u__9.n ~-site , (~i)i61 une famille de foncteurs 

fibres sur C (6.3). Pour ~ue la famille (pi)i61 des points eorrespondants 

du topos E = C~ solt conservative , il faut et il suffit que pour toute 

famille (X. ---> X) dans C, telle que pour tout i61, la famille corres- 3 jEJ I I [ 

Eondante (~i(Xj)  - - ->~ i (X) ) jEJ  so i t  s u r j e e t i v e ,  la  famil le  donnge 

( X )  soit couvrante. j X)j6J 

b) Soit E un U-topos. S_~iE admet suffisarmment de points 

(6.4.1), alors E admet une famille conservative de points qui est 

U-petite. 

L'assertlon b) est un cas particulier de I 7.7 . Pour prouver 

a), appliquons I 7.7 a la famille g4n4ratrice dans E forr~e des 

e(X) (X 6 obC).Rappelons (II 4.4 ) que la famille X. ~ X est couvrante 
] 

si et seulement si la famille e(X.) > c(X) est ~pimorphique. Si la 
3 

famille des points (Pi)iEl est conservative , il revient au mame (6.4.3) 

de dire que pour tout i E I, la famille des (X.) > (X) soit 
3 Pi Pi 

surjeetive, i.e. que la famille des ~i(Xj) ---~i(X) soit surjeetive. 

Cela ~tablit le "il faut" dans a). Pour le "il suffit", on applique 

le crit~re I 7.7 , qui nous ramgne ~ v~rifier que tout monomorphisme 
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F > c(X), tel que F ---> ~(X) soit un isomorp~Lisme pour tout i E I, 
Pi Pi 

est un isomorphisme, ou ce qui revient au mame, un 4pimorphisme. Or, on 

peut trouver une famille couvrante de morphismes r > F, et quitte 

raffiner encore, on peut supposer que les morphismes e(X.) > e(X) sont 
J 

induits par des morphismes X. > X . Par hypoth~se, pour tout i 6 1 , 
J 

les morphismes compos~s (X.) > F > (X) forment une famille 
J Pi Pl Pi 

surjective (comme compos~e de deux families surjectives), i.e. la 

f~nille des ~i(Xj) ~ ~i(X) est surjective. II en r4sulte par hypoth~se 

que la fmnille X. > X est couvrante, donc que la famille des 
J 

r > e(X) est ~pimorphisme, eta fortiori que F---> r est 
J 

~pimorphique. 

Corollaire 6.5.1. Soit C une cat~$orie. Une topologie sur C faisant de C 

un U-site admettant suffisan~nent de foncteurs fibres (~.!. tel que le 

topos associ~ admette suffisamment de points) est enti~rement connue 

~uand on connait la sous-cat~gorie pleine ~ de Hom(C,Ens) form~e des 

foncteurs fibres sur C. 

En effet, en vertu de 6.5 a) on salt alors d~crire les families 

couvrantes en termes de la famille des foncteurs fibres. 

En fait, on va voir plus bas (6.8.3) que la sous-cat~gorie 

est contenue dans la cat~gorie des foncteurs prorepr~sentables sur C, 

donc ~o ~_~. Point(C~) s'identifie g ~quivalence pros ~ une sous-cat~gorie 

pieine de Pro-C . 

On comparera 6.5.1 au th~or~me de GIRAUD II 5.5 , qui ~tablit 

une correspondance biunivoque entre l'ensemble des topologies sur C et 

un certain ensemble de sous-cat~gories pleines de Hom(C~ 
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Exercice 6.5.2. Soient C une cat~gorie 4quivalente ~ une cat~gorie 6 U, 

P une sous-cat4gorie de Pro(C). Pour tout p E P, on d4signe par X ~ X 
P 

le foncteur prorepr4sent4 par p. Une famille (X.l ---> X)iEI dans C est 

dire P-couvrante si pour tout p E P, la famille (X.~ P > Xp)iE Iest 

surjeetive. Montrer qu'il existe une topologie ~ sur C pour laquelle 

les families couvrantes soient exactement les families P-couvrantes, 

et que Tp est la topologie !a plus fine sur C pour laquelle les foncteurs 

X ~-> X (p E P) soient des foncteurs fibres. Montrer que la topologie 
P 

Tp fait de C un site ayant suffisamment de foncteurs fibres. Montrer 

que pour toute topologie T sur C, parmi les topologies T' plus fines 

que T qui ont assez de foncteurs fibres, il en est une moins fine : 

c'est la topologie Tp, o~ Pest la sous-cat~gorie strictement pleine 

de Pro(C), ~quivalente ~ Point(C), d~crite dans 6.8.3 ci-dessous. 

Probl&me 6.5.3. Caract~riser les sous-cat4gories(strictement pleines, 

stables par U-limites projectives filtrantes ...) P de Pro(C) qui 

peuvent se d~duire d'une topologie sur C comme image essentielle de 

Point(C N ) (6.8.5)~ ~) 

6.6. Soit 

f:E~E' 

un morphisme de ~-topos, on en d4duit un foncteur canonique 

Point(f) = ( p~-~ fop) : Point(E) ~ Point(E') 

Lorsqu~on a deux morphismes de topos composables 

E --~f E r -~ E" , 

(z) cf. 9.1.8 a) et e) pour des conditions n~cessaires, et 9.1.12 b) pour 
des conditions n~cessaires et suffisantes dans le cas de Top(X) , X 
espace sobre localement noeth~rien. 
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on v~rifie trivlalement que l'on a 

Poin~(gf) = Point(g)oPoint(f) : Point(E) -~ Point(E') -~ Point(E") 

Cela precise donc la d~pendance fonctorielle (sans abus de langage pour 

une fois) de Point(E) par rapport au topos E : si ~ est un univers tel 

queUE~, on trouve un (v~ritable I) foncteur 

Point : (~-_U- top) ) (~-cat) 

de la cat~gorie des U--topos qui sont ~l~ments de ~ dans la cat~gorie 

des categories ~l~ments de V . 

6.7. Soit E un U--topos. Alors tout objet F de E d~finit un contrafoncteur 

p ~ > F = pX(F) : Point(E) ~ ~ (U-Ens) , 
p 

d'o~ pour F variable un foncteur canonique 

(6.7.1) E > Point(E) ̂  = Hom(Point(E) ~ (U-Ens)) , 

qui par d~finition (6.5) est fiddle si et seulement si E poss~de suffi- 

8a~mnent de points. (Le foncteur (6.7.1) a une certaine analogie formelle 

avec une transformation de Fourier ...) 

Soit X un objet de E, qui d~finit donc un pr~faisceau X sur 

C = Point(E) 

Nous pouvons doric d~finir la cat~gorie 

C/~ = Point(E)/~ 

des morphismes p ) X dans la cat~gorie C des pr~faisceaux sur C, i.e. 

la cat~gorie des couples (p,~), o~ pest un point de E et ~ un ~l~ment 

de X(p) = Xp, fibre de X en p. Ceci pos~, je dis qu'on a une ~quivalence 

de categories canonique 
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(6.7.2) C'=Point(E/x) ~ ~ C/~ , o~ C=Point(E) , 

dont la compos~e avec le foncteur d'inelusion C/~ > C n'est autre 

que le foncteur 

Point(ix) : C'=Point(E/x) ~ C = Point(E) 

d~duit par fonctorialit~ (6.6) du morphisme de localisation (5.2.1) 

JX : E/X ~ E 

C'est simplement le cas particulier de 5.12 obtenu en faisant E' = P . 

Corollaire 6.7.3. Soit E un topos. S i E a suffisarmnent de points, il en 

est de m~me de tout topos induit E/X (X E ob E). Inversement, si(Xi)iE I 

est une famille d'objets de E qui couvre l'objet final, telle que pour tout 

iEl , E /X. air suffisamment de points, alors E a suffisamment de points. 
i 

Pour la premiere assertion, soit f : X' ' > X" un morphisme 

dans E/X qui n'est pas un isomorphisme, prouvonS qu'il existe un point 

q de E/X tel que fq ne soit pas un isomorphisme. Comme E a assez de 

points, il existe un point p de E tel que f :X' ~ X" ne soit pas un 
P P P 

isomorphisme. Cela implique qu'il existe un q E X tel que le morphisme 
P 

induit par fp pour les fibres X' X" de X' X" sur X en q ne soit pas 
q' q p' p P 

un isomorphisme. Mais en vertu de l'~quivalence 6.7.2, q peut s'identifier 

un point de E/X , et l'a~plication X' > X" qu'on vient d'envisager - q q 

nlest autre que l'application sur les fibres en q induite par f: X' -->X", 

d'o~ la conclusion. 

Inversement, supposons que les X. couvrent l'objet final de E, 
l 

et que leg EIX ~ aient assez de points, prouvons qu'il enest de m~me de E. 
i 
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Soit f: X f ~ X" un morphisme dans E qui n'est pas un isomorphisme. II 

' ---~ X'7 n'est pas un isomorphisme, existe donc un i E I tel que fi: Xi i 

o~ l'indice i indique la restriction ~ X.. Ii existe donc un point 
i 

Pi de E/X tel que f. : X! ---> X'~ ne soit pas un isomorphisme. 
i ipi i Pi i Pi 

D~signant par p l'image de Pi dans E par le morphisme de localisation 

E/X" ---~ E, cela signifie que X' ---> X" n'est pas un isomorphisme, 
P P 

ce qui prouve que E a assez de points. 

Remarque 6.7.4. L'argument precedent montre que si (pc~) est une famille 

conservative de points de E, alors la famille des points de E/X qui sont 

au-dessus d'un des PCL (famille index~e par l'ensemble sormne des E ) 
pe 

est conservative. De m@me, si les X. couvrent l'objet final de E , et si 
i 

pour tout i ~ I , P.I est un ensemble conservatif de points de E/X" , alors 
i 

l'ensemble des points de E images des p 6 Pi pour les morphismes 

de localisation E/X" > E (i E Iet p variables) est conservatif. 
i 

6.8. Soient E un topos, pun point de E. On appelle voisina~e du point 

p d u topos E un couple (X,u), o~ X E ob E et u E X . En vertu de (6.7.2), 
P 

on peut aussi interpreter u comme un re1~vement de pen un point du topos 

induit E/X. Introduisant le foncteur fibre ~p aSsoci~ au point p, on 

peut aussi interpreter un voisinage du point p con~ne un objet de la 

cat~gorie E/~x(SOUS-Cat~gorie pleine de (E~ x form~e des objets dont 

la source est dans E E E). Cette derni~re cat~gorie, i.e. la cat~gorie 

des couples (X,u) com~ne ci-dessus, s'appellera con~e de juste la cat~$orie 

des voisina$es du point p du topos E ; on la note aussi Vois(p). Comme 
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~x est exact ~ gauche et que les limites projectives finies sont repr4- 

sentables dans E, les limites projectives finies sont repr4sentables 

dans la cat~gorie Vois(p), et le foncteur eanonique yois(p) ~ > E y com- 

mute (I ). Afortiori, la cat~gorie oppos~e Voi____~s(p) O est filtrante. 

De plus, il est clair (I 3.4 ) qu'on a un isomorphisme canonique, lone- 

toriel en F E ob E 

(6.8.1) ~p(F)=Fp 

En d~autres termes le foncteur ~p 

lim F(X) , 
Voi-~sp) ~ 

"fibre en lepoint p "es.t isomorphea 

la limite inductive filtrant 9 des foncteurs r~pr4sent~s .dans letopos E 

par les voisinases.du point p de E. On volt m~me que le foncteur fibre 

est ind-repr4sentable (I 8) , ce qui signifie aussi qu'il est repre- 

sentable par un pro-objet (Xi)iE I de E,ofi Iest un ensemble ordonn~ 

filtrant tel que IE~. En effet, en vertu de loc. eit. , il revient 

au mame de dire que la cat4gorie Vois(p) admet une petite sous-cat~gorie 

pleine cofinale. Or soit C une petite sous-cat~gorie pleine g4n4ratrice 

de E, je dis que la sous-eat~gorie pleine C/~ ~ de Vois(p) = E.l~p,fOrm4e 

des voisinages (X,u) de p tels que XEob C (cat4gorie qui est ~videmment 

petite) est cofinale dans Vois(p). Soit en effet (X,u) un voisinage de p, 

il faut trouver un voisinage (X',u') de p au-dessus de (X,u), avec 

X' E ob C. Or il existe une famille couvrante X! > X, avec les X~ dans 
l I I 

C, dto~ r4sulte que les S~ip~'f eouvrent Xp, done il existe un X' = X~io et 

un u' C ~" tels que (X',u t) soit au-dessus de (X,p), ce qu'on avait 
P 

affirmS. 
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6.8.2. Soient Cun U-site, et pun point de C, i.e. un point du topos 

C~. D~signons encore, par abus de notations, par ~p la "restriction" 

du foncteur fibre ~p ~ C, i.e. le compos~ ~pOC ; nous ~crirons aussi 

souvent, pour un objet X de C 

x =~p(X) = e(x) 
P P 

On appelle voisinase du point p dans le site C un couple (X,u), o~ 

X E ob C et u E Xp=%0p(X). Ces voisinages forment encore une cat~gorie 

C , qu'on pourra noter Voisc(p). Montrons que la eat~orie Voisc(P)~ 

est encore filtrante , ~u'elle admet une sous-cat~$0rie p!eine cofinale 

U-petite, et qu'on a un isomorphisme fonctoriel en le faisceau F sur C : 

(6.8.3) F ~--- lim F(X) 
P Vois-~C p)~ 

On note d'abord, en reprenant l'argument de 6.8.1, que si C' est une 

sous-cat~gorie pleine de C qui est topologiquement g~n~ratrice (II 3.0.1), 

alors Voisc,(p)~ est cofinale dans Voisc(P)~ Prenant C' U-petite, on 

est donc ramen~, pour ~teblir l'assertion, au cas o~ C E U. Dans ce 

cas ~ est un U-topos, et on a un foncteur faisceau associ~ ~: C --> C ~, 

qui permet de construire sur ~ le foncteur fibre compos~ ~p 2- Appliquant 

6.8.1 au topos C et ~ la sous-cat~gorie g~n~ratriee pleine C de celui-ci, 

C o on trouve que la categoric /~a qui est manifestement isomorphe 
p-- 

V_~(p) ~ est filtrante, et qu'on a un isomorphisme fonetoriel en le 

pr~faisceau P sur C : 

a(P) ~--- lim P(X) p-- X~ 

Si F est un faisceau sur C, on ~ F = ~F , et appliquant itisomorphisme 
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precedent ~ F consid~r~ cormne pr~faisceau, on obtient (6.8.3). En m~me 

temps, cet argument ~tablit la formule plus g~n~rale 

lim. P(X) 
(6.8.4) (~ Pip V~ (~)~ , 

isomorphisme fonctoriel en le pr4faisceau P arbitraire sur C, du moins 

lorsque C est petit; Le cas g4n4ral s'en d~duit, en introduisant un 

univers V tel que C E ~, en consid4rant ~p sur C comme un foncteur 

fibre ~ valeurs dans (~-Ens), et utilisant la compatibilit4 de la for- 

mation du pr4faisceau associ4 avee l'agrandissement des univers (II 3.6). 

6.8,5. On a associ~ ~ tout point p du topos CN un pro-objet du ~-site 

C, d~fini par le foncteur canonique VOiw > C, compte tenu du fait 

que la cat~gorie des voisinages de p dans C est cofiltrante et admet une 

petite sous-cat~gorie pleine cofinale. On v4rifie aussitSt que pour p 

variable, on obtient ainsi un foncteur 

(6.8.5.1) Point(C~) > Pro(C) 

Ce foncteur est pleinement fiddle. En effet, via les foncteurs fibres 

associ~s, il s'interpr~te comme un foncteur Fib(C) ~ Fib(C~) --> Pro(C) ~ 

Le premier foncteur est une ~quivalence en vertu de 4.9.4 (rappel~ pour 

les foncteurs fibres en 6.3), et le deuxi~me est pleinement fiddle d'apr~s 

le sorite g~n~ral (I 8) des pro-objets. 

6.8.6. Prenons le cas particulier off C est U-petite et mun~de la topologie 

chaotique, de sorte que C = ~ . Je dis que dans ce cas le foncteur pre- 

cedent est m~me une ~quivalence de categories 

(6.8.6.1) Point(C) ~ ~ Pro(C) , 
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En effet, il reste ~ prouver que ce foncteur est essentiellement surjectif, 

ce qui r4sulte du fait que les foncteurs de la forme P I > P(X) sur 

sent des foncteurs fibres, et du fair 4vident que toute limite inductive 

filtrante de foncteurs fibres sur un topos est encore un foncteur fibre. 

Identifiant C ~ une sous-cat~gorie pleine de Pro(C) (I 8), 

le foncteur 

C - > Point(C) 

induit par un foncteur quasi-inverse de (6.8.5.2) est manifestement 

isomorphe au foncteur canonique dgj~ envisagg dans (4.6.2.2), dent le 

quasi-inverse envisag~ peut Stre consider& comme le prolongement cano- 

nique (I 8), compte tenu du fair que Point(C) est stable par petites 

limites projectives. 

6.8.7. Soit de faqon g~n4rale (Xi)iE I un pro-objet du U-site C, d'o~ 

sur C~un foncteur 

( 6 . 8 . 7 . 1 )  ~(F)  = l i ~ F ( X  i )  , 
I 

et il est ~aturel de se demander, vu (6.8.5), quand ce foncteur est un 

foncteur fibre. On trouve que les conditions suivantes sent 4quivalentes : 

(i) Le foncteur ~ pr4c4dent est un foncteur fibre sur C~. 

(ii) La "restriction" de ~ ~ C est un foncteur fibre sur le 

site C (6.3). 

(iii) Pour route famille couvrante Y~ > Y d'un objet Y de 

C, tout i ~ E Iet tout morphisme X i ---~ Y, il existe un i ~ i ~ , un & et 
o 

un morphisme X i ~ y~ rendant commutatif le diagramme 
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X. l "> YC~ 

X. - ~ Y  
1 

0 

En fait, la condition (iii) exprime simplement le fair que ~IC 

transforme families couvrantes en familles couvrantes. Les implications 

(i) ~ (il)---->- (iii) sont triviales, et il reste ~ prouver (iii) ' , >  (i). 

Cormne le foncteur ~ est manisfestement exact g gauche, il reste ~ prouver 

(4.9.4) qu'il transforme families couvrantes F > F dans C ~ en familles 

couvrantes, i.e. que pour tout i ~ et tout x ~ 6 F(X.I )' il existe un i ~ lo," 
O 

un ~ et un y 6 F~(Xi), tels que x et y aient m~me image dans F(Xi). Or 
O 

eomme F =-~ F est couvrante, il existe une famille couvrante ~ --> X i 
o 

de X. , tel que pour tout ~ l'image inverse de x dans F(~) se remonte 
l o 
o 

en un ~l~ment d'un F (~). Par hypoth~se (iii), il existe un i ~ i ~ 

et un X~ -morphisme X.I > Z~. Alors l'image de Xo dans F(X.)I se remonte 
o 

done an un 41~ment y d'un q(Xi) , cqfd. 

Exercice 6.9. Soient Cun site 6 U, ~ un foneteur fibre sur C, prorepr~- 

sent~ par un objet (Xi)i61 de Pro(C). Pour tout indice i 6 I, tout objet 

Y de C, tout morphisme u: X. ---> Yet tout crible eouvrant R de Y, ehoisis- 
1 

sons un indiee j a i tel que le compos~ X. --~ X. ~-> Y se faetorise par R. 
3 l 

Pour i fix~, soit J(i) l'ensemble form~ de i, et des j obtenus pour Y,u,R 

variables ; pour une partie I' de I, soit de mame J(I') la r~union des 

J(1) pour i 6 I'. D'autre part, si I' est une partie finie de I, sois 

m(I') 6 I un majorant de I', et pour une partie quelconque I' de I, soit 

M(I') la r~union des M(I"), o~ I" parcourt l'ensemble des parties finies 
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de I' . On suppose qu'on choisit I~ fonction I' > m(l') de fa~on que pour 

I' r~duit ~ un ~l~ment i , on ait m(I') = i , ce qui implique que pour toute 

partie I' de I , on a I'~ M(I'). Con~id~rons les it~r~s (MJ) n de l'application 

MJ de l'ensemble des parties de I dans lui-m~me, et soit, pour toute partie I' 

de I , P(I') la r~union des (Mj)n(l ') 

a) Montrer que pour toute partie I' de I , P(I') est une partie 

filtrante de I pour l'ordre induit, et que Iest r~union filtrante croissante 

des P(I') , lorsque I' parcourt l'ensemble des parties finies de I . 

b) Montrer qu'il existe un cardinal c ~ U , ne d~pendant que du 

cardinal card fl(C) = a , tel que pour toute partie finie I' de I , on ait 

card(P(I')) $ c . (Si a est infini, on peut prendre c = 2 a ). 

c) Montrer, en utilisant 6.8.7, que pour toute partie I' de I de 

foncteur ~I' sur C prorepr~sent~ par le pro-objet (Xi)iEi, est un foncteur 

fibre sur C , et que le foncteur fibre ~ est limite inductive filtrante des 

foncteurs ~I' ' lorsque I' parcourt l'ensemble des parties finies de I . 

d) En conclure qu'il existe une petite sous-cat~gorie pleine ~ de 

Fib(C)~--- Fib(C) , telle que tout objet de Fib(C) soit limite inductive filtrante 
a 

d'objets de ~ . (Si a est infini, on peut prendre ~ de cardinal ~ 22 ; si 

a est fini, on Deut prendre ~ = C bien s~r). 

Exercice 6.10. Soient C unit-site, D une~_-catggorie oO les petites lim fil- 

trantes sont repr~sentables, ~ais(C,D) la cat~gorie des faisceaux sur C ~ va- 

leurs dans F (II 6.1)). D@finir, en ~tendant (6.8.3), un "foncteur fibre" 

(6.10.I) F > F : ~ais(C,D) > D 
P 

Si dans Dles lim< finies sont repr~sentables, et commutent aux lim filtrantes, 

alors le foncteur precedent est exact ~ gauche. 
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7. Exemples de foncteurs fibres et de points de topos 

7.1. Cas de Top(X) pour un espace topologique X 

Soit x un point de X. Regardons l'ensemble ponctuel [x} cor~ne 

un espace topologique, et consid6rons l'inclusion 

i : [x] > x 
x 

En vertu de 4.1.1 il d6finit un morphisme de topos ~4fini ~ isomorphisme 

unique pros) 

(7.1.1) Top(i ) : Top([x]) > Top(X) x 

D'autre part, on peut identifier P ~ Top([x}) (2.2), et on trouve ainsi 

un point Px de Top(X) : 

(7.1.2) Px : P---~ Top(X) , 

d~fini par x ~ isomorphisme unique pr~s. Le foncteur fibre associ4 est 

donn4 par la formule bien connue [TF], r6sultant d'ailleurs irmm~diatement 

de 15.1: 

= lim F(U) , (7.1.3) p~(F) = F x = Fpx Ugx 

la limite ~tant prise suivant les voisinages ouverts U de x dans X. 
! 

Comme on salt que Top(X) est isomorphe ~ Top(Xso b) (4.2.1), 

on volt plus g6n~ralement que tout point de Xsob, i.e. toute partie 

ferm4e irr4ductible Z de X, d6finit un point de Top(X), ou encore un 

foncteur fibre sur Top(X), qu'on notera encore F ~'p F Z . Revenant 

sa d4finition par la formule (7.1.3) sur Xsob, on trouve 

(7.1.4) FZ =u~li F(U) , 
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la limite inductive ~tant prise suivant les ouverts U de X qui rencon- 

trent Z. 

7.1.5. II est bien connu que les foncteurs fibres F4-~ F (x E X) forment 
x 

d~j~ une famille conservative. C'est particuli~rement ~vident sur 

l'interpr~tation des faisceaux sur X en termes d'espaces ~tal~s, la 

fibre de Fen x n'~tant alors autre que sa fibre au sens des espaces 

fibres sur X. On notera que l'ensemble d'indices de la f~xmille conser- 

vative de foncteurs fibres envisag~e est X, donc est ~-petite. 

7.1.6. En vertu de 4.2.3, la categoric Point(Top(X)) est ~quivalente h 

la cat~gorie associ6eh l'ensemble Xso b ordonn~ par la relation de sp~- 

cialisation. En d'autres termes : tout foncteur fibre sur Top(X) est 

isomorphe hun foncteur fibre F t > FZ, o~ Zest un ~l~ment uniquement 

d~termin~ de Xso b , i.e. une pattie ferm~e irr~ductible uniquement 

d~termin~e de X ; d'autre part, si Z,Z' E Xsob, alors l'ensemble 

Hom(Fz,Fz,) est vide ou r~duit gun point, ce dernier cas se pr~sentant 

si et seulement si Zest une sp~cialisation de Z' darts Xsob, i.e. si 

et seulement si Z~ Z' comme partle de X. Lorsque X lui-m~me est sobre, 

on peut dans ces ~nonc~s remplacer Xso b par X lui-m@me. 

On noter~ que le groupe des automorphismes d'un foncteur fibre 

de Top(X) (oppos~ au groupe des automorphismes du point correspondant 

de Top(X)) est toujours rdduit au groupe unit~ (plus g~n~ralement, 4.2.3 

nous apprend la m~me chose pour le groupe des automorphismes de tout 

morphisme de topos associ~s h des espaces topologiques). C'est i~ un 

ph~nom~ne tr~s special au cas particulier envisag~ : voir l'exemple 7.2, 
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ainsi que VIII 7. Dans !e cas des topos associ~s ~ des "probl~mes de 

modules" (cf. par exemple [iO]), les groupes d'automorphismes des 

foncteurs fibres ont d'ailleurs uno interpretation remarquable, co,me 

les groupes d'automorphisraes des structures alg~briques (sur des corps 

alg~briquements clos) qu'on se propose de classifier. 

7.1~7. On vient de voir con~nent on peut r~constituer un espace sobre 

X (ou l'espaee sobre Xso b aSsoci~ ~ un espace topologique quelconque), 

du moins en tant qu'ensemble ordonn~ par la relation de sp~eialisation, 

l'aide du topos Top(X) (qu'il suffit m~me de connaltre ~ ~quivalence 

pros), comme l'ensemble des classes d'isomorphie de "points" de Top(X). 

D'apr~s ce qui a ~t~ dit dans 2.1, on r~constitue ~galement la topo- 

logie de X, i.e. la famille de ses ouverts, de la faGon suivante : 

pour tout sous-objet U de i'objet final e E de E, soit Pt(U) l'ensemble 

des x E X tels que U # ~ (qui s'identifie d'ailleurs, en vertu de(6.7.2), 
x 

l'ensemble des classes d'isomorphie de points du topos induit E/U). 

Alors U> > Pt(U) est un isomorphisme d'ensembles ordonn~s de l'en- 

semble des sous-objets de e E sur l'ensemble des ouverts de X~ 

7.1.8. La dgtermination 7.1.6 de la cat~gorie des points du topos Top(X) 

d~fini par un espace topologique X conduit g adopter la terminologie 

suivante pour les points p,p' d'un topos quelconque E : on dit que pest 

une sp~cialisation de p' , ou que p' est une g~n~risation de p , lorsqu'il 

existe un morphisme de p' dans p (au sens de la cat~gorie Point(E) 

de 6.1). Ces relations sont encore transieives, mais on trouve facilement 

grace ~ 6.8.6 des exemples oO p et p' sont chacun spgcialisation 
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de l'autre, sans que pet p' soient isomorphes (ni afortiori ~gaux). 

La cat~gorie des g~n~risations d'un point p du topos E, par quoi on 

entend la cat~gorie Point(E)/p, joue ~ certains ~gards un rSle analogue 

celui du passage au localis~ d'un schema en un point. Ce rSle sera 

pr~cis~ au Chap. VI avec la construction du topos localis~ de E en le 

point p, dont la cat~gorie des points est canoniquem~nt ~quivalente 

la cat~gorie des g~n~risations de p. 

Exercice 7.1.9. Soit E un U-topos. Prouver que E est ~quivalent ~ un 

topos de la forme Top(X), oO X est un espace topologique E U, si et 

seulement si il satisfait aux deux conditions suivantes : 

a) La famille des sous-objets de l'objet final e E est g~n~- 

ratrice pour le topos E. 

b) E a suffisamment de points (6.5). (Cette condition n'est 

pas superflue : cf. 7.4.) 

Comparer avec 7.8 c). 

Exercice 7.1.10. Soient X un espace topologique muni d'un groupe d'op~- 

rateurs G (X,G E U) et solt E = Top(X,G) (2.3). 

a) Montrer que pour tout objet (X',G) de E , le topos induit 

E/(X,,G ) est canoniquement gquivalent au topos Top(X',G) (comparer 5.7). 

b) Lorsque G op~re proprement et librement sur X' (Bourbaki, 

Top. Gen. Chap. III w 4), montrer que le morphisme d'espaces ~ op~rateurs 

(X',G) > (X'/G,e) indult (4.1.2) une ~quivalence de topos 

Top(X',G) > Top(X'/G) 
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c) Conclure de b) qu'il existe un objet Z de E tel que le 

topos induit E/Z soit ~quivalent ~ Top(X), le foncteur de localisation 

E -~ E/Z ~tant isomorphe au foncteur "oubli des operations de G". 

(Calquer le raisonnement de 5.8.3.) 

d) Conclure de c) que tout foncteur fibre sur E est induit, via 

le foncteur "oubli des operations de G", par un foncteur fibre sur Top(X), 

donc d~finissable par un point de Xso b. 

e) D~terminer la structure de la cat~gorie Point(E) (~ Equivalence 

pr&s) en termes de l'espace ~ op~rateurs (Xsob,G). En eonclure en parti- 

culler que deux points de Xso b d~finissent des foncteurs fibres sur E 

isomorphes si et seulement si ils sont conjugu~s sous l'action de G. 

Exercice 7.1.11. Soit X C U un espace topologique. Prouver que le V-topos 

TOP(X) (2.5) a suffisarmnent de points. Plus pr~cis~ment, pour tout objet 

X' de TOP(X), et tout x' C X', ddfinir un foncteur fibre F I ~ FX,,x , 

sur TOP(X), ne d~pendant que du "germe" d'espace (Xf,x ') au-dessus de X, 

et prouver que cette famille de foncteurs fibres est conservative (et 

index~e par un ensemble dtindices ~-petit). Montrer, en utilisant un 

syst~me projectif filtrant convenable CX' x'~ " i' i'iEl' avec I non U-petit, 

que lion n'obtient pas de cette faGon tousles foncteurs fibres du ~-topos 

TOP(X). Montrer que l'ensemble des classes d'isomorphie de tels foncteurs 

fibres n'est pas de cardinal E ~. 
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7.2. Point s d'un topos classifiant B G 

Soient E un ~-topos, Gun Groupe de E, d'o~ un topos classifiant 

B G (2.4). Si e est le Groupe ponctuel, les morphismes e -~ G--> e d~finis- 

sent (4.5) des morphismes de topos (compte tenu que B ~ E) 
e 

(7.2.1) E > B G ~ E , 

dont le eompos~ est isomorphe ~ idE, d'o~ par passage auX categories de 

points des foneteurs 

(7.2.2) Point(E) ----> Point(B G) ---~ Point(E) , 

dont le compos~ est isomorphe ~ l'identit~. Utilisons le fait que le 

premier morphisme de topos (7.2.1) s'identifie ~ un morphisme de loca- 

lisation relativement ~ iCobjet E G = G de B G (5.8), dto~ r~sulte en 

vertu de 6.7.2 que le premier foncteur (7.2.2) s'identifie au foncteur 

naturel "d'inclusion" 

Point(BG) / ~ > Point(B G) , (7.2.3) EC 

o~ E G d~signe le pr~faisceau p' ~ (EG)p, sur Point(BG). Comme E G couvre 

~videmment l'objet final de BG, ses fibres (EG) p sont non vides, d'o~ 

rgsulte que (7.2.3) est essentiellement surjectif, ce qui signifie que 

tout foncteur fibre sur B G est induit (~ isomorphism > ~r~s) ~ar un foncteu~ 

fibre de E, via le foncteur "oubli des operations de G"B G > E. On en 

conclut en particulier que s_~i E a suffisamment de points (resp. une petite 

famille conservative de points) il en est de m~me de B G . 

Re__marque 7.2.4. On peut a!ler plus loin et d~terminer (~ ~quivalence prgs) 

la structure de la cat~gorie C' = Point(B G) en termes de la Cat~gorie 

C = Point(E) et du pr~faisceau en groupes 
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C ~ : p~--~ G : ~ (Groupes) 
P 

sur celle-cl. D6flnissons en effet une nouvelle catggorle C I , ayant mSmes 

objets que C , et telle que pour deux objets p,q de C , on sit 

HomCl(p,q) = HomC(p,q)• , 

la composition des fl~ches dans C i 6tant induite par celle de C, et par 

la loi de groupe du pr6faisceau G. La donn~e d'un foncteur ~I : CI --> D 

dans une cat6gorie quelconque D 6quivaut alors ~ la donn6e d'un foncteur 

: C > D, muni d'une operation du pr~faisceau G sur ce dernier (i.e. 

la donn~e, pour tout p ~ ob C, d'une operation de G(p) sur ~(p), satis- 

faisant ~ une condition de fonctorialit4 @vidente pour p variable). Uti- 

lisant eette observation, on d~finit un foneteur canonique 

(7.2.4.1) ~I:CI > C' , 

correspondant au foncteur ~: C ----> C' de (7.2.2), associant ~ tout point 

p de E le point ~(p) induit sur BG, avec les operations naturelles de 

G(p)=G sur ce dernier, provenant des op6rations de G sur les X lorsque 
P P P 

X pareourt B G. On laisse au lecteur le soin de prouver que (7.2.4.1) est 

une 4quivalence de cat6gories, en utilisant la structure (7.2.3) du pre- 

mier foncteur de (7.2.2), et en notant que le foncteur naturel d'inclusion 

C " > C I admet une structure analogue, relativement ~ l'image inverse PI 

du pr~faisceau P' = EG sur C'. 
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7.2.5. On conclut en particulier que les classes d'isomorphie de points 

de B G correspondent exactement aux classes d'isomorphie de points de E : 

tout point du topos classifiant E G est indult, ~_isomorphiSrae non unique 

pros, par un point de E. En particulier, lorsque E est le topos ponctuel P, 

donc que G est un groupe ordinaire, alors la cat~gorie Point(B G) est un 

groupolde connexe g groupe fondamental G : tout foncteur fibre sur B G 

est isomorphe (de fagon non canonique) au foncteur ~ "oubli des opera- 

tions de G", et le mono~de des endomorphismes de ce dernier foneteur est 

le groupe G (donc tout endomorphisme de ~ est un automorphisme). 

Exercice 7.2.6. a) Soit (Tors) la cat~gorie des couples (r,P) 6 U, avec 

un groupe et Pun torseur ~ droite sous F. Le foncteur (F,P) ~-~r 

(7.2.6.1) (Tors) ~ (Groupes) 

est un foncteur cofibrant. Avec les notations de 7.2.4, consid~rons le 

foncteur 

c ~ : > (Groupes) , 

C ~ et soit D T la eat~gorie cofibr~e sur image inverse de la cat4gorie 

eofibrfie (7.2.6.1), D la catfigorie fibrfie correspondante sur C, ayant 

m~me categories fibres que D', de sorte que pour p 6 ob C, on air 

D = cat~gorie des G -torseurs fi droite 
P P 

Construire des foncteurs canoniques 

(7.2.6.2) D ~ C'=Point(B G) , C' ---> D , 

quasi-inverses l'un de l'autre. En particulier, en conclure que la cat~- 

gorie des points de B G au-dessus d'un point donng p de E est canoniquement 

~quivalente g la catggorie des torseurs ~ droite sous le groupe G 
P 
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b) Soit G = (Gi)iE I un syst~me projectif strict de Groupes 

du U-topo~ E (IE U un ensemble pr~ordonn~ filtrant), d'o~ un topos 

classifiant B G , en calquant la d~finition de 2.7.1. D~terminer la 

cat~gorie des points de B G , en calquant a). (NB. On remplacera les 

categories (Tors) et (Groupes) par les categories de syst~mes projec- 

tifs indexes par 1 de ces categories.) En conclure que si I admet un en- 

semble cofinal d~nombrable, alors tout foncteur fibre sur B G est 

isomorphe ~ un foncteur induit par un foncteur fibre de E (via le 

foncteur "oubli des operations de G~'), ce dernier ~tant d~termin~ 

isomorphisme non unique pres. 

c) Prenant pour E le topos ponctuel, de sorte que G est un 

pro-groupe ordinaire, montrer que la conclusion de b) est ~galement 

valable si Iest queleonque, mais en revanche G est profini (i.e. les 

G. sont finis) : tout foncteur fibre est isomorphe au foncteur "oubli 
i 

des operations de G". 

d) Prenant toujours le cas o~ E est le topos ponctuel, donner 

un exemple d'un foncteur fibre sur BG, pour un syst~me projectif conve- 

nable G = (Gi)iCl, qui n'est pas isomorphe au foncteur "oubli des op4- 

rations de G " 

e) Consid~rons G = (G.) co,he un Groupe du topos i , et soit 
-- l 

une ef~[~ sur I de l~.en G [3]. Montrer cormment on peut "tordre" le 

T 
topos classifiant B G ~ l~aide de la gerbe T, pour obtenir un topos B G , 

limite inductive de sous-cat~gories BT(i) ~quivalentes (non canonique- 

T admet un ment) aux topos classifiants BG . Montrer que le topos B G 
i 

foncteur fibre si et seulement si la gerbe Test "neutre", en ~tablissant 
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une ~quivalence de categories entre la cat~gorie des foncteurs fibres de 

BGT et la cat~gorie des sections de T sur I. En conclure, si les G.I sont 

commutatifs, de sorte que la classification des gerbes sur I de lien 

se fait par lim(2)G. = H2(I,G) (loc. cit.), un exemple d'un topos 
+r- i 

(non "vide" (2.2)) de la forme B T qui n'a pas de points.(Prendre un 

, .  (2)~ 
exemple o~ ~ u i # O .) 

7.3. Points des topos C ; exemples de Uotopos C dont la cat~gorie des 

points ne soit pas ~quivalente ~ une petite cat~$orie 

Soient E un U-topos, (~i)iEl une famille filtrante de foncteurs 

fibres sur E. II r~sulte des propri~t~s d'exactitude des foncteurs 

lim (I et ) que le foncteur ~ = lim ~i est ~galement un foncteur 

fibre : toute limite inductive filtrante de foncteurs fibres est un foncteur 

fibre. Par suite, la cat~gorie F.ib(E) admet des U-limites inductives fil- 

trantes (et le foncteur d'inclusion Fib(E) ~ Hom(E,(U-Ens)) y commute) ; 

en d'autres termes, la cat~gorie Point(E) admet des U-limites projectives 

filtrantes. Ce fair a d~j~ ~t~ utilis~ dans exercice 7.1.10 pour donner 

un exemple de "grosses" categories de foncteurs fibres. 

On peut construire des exemples nettement plus simples, avec 
^ 

des topos de la forme E = C , C E U , en utilisant (6.8.6.1). Ceci nous 
^ 

donne aussit$t des exemples off Fib(C) n'est pas ~quivalente ~ une cat@gorie 

~ i.e. oO le cardinal de l'ensemble des classes d'isomorphie d'objets 

de cette U--catggorie n'est pas E U . Ceci signifie que la cat@gorie Pro-(C) 

n'est pas ~quivalente g une cat@gorie ~ U . I1 suffit par exemple de prendre 

pour D = C ~ la cat@gorie des ensembles finis de la forme [O,n], off n $ 0 est 
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un entier, auquel cas Ind(D)-~ Pro(C) ~ est ~quivalente g la cat~gorie des 

ensembles non vides. Le topos E est dans ce cas la cat~gorie bien connue des 

ensembles cosimpliclaux. On pourrait aussi prendre pour C la catggorie des 

ensembles finis non vides, on trouve que la cat~gorie des points sur le topos 

C des ensembles simpliciaux est ~quivalente ~ la cat~gorie des ensembles 

profinis, ou encore g la catggorie des espaces compacts totalement discon- 

tinus. 

7.4. Topos non vldes sans points 

L'exemple suivant est dQ ~ P. Deligne. (Pour un autre exemple, 

cf. 7.2.6 d).) On prend un espace compact K muni d'une mesure ~ , e~ 

l'ensemble ordonn4 U des parties mesurables de K ~ ensemble de mesure 

nulle pr~s. On fair de U une cat~gorie U telle que ob U = U, les mor- 

phismes de U 4rant les "morphismes d'inclusion" entre ~l~ments de U. 

On fait de U un site en prenant la pr4topologie pour laquelle Coy(E) 

(pour E E U) est form4 des families d4nombrables d'~l~ments E. de E 
i 

major, s par E, telles que E soit la r~union des E i ~ ensemble de mesure 

nulle pr~s. On en d~duit un Topos Top( M ) = UN admettant itensemble 

des sous-objets de l'objet final comme famille g~n4ratrice (lequel 

topos semble avoir 4chapp~ ~ l'attention des probabilistes). Ce topos 

est un "topos vide" (2.2) si et seulement si ~ = O. D'autre part, la 

cat~gorie des points de ce topos est 4quivalent ~ la cat~gorie discrete 

d4finie par l'ensemble des points x E K tels que ~([x}) # 0 (d~monstra- 

tion au lecteur). Elle est donc vide si K n'admet pas de tels points, 

par exemple si K est le segment unit~ de la droite, avec la mesure 

induite par la mesure de Lebesgue. 
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Exercice 7.5. (categories Karoubiennes et morphismes de topos)(~) 

a) Soient C une cat~gorie, X un objet de C, pun endomorphisme 

de X. On dit que pest un projecteur si p2=p. Prouver que sip est un 

projecteur, pour que Ker(idx, p) soit representable, il faut et il suffit 

que Coker(idx, p) le soit, et que les deux objets de C ainsi obtenus sont 

canoniquement isomorphes. On dira alors que le projecteur p admet une image, 

et Ker(idx, p) ~ Coker(idx, p) est appel~ l'image du projecteur p ; on l'iden- 

tifie suivant le contexte ~ un sous-objet ou ~ un objet quotient de C. Un 

objet isomorphe ~ un Im p, pour un projecteur convenable p dans X, est 

appel~ un f.@cteur direct de l'objet X de C. On dit que C est une cat~$oFie 

avec facteurs directs, ou une cat~gorie Karoubienne, si tout projecteur dans 

un objet de C admet une image. Si F: C > C' est un foncteur qui commute 

aux noyaux ou aux conoyaux, alors F transforme un projecteur admettant 

une image en un projecteur admettant une image. 

b) Montrer que pour toute cat~gorie C, on peut trouver un fonc- 

teur ~ : C -~ kar(C) de C dans une cat~gorie karoubienne (d~termin~e 

~quivalence pr~s),tel que pour toute cat~gorie karoubienne C', le foncteur 

f~-~ f.~ : Hpm(kar(C),C') ~ Hom(C,C') 

soit une 4quivalence de cat4gories ; on appelera kar(C) l'enveloppe de 

Karoubi de la cat~gorie C. (Hint : prendre pour ob kar(C) l'ensemble 

des couples (X,p), avec X E ob C et pun projecteur dans X, et pour 

Hom((X,p),(Y,q)) la partie de Hom(X,Y) form~e des f:X --~ Y tels que 

f = qfp.) Montrer que | est pleinement fiddle. 

c) Soit F: E--> E' un foncteur d'une cat~gorie dans une autre. 

Montrer que si F commute ~ un certain type de limites inductives ou pro- 

(~) Comparer 1 8.7.8. 
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Jectives, il en est de m~me de tout facteur direct de F. En particulier, 

si E et E' sont des U-topos et si F est un foncteur image inverse pour 

un morphisme de topos E' > E, alors il en est de m~me de tout facteur 

direct de F ; par suite, la cat~gorie Homtop(E',E) est karoubienne, et 

en particulier la cat~gorie Point(E) est karoubienne. 

d) Montrer que pour toute U-cat~gorie C, la cat~gorie Ind(C) 

est karoubienne (oO Ind(C) est form~e avec les syst~mes inductifs de C 

indexes par un ensemble pr~ordonn~ filtrant I E U). (Si C E U, utiliser 

par exemple le fair (7.3) que Ind(C) est ~quivalente ~ la cat~gorie 

Fi___bb((C~ ̂ ) = Point((C~176 En conclure une autre construction de kar(C) 

com~ sous-cat~gorie pleine de Ind(C) form~e des images dans Ind(C) 

des projecteurs d'objets X de C. 

Exercice 7.6. (Morphismes essentiels de topos, point s essentiels). 

a) Soit f:E --> Fun morphisme de topos. Montrer que les condi- 

tions suivantes sont ~quivalentes : 

i) f, existe, i.e. ~ admet un adjoint ~ gauche. 

ii) f~cormmute aux U-limites projectives. 

ii') f~ commute aux U-produits. 

On dira alors que f est un morphisme essenti@l du topos E dans 

le topos E'. 

Montrer que si f satisfait ~ ces conditions, il en est de m~me 

de tout f,ncteur direct de f. (Utiliser 1.8 et 7.5 c).) 

b) Soit E un topos. On appelle point essentiel du topos E tout 

point p: P-~ E de E tel que p, existe. Montrer que si E=Top(X), X espace 

topologique~et sip est le point de E d~fini par un x E X, alors pest 

414 



- 116 - IV 

essentiel si et seulement six admet un plus petit voisinage ouvert U (ce 

qui signifie, si les pointc de X sont ferm4s, que x est un point isol ~ 

de X). Pour qu'un morphisme de topos f: E -e- F soit essentiel (a)), il 

faut que f transforme points essentiels en points essentiels, et cet~e 

condition est ~galement suffisante lorsque E admet suffisanm~nt de paints 

essentiels (i.e. si la famille de ces points est conserva~ve ) (cf. d)). 

c) Pour qu'un point p du topos E solt essentiel, il faut e~ il 

suffit que le foncteur fibre associ4 soit representable par un objet X 

de E. Pour que le foncteur covariant ~ : E -e- (Ens) repr~sent~ par uN 

objet donn6 X de E solt un foncteur fibre (i.e. d4finisse un point, n~ces- 

sairement essentiel, de E), il faut et il suffit que X soit connexe non 

vide (4.3.5), et projectif (i.e. que le foncteur ~ transforme ~pimnr- 

phismes en ~pimorphismes). (Hint : montrer d'abord que pour que ~ co~- 

mute aux sommes, il faut et il suffit que X soit connexe non vide, puis 

utiliser le crit~re 4.9.4.) En conclure une 4quivalence entre la cat4gorie 

Pointess(E) et la sous-cat~gorie pleine P de E form~e des objets connexes 

non rides projectJfs. 

d) Montrer que la topologie de P induite par celle de E est la 

topologie chaotique. En conclure l'4quivalence des conditions suivan~es 

sur E (due ~ J.E ROOS [12 c), prop. I~) : (i) La famille des points ~ssen- 

tiels de E est conservative ; (ii) La sous-cat~gorie pleine P de E ~or- 

m~e des objets connexes-non vides projectifs est g4n6ratrice ; (iii) E est 

6quivalent A un topos de la forme C, o~ C est une cat4gorle ~quivalente 

une cat~gorie E U (ou, si on pr~f~re, C E U). (Utiliser c) et le fait 

que si Pest gfin4ratrice, le foncteur naturel E --~ P~ est une ~quivalence 
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de categories.) 

e) La cat~gorie des points essentiels d'un topos E est karou- 

bienne (ef. (7.5 c)). Soit C une cat~gorie Squivalente ~ une cat~gorie E U. 

Prouver que le foncteur pleinement fiddle canonique (4.6.2) 

^ 

C ---> Point(C) 

se factorise par un foncteur 

^ 

C ~ Pointess(C) 
^ 

qui fair de Pointess(C) une enve!oppe de Karoubi (7.5 b)) de C. En par- 

ticulier, ce foncteur est une ~quivalence de categories si et seulement 

si la cat~gorie C est karoubienne. (Hint : utilisant c), prouver que tout 

point isol~ de C est isomorphe ~ un facteur direct d'un X ~ ob C.) 

f) Soient C et C' deux categories ~quivalentes g des categories E U_. 

Prouver que le foncteur pleinement fiddle canonique (4.6.2) 

llom(C, C' ) ".- Homtop(C, C' ) 
^ ^ 

prend ses valeurs dans la sous-cat~gorie pleine Homtopess(C~C') des 

morphismes essentiels de topos (a)), et que le foncteur induit 

Hom(C,C') > Homtopess(C,C') 

est une 4quivalence de categories si et seulement si C est vide ou C' est 

karoubienne. (Utiliser g) ci-dessous.) 

g) Soient C une cat~gorie ~quivalente ~ une cat~gorie E U, et 

E un topos. D~finir une ~quivalence entre la cat~gorie Homtopess(C,E) des 

morphismes essentiels de topos C ~ E, et la eat~gorie Hom(C,Pointess(E)). 
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^ 

(Utiliser b) et le fait que C a suffisamment de points essentiels). 
^ 

h) Soit Cune catggorie finie. Prouver que tout point de C est 
^ 

essentiel, et que Point(C) est ~quivalente ~ une cat~gorie finie. (Noter que 

l'enveloppe de Karoubi de C est finie, et utilisant 6.8.6.1, se ramener g prou- 

ver que si C est une cat~gorie karoubienne finie, alors le foncteur canonique 

C - ~ Pro(C) est une ~quivalence de categories). Utilisant b), en conclure 
^ ^ ^ ^ 

que tout morphisme de topos C' y C est essentiel, et Hom(C,C') -+ Hom(C,C') 

est une ~quivalence si et seulement si C est vide ou C' karoubienne. 

i) Soit X un espace topologique, f : Top(X) > Ple morphisme 

de topos d~duit de l'application continue de X dans l'espace ponctuel. Montrer 

que f est essentiel si et seulement si l'espace X est localement connexe, i.e. 

satisfait la condition suivante : pour tout x ~ X et tout voisinage ouvert U 

de x , la composante connexe de x dans U eSt un voisinage de x , ou encore : 

pour tout ouvert U de X , les composantes connexes de U sont ouvertes. (cf. 

8.7 b) pour g~n~ralisation). 

Exercice 7.7. (Points inbabituels d'un topos classifiant (x) 

a) Soit Gun monolde. Pour que G contienne un ~l~ment g tel que 

2 
g # e , g = g , il faut et il suffit que le topos classifiant B G admette un 

point essentiel qui n'est pas isomorpbe au point banal (correspondant au fonc- 

teur fibre "oubli des operations de G"). (Utiliser 7.6 e)). 

b) Soit G le mono~de additif des entiers ~ 0 . Montrer que tout 

point essentiel du topos classifiant B est isomorphe au point banal. Construire 
G 

un point de B G qui n'est pas isomorphe au point banal. Montrer que la cat~gorie 

Point(BG) n'est pas ~quivalente ~ une cat~gorie ~ ~ . 

Exercice 7.8. (Topologie sur Point(E), et topos associ~s aux ensembles ordonngs). 

a) Soit E un topos. D~signons par Point'E) l'ensemble des classes, 

isomorphisme pros, de points de E . Pour tout ouvert U de E , soit U' 

(X) cf. aussi 7.2.6 d). 
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l~ensemble des classes de points p de E tels que U # ~ . Montrer que 
P 

U ~--~ U' est une application croissante de l'ensemble ordonn~ Our(E) 

des ouverts de E dans l'ensemble des parties de X= Point(E), et que cette 

application commute aux Inf finis aux Sup quelconques. En conclure 

que l'ensemble des parties de X de la forme U' d~finit sur X une topologie 

(dire t0pologie canonique sur l'ensemble des classes de points du top0s E). 

Montrer que si E a suffisamment de points, l'application U A-> U ~ est 

un isomorphisme de l'ensemble ordonn~ Ouv(E) avec l'ensemble ordonn~ Ouv(X). 

b) Soit ~E U un ensemble ordonn~ admettant des Inf finis et 

des Sup qnelconques, qui ddfinit donc une cat~gorie cat((Y) ayant des 

produits finis et des sommes quelconques. Nous dirons qu'une famille 

de morphismes U. > U de m~me but U est couvrante si U est le Sup des U. 
i I 

Supposant que dans cat(C0 les sommes sont universelles i.e. que dans 

les Sup quelconques commutent aux Inf, on dgfinit ainsi sur cat(0) une topo- 

pologie qui en fait un site~ d'oO un topos cat(Co N , not~ aussi simple- 

ment ~. Montrer que Iest canoniquement isomorphe ~ Ouv(~ ~). 

Montrer que la catdgorie Homtop(E,O~ est ~qulvalente ~ la 

eat~gorie associ~e ~ l'ensemble ordonn~ des morphismes d'ensembles ordon- 

n~s ~ -- > 0uv(E) qui cormmatent aux Inf finis et aux Sup quelconques. 

(Utiliser le crit~re 4.9.4.) Si ~ est un ensemble ordonn~ satisfaisant 

aux m~mes conditions que ~, conclure que Homtop(0~,O'~) est ~quivalente 

I~ catdgorie associ~e ~ l~ensemble ordonn~ de tousles morphismes d'en- 

sembles ordonn~s @ > ~' qui commutent aux Inf finis et aux Sup quel- 

conques. 
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c) Montrer que pour que le topos E soit ~quivalent ~ un topos 

de la forme O~ avec O comme dans b), il faut et il suffit que la famille 

des ouverts de E soit g~n~ratrice dans E. Pour qu'il soit ~quivalent 

un Top(X) pour X E U, il faut et il suffit qu'il satisfasse ~ la condition 

pr~c~dente et qu'il ait suffisam~ent de points. Supposant r~alis~e la 

premiere condition, exprimer la seconde en termes de la structure de 

l'ensemhle ordonn~ ~ = Ouv(E), en utilisant la derni~re assertion de b). 

d) D~finir un morphisme de topos canonique 

E ~ Ouv(E)~ , 

qui soit universel (~ ~quivalence pros) pour les morphismes de E dans 

des topos engendr~s par leurs ouverts (cf. c)). 

e) Soit X' un petit sous-ensemble de X=Point(E), qu'on munit 

de la topologie induit par celle de X. D~finir un morphisme canonique 

de topos 

Ouv(E)N > Top(X') , 

qui est une ~quivalence lorsque la famille X' de points de E est conser- 

vative. En conclure alors un morphisme canonique de topos 

E > Top(X') 

Donner une caract~risation universelle (~ ~quivalence pros) de ce morphisme 

de topos pour les morphismes du topos E dans des topos de la forme Top(Y). 

(Noter ~ ce propos qu'~ ~quivalence pros, Top(X') ne d~pend pas de la 

petite famille conservative de foncteurs fibres choisie, ou ce qui revient 

au m~me (4.2), que X' ne d~pend pas ~ hom~omorphisme pros du choix 
sob 

d'une telle famille). 
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f) Supposons que la cat~gorie Point(E) ne soit pas ~quivalente 

une petite cat~gorie (cf. 7.3), et que E admette une petite famille conser- 

vative de foncteurs fibres. Montrer que si une telle famille est prise assez 

grande, la partie X' de Point(E) qu'elle d~finit n'est pas un espace topolo- 

gique sobre pour la topologie induite. 

g) Pour les relations avec l'exereice 7.6, cf. 8. 

8. Localisation. Ouverts d'un topos 

8.1 Soit Cune cat~gorie, et T(X) une relation faisant intervenir un 

objet X de C . On dit que la relation T(X) est stable par changement de 

base (en X ), si pour tout morphisme X' ------~ X de C , la relation T(X) im- 

plique T(X') . II revient au m~me de dire que la sous-cat~gorie pleine R de 

C , form~e des objets X de C tels qu'on ait T(X) , est un crible (I 4.1). 

Remarque 8.1.1. Supposons que C soit une ~-cat~gorie (I 1.1), de sorte que 
^ 

C peut ~tre identifig ~ une sous-cat~gorie pleine de C (I 1.4). II est 

parfois commode d'~tendre la dgfinition de la relation T dans ob C en une 
^ ^ 

relation T portant sur un objet F de C , en d~si~nant par (F) la relation : 
^ 

pour toute fl~che X ~ F dans C , avec X f ob C , on a T(X). La relation 
^ 

T(F) est ~videmment encore stable par changement de base en F . D~signant 
^ 

encore par R le sous-objet de l'objet final e de C d~fini par le crible R 
^ 

de C (I 4.2.1), la relation T(F) peut aussi s'exprimer par Hom~(F,R) # 0 , 

i.e. elle signifie que l'unique morphisme F ) e se factorise par le 

sous-objet R de e . 

8.2. Supposons maintenant que C soit un site. Une relation T(X) en un 

argument X ~ ob C est dite stable par descente si pour toute famille 
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couvrante (Xi: X. > X)i# I d'un objet X de C, la relation "T(X i) pour 

tout iEl " implique la relation T(X). On dit que Test une relation de 

nature locale si elle est stable par changement de base (8.1) et stable 

par descente. Lorsque C est une U-cat~gorie, et que Test d~j~ suppos~e 

stable par changement de base, i.e. qu'elle est d~finissable par un crible 

R de C, qu'on identifiera gun sous-pr~faisceau du pr~faisceau final sur C, 

on voit aussit6t que C est de nature locale si et seulement si Rest un 

faisceau. Ainsi, les relations de nature locale en un arsument X E ob C 

co rrespond_ent exactement aux sous-faisceaux du faisceau final de C, i.e. 

aux sous-objets de l'objet final du topos C~. Elles ne d~pendent donc 

essentiellement que du topos C~ d~fini par le site C (comme toutes les 

notions importantes associ6es ~ un site !). En termes du sous-faisceau 

R du faisceau final, la relation T(X) s'exprime comme Hom(e(X),R) # ~ . 

Elle se prolonge canoniquement en la relation T N (F) : Hom(F,R) # ~ sur 

le topos C 

Remarque 8.2.1. Avec la notation introduite dans 8.1.1, pour un pr~faisceau 

F sur C, con~me Hom(F,R) ~--- Hom(~(F),R), la relation T(F) ~quivaut ~ la 

relation ~(~(F)). 

D~finition 8.3. On appe!l ~ ouvert d'un U-topos E tout sous-9bjet de 

l!objet final e E de E ; si X est un objet de E, on appelle parfois ouvert 

de X tout ouvert du topos induit E/X , !.!. tout sous-ob~et de X. 

~ ouvert d'un U-site Cun ouvert du U-topos associ~ C ~. 

On notera que, les objets finaux de E ~tant canoniquement iso- 

morphes, llambiguit~ introduite dans 8.3 par le choix de e E est inoffensive 
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on peut aussi, de fa~on plus intrins~que mais moins maniable du point de 

vue pratique, d~finir les ouverts de E cormne ~tant les sous-cat~gories 

pleines R de E qui sont telles que la relation F E ob R pour un objet 

F de E soit une relation de nature locale. De m~me, les ouverts d'un 

U-site C correspondent biunivoquement aux sous-cat~gories pleines de C 

telles que la relation F E ob R pour un objet de C soit de nature locale ; 

cette notion est donc essentiellement ind~pendante de l'univers choisi U. 

Enfin, en vertu de ce qui a ~t~ dit dans 8.2, une relation de nature 

locale sur un topos (ou sur un site) est essentiellement la m~me chose 

qu'un ouvert dudit topos (ou du site). 

8.4. Exemples d'ouverts. 

8.4.1. Soit X un espace topologique, et interpr~tons Top(X) (2.1) comme 

la categoric des espaces ~tales sur X. Comme il est clair que les mono- 

morphismes dans Top(X) sont les applications injectives, il s'ensuit 

que les ouverts du topos T(X) s'identifient aux ouverts de l'espace X. 

Plus g~n~ralement, les ouverts d'un topos Top(X,G) (2.4) s'identifient 

auX ouverts de X invariants par l~action de G. 

8.4.2. Les ouverts d'un U-topos E forment un ensemble U-petit (I 7,4 ) 

ordonn~ par l'inclusion, admettant des sup quelconques et des inf finis. 

Ii admet l'objet initial (ou "objet vide") ~E comme plus petit ~l~ment, 

et l'objet final e E de E coL~ne plus grand ~l~ment. Ces deux ~l~ments ne 

sont identiques que si E est un "topos vide" (2.2). 

8.4.3. Soit Gun Mono~de dans E, d'o~ un topos B G (2.4), cat~gorie des 

objets de E sur lesquels G op~re ~ gauche. L'objet final e G de B G est 
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l'objet final e E de E avec operation triviale de G. On voit par suite 

que l'ensemble ordonn~ des ouverts de B G est canoniquement isomorphe ~ la 

cat~gorie des ouverts de E. En particulier, si E est le topos ponctuel 

donc G est un mono~de ordinaire, l'ensemble des ouverts de B G est exac- 

tement form~ de deux ~l~ments, savoir ~BG et e G . 

8.4.4. Si E est un topos de la forme C, o~ C est une U-categoric, alors 

(8.1) l'eilsemble ordonn~ des ouverts de E est isomorphe ~ l'ensemble 

ordonn~ des cribles de C. 

8.4.5. Soit X un espace topologique sobre non discret. Montrer que TOP(X) 

(2.5) a des ouverts qui ne proviennent pas d'ouverts de X, i.e. d'ouverts 

de Top(X), par image inverse ~ l'aide du morphisme canonique (4.10.1) 

TOP(X) > Top(X). 

g.5. Exemples de relations de nature locale 

Pour tout objet X du topos E , on d~signe par F ~ F X le 

foncteur de localisation j~ : E -~ E/X , Y~-> YXX (5.2). 

8.5.1. Soit u: F > Gun morphisme de E. La relation en l'argument 

X E ob E, 

Ux: F X ~ G X est un monomorphisme (resp. un ~pimorphisme, resp. un 

isomorphisme) 

est une relation de nature locale. En particulier, si G est un Groupe de E, 

la relation " ~ est le groupe unit~ sur X " est de nature locale ; l'ouvert 

de E qui lui correspond est appel~ le cosupport du Groupe G. 
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8.5.2. Soient u, v: F ~G deux morphismes de E. La relation en l'argument 

X E ob E 

Ux=Vx : F x ~G x 

est une relation de nature locale. En particulier, si G est un Groupe 

de E, et u une section de G (4.3.6), la relation en X 

la section u X du Groupe G X de E/X est nulle 

est de nature locale ; l'ouvert de E qui lui correspond est appel~ le 

cosupport de la section u du Groupe G. 

Remar uq.v_e_ 8.5.3. Lorsque E=Top(X), le cosupport d'un faisceau en groupes G, 

resp. d'une section d'un tel faisceau G, n'est autre que l'ouvert de X 

compl~mentaire du support de G resp. du support de u dans la terminologie 

classique [TF]. 

8.5.4. Soit P(f) une relation en l'argument f ~ f~ C , Cun site. Lorsque 

dans C les produits fibres sont repr~sentables, on dit que la relation P(f) 

est stable par changement de base (resp. stable par descente), resp. de nature 

locale) sur le but (ou sur la base, ou "en bas") , si pour tout morphisme 

f : X ~ Y de C , la relation en l'argument Y' ~ ob C/y : 

"le morphisme f' : X' = X• ~ Y' d~duit de f par chan~ement de 

base par le morDhisme structural Y' > Y satisfait P(f') " 

est stable par changement de base, resp. stable par descente, resp. est de 

nature locale. Lorsque la topologie de E est d~finie ~ l'aide d'une pr~topo- 

logie, on dit que la relation P(f) est de nature locale sur la source (ou 

"en haut") si pour tout morphisme f : X ) Y de C et toute famille 
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(gi: Xi --'~X)iEI de Coy(X), la relation P(f) ~quivaut ~ la relation 

" P(fgi ) pour tout iEl ". Lorsque Coy(X) est formic de toutes les families 

couvrantes de C, cette condition signifie donc aussi que la relation 

en llobjet X' du site induit C/X 

P(fg), o~ g:X' ~> X est le morphisme structural 

est de nature locale. Noter que si la relation P(f) est de nature locale 

en haut, elle est afortiori de nature locale en has. 

8.5.5 Prenons par exemple C=(Sch), categoric des sch4mas E U, avec 

la topologie fid~lement plate quasi-compacte (SGA 3 IV 6.3) ou une 

topologie moins fine. Alors chacune des propri~t~s suivantes d'un mor- 

phisme est de nature locale en bas : 

surjectif, radiciel, universellement ouvert, universellement finie, 

propre, quasi-compact, quasi-compact et dominant, hom~omorphisme universel, 

s~par~, quasi-s~parg, localement de type fini, localement de presentation 

finie, de type fini, de presentation finie, un isomorphisme, un monomorphisme, 

une immersion ouverte, une immersion fermge, une immersion quasi-compacte, 

affine, quasi-affine, fini, quasi-fini, entier, plat, fid~lement plat, net, 

lisse, ~tale 

(EGA IV 2.6.4, 2.7.1 et EGA IV 17.7.1). D'autre part, munissons (Sch) de 

la pr~topologie pour laquelle, pour tout schema X ~ U, Coy(X) est forn~ 

des families de morphismes (f.:Xl i > X)iEI qui sont surjectives et telles 

que les f. soient plats et localement de pr4sentation finie. Alors chacune 
i 

des propri~t~s suivantes est de nature locale en haut : 

localement de type fini, localement de presentation finie, de type fini, 

plat, net, lesse, ~tale. 

(EGA IV 17.7.5, |7.7.7). 
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Exercice 8.6. Soit f: E -~ Fun morphisme de U-topos. Consid~rons la 

relation en l'argument X E ob F : le morphisme induit E/fa~(X ) ----> F/X 

est une ~quivalence de topos. Prouver que cette relation est de nature 

locale. 

Exercice 8.7. (Partitions dfun topos, somme de topos). Soit E un U-topos. 

Une famille (ei)iE I d'ouverts de E, i.e. de sous-objets de l'objet final 

e de E, est appel~e une partition de e (ou encore, du topos E) si le 

morphisme canonique J_L e. ~ e est un isomorphisme, i.e. (II 4.6 2)) 
iE I l 

si e est le sup des e.l et si i#j implique eiDe j = ~E ~ 

a) Montrer que pour que la famille (ei)iE I d'objets de E soit 

une partition de E~ il faut et il suffit que le foncteur 

(8.7. I) E >~E/e" 
l 

d~fini par les foncteurs de localisation E ~ E/e ~ soit une ~quivalence 
i 

de categories. 

b) Soit r~ciproquement (Ei)iE I une famille de U-topos, avec IEU. 

Prouver que E = 17- E iest un U-topos (qui sera appel~ le topos somme de 
iE I 

la famille des topos (Ei)iEl). D~finir une partition (ei)iE I de E et 

des ~quivalences de categories E/e" ~ El, de telle fa~on que les fonc- 
l 

teurs de projection E ---~ E. s'identifient auX foncteurs de localisation 
i 

E ---> E/e" . 
i 

c) Soit E le topos sormme de la famille des topos (Ei)iE I. Montrer 

que pour tout iEl le foncteur projection E --> E i est de la forme u~ , off 

(8.7.2) u.: E. '~ E 
i l 

426 



- 128 - IV 

est un morphisme de topos. Prouver que pour tout U-topos F, le foncteur 

v I ~ (voui)iE I 

(8.7.3) Homtop(E,F) --->]-~ Homtop(Ei,F) 
i 

est une Equivalence de categories. 

d) Soit (ei)iE I une partition du topos E. Pour tout morphisme 

de topos g: F ---> E, la famille (fi)iEi , avec fi=~(ei ), est une partition 

de F, et les morphismes induits gi : E/e. > F/f. permettent de r~cons- 
i l 

tituer g (~ isomorphisme unique pros), le foncteur ~ s'identifiant au 

produit cart~sien des foncteurs g~ (compte tenu des ~quivalences du 

type (8.7.1)). En conclure une description compl~te de la catEgorie 

Homtop(F,E), en termes des categories de la forme Homtop(F',Ei), o~ 

F' est un topos de la forme F/f (f sommande directe de l'objet final 

de F) et E i = E/e .. 
i 

e) En particulier, si F est connexe non vide (cf. 4.3.5) i.e. 

si pour route partition (fi)iCi de F il existe un iEI et un seul tel 

quefi # ~F' prouver que !e foncteur canonique 

(8.7.4) JJ- Homto~(F,E i) > Homtop(E) 
iEl 

d~duit des morphismes de topos (8.7.2) est une ~quivalence de categories. 

Plus particuli~rement, la famille des morphismes de topos (8.7.2) induit 

une ~quivalence de categories 

J_[ Point(E.) ~ > Point(E) 
i 

iEl 
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f) Une partie I de l'ensemble des ouverts de E est sppel~e 

une partition r~duite de E si la famille identique (ei)iE I index~e par 

Iest une partition,et si les e. sont # ~E " Montrer que la relation 
i 

de raffinement (I 4.3.2)entre partitions r~duites fait de l'ensemble P 

des partitions r~duites un ensemble ordonn~ U-petit, tel que la borne 

sup~rieure de deux ~l~ments de P existe. On trouve ainsi un syst~me 

projectif strict (Ip)pEP, qui sera consid~r~ comme un pro-ensemble et 

not~ ~ (E). On l'appelle le pro-~ du topos E. 
O O 

g) Prouver que ~ (E) pro-repr~sente le foncteur 
O 

T~--> f,f~(T) = ~(E,T E) : (U-Ens) ~ (U-Ens) 

associd au morphisme canonique f: E ----> P de E dans le topos ponctuel 

P (4.3). En particulier, pour que ce foncteur soit representable, il 

faut et il suffit que ~ (E) soit essentiellement constant, i.e. iso- 
o 

morphe (en rant que pro-ensemble) ~ un ensemble "ordinaire", qui sera 

not~ encore ~ (E). Pour que ~ (E) soit r~duit ~ un point, il faut et 
O o 

il suffit que E soit"connexe non vide". Pour que ~ (E) soit vide, il 
O 

faut et il suffit que E soit le "topos vide" (2.2). 

h) Supposons E quasi-compact, i.e. que tout recouvrement de son 

objet final e admette un sous-recouvrement fini. Montrer qu'alors ~ (E) 
O 

est un ensemble profini, et peut s'identifier par suite (moyennant l'~qui- 

valence de categories bien connue entre pro-objets de la cat~gorie des 

ensembles finis, et espaces compacts totalement discontinus) ~ un espace 

compact totalement discontinu, qu'on notera ~galement ~ (E). 
O 

i) Soit X un espace topologique, ~ (X) l'ensemble des composantes 
o 

connexes de X, consid~r~ conmm un pro-ensemble constant. D~finir un mor- 
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phisme canonique de pro-ensembles 

(8.7.5) ~ (X) ---> ~ (Top(X)) , 
o o 

ou ce qui revient au m~me, une application Canonique 

(8.7.6) ~o(X) --~ l!~o(TOp(X)) 

Montrer que le premier morphisme est un isomorphisme si et seulement si 

X est hom~omorphe ~ un espace somme d'espaces connexes (ce qui 

est le cas en particulier si X est localement connexe). 

j) Supposons que X soit un schema quasi-compact. Prouver qu'alors 

(8.7.6) est bijectif. 

k) Etablir le"earact~re fonctoriel" en X des morphismes (8.7.5) 

et (8.7.6), en pr~cisant pour cormneneer le sens de cette expression. 

i) (Comparer 7.6 i)). Montrer que les deux conditions suivantes 

sur le U-topos E sont ~quivalentes : (i) Le morphisme canonique de E dans 

le topos po~ctuel est "essentiel" (exercice 7.6 a)) i.e. le foncteur 

I ~ ~ I E de (~-Ens) dans E commute aux produits indexes par des ensembles E ~. 

(ii) Pour tout objet X de E, le topos induit E/X a un ~o(E/x) qui est 

un ensemble ordinaire, i.e. X est isomorphe ~ la somme dtune famille d'objets 

connexes de E. - On dit clots que E est un topos localement connexe 

(comparer 2.7.5). 

Exercice 8.8. (Morphismes_dominants de topos), a) Soit f: E' - > E un 

morphisme de topos. Montrer l'~quivalence des conditions suivantes : 

(i) f~(~E ') = ~E (o~ ~E,~E, d~signent les objets initiaux de 

E,E'). 
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(ii) Pour tout objet X de E qui est "non vide" i.e. non isomorphe 

~E ' ~(X) est un objet non vide de E'. 

(ii') Comlne (ii), avec X un sous-objet de l'objet final e E de E, 

i.e. X un ouvert du topos E. 

On dit alors que le morphisme f de topos est dominant. 

b) Soit f: X' ~ X une application continue d'espaees topo- 

logiques, d'o~ un morphisme de topos Top(f) : Top(X') -~ Top(X) (4.1). 

Montrer que Top(f) est dominant si et seulement si f est dominant, i.e. 

f(X') est dense dans X. 

c) Montrer que si f: E'> E est un morphisme "conservatif" de 

topos (6.4.0), i.e. tel que f~ soit fiddle, alors f est dominant. Montrer 

que la r~ciproque n'est pas n~cessairement vraie, m~me pour un morphisme 

de localisation E/U ---~ E, o~ U est un ouvert du topos E,((Montrer que dans c~ 

ce cas f n'est conservatif que si U est l'objet final de E (donc si f est 

une ~quivalence de topos), et utiliser l'exemple b).) 

d) Soit f: X' ~ X une fl~ehe dans un topos E. On dit que f 

est un morphisme dominant dans le topos E si le morphisme eorrespondant 

des topos induits E/X , ~ E/X (5.5.2 ) est dominant. Montrer que cette 

propri~t~ ne d~pend que de l'image f(X') de X' dans X, en tant qu'~l~ment 

de l'ensemble ordonn~ ouv(X) des sous-objets de X. Montrer que le mor- 

phisme E/X , ~ E/X est conservatif si et seulement si f est couvrant. 
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9" Sous-topos et recollement de topos 

9.1. Sous-topos et plon~ement de topos 

D@finition 9.1.1. 

a) Un morphisme de topos f : F---~E est appel6 u___nn plongement si le 

foncteur f : F-+ E est pleinement fiddle (i.e. si le morphisme 

d'adjonction fx fx__ + id F est un isomorphisme) 

b) On appelle sous-topos d'un topos E une sous-cat@gorie stricte- 

ment pleine E' de E qui est un topos et tel que le foncteur d'inclusion 

: E '--+ E soit de la forme i x , o_~ i : E '--~ E est un morphisme de topos 

(i.e. (3.1.1.) ~ admet un adjoint ~ ~auche i x qui est exact ~ gauche). 

Le morphisme i (qui est d6termin@ ~ isomorphisme unique pros) est alors 

appel6 le morphisme d'inclusion du sous-topos E' dans E . 

Remarauue 9.1.2. 

a) Ii est clair que le morphisme d'inclusion d'un sous-topos est 

un plongement, et qu'une sous-cat6gorie E' du topos E est un sous-topos 

si et seulement si c'est l'image essentielle d'un foncteur image directe 

fx associ@ ~ un morphisme de topos g : F--+ E qui est un plongement. 

b) Ii r@sulte aussit6t des d6finitions qu'un morphisme de topos 

f : F--+ E est un plongement si et seulement s ' il est isomorphe ~ un 

morphisme compos@ 

F -S--+ E' i~ E , 

o~ g est une @quivalence de topos et i le morphisme d'inclusion d'un 

sous-topos E' de E . Ce dernier est d@termin6 de fagon unique par les 

conditions pr6c6dentes, comme l'image essentielle de fx ' et la facto- 

risation pr@c@dente est 6galement unique ~ isomorphisme unique pr6s. 

Bien entendu, il y a lieu en pratique d'identifier, au moyen de g , F 

au sous-topos E' de E (comparer IV 3.4.1.). 

c) Une 6quivalence de topos (3.4.) u : E-~ E 1 d6finit de fagon 

6vidente une bijection entre l'ensemble des sous-topos de E et l'ensem- 

ble des sous-topos de E 1 En effet, u x 6tant une @quivalence de 
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categories, 6tablit une bijection entre l'ensemble des sous-cat@gories 

strictement pleines de E et l'ensemble des sous-cat6gories strictement 

pleines de E 1 (~ E' C E correspondant l'image essentielle E~ de 

u I E'), et on constate aussitSt que E' est un sous-topos de E si et 

seulement si E' I est un sous-topos de E 1 On peut donc, pour l'6tude 

des sous-topos, se ramener au cas o2 E est de la forme ~ , o2 C est un 

petit site. Dans ce cas, il r6sulte de II 5.5 qu'une sous-cat@gorie 

strictement pleine E' de E est un sous-topos si et seulement si le fonc- 

teur d'inclusion & : E' § E admet un adjoint ~ gauche qui est exact 

gauche (cela implique donc d6j~ que E' est un topos), et que l'ensemble 

de ces sous-topos est en correspondance biunivoque avec l'ensemble des 

topologies T' sur C qui sont plus fines que la topologie donn@e T de C, 

en associant ~ toute telle T' la sous-cat~gorie strictement pleine 

(C, T') ~ de C ~ , form@e des faisceaux pour la topologie T' . Ceci mon- 

tre en m@me temps, pour tout ~-topos E : une sous-cat@gorie stricte- 

merit pleine E' de E est un sous-topos si et seulement si le foncteur 

d'inclusion & : E' § E admet un adjoint ~ gauche qui est exact ~ gau- 

che ; l'ensemble ordonn@ ~(E) des sous-topos de E est ~-[-petit, e_[t 

toute partie de ~(E) admet une borne sup@rieure et une borne inf@- 

rieure. 

d) Si E' et E ~' sont deux sous-topos du topos E , leur intersection 

est un sous-topos de E . En effet, comme cette intersection est stric- 

tement pleine, on est ramen6 au cas o~ E est de la forme C ~ Avec les 

notations de b), E' et E" correspondent alors ~ deux topologies T' , 

T" sur C plus fines que T , et il suffit de voir qu'alors E' ~ E" est 

la cat@g0rie des faisceaux pour la t0polo~ie T"' borne sup6rieure de T' 

et de T" . Indiquons la d@monstration de ce fait (qui aurait d~ figurer 

en corollaire apr~s II 4.4 ou II 5.5 !). Soit E"' la cat~gorie des 

faisceaux pour T"' , 6videmment contenue dans E' et E" donc dans E' N E" 

Soit, pour toute sous-cat@gorie pleine D de E, t(D) la topologie la 

plus fine parmi celles pour lesquelles les 61@ments de D sont des 
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faisceaux (II 2.2). Les inclusions E"'C E'N E"C s , E" impliquent 

6videmment t(E'), t(E") 4 t(E'S E") & t(E"') , d'autre part on 

a (II 4.4.1) t(E') : T' , t(E") = T" , t(E"') : T"' , de sorte que les 

in6galit6s pr6c6dentes et la d6finition de T"' comme borne sup6rieure 

impliquent que T"' : t(E'N E"), donc E' ~ E" ~ E"' , cqfd. Plus g~n6ra- 

lement, cet argument montre que si T' est une topologie borne sup6rieure 

d'une famille quelconque de topologies (Ti) , la cat6gorie E' des fais- 

ceaux pour T' est l'intersection des cat6gories E. de faisceaux pour 
l 

les T i . On en conclut en particulier : 

Proposition 9.1.3. Soit E un topos. Alors pour toute famille de sous- 

topos (E i) is I de E l'intersection /'~ E est un sous-topos de E 
' iE I i " 

Proposition 9.1.4. Soient i : E' § E un plongement de topos, et Fun 

topos. Le foncteur 

(9.1.4.1.) f~--~ i ~ f : Homtop (F,E')---+ Homtop (F,E) 

est pleinement fiddle, et son ima6e essentielle est form6e des morphis - 

mes de topos g : F--+ E tels que l'image essentielle de g~ soit contenue 

dans celle de i 

Consid6rons en effet le diagramme commutatif 6vident 

Homtop (F,E')----+ Homtop (F,E) 

F F 
Hom (F,E') ~ Hom (F,E) , 

o~ les fl~ches verticales sont les foncteurs h ~ h , qui sont pleine- 

merit fiddles par d@finition de Homto R (IV 3.2.). D'autre part la deu- 

xi~me fl~che horizontale G~-, i G est pleinement fiddle, puisque i 

l'est, donc il en est de mSme de la premiere fl~che horizontale. Reste 

prouver la caract@risation de l'image essentielle de (9.1.4.1.). La 

n~cessit~ de la condition ~tant ~vidente par la formule (if)~ = ix fx ' 

il reste ~ prouver que si l'image essentielle de gx est contenue dans 

celle de i X , i.e. si on peut @crire gx = f i x , avec f : F § E' un 

foncteur, alors g est dans l'image essentielle de (9.1.4.1.). Ii revient 

au m~me de dire que f admet un adjoint ~ gauche qui est exact ~ droite. 
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Or il est clair que f admet g~i comme adjoint ~ gauche, et ce fomc- 

teur est exact ~ gauche, comme compos@ des foncteurs exacts ~ gauche g 

et i~ , cqfd. 

Pour une r@ciproque de 9.1.4., cf. exercice 9.1.6. 

Prenant pour Fle topos ponctuel (IV 2.2), on d@duit en particulier 

de 9.1.5. : 

Corollaire 9.1.5. S_~i f : E '---+ E est un morphisme de plongement de 

topos, le foncteur correspondant 

~.i.5.1.) Point (f) : Point (E')- ~ Point (E) 

est pleinement fiddle. 

Exercice 9.1.6. (Plon~ements de top0 set 2-m~nomorphismes). 

Soit i : E '---+ E un morphisme de topos. 

a) Si F et G sont deux topos au-dessus de E' , d@finir (avec les 

notations de 5.14 a) ) un foncteur canonique 

(9.1.6.1.) f~-~ f~ i : HomtoPE , (F, G) ---+ HomtoPE (F, G) 

b) Supposons que i, en rant que l-fl%che de la 2-cat@gorie des 

V-U-topos (3.3.2.), soit un 2-monomorphisme, i.e. tel que pour tout ~- 

topos F qui soit 616ment de V , le foncteur (9.1.4.1.) soit pleinement 

fid%le. Montrer que pour tout couple de U-topos F, G (pas n6cessaire- 

ment ~ ~ ) le foncteur (9.1.6.1.) est pleinement fid@le. 

c) Montrer que i est un plongement si et seulement si i est un 

2-monomorphisme. (Pour la suffisance, appliquer b) ~ des topos induits 

E' E' et utiliser 5.14 c)) /X' et /y, , . . 

d) Soit g : F --~ E um morphisme de topos, et supposons que le 

2 
2-produit fibr@ (5.11) F' = FXEE' existe (condition toujours v@rifi@e, 

comme l'a montr@ P. DELIGNE). Soit j : F'---~ F le morphisme de projec- 

tion. Prouver que si i est un plongement, il en est de m@me de j 

(Utiliser c), et noter que la stabilit@ de la notion de 2-monomorphisme 

par 2-changement de base est formelle). Dams le cas o~ E' est un sous- 

topos de E et i : E' ., E est le morphisme canonique d'inclusion, 

l'image essentielle de F' par j~ (qui est un sous-topos de F qui ne 
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d~pend pas de l'ind6termination dans la construction d'un produit 

2-fibr6) s'appelle le sous-topos de F image inverse par g : F --~ E d_Su 

sous-topos E' die E . 

e) Avec les notations de la fin de d), choisissons comme produit 

2-fibr6 le sous-topos de F image inverse du sous-topos E' de E . Soit X 

un objet de F . Montrer que pour que X appartienne ~ F' , il faut qu'il 

satisfasse la condition suivante : pour tout objet U de F , d6signant 

par gu : F/U--~ E le morphisme de topos induit par f, on a 

gu~ (XIU) ~ Ob E' , o~ X IU = (X x U Pr2§ est la "restriction de X 

U ". (NB : On pout noter que si i U : F/U--+ F est l'inclusion canoni- 

que, on a gu = g~ ' d'o~ ~u~(XIU) = g~(iu~(XlU)) = g~(Hom(U,X)) o~ 

Hom(U,X) est l'objet d~fini dans i0.i plus has). 

Probl~me R~ciproquement, la condition pr6c~dente sur X est-elle suffi- 

sante pour que X appartienne ~ F' ? Ii revient au m~me de demander si la 

sous-cat~gorie strictement pleine de F form6e par ces objets X est un 

sous-topos de F 

f) Soient X un objet de E , X' : in(X) , et i/x : E'/X,--§ E/X 

le morphisme de topos induit par i (5.10.1). Montrer que si i est un 

plongement, il en est de m~me de i/x (Utiliser d) et 5.11). R~cipro- 

quement, si (X)~ est une famille d'objets couvrant l'objet final, et si 

pour tout ~ , i/x ~ est un plongement, il en est de m~me de i . 

Exercice 9.1.7. (Sous-topos et ensembles multiplicatifs de fl~ches). 

a) Soient i : E'---+ E un morphisme de topos, S l'ensemble des fl%- 

ches u de E telles que i~(u) soit un isomorphisme, et consid6rons le 

foncteur canonique induit par ~ (cf. ~2~ Chap I] ou VI ) : 

(9.1.7.1.) 0 : E [s -l]--+ E, 

Montrer que iest un plongement si et seulement sile foncteur pr6- 

c6dent Pest une 6quivalence de cat6gories, et darts cecas S admet un 

calcul des fractions ~ gauche et un calcul des fractions ~ droite. 

(Utiliser ~2, Chap 1 1.3.]). Dans cecas, l'image essentielle de i~ se 

retrouve ~ partir de S comme form6e des X 60b ~ tels que pour 
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tout u : Y---+ Y' darts S Hom(u,X) : Hom (Y',X) --+ Hom (Y,X) soit bijec- 

tive. 

b) Nous supposons d@sormais que i est un plongement. Montrer que 

pour tout topos F, le foncteur 

f~--+ f~ i X : Hom (E',F) ---~ Hom (E,F) 

induit une 6quivalence entre la cat6gorie des f~ provenant de morphis- 

mes de topos f : F-- ~ E' (i.e. exacts ~ gauche et admettant un adjoint 

droite) et la cat~gorie des foncteurs g 

phismes de topos g : F ---~ E , et tels que 

en isomorphismes. 

: E --~ F provenant de mor- 

g transforme objets de S 

c) Soit S une partie de FIE , o~ E est un ~-topos. Montrer que S 

est associ~ ~ un sous-topos E' de E par le proc6d~ de a) si et seulement 

si S satisfait aux conditions suivantes : 

ST i) S contient les fl~ches inversibles, est stable par composition 

et par changement de base. 

ST 2) Si un compos~ vu est darts S, alors u ~ S si et seulement si 

yES 

ST 3) Si u : X---* Y est tel qu'il existe une famille couvrante 

Yi ---~Y ' i ~ ! , tel que u i : X i = XXyYi---+ Y i est dans S pour tout 

i ~ I , alors u C S . Montrer qu'on obtient ainsi uae correspondance 

biunivoque entre l'ensemble des sous-topos E' de E , et l'ensemble des 

parties S de FIE satisfaisant aux conditions ST i), ST 2), ST 3). 

(S ~tant donn~, lui associer une ~-topologie T' , plus fine que la topo- 

logie canonique T de E , dont les familles couvrantes (Xi---+ X)iE I sont 

celles pour lesquelles l'inclusion X'~--+ X de l'image des X iest ~ S . 

Montrer que la cat~Korie des faisceaux pour T' est ~quivalente ~ un sous- 

topos E' de E , et utiliser II 4.4. pour prouver que celui-ci redonne S. 

d) Montrer que S est connu quand on connas la pattie So de S for- 

m~e des monomorphismes. Montrer que l'application S~--~ So ~tablit une 

bijection entre l'ensemble des parties S de FIE satisfaisant les condi- 

tions ST i) ~ ST 5) de c), et l'ensemble des parties de FIE form~es de 
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monomorphismes et satisfaisant aux m@mes conditions ST i) ~ ST 3). 

e) Soit (E[)iE I une famille de sous-topos de E, et (Si)i~ I la 

famille des parties correspondantes de FIE Montrer que {-~ S satis- 
�9 i e I i 

fait aux conditions ST i) [ ST 3) de c), doric correspond A un sous-topos 

E' de E , et que ce dernier est le sous-topos engendr@ par les E i , i.e. 

la borne sup6rieure (cf. 9.1.2. c) ) des sous-topos E! 
i 

f) Soit A une pattie de FIE . Montrer qu'il existe une plus petite 

partie S de FIE parmi celles contenant Aet satisfaisant aux conditions 

ST I) ~ ST 3), et que S correspond au plus grand sous-topos E t de E tel 

que la partie multiplicative de FIE correspondante contienne S . Mon- 

trer que S est 6gale ~ la r@union des parties A n (n }0) de FIE , cons- 

truitespar r@currence de la fagon suivante : Ao : A, An+ I est form6e 

u : X ) Y qui sont d'un des trois types suivants (i) des fl%ches 

(iv) : 

(i) u est inversible, ou le compos6 de deux fl%ches de A n , ou 

d6duit par changement de base d'une fl~che de A 
n 

(ii) u est l'un des facteurs d'une fl%che compos6e dont l'autre 

facteur ainsi que le compos@ sont darts A n 

(iii) u est une somme d'une petite famille de fl%ches ~ A 
n 

(iv) Ii existe un @pimorphisme Y' > Y , tel que 

u' : X' = XXyY' ~ Y' d6duit de u par changement de base soit darts A n 

g) Avec les notations de e), soient A la r@union des S i , S la par- 

tie de FIE d6duite de A par le proc6d6 de f), et E' le sous-topos cor- 

respondant de E . Montrer que E' est l'intersection (: borne inf@rieure) 

des sous-topos E! 
i 

Exercice 9.1.7.2. (Factorisation canonique d'un morphisme de topos). 

Soit f : F. ~ E 

un morphisme de topos. Montrer qu'on peut trouver une factorisation de 

f, ~ isomorphisme pros, en 

f' E' i (9.1.7.3.) F ) ~E , 

o~ f' est conservatif (i.e. (6.4.0.) f'~ est conservatif, ou encore 
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fiddle) et oh i est un plongement, et que cette factorisation est unique 

@quivalence pros (cf. 9.1.4.). Pour ceci, introduire itensemble 

Sf C FIE des fl%ches u de E telles que f~(u) soit un isomorphisme, 

prouver que Sf satisfait aux conditions de 9.1.7. c), prendre pour E' 

le sous-topos correspondant de E , et d6finir f'~ par (9.1.7.1.), qui 

correspond ~ un morphisme de topos f' gr[ce ~ 9.1.7 b). 

b) Le sous-topos de E d@fini par le plongement i est appel@ le sous- 

topos de E image du morphisme de topos f Montrer que c'est le plus 

petit des sous-topos E 1 de E tels que f se factorise, ~ isomorphisme 

pr%s, ~ travers E 1 , i.e. (9.1.4.) le plus petit des sous-topos de E 

contenant l'image de f (ou encore, l'image essentielle de f~ ). Pour 

que f soit un plongement, il faut et il suffit que f induise une @quiva- 

lence f' de E avec son image ; pour que f soit conservatif, il faut et 

il suffit que son image soit @gale ~ E tout entier. 

c) Supposons que f : Top(fo) soit associ@ ~ une application conti- 

nue d'espaces topologiques sobres fo : Y ~ X 

(4.1.) Consid@rons la factorisation canonique de fo en 

Y f~ ~ X' : fo(Y) io ~Z , 

oq io est l'inclusion. Montrer que la factorisation canonique de f 

s'identifie alors ~ la factorisation correspondante 

Top(Y) Top(~) Top(X') ~ Top(io) Top(X) 

Soit Z le plus petit sous-espace sobre de X contenant X' = f(Y) , i.e. 

l'ensemble des points x de X tels que {~ 6h X' soit dense dams [~J .(On 

notera que Z : X' si les points de X sont ferm@s, ou si X' est une par- 

tie constructible de X suppos6 localement noeth@rien). Alors f est con- 

servatif, i.e. le sous-topos de E : Top(X) image de F : Top(Y) par 

f : Top(f o) est @gal ~ E lui-m@me, si et seulement si Z : X , i.e. si et 

seulement si f(Y) est tr%s dense (EGA IV 10.13) dams X Ceci pr@cise 

dams quelle mesure il est licite de regarder la notion de morphisme con- 

servatif de topos comme la g@n@ralisation naturelle de la notion d'appli- 

cation continue surjective d'espaces topologiques. 
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d) Soit 

y +--- y, 

X < X' 

un diagramme cart6sien d'espaces topologiques. Si Yet X' sont des espa- 

ces discrets, doric Y' discret, alors le diagramme correspondant de topos 

est 2-cart@sien (5.11). (NB. Pour un contre-exemple lorsque l'on ne 

suppose plus Y, X' discrets, Y, X' @tant des sous-espaces de l'espace 

s@par@ X, cf. 9.1.10. c)). En d@duire un exemple d'un diagramme 2-cart@- 

sien de topos 

F ~---F' 

E +----E' 

tel que f soit conservatif, mais f' non conservatif, plus pr@cis@ment 

E' : topos ponctuel, F' : topos vide (2.2). (Prendre Y tel que l'image 

de Y darts X soit tr%s dense et i X, et prendre X' r@duit ~ un point qui 

n'est pas dans l'image). 

e) Soit (Ei)iE I une famille de sous-topos d'un topos E . Prouver 

que E est le sup des E. si et seulement si la famille des morphismes de 
i 

plongement E.--~E est conservative (6.4.0). 
I 

Exercice 9.1.8. (Sous-topos et points de E . Cas des espaces topologi- 

ques). 

Soit E un topos. 

a) Soit Z une sous-cat@gorie pleine de Point(E) (ou ce qui revient 

au m@me : une partie de Ob Point (E) ). Montrer que l'ensemble S(Z) des 

fl%ches de E qui sont transform@es en bijections par les foncteurs fi- 

bre correspondants aux zE Ob Z satisfait aux conditions de 9.1.7. c), 

et d@finit donc un sous-topos E Z de E Montrer que celui-ci admet suf- 

fisamment de points, et que Zest @quivalente ~ une sous-cat@gorie 

pleine de Point(Ez) . Montrer qu'on peut obtenir pa x le proc@d@ pr@c6- 

dent tout sous-topos E' de E qui admet suffisamment de points. (Prendre 

pour Z itimage essentielle du foncteur (9.1.5.1.) ). Montrer qu'on 
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obtient une bijection entre l'ensemble des sous-topos E' de E admettant 

suffisamment de points, et un sous-ensemble de l'ensemble des sous- 

cat6gories strictement pleines Z de Point(E) qui sont stables par fac- 

teurs directs (I i0.) et par petites limites projectives filtrantes 

(cf. 7.3.). (Probl~me : Quelles sont les sous-cat6gories de Point(E) 

qu'on trouve ainsi ? C'est essentiellement, sous une autre forme, le 

probl~me d6j~ soulev6 dans 6.5.3., compte-tenu du dictionnaire 9.1.2.c). 

Noter qu'en plus des conditions n6cessaires signal6es ~ l'instant, il y 

a aussi des conditions plus subtiles sur la nature topologique de 

Point(E), genre, sobri6t6, cf. e) ). 

b) Soit (Z i) i61 une famille de sous-cat@gories pleines de 

Point(E) , et soit Z la sous-cat6gorie pleine r6union des Z i . Montrer 

que le sous-topos correspondant E Z d6fini en a) est le sous-topos de E 

engendr6 par les EZ. (Utiliser 9.1.7. e) ). En conclure que le sous- 
i 

topos de E engendr6 par une famille de sous-topos ayant suffisamment de 

points, a 6galement suffisamment de points. 

c) Soit f: E' ~E un plongement de topos. Montrer que l'applica- 

tion U ~--+f~(U) 

(9.1.8.1.) Ouv(E)---+ Ouv(E') 

est surjective, et en conclure que l'application 

(9.1.8.2.) Point(E') ~Point(E) 

induite par f sur les classes d'isomorphie de points induit un hom6o- 

morphisme de Point(E') sur un sous-espace de Point(E ) , pour les topo- 

logies d6finies dans 7.8. a). (Pour l'injectivit6, utiliser 9.1.5.). 

X une application continue, d'o~ un morphisme de d) Soit f : X' 

topos (4.1.) 

Top(f) : Top(X') ~ Top(X) 

Prouver que ce dernier est un plongement si et seulement si la topologie 

de X' est image inverse par f de celle de X (i.e., lorsque X' est un 

espace de Kolmogoroff, par exemple un espace sobre, si et seulement si 

f induit un hom6omorphisme de X' sur un sous-espace de X ). (Pour la 
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n@cessit~, utiliser c), pour la suffisance, 9.1.7.2. c) ). 

e) Soit X un espace topologique sobre, et E ~ Top(X) . Utilisant 

a) et d), @tablir un isomerphisme d'ensembles ordonn@s X'~ + EM, entre 

l'ensemble des sous-espaces sobres X' de X (i.e., lorsque X est s~par@, 

entre l'ensemble de toutes les parties de X et l'ensemble des sous- 

topos de E ayant suffisamment de points. Montrer que EX, est @quivalent 

Top(X') Si (X~) i~l est une famille de sous-espaces sobres de X , 

montrer qu'il existe un plus petit sous-espace sobre X' de X contenant 

les X! @gal ~ la r~union des X! si Iest fini ou X est s@par@, et 

que EX, est le sous-topos de E engendr@ par les EX! (Utiliser b)). 
i 

f) Donner un exemple d'un topos E de la forme Top(X) , et d'un 

sous-topos E' qui n'a pas suffisamment de points, et m@me qui est non 

vide (2.2.) sans points. (Prendre E de la forme U , E' = U ~ , o~ U est 

l'ensemble ordonn@ d@fini dans 7.4. Ou mieux, prendre l'exemple de 9.1. 

i@. b), qui montre qu'on peut prendre pour X n'importe quel espace com- 

pact non vide sans point isol@). 

Exercice 9.1.9. (Cas des topos d~finis par un ensemble ordonn@). 

a) On utilise le yoga de 7.8. b) et c), dormant un dictionnaire 

entre, d'une part les topos engendr@s par leurs ouverts et les morphis- 

mes de tels topos, d'autre part les ensembles ordonn@es ayant des Sup 

quelconques, des Inf finis et o~ le Inf de deux @l~ments est distribu- 

tif par rapport aux Sup quelconques, les morphismes entre des tels en- 

sembles ordonn@s @tant les applications croissantes commutant aux Inf 

finis et aux Sup quelconques. 

b) Soit E un topos, f ~ E' ~ E un plongement de topos. Montrer que 

pour toute famille g@n~ratrice (X i) i~l darts E , la famille (f~(Xi))iE I 

est g@n@ratrice. En d@duire que si E est engendr~ par ses ouverts, il 

en est de m@me de E' (Utiliser 9.1.8. c) ). 

c) Soit f : E' ~ E un morphisme de topos engendr~s par leurs 

ouverts, associ@ ~ un morphisme g ~ 2 --+ 2' sur les ensembles ordon- 

n@s correspondants. Montrer que fest un plongement si et seulement si 
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g est surjectif, et g est surjectif sur les graphes des relations d'or- 

dre, i.e. l'ordre de O' est quotient de celui de 

d) Soit E un topos de la forme O~ comme darts a). D6duire de b) et 

c) une correspondance biunivoque entre l'ensemble des sous-topos de E , 

et l'ensemble des relations d'6quivalence R dans ~ ayant les propri6t6s 

suivantes, analogues aux conditions ST i) ~ ST 3) de 9.1.7 c) : 

QO i) La relation Rest compatible avec les Inf finis, ou encore : 

si U, U' sont @quivalents par R, il en est de m@me de U~V et U'~ V pour 

tout V E~ 

QO 2) La relation Rest compatible aux Sup quelconques, ou encore : 

si U i est @quivalent ~ U! pour tout i61 , alors Sup U. est 6quivalent 

Sup U' 
i i 

Montrer que si des sous-topos E! de E correspondent aux relations 
l 

d'@quivalence R i , alors le sous-topos engendr6 par les E!l correspond 

la relation intersection des R. 

Exercice 9.1.10. (Intersection de sous-espaces ; nouveaux topos sans 

points ; non existence du compl@mentaire d'un sous-topos). 

Soient X un espace topologique, E : Top(X) : Ouv(X) ~ (2.1). 

a) Soit R la relation suivante sur Ouv(X) : (U, U')( R 4 > UAU' 

est dense dans U et dans U' . Montrer que Rest une relation d'@quiva- 

lence satisfaisant les conditions QO i) et QO 2) de 9.1.9. d), et d6fi- 

nit donc un sous-topos E' de E. Montrer que pour un point x6X , le point 

correspondant est darts l'image essentielle de Point (E') si et seule- 

ment six est 6pals i.e. appartient ~ l~adh@rence de l'int@rieur de 

Montrer que E' est le topos vide (2.2.) si et seulement si X est vide. 

b) Si X est sobre, montrer que la cat@gorie Point(E') est 6quiva- 

lente ~ la cat6gorie d@finie par le sous-ensemhle ordonn@ de X (pour la 

relation de sp@cialisation) d6fini par les points @pais de X Montre'r 

que si les points de X sont ferm@s (resp. si X est noeth@rien) alors 

les points @pais de X sont les points isol6s de X i.e. tel que ix) 

soit ouvert (resp. sont les points maximaux de X ). En conclure que si X 
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est un espace topologique s@par@ non vide sans ooints isol@s, alors le 

sous-topos E' de E = Too(X) est un topos non "vide" qui n'a Das de points. 

c) Soit X' une partie de X , et EX, le sous-topos de E associ@ ~ X' 

par le proc@d@ 9.1.8. a). Montrer que si X' est dense, alors EX, con- 

tient E' Montrer que si X est sobre et si X' et X" sont deux parties 

sobres de X , leur intersection X'N X" est sobre et EX, @X,,CEx, NEx, , , 

et que l'inclusion peut @tre stricte (~).(Prendre un espace s@par@ X 

non vide admettant deux parties disjointes denses X' , X" ). Montrer 

que l'inclusion pr@c@dente est une @galit@ si et seulement si le sous- 

topos EX, @ EX,, a assez de points. Montrer qu'il en est ainsi si X' 

ou X" est une partie localement ferm@e de X 

d) Soit X' une partie de X , et X" le compl@mentaire de X' . Un 

sous-topos F de E contient les ~x]pOur x~X" si et seulement si il 

contient EX,, (cf. 9.1.8. b) ). En conclure que si X" est r@union de par- 

ties localement #erm@es de X (par exemple si les points de X" sont fer- 

m6s), alors l'ensemble des sous-topos F de E dont l'intersection avec 

EX, est le sous-topos vide Top(@) ne contient un plus grand @l@ment 

(qui m@rite alors le nom de sous-topos de E compl@mentaire faible de 

EX, cf. 9.1.13.), que si EX, ~ EX,, est le sous-topos vide (condition 

qui n'est pas satisfaite si X ~ @ et si X' et X" sont tous deux denses 

dams X , X, X', X" 6tant sobres, cf. c) ). Montrer que lorsque cette 

condition est en d6faut, alors dans l'ensemble ordonn6 des sous-topos 

de E , le Inf de deux @l@ments n'est pas distributif par rapport aux 

Sup quelconques. (Le r@dacteur ignore s'il est distributif par rapport 

aux Sup finis ; cf. cependant 9.1.11.e) et 9.1.12. d) ). 

Exercice 9.1.11. (Sous-topos des topos localement noeth6riens. Cas des 

espaces noeth6riens). 

a) Soit f : E' ~E un plongement de topos. Montrer que si X est 

un objet pr6noeth@rien de E (i.e. (VI i.) route suite croissante de 

(~) Voir cependant 9.1.11. b) ci-dessous pour le cas X localement 
noeth@rien. 
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sous-objets de X est stationnaire) alors X' : f~(X) est un objet pr6- 

noeth@rien de E' (Introduisant les topos induits E~X, et E/X , et 

utilisant 9.1.6. e), se ramener d'abord au cas o~ X est l'objet final e 

de E , doric X' est l'objet final e' de E' . Noter ensuite que toute 

suite croissante de sous-objets de e' d6finit, par application de f~ , 

une suite croissante de sous-objets de f (e') : e ). En conclure que si 

E admet une familie g6n6ratrice form@e d'objets pr~noeth~riens (resp. 

si E est un topos noeth@rien, resp. localement noeth6rien (VI 2.)) alors 

E' satisfait ~ la m~me condition. (Utiliser 9.1.9. b) ). 

b) Soit E un topos localement noeth6rien (VI 2.). Montrer que tout 

sous-topos de E est de la forme E Z (9.1.8. a)), pour une sous-cat@gorie 

pleine convenable Z de Point(E) (Utiliser a) et le th@or~me de DEL1- 

GNE que tout topos ];ocalement noeth@rien admet suffisamment de points). 

En conclure que si E est de la forme Top(X) , o~ X est un espace topo- 

logique sobre localement noeth@rien, alors Z} ~E Zest un isomorphisme 

de l'ensemble ordonn6 des sous-espaces sobres de X , avec l'ensemble 

ordonn@ des sous-topos de X . (Utiliser 9.1.8. e) ). L'intersection de 

sous-espaces sobres Z. (est n6cessairement sobre et) d@finit l'inter- l 

section des sous-topos EZ. (contrairement ~ ce qui peut se passer dans 

le cas g@n@ral (9.1.10. c)). 

c) Soient X un espace sobre localement noeth@rien, X' une partie 

de X , X" son compl6mentaire. Montrer que les conditions suivantes sont 

6quivalentes : 

(i) X' est constructihle. 

(ii) X' et X" sont sobres. 

(iii) X' est sobre, et le sous-topos EX, ~ Top(X') de E = Top(X) 

admet un sous-topos "compl@mentaire" (cf. 9.1.13. e). 

(iv) L'intersection des sous-topos EX, ~ Top(X') et EX,,~Top(X") ~ E 

Top(X) est le sous-topos "vide" de E. 

Montrer que si E' et E" sont deux sous-topos de E , ils sont com- 

pl6mentaires faibles si et seulement si ils sont compl6mentaires (9.1.131 
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d) Soit X un espace sobre noeth@rien. Montrer l'@quivalence des 

conditions suivantes : 

(i) Tout sous-espace sobre X' de X est constructible, i.e. (c) ) 

son compl6mentaire est sobre. 

(i bis) Pour tout point maximal x de X , X - {x] est sobre, i.e. 

{x] est constructible. 

(ii) X est fini. 

(iii) Tout sous-topos de Top(X) admet un sous-topos compl6mentaire 

(cf. 9.1.13.). 

(iv) Dans l'ensemble ordonn6 des sous-topos de Top(X) , le Inf de 

deux @16ments est distributif par rapport aux Sup quelconques. 

(Utiliser l'argument de 9.1.10. d), grace ~ la formule d'intersec- 

tion prouv6e en b) ). 

e) Soit X un espace localement noetherien. Montrer que dans l'en- 

semble ordonn6 des sous-topos de Top(X) , le Inf de deux @l@ments est 

distributif par rapport aux Sup finis. (Se ramener au cas X sobre, et 

utiliser b) ). 

f) Pour tout sous-espace sobre Z de l'espace sobre localement 

noeth6rien X , soit T Z la topologie sur la cat@gorie Ouv(X) des ouverts 

de X pour laquelle une famille d'inclusions U.---~U est couvrante si 
l 

et seulement si on a U~Z = ~U. NZ . Montrer que Z J ~T Z 6tablit une 
i l 

bijection (renversant les relatio~ d'inclusion) entre l'ensemble des 

sous-espaces sobres Z de X , et l'ensemble des topologies sur Ouv(X) 

plus fines que la topologie canonique T X . (Utiliser b) et 9.1.2. c) ). 

g) Soit X un espace topologique sobre. Une pattie X' de X est sobre 

si et seulement si son compl@mentaire est r6union de parties localement 

ferm@es ; si X est localement noeth@rien, cela signifie aussi que X' est 

"proconstructible" (EGA IV 1.9.4). Montrer qu'il existe sur X une topo- 

logie Tcons , , de telle fagon que les parties ferm6es de 

Xcons, = (X, Tcons ,) soient les parties sobres de X . Supposons d6sor- 

mais X localement noeth@rien, Xcons , n'est doric autre que l'espace 
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X de EGA IV 9.1.13. D@duire alors de b) et c) que l'ensemble ordonn@ 
cons 

des sous-topos de Top(X) est isomorphe ~ l'ensemble ordonn@ des par- 

ties ferm@es de Xcons , et dans cette correspondance, les sous-topos 

admettant un compl@mentaire correspondent aux parties ~ la fois ouver- 

teset ferm@es de Xcons . Montrer que X est localement compact, et qu'il 

est compact si et seulement si X est noeth@rien i.e. le topos Top(E) 

est noeth@rien. 

h) Soit E un topos localement noeth@rien. Supposons qu'il ait la 

propri@t@ envisag~e dans 9.1.14. b) (condition peut-~tre to w ours rem- 

plie ... ). Montrer que les images essentielles des foncteurs canoni- 

ques Point(E') ~ Point(E) , o~ E' parcourt l'ensem~le Z des sous-topos 

de E , d@finissent darts l'ensemble X = Point(E) des classes d'isomorphie 

de points de E un ensemble de parties, qui est l'ensemble des parties 

ferm@es pour une topologie Tcons su___~r X , et qu'on obtient de cette fagon 

un isomorphisme d'ensembles ordonn@s entre l'ensemble Z des sous-topos 

de E et l'ensemble des parties ferm@es de X . En conclure que dans 
cons 

, le Sup de deux @l@ments est distributif par rapport aux Inf quel- 

conques. Montrer que Xcons , qui n'est pas n~cessairement ~-petit, a 

un espace sobre associ@ (4.2.1.) qui est ~-petit. 

Exercice 9.1.12. (Topos finis). Un topos E est dit fini s'il est @qui- 
A 

valent ~ un topos de la forme C , avec Cune cat~gorie finie. 

a) (Dictionnaire). Soit V un univers tel que UE V . Soit (Karfi- 

ness) la 2-cat@gorie d~finie comme 2-sous-cat@gorie pleine de la cat@- 

gorie (Cat) V , form@e des cat@gories 61@ments de ~ , qui sont Karoubien- 

nes et @quivalentes ~ une cat@~orie finie et (Topfin) la 2-cat@gorie 

d@finie comme la 2-sous-cat@gorie pleine de (V-U-Top) (3.3.1.) form@e 

des U-topos finis qui sont ~ . Montrer qu'on a des 2-@quivalences 

quasi-inverses l'une de l'autre : 

(9.1.12.1.) C~--~ C : (Karfiness) ~ (Topfin) 

(9.1.12.2.) E~--~Point(E) : (Topfin) + (Karfiness) 

(Utiliser 7.6. h), e) ). 

446 



148 IV 

b) Montrer qu'un topos fini est noeth@rien (VI 2). 

c) Montrer que tout sous-topos d'un topos fini E est un topos fini. 
A 

Plus pr@cis@ment, si E est 6quivalent ~ C , o~ C est une cat@gorie ka- 

roubienne finie (ou, plus g@n6ralement, @quivalente ~ une cat@gorie fi- 

nie), montrer qu'on obtient un isomorphisme ordonn@ entre l'ensemble 

des sous-topos E' de E et l'ensemble des sous-cat6gories strictement 

pleines C' de C qui sont karoubiennes (ou, ce qui revient au m@me, sta- 

bles dans C par facteurs directs), en associant ~ toute C' l'image 
A 

essentielle de f : C' ~ C , o~ f : C' ~C est le foncteur d'inclusion. 

(Utiliser 5.6. pour s'assurer que fest pleinement fiddle, et b) et 9. 

i.ii. b) pour le fait que tout sous-topos E' de E s'obtient comme indi- 

qu@). 

d) Soit E un topos fini. Construire sur l'ensemble fini X =Point(E) 

des classes d'isomorphie de points de E une topologie qui en fasse un 

espace topologique sobre, et telle que l'ensemble ordonn@ des sous-topos 

de E soit canoniquement isomorphe ~ l'ensemble des parties ferm@es de X. 

(Prendre la "topologie constructible" ~ de X , d@finie via la rela- 
cons 

tion d'ordre (x g y) 4 ~, (x est un facteur direct de y), pour laquelle 

l'adh@rence d'un point x est form@e des y tels que y ~ x ). En parti- 

culier l'ensemble ~ des sous-topos de E est fini, et le Inf y est dis- 

tributif par rapport aux Sup quelconques. 

e) Soit Cune cat6gorie 6quivalente ~ une cat@gorie finie. Montrer 

que pour route sous-cat6gorie pleine C' de C , il existe sur Cune topo- 

logie TC, pour laquelle une famille (X i ~X)i( Iest couvrante si et 

seulement si pour tout Y60b C' , la famille des applications 

Hom(Y,X i) ---~Hom(Y,X) (i~i) est surjective. Montrer que la cat@gorie 

des faisceaux sur (C,Tc,) est 6quivalente ~ C' , et que C'l ~Tc, est 

une bijection (renversant les relations d'ordre) entre l'ensemble des 

sous-cat@gories strictement pleines C' de C qui sont karoubiennes (ou, 

ce qui revient au m@me, stables dans C par facteurs directs), et l'en- 

semble des topologies (II i.i) sur la cat6gorie C . (Utiliser c) et 

447  



la9 IV 

9.1.2. c) ). En particulier, si C est un site dont la cat6gorie sous- 

jacente est 6quivalente ~ une cat6gorie finie, alors le topos C ~ est un 

topos fini. 

f) Soit f : C t ~C un foncteur de ~-cat6gories, avec C 6quivalente 

une cat6gorie finie. Montrer que le morphisme de topos f : C'---~ C 

(4.6.) est conservatif si et seulement si tout objet de C est isomorphe 

un facteur direct d'un objet dams l'image de f (Se ramener au cas o~ 

f est une inclusion f : C'a--~C , avec C' comme dans c) ). 

g) Soit C la cat@gorie ayant deux objets e (l'objet final) eta , 

et, en plus des fl~ches identiques, trois fl~ches f : a~--~e , g : e-~a~ 

p = gf (donc p2 = p ). Montrer que E = C a, en plus des sous-topos E 

et Top(@), exactement un sous-topos E' , savoir E' = ~e~ ; par suite, 

pour tout sous-topos E" de E , E" ~ Top(@) , on a E'~ E" ~ Top(~). 

Exercice 9.1.13. (Sous-topos compl6mentaires d'un topos). 

Soient E un topos, E' et E" deux sous-topos. On dit que E' et E" 

sont compl@mentaires l'un de l'autre si E' ~E" = Top(@), E'~E"=E . O~ le 

signe V d@signe le Sup dans l'ensemble ordonn@ des sous-topos de E ). 

On supposera que dams l'ensemble Z des sous-topos de E , le Inf de 

deux 616ments est distributif par rapport au Sup fini. 

a) Si E' et E" sont compl@mentaires, E" est le plus grand parmi les 

" : Top(@) (i.e E" est un compl@mentaire " de tels que E' ~ E 1 sous-topos E 1 

faible de E' , dams la terminologie de 9.1.10. d) ). 

b) Montrer que les conditions suivantes sur E sont @quivalentes : 

(i) Si E' et E" sont deux sous-topos de E tels que E" soit un com- 

pl@mentaire faible de E' , alors E" est un compl@mentaire de E' 

(ii) Pour tout sous-topos E' de E tel que E' ~ E , il existe un 

sous-topos E" de E tel que E" ~ Top(@) et E'~ E" : Top(@) 

(i bis) Si E' et E" sont deux sous-topos de E tels que E" soit ma- 

" : Top(@) alors ximal dans l'ensemble des sous-topos E~' tels que E'~ E 1 

E" est un compl@mentaire de E . 

Montrer que m@me si E est un topos fini (9.1.12.), 
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ces conditions ne sont pas n~cessairement v6rifi6es (9.1.12. g) ). Elles 

le sont cependant si E est de la forme Top(X) , X un espace localement 

noeth@rien. (Utiliser 9.1.11. b) ). 

c) Un sous-topos E' de E est appel@ compl6ment@ s'il admet un com- 

pl~mentaire (comparer 9.1.12. c) ). Prouver que l'ensemble des sous- 

topos compl@ment6s est stable par Infet Sup finis, et par compl@menta- 

rit6, et que cette derni~re transforme Inf et Sup, Sup en Inf. 

d) Enoncer les duals des observations a), b), c) (qui 6taient en 

fait des ~nonc@s g6n6rau• triviau• sur un ensemble ordonn~ abstrait~; 

rioter que l'hypoth~se faite sur ~ est en fait autoduale). 

9.1.14. Questions ouvertes. Soit E un topos. 

a) Dans l'ensemble des sous-topos de E , le Inf de deux 61~ments 

est-il distributif par rapport au• sup finis ? 

b) Soient E' , E" deux sous-topos de E tels que E = E' V E" . Alors 

est-il vrai que tout point de E est isomorphe ~ l'image d'un point de 

E' ou d'un point de E" 9 

On notera que si la r~ponse ~ b) est affirmative pour E et tous ses 

sous-topos, alors la r@ponse ~ a) est affirmative du moins pour le cas 

de sous-topos ayant suffisamment de points (donc pour tousles sous- 

topos, si E est localement noeth6rien (9.1.11. b) ). La r6ponse ~ a)(et, 

fortiori ~ b) ), n'est pas eonnue cependant pour tousles topos noe- 

th@riens. Cependant la r~ponse ~ a) et b) est affirmative si E est de la 

forme Top(X) , X est espace localement noeth@rien (9.1.11.), ou si E est 

un topos fini (9.1.12.). 

On notera que a) peut se reformuler sous la forme suivante (appli- 

qu6e ~ tousles sous-topos F de E ) : 

a') Si E' et E" sont deux sous-topos d'un topos F , tels que le 

morphisme canonique (cf. 8.7. b) ) 

(9.1.14.1.) E' ~ E"---~F 

soit conservatif (ce qui signifie aussi E = E'V E" (9.1.7.2. e) ), alors 

il en est de m@me pour le morphisme d@duit par 2-changement de base 
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FI~--~F , oh F Iest un sous-topos de F 

On a une reformulation analogue b') de b), en prenant un change- 

ment de base FI---~F par un topos ponctuel F I (2.2.). On volt donc qu' 

une r6ponse affirmative ~ a), b) r6sulterait d'une r6ponse affirmative 

la question suivante (o~ on prend pour F n'importe quel sous-topos de 

E): 

c) Si E' et E" sont deux sous-topos du topos F , dont le sup soit 

F i.e. tel que le morphisme de topos (9.1.14.1.) soit conservatif, alors 

ce morphisme est-il m@me universellement conservatif, i.e. reste-t-il 

conservatif apr~s tout 2-changement de base FI ~ F  o 

Cet 6nonc@ a un sens, grace au r@sultat de DELIGNE ( ) affir- 

mant l'existence des 2-produits-fibr6s de topos. Voir cependant l'exem- 

ple 9.1.7.2. d). 

D'autre part, on volt par 9.1.11. h) qu'une r@ponse affirmative 

b) fournirait dans le cas localement noeth@rien une r@ponse affirmative 

la question suivante : 

d) Dans l'ensemble ordonn6 Z des sous-topos de E , le Sup de deux 

616ments est-il distributif par rapport aux Inf quelconques (pas n~ces- 

sairement finis) ? 

Cela signifie aussi que Z s'interpr@te comme l'ensemble ordonn@ 

des "sous-topos ferm@s" d'un topos convenable Econs, (savoir ~o~ , o~ 

l'ensemble ordonn6 oppos6 Z~ de Z , consid@r@ comme une cat6gorie, 

est munie de sa topologie canonique, cf. 7.8.b) ), qui est engendr@ par 

les sous-objets de l'objet final, donc est tr~s proche d'un espace topo- 

logique ordinaire. Ii resterait ~ @tudier ce topos Econs, , en s'inspi- 

rant des exemples 9.1.11. g) et 9.1.12. d), et notamment ~ d@terminer 

s'il est noeth@rien si E l'est, ce qui revient ~ la question suivante 

pour les sous-topos F de E, qui a un sens ind@pendamment de d) : 

e) Soient Fun topos noeth6rien, (El) i6 1 une famille de sous- 

topos de E dont l'intersection soit Top(~) . Alors existe-t-il une sous- 

famille finie ayant la m@me propri6t6 ? 

Darts un ordre d'id6es assez diff@rent, raopelons 6galement la 
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question soulev~e dans (9.1.6 e)), qui m~riterait d'etre ~claircie. 

9.2. Cas des sous-topos ouverts. 

(9.2.1) Soit U un ouvert d'un topos E , i.e. un sous objet de l'objet 

final e de E (8.3). Consid~rons le morphisme de localisation (5.2) 

( 9 . 2 . 2 )  j : E/U �9 U 

Comme U �9 e est ici un monomorphisme, le foncteur j! (qui s'interpr6te 

comme le foncteur oubli) est pleinement fid61e, donc son biadjoint j~ 

l'est 6galement (1.5.7 a)). En d'autres termes, le morphisme de locali- 

sation j (9.2.2) associ6 ~ un ouvert U du topos E est un plongement 

d_e topos (9.1.1 a)). 

Un plongement de topos F--~E est appel6 un plongement ouvert s'il est 

isomorphe au plongement de topos d6fini par un ouvert U de E. Un sous- 

topos E' (9.1.1. b)) de E est appel6 un sous-topos ouvert s'il est 

d6fini ~ l'aide d'un ouvert de E, i.e. si le morphisme d'inclusion 

canonique E' ) E est un plongement ouvert. On notera que l'ouvert U de 

E ass~ci6 ~ un piongement ouvert de topos j: E'---~ E est d6termin6 de 

fagon unique comme 6gal au sous-objet j!(e') de e, o~ e' d6signe l'objet 

final de E' Par suite, on trouve une correspondance biunivoque entre 

ouverts U de E et sous-topos ouverts de E. 

Remarque 9.2.3. Conform~ment aux d~finitions pr~c~dentes, le sous-topos 

ouvert de E associ6 [ l'ouvert U de E est la sous-cat6gorie strictement 

pleine de E image essentielle du foncteur image direete 

J~: E / U - - * E  

On se  g a r d e r a  de c o n f o n d r e  c e t t e  s o u s - c a t ~ g o r i e  de E a v e c  l a  s o u s - c a t ~  

g o r i e  s t r i c t e m e n t  p l e i n e ,  i m a g e  e s s e n t i e l l e  de j !  , f o r m ~ e  d e s  o b j e t s  

X de E t e l s  que  l e  m o r p h i s m e  s t r u c t u r a l  X - - ~ e  se  f a c t o r i s e  p a r  U. 11 e s t  

c l a i r  c e p e n d a n t  que  c e s  d e u x  s o u s - c a t ~ g o r i e s  se  d ~ t e r m i n e n t  m u t u e l l e m e n t ,  

e t  q u ' e l l e s  s o n t  c a n o n i q u e m e n t  ~ q u i v a l e n t e s .  C ' e s t  p o u r q u o i  c e r t a i n s  

auteurs ont pu ~tre tent~s d'appeler (voire, ont pu appeler) "sous-topos 

ouvert d6fini par U" la sous-cat6gorie strictement pleine image essen- 

tielle de j! , dont la description en termes de U est plus simple que 
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celle de l'image essentielle de j~ . Cette terminologie ne pr@sente pas 

d'ineonvTnient rant qu'on ne se propose pas d'Ttudier d'autres sortes 

de sous-topos que des sous-topo~s ouverts. Comme ce n'est pas notre cas, 

nous ne suivrons pas ici les auteurs sus-mentionnTs. 

Pour la commodit6 du lecteur, nous allons r@sumer les propri@t@s 

spTciales les plus importantes des olongements ouverts : 

Proposition 9.2.4. Soit 

J:I4 ~ E 

un plongement ouvert de topos (9.2.1). Alors le foncteur j! adjoint 

gauche de j~ existe, de sorte qu'on a une suite de trois foncteurs ad- 

joints 

J! ,J~: 
J~ 

De plus : 

a) Le foncteur j! et le foncteur j~ s_ont pleinement fiddles. 

b) Le foncteur j! commute aux oroduits fibr@s, aux produits index@s 

par des petits ensembles I ~ @ , et aux limites projectives relatives 

de petites cat@gories d'indices co-filtrantes (1.2.7). 

c) Pour tout objet X de E, le morphisme d'adjonction 

j ! j~ (x)--~ x 

est un monomorphisme. 

D@monstration. On peut supposer que jest le morphisme de localisa- 

tion dTfini par un ouvert U de E. Alors a) est mis pour mTmoire, b) pro- 

vient de l'interpr@tation de j! comme un foncteur oubli et du fait que 

U--~ e est un monomorphisme. Enfin c) est immTdiat en notant que le mor- 

phisme envisag@ n'est autre que le morphisme d@duit de l'inclusion 

U--~e par le changement de base X-~e, compte tenu que par chan~ement de 

base un monomorphisme est transform@ en monomorohisme. 

Remarques 9.2.4.1 On peut trouver des plongements de topos j:E' ~ E 

tels que j! existe, mais que j! ne commute pas aux produits de deux 

objets, ni aux limites projectives cofiltrantes (exercice 9.5.9 c)). 
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9.2.5. Soit maintenant 

8: E'--~ E 

un morphisme de topos quelconque, et soit U' = g~ (U) l'image inverse 

de l'ouvert U de E. On a vu darts 5.11 que le diagramme de topos 

E'/U' ] ' ~E' 

I I 
E/U ,J ~ 

est 2-eart~sien. On en conclut en particulier que l'image inverse par 

d'un sous-topos ouvert de E (c~. 9.1.6 d))est un sous-topos ouvert 

de E', ou ce qui revient au m~me, que la notion de plongement ouvert 

de topos (9.2.1) est stable par 2-changements de base dans la 2-cat~ 

gorie des ~-topos (~l~ments d'un univers donn~ Z). 

Notons aussi que pour que le morphisme de topos g: E'---,E se facto- 

rise, ~ isomorphisme pros, ~ar j: E/U ~E, il faut et il suffit ~videm- 

ment que j' : E'/U,--~E' soit une ~quivalence de categories, ce qui 

signifie encore que l'inclusion U'~ ~e' (=objet final de E') est un 

isomorphisme. Ceci precise donc 9.1.4 , en caract~risant de fagon simple 

l'image essentielle du foncteur envisag~ darts loc. cit. 

9.2.6. ApDliquons 9.2.5 au cas o~ E' est de la forme E/V ,o~ Vest un 

deuxi~me ouvert de E, g ~tant le morphisme de localisation. Alors 

U' = U~V , et on trouve que le produit 2-cart~sien de E/U et E/V sur 

E s'identifie ~ E/U ~ V On en conclut ~'une intersection finie de sous- 

topos ouverts dee E est un sous-topos ouvert d~e E, plus pr~cis~ment 

l'application (9.2.6.1) 

Up ~sous-topos de E d~fini par U 

commute aux intersections finies. 

Exercice 9.2.7. Prouver que l'application (9.2.6.~) commute ~galement 

aux Sup quelconques. (Utiliser 9.1.7.2 e)). 
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Construction du sous-topos ferm@ com~l@mentaire d'un sous-topos 

ouvert. 

9.3.~ So~nt T un esoace topologique, et U un ouvert de T , de sorte 

que Top(U) s'identifie ~ un sous-topos ouvert de Top(T ) (notations de 

2.1). Soit Y le sous-espace topologique ferm~ de T compl@mentaire de U . 

On peut alors, (~ @quivalenee pros) consid@rer Top(Y) comme un sous- 

topos de Top (T), savoir le sous-topos form@ des objets F de Top(T ) 

dont la restriction ~ U est le topos final de U. Cette description d'une 

sous-cat@gorie de E=Top(Y ) garde un sens chaque fois qu'on a un topos 

et un ouvert U de celui-ci, et on verra qu'elle fournit toujours un 

sous-topos de E. De plus, il est imm@diat dans le cas particulier en- 

visag@ d'abord (et avec la terminologie introduite dans l'exercice 

9.1.13) que Top(Y) et Top(U) sont des sous-topos compl@mentaires l'un 

de l'autre (utiliser 9.2.5 et 9.1.7.2 e)). Ii en sera encore de m@me 

dans le cas g~n~ral, et nous verrons que cette propri@t@ caract@rise 

de fagon unique le sous-topos envisag@. Ii m@rite donc ~ tow points 

de vue, le nom de sous-tonos ferm~ compl@mentaire de l'ouvert envisag~ U 

ou du sous-topos ouvert d@fini par U. Le detail de la construction de 

ce topos ~ , et du foncteur image inverse i ~ : E--~ , sera donn@ dans 

la pr@sente section, tandis que la section 9.4 en d~veloppera les 

premieres propri@t~s. 

9.3.2. Soient donc, comme 9.2.1 , E un topos, U un ouvert de E, et 

consid~rons le morphisme de localisation 

(9.3.2.1) j :~= E/U--~E , 

qui est un plongement ouvert. 

Pour tout objet X de E, posons 

=UI--IX (9.3.2.2) ~C u UxX ' 

o~ l'amalgamation est faite pour les projections canoniques 

Prl: UxX--~U , pr 2 : UxX--~X 

On a donc un diagramme cocart@sien (~ i0) dans E, d@pendant fonctoriel- 
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lement de X: 

(9.3.2.3) Pr I 

Pr 2 
UxX X 

XCU 

On notera que dans l'exemple envisa~@ dans 9.3.1 , X~U est canonique- 

merit isomorphe ~ ilia(X) (o~ i: Y__,T est l'inclusion), et 

s'identifie au morphisme d'adjonction. 

Proposition 9.3.3. Avec les notations pr@c@dentes, on ace qui suit : 

a) Po_.ur tout objet X d_ee E, les conditions suivantes sont @quivalen- 

tes : 

i) Ii existe un objet Y de E et un isomorphisme X~Y~ 
- -  U �9 

ii) Le morphisme canonique X~__~Xcu est un isomorphisme. 

iii) Le morDhisme canonique Pr2:XxU__,U est un isomorphisme (i.e. 

j~ (X) est un objet final de E/U). 

b) Pour tout morphisme 

m: E__~X' 

dans E, les conditions suivantes sont 6quivalentes : 

(i') Le diasramme 

X 

X~u 

e s t  c a r t 6 s i e n .  

( i i ' )  Le morphisme m x i ~  : XxU 

j ~  (m) e s t  un i s o m o r p h i s m e .  

c) l e  f o n c t e u r  

X--~Xcu 

~X' 

X'CU 

~X'xU est un isomorphisme, L e. 

d_~e E dans E est exact ~ sauche, transforme les familles @pimorphiques en 

familles ~pimorphiques, commute aux limites inductives filtrantes 
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et aux sommes amalgam@es. 

D@monstration. On d@montre d'abord la proposition dans le cas o~ E est 

de la forme C, o~ C est une petite cat@gorie, et pour cela on est rame- 

n@ par 1.3.1 au cas o~ E est le topos "ponctuel" (Ens), o~ la proposi- 

tion est @vidente. On passe de i~ au cas g@n@ral par les proc@d@s stan- 

dard de II 4, par utilisation du foncteur "faisceau associ@" 

Proposition 9.3.4 : Avec les notations de 9.3.2 , la sous-cat@gorie 

strictement pleine~de E d@finie par les sous-objets X d_ee E tels que 

j~(X) soit un objet final de~ (cf. 9.3.3 a)) est un sous-topos de 

E , i.e. (9.1.1. )) c'est un topos, et le foncteur d'inclusion i :~__~ E 

est le foncteur image directe par un morphisme de topos i : ~ ~ E, dont 

le foncteur image r@ciproque est le foncteur Xt ~ i~X= X~U . Le morphismc 

d'adjonction X--~i~i X est le morphisme canonique X-~X~u de (9.3.2.3) 

D@monstration : Pour tout objet X de E, d@signons par u(X)le morphisme 

canonique X~Xcu. Le morphisme u(X) est fonctoriel en X et pour tout 

objet X , u(Xcu ) est un isomorphisme. Ii r@sulte alors formellement et 

trivialement de ces deux propri@t@s que le foncteur i~est adjoint ~ gauch 

au foncteur i et que le morphisme d'adjonction est u(X). Comme le 

foncteur X---~X~u est exact ~ gauche, le foncteur i ~ est exact ~ gauche. 

Ii r@sul~ alors de II 5.5 que ~est un topos, et de la d@finition 3.1 

que le couple (i ~ , i ) est un morphisme de topos. 

9.3.5. Le sous-topos~de E d@crit darts 9.3.4 est appel@ le sous-topos 

ferm@ de E compl@mentaire de l'ouvert U d_~e E, ou (au choix) du sous- 

topos ouvert de E correspondant ~ U. Conform@ment ~ 9.1.1 b), le mor- 

phisme i:~ ~ E construit dans 9.3.4. est appel@ le morphisme d'inclu- 

sion. Une sous-cat@gorie pleine ~ de E est appel@ un sous-topos ferm@ 

de E s'il existe un ouvert U de E tel que ~ soit le sous-topos ferm@ 

compl@mentaire de U. On notera que cet U est d@termin@ de fagon unique 

comme i~(~), oq @~ est l'objet initial de ~ , @gal ~ i~(@E ) ; on 

l'appelle aussi l'ouvert de E c ompl@mentaire du sous-topos ferm@ 
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et le sous-topos de E d@fini par U s'appelle aussi le sous-topos ouvert 

de E compl@mentaire de~ . Enfin, un plon~ement de topos (9.1.1 a)) 

i: ~--*E est dit plon~ement ferm@ si le sous-topos correspondant de E est 

ferm@. 

Si Gest un Groupe sur E , s ~ Hom(eE,G ) , on appelle support de G 

(resp. de S) le sous-topos ferm6 de E compl@mentaire de l'ouvert 

cosupport de G (resp. s) (8.5.1, 8.5.2). 

9.3.6. Avec les notations de 9.3.2. et 9.3.4. on trouve donc deux 

morphismesde topos 

( 9 . 3 . 6 . 1 )  9 /  J , E ~ i ~ ,  

d@finissant cinq foncteurs formant deux suites de foncteurs adjoints 

j! , j~ , j~) et (i X , i ) : 

9.3.6.2) ~ #j~ > z (~ 
E j, 

_j~ ~ < i~ 

Le fonct eur 

9.3.6.3) ~ =i~ji: eLL --~ 

est appel6 le foncteur de recollement relatif ~ l'ouvert U de E ; plus 

g@n6ralement si~et~sont deux topos quelconques, un foncteur ~ : ~  

est appel@ foncteur je recollement s'il est exact ~ gauche et accessible 

(I.9.2) , ouce qui revient au m@me (1.8 ), s'il admet un pro-adjoint. 

Les raisons de cette terminologie vent appara[tre dans 9.4.1 d) et 

9.5.4. ci-dessous. 

9.4 ~remi~res propri@t@s du sous-topos ferm@~et de i:~---~E 

Proposition 9.4.1. Les notations sent celles de 9.3.2 e__t_t 9.3.4. 

a) Le foneteur i~:~ ~ E transforme les familles 6pimorphiques en 

familles 6pimorphiques. Ii commute ~ la formation des sommes amalgam@es 

et des limites inductives filtrantes. 

b) Pour tout objet X d_~e E tel que le morphisme de projection 

UxX ~ U soit un 6oimorphisme, le morphisme d'adjonction X--~i~X 

est un 6pimorphisme. 
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c) Le couple de foncteurs (i ~, j~) de E dans~e_ttq]respectivement 

est conservatif (I 6.1) i.e. un morphisme m de E est un isomorphisme 

si et seulement si i~(m) e__t_t j~(m).sont des isomorphismes (ceci 6quivaut 

dire que le couple de foncteurs (i ~ j~) est fid%le (6.4 0)) 

d) Le foncteur de recollement ~ :i~j~ :~--~ est un foncteur 

exact ~ gauche e_~t accessible (I 9.2), ou ce_~ui revient au m%me (I 8. ) 

il admet un pro-adjoint ~-- : Pro~--4 Pro~ 

D6monstration : a) r6sulte le 9.3.3 c). Pour d6montrer b) il suffit de 

se reporter ~ la d6finition (9.3.2.2) de X~U compte-tenu de ce que 

ili~X:X~u (9.3.4). L'assertion e) r6sulte de 9.3.3 b). Les foncteurs 

i I r j~ sont exacts ~ gauche et par suite~ est exact ~ gauche. Le fonc- 

teur j~ est un foncteur image directe par un morphisme de topos et par 

suite il est accessible (I 9.5;on note qu'un topos est une cat6gorie 

accessible (I 9.11.3)). Comme le foncteur i ~ commute aux limites induc- 

tives (c'est un foncteur image r6ciproque), le foncteur ~ compos6 de 

deux foncteurs accessibles est accessible. 

P~oposition 9.4.2. Soit E' un topos. Alors le foncteur h, ~ h : 

Homtop(E' ,~ )~Homtop(E', E) 

est pleinement fiddle, et son image essentielle est form6edes morphis- 

mes de topos g:E'~E tels qu e g~(U) soit un objet initial ~, de E' 

Par 9.1.4 , on sait que le foncteur envisag6 est pleinement fiddle 

et que g est dans ~n image essentielle si et seulement si pour tout 

objet X' de E' , l'objet g~(X') de E appartient ~ i~. au'on a 

(x) jl(g~(X'))~e~pour tout X'~ Ob E' 

Or, posons U':g~(U), et consid6rons le diagramme de topos 

i 
E / U  ~ E ; 
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il est clair qu'on a un isomorphisme canonique 

" ~ ( ~ x ,  ) ~ -  gu~( '~ ' j ) j (x)) , 

d'autre part il est imm@diat aussi que le foncteur j'~ est essentiel- 

lement surjectif, donc la condition (~) @quivaut ~ la condition 

(x~) gul (Y')'~'~ e~ pour tout Y' ~ Ob E'/U.. 

Utilisant la propri@t@ d'adjonction de gu~ et gu ~ , on voit aussit6t 

que cela signifie que g~ (Y) est un objet initial de E'/U , pour tout 

objet Y de E/u, ou encore (utilisant que l'objet initial de E'/U , est 

strict (II 4.5) qu'il en est ainsi pour y=e~[, objet final de~[.Mais 

cela signifie aussi que l'objet final U' de E'/U , est initial,ou, ce 

qui revient manifestement au m@me, si et seulement si U'est un objet 

initial @E~ de E', cqfd. 

Corollaire 9.4.3 Soient g : E' ~E un morphisme de topos U' : g~(U), 

4' 
~':E'/u, et le sous-topos ferm6 de E' compl6mentaire de l'ouvert U' 

enfin i'.'~E' le morphisme d'inclusion. Alors le morphisme de topos 

goi':~ > E se factorise ~ isomorphisme pros en un morphisme de topos 

g~ :~'-_~ ~, et le diagramme de topos correspondant 

S" i" ~. 

i E ~ 

est 2-cart~sien (cf.5.11). 

R~sulte formellement de 9.4.2. et des d~finitions. 

Avec la terminologie introduite dans 9.1.6 d), on peut donc dire, 

en particulier, que l'image inverse par un morphisme de topos g: E' ~E 

d'un sous-topos ferm~ de E est un sous-topos ferm~ ~' de E' (savoir 

le sous-topos ferm~ compl~mentaire de l'ouvert U'=g~(U), o~ U est 

l'ouvert de E compl~mentaire de .~). 

Corollaire 9.4.4 Soient E un toDos,~[un sous-topos ouvert de E,~ 

le sous-topos ferm~ compl~mentaire. 
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a) On a 

o~ le si@ne V d6si~ne le Sup dans l'ensemble de tousles sous-topos 

d_e_e E (9.1.2 o)). (Avee la terminolo@ie introduite dans 9.1.15 ,%[e_~t~ 

sent des sous-topos de E eompl6mentaires l'un de l'autre). 

b)~ (resp.~) est le plus-@rand parmi les sous-topos E' de E tels 

due l'on ait E'A~'~ Top(~) (resp. ~.s E' ~ Top(~)). 

D6monstration. a) is premiere relation revient ~ dire que si E' est un 

topos et g:E' �9 E est un morphisme de topos qui se factorise ~ isomorphis 

me pr6s par~et par~, alors E'~__Top(~) ; or en vertu de 9.2.5 et 9.4.2, 

l'hypoth~se signifie que g~(U) est ~ la fois un objet initial et un 

objet final de E' , d'o~ la conclusion. Pourla deuxi6me relation, on 

note que par 9.1.7.2 e) elle 6quivaut ~ 9.4.1 c). 

b) Supposons que E ' ~  Top(~) ; en vertu de 9.4.3 E'S~ est 6quiva- 

lent au sous-topos de E' eompl6mentaire de g~(U) , o~ g:E'---~E est le 

morphisme d'inclusion, done la condition envisag6e signifie que 

U'=g~(U) est un objet final de E' , i.e. (9.2.5) que E'~ . Supposons 

que~E'~ Top(~) ; en vertu de 5.11~nE' est 6quivalent ~ E' 
/U' ' 

donc la condition envisag6e signifie que U' est objet initial de E' , 

i.e. (9.4.2) que E'~. 

Corollaire 9.4.5 Soit (~)iel une famille de sous-topos ferm6s du 

tones E, et pour tout i~l soit U i l'ouvert de E compl6mentaire de ~. 

Alors le sous-topos de E intersection de ~i (9.1.3) est un sous-topos 

ferm6, dent l'ouvert compl6mentaire est U:S~p U i 

Cela r@sulte formellement de la propri6t@ universelle de l'intersec- 

tion comme 2-produit et de 9.4.2 , compte tenu que pour un morphisme 

de topos g:E' ~E, g~(U):S~p g~(U i) est un objet initial si et seu- 

lement si les g~(U i) le sent. 

On prouve de fagon analogue : 

Corollaire 9.4.6. Avec les notations de 9.4.5 supposons I fini. Alors 
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le sous-topos de E borne sup6rieure de (9.1.2 c)) est un sous-topos 

ferm6 de E, dont l'ouvert compl6mentaire est 6gal ~EhU i 

Exercice 9.4.7. (Recollement de sous-topos). Soit E un topos. 

a) Soient E' un sous-topos de E, (Si)i~ I une famille d'objets de E 

recouvrant l'objet final, et pour tout is soit S! l'image inversede S. 
i i 

dans E ~ et E TM E'/S ~ ' i-- le sous-topos de Ei:E/s image inverse bar le 
i • 

morphisme de localisation E.--~E du sous-topos E' de E (9.1.6 d) et 
l 

5.11). Montrer que pour un objet X de E, X appartient ~ E' si et seu- 

lement si pour tout iel, l'image inverse XIS i de X darts E i appartient 

E! 
i 

b) Supposons que E soit de la forme C ~, oh C est un U-site. Montrer 

que le pr6faisceau sur 'C 

E 7 S~-~ensemble des sous-topos du topos (C/s ~(S) 

est un faisecau. E 6tant de nouveau quelconque, en conclure qu'il exis- 

te un 616merit de E qui repr6sente le foncteur 

S~-~ ensemble des sous-topos du topos E/S ; 

c) Avec les notations de a), montrer que pour que le sous-topos E' 

de E soit un sous-topos ouvert (resp. un sous-topos ferm6), il faut et 

il suffit quepour tout i~l, il en soit de m%me du sous-topos induit 

E! de E. 
I i 

Exercice 9.4.8. (Int6rieur, ext6rieur, adh6re~e et fronti6re d'un sous- 

_topos.) Soient E un topos, E' un sous-topos, i: E'--~E le morphisme 

d'inclusion. 

a) Montrer que i~(@E,) est le plus grand ouvert U de E tel que l'on 

ait E'lq~Top(@), OU~est le sous-topos ouvert de E d6fini par U . On 

appelera cet U, ou~;l'ext6rieur du sous-topos E' de E, et le sous- 

topos ferm6 de E compl6mentaire de U l'adh6re~ede E'. 

b) Montrer qu'il existe un plus grand ouvert V de E tel que le sQus- 

topos ouvert correspondant~de E soit contenu darts E'. (Utiliser 9.2.7.) 

appelera ce V, ou~ l'int6rieur du sous-topos E' de E. Les ouverts On 

U et V de E sont disjoints (U~V : @E ) ; le sous-topos ferm6 de E comp16- 
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mentaire de Sup(U,V)=~ s'appele la fronti~re du sous-topos E' de E. 

c) Pour que E' soit un sous-topos ouvert (resp. ferm@) de E, il faut 

et il suffit qu'il soit @gal ~ son int~rieur (resp. qu'il soit ~gal 

son adh@rence). Pour que la fronti~re de E' soit vide, il faut et il 

suffit que E' soit un sous-topos ouvert et ferm@ de E, ou encore, qu'il 

soit le sous-topos ouvert de E d~fini par un ouvert V de E qui soit 

sommande direct de i'objet final e,i.e, tel qu'il existe un sous-objet 

V de e avec e~U~V. Pour que l'ext@rieur de E' soit "vide" i.e. pour 

que l'adh~rence soit ~gale ~ E, il faut et il suffit que i: E'--~E soit 

dominant (8.8). 

d) Soient Sun objet de E, F=E/S le topos induit, F~F/S , le sous- 

topos de F induit par le sous-topos E' de E. Montrer que l'ext@rieur 

(resp. l'adh@rence, resp. l'int~rieur, resp. la fronti~re) de F' est 

induit par l'ext@rieur (resp .... ) de E'. 

Exercice 9.4.9. (Sous-topos localement ferm~s d'un topos.) Un sous- 

topos F d'un topos E est dit sous-topos localement ferm~ de E s'il est 

une intersection d'un sous-topos ouvert et d'un sous-topos ferm@. 

a) Prouver que l'intersection d'une famille finie de sous-topos lo- 

calement ferm~s de E est localement ferm@. Si g: E'--~E est un morphisme 

de topos, prouver que l'image inverse (9.1.6 d)) d'un sous-topos loca- 

lement ferm@ de E est un sous-topos localement ferm~ de E' 

b) Soient K un espace topologique, et E=Top(X). Pour toute partie 

X' de X, consid@rons le sous-topos T(X') de E image essentielle de 

Top(X') darts Top(X). Montrer que si X' est une partie localement ferm~e, 

T(X')est un sous-topos localement ferm@ de E, la r@ciproque @tant vraie 

si on suppose de plus X et X' sobres. Prouver que X'~-~T(K') @tablit 

un isomorphisme d'ensembles ordonn@s entre l'ensemble des parties loca- 

lement ferm~es X' de X et l'ensemble des sous-topos localement ferm@s 

de E. 

c) Soit Fun sous-topos de E. Montrer que tout sous-topos ouvert de 
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F est induit par un sous-topos ouvert de E. (Utiliser 9.1.8 c)). 

Montrer que F est un sous-topos localement ferm~ deE si et seulement si 

c'est un sous-topos ouvert de son adherence (9.4.8 a)). En eonclure, 

en utilisant 9.4.8 d), que la propri~t~ pour F d'$tre un sous-topos loca- 

lement ferm~ de E est une propri~t~ locale sur E. 

d) Soit Fun sous-topos localement ferm~ de E. Montrer que parmi toutes 

les fagons d'~crire F comme un intersection d'un sous-topos ouvert~ et 

d'un sous-topos ~erm~de E, il en est une avec~ le plus grand possible, 

et~le plus petit possible. (Prendre~ = adherence de F, eta= plus 

grand sous-topos ouvert induisant sur~ le sous-topos F.) Compatibilit~ 

de la formation de~, ~ avec la localisation sur E. 

Exercice 9.4.10. D~velopper la notion de sous-topos constructible, 

localement constructible, quasi-constructible, localement quasi- 

constructible, sur le module des notions famili~res dans le cas des 

espaces topologiques (EGA 011 ~ 9.1 , EGA IV i0.I). Dans le cas d'un 

topos de la forme Top(X), on retrouvera une bijection entre l'ensemble 

des parties constructibles (resp .... ) de X, et l'ensemble des sous- 

topos constructibles (resp .... ) de Top(X). 

9.5. Le th~or~me de recollement 

9.5.1. Soit f : A--~B un foncteur entre deux categories. D~signons par 

(B,A,f) la cat~gorie suivante : les objets de (B,A,f) sont les 

triples 

(x,Y,u} 

o~ X est un objet de B, Y un objet de A , et un morphisme de X darts 

f(Y) ~ les morphismes entre deux objets (X,Y,u) et (X',Y',u') sont l~s 

couples (m,m'), o~ m est un morphisme de X dans X' et m' un mor- 

phisme de Y dans Y' , tels que le diagramme ci-apr~s soit commutatif : 

~" *f (y ')  
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la composition des morphismes est d6finie de la mani%re @vidente. 

9.5.2. Remarquons que la cat6gorie (B,A,~ d6pend de mani%re fonctorielle 

du syst~me des donn@es A, B, f, en un sens que nous laissons au lec- 

teur le soin de pr@ciser. En particulier, si f' est un deuxi~me fonc- 

teur de A dans B , alors tout morphisme de foncteurs 

f , u ~ f, 

d@finit un foncteur (A,B,f) �9 (A,B,f') , qui est un isomorphisme si 

u : f ~ f' l'est. 

9.5.3. Revenons ~ la situation de 9.3., et consid6rons la cat6gorie 

(~,~, P) d@finie dans 9.5.1. A chaque objet X de E correspond un 

objet (i~X , jIX , h(X) : i~X ) oj~X) de (~,~,p) o~ h(X) s'obtient 

en transformant par le foncteur i ~ le morphisme d'adjonction 

�9 .~ .~. 
X ~J~J (X) (on a p : i 3~ (9.10)). On a donc d6fini ainsi un fonc- 

teur 

(9.5.3.1) ~ : E ) (~,~, P ) 

Th6or~me 9.5.4. 

a) Soient E un topos, ~qn sous-topos ouvert de E , ~ le sous- 

topos ferm6 compl~mentaire. Le foncteur 

�9 ~ -  : ~[~ >J 
p : i 3~ 

est exact ~ ~auche e t accessible et le foncteur } (9.5.3.1) est une 

6quivalence de cat6gories. 

b) R@ciproquement, soient IL e_~t ~ deux topos et p:~ ~ ~ u__nn 

foncteur de recollement (9.3.6) (i.e. accessible (I 9.2) et exact ~ gau- 

che). La cat6gorie E : (~ ,~L, p) est un topos. Soient @~ un objet 

initial de ~ , ~ un objet final de ~, et soit 

U = (~ , e~ , ~ ~ p(e~t)) [Ob E Le foncteur 

X l  ) (~ , X , ~ �9 p(X)) induit une 6quivalence de ~ sur E/U , 

donc avec le sous-topos ouvert ~]J de E d@fini par U . Le foncteur 

Y~---~(y,e,Y ~p(e)) est un plon~ement ferm~ (9.3.5), i.e. induit une 

@quivalence de ~ avec un sous-topos ferm6 $' d_~e E . Les sous-topos~Pet 
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Y' sont compl6mentaires. Soit O' : ~s ) ~' le foncteur de recol- 

lement. Les foncteurs 0 e__tt O' sont compatibles avec les @quivalences 

explicit@es ci-dessus. 

D@finition 9.5.5. Soient ~ e t ~ deux topos et 0: ~--~ un fonc- 

teur de recollement (9.3.6). Le topos (~,~,0) est appel@ le topos cons- 

truit s partir de ~ et de ~ par recollement ~ l'aide du foncteur p. 

9.5.6. D@monstration de 9.5.4. a) (~) La premiere assertion n'est qu'un 

rappel de 9.4.1 d). Le couple de foncteurs (i~,j ~) est conservatif, ou 

encore, fiddle (9.4.1 c)). Afortiori le foncteur @ est fiddle. Mon- 

trons qu'il est pleinement fiddle. Ii r6sulte de 9.3.3 b) que, pour 

tout objet X de E , le diagramme ci-apr~s est cart6sien : 

(~) 
X ) js 

i~i~X ) i~i~j~j~X 

Soient alors X et Y deux objets de E , et (m,m') : 

i~X ) i~j ~j ~X 

m [ i X' J ~m' 

. x .  ~ .~y 
iXY ~ i g xj 

un morphisme entre r et @(Y) . En utilisant la fonctorialit@ du 

produit cart@sien et les diagrammes (~, on obtient un morphisme 

w : X ~ Y qui rend commutatif les diagrammes ci-aprSs : 

(~) Pour un @nonc@ de recollement plus g6n@ral que 9.5.5, cf. exercice. 
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X w y y w y 

j ~j J ~m j ~j  ~y 
i i~X i~m i i~y 

En appliquant respectivement les foncteurs j~ et i ~ on obtient : 

j w = , i w = m . Montrons maintenant que le foncteur ~ est essen- 

tiellement surjectif. Soit (Y,X,u : Y--~i~j~(X)) un objet de (~,~,i~j~). 

On en d@duit un diagramme : 

i u . ~.  
i~Y �9 i i j X 

D~o~ en prenant le produit fibrS, un diagramme cart6sien : 

i u . ~ .  
i y ~i~ j X 

Nous laissons au lecteur, le soin de montrer que ~(W) est insomorphe 

(Y,X,u: Y_~i~j~(X)) et que le diagramme (x~) est isomorphe au diagram- 

me (~) relatif ~ W. 

9.5.7. D6monstration de 9.5.4.1). Nous nous bornerons ~ montrer que 

~,~) est un topos. La d6monstration des autres assertions est 

laiss@e au lecteur. V@rifions les propri6t6s a), b), c), d) de 1.1.2 . 

a) Les limites projectives finies sont repr6sentables : Clair car 

les cat6gories~et ~ sont des topos et ~ commute aux limites projectives 

finies. 

b) Les sommes directes sont repr6sentables; disjointes et universelles 
U. 

Soit (Yi- i ~ ~ (Xi)) , i(l, une famille d'objets de ~,~,~) 

Par d@finition des limites inductives, on a un morphisme canonique 

1_1 ~ (xi) ~ C ~  ~i) 
i ~ I  i ~ I  
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d'o~ en composant avec le morphisme i ] u. , un morphisme 
i 

n :i~l | Yi ~ (i(l-L--a Xi ) 

On v6rifie imm@diatement que ce dernier objet est la somme directe de 

la famille consid@r6e, et que cette somme directe est disjointe et 

universelle. 

c) Les relations d'%quivalence sont effectives et universelles : 

Soit 
R I ~  ~ Y 

~(R2)- ~ ~(x) 
r(v) 

une relation d'6quivalence sur l'objet Y w ~ ~(X). La relation R I ~Y 

est alors une relation d'6quivalence sur Y dans~, et la relation 

R2 u $ X est un relation d'6quivalenee sur X dans~ . Les quotients 
v 

Y/RI, f(X)/~(R2), X/R 2 sont repr6sentables dans~et~ car ces eat6go- 

ries sont des topos. De plus, par d@finition des limites inductives, 

le morphisme canonique ~(X) ,~ (X/R 2) se factorise par ~(X)/#(R2). 

On en d@duit, par la fonctorialit6 des limites inductives, un morphisme 

canonique Y/R I t ~ ~(X/R2). On v@rifie que ce dernier objet est le 

quotient de Y w ~ ~(X) par la relation d'6quivalence consid6r@e, que 

ce quotient est effectif (I i0 ) et que toutes ces propri@t6s sont 

conserv@es par changement de base. 

d) (~,9],~) admet une petite famille g6n@ratrice. Cette propri@t@ 

r@sulte de (1.9.2 5) (compte tenu de ce que ~est accessible~ en prenant 

B:Af=(O=~I), Eo:~ , EI:~, ~: f: EI--~ Eo~ d'o~ HomB(B,E):(~,~,~). 

On peut aussi 6viter le recours ~ 1.9.25 (dont la d%monstration 

donn6e 6gait assez p6nible [) et utiliser l'hypoth~se sur ~ sous la 

forme que ~admet un pro-adjoint 

~-: Pro(~) --~ Pro(~) , 
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(cette interpr6tation (I 8 ) reposant sur (I 9. ), dont la d@mons- 

tration est nettement plus compr6hensible). II suffit alors de rioter 

que si C' (resp. C") est une sous-cat@gorie g6n6ratrice deg~(resp.~ ), 

et si pour tout X"~Ob C", on repr6sente~-(X ~') sous forme d'un syst~me 

projectif (~-(X') i i~l(X') ' o~ l(X') est un petit ensemble ordonn@ 

filtrant, alors la famille des objets de E qui sont, soit de la forme 

(Z" (~,X', ~ ~(X' ) avec X'(Ob C', soit de la forme (X",~- )i 

Ux,: X" �9 ~(f-(X") i) , ou X"~Ob C ''x i(l (X") , et Ux,,correspond par 

adjonction au morphisme canonique ~-(X") ~-(X") -est une famille 
i ' 

g@n@ratrice (6videmment petite) si C', C" sont choisis petits. La v6- 

rification de ce fait est effectivement imm@diate, et laiss@e au 

lecteur. 

9.5.4.8. Utilisons les notations de 9.5. 7 b), et montrons comment 

on peut expliciter, ~ ~somorphismes canoniques pros de foncteurs, le 

syst~me de foncteurs (9.3.6.2), o~ on fait E=(~,~,~). Le d6tail des 

v6rifications des assertions ci-dessous (essentiellement m@caniques 

l'aide de 9.5.4) est laiss@ au lecteur. 

9.5.8.1. Le foncteur 

est donn6 par 

9.5.8.2. Le foncteur 

i ~ ( x , Y , u :  ~ , r ( Y ) )  = x . 

est donn6par i (X):(X,e,X-->~(e)) (e:objet final de~). 

9 . 5 . 8 . } .  Le morphisme d ' a d j o n c t i o n  

id---~ i i 

est i somorphe  au morphisme f o n c t o r i e l  

x u fly ) 

x ~f(e)  
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9.5.8.4. Le foncteur 

est donn@ par 

j : (c~Al . , [ )  .._~ t L  

3 ( X , Y , u  : X - - > ) ~ ( Y ) ) : Y  

9.5.8.5. Le foncteur 

est donn@ par 

(@ objet initial de 

9.5.8.6. Le foncteur 

est donn@ par 

j!:~-~ (~,~,~) 
jl(Y)=(~,Y,~ ---*~(Y)) 

j, :%L~ (9,~,f) 
jx(Y)=(~(Y),Y,id :~(Y)---~(Y)) 

9.5.8.7. Le morphisme d'adjonction 

j,j~ --~ id 

est isomorphe au morphisme fonctoriel 

~ , ~(Y) 
[ [,(id) 
x u ~ f(y) 

9.5.8.8. Le morphisme d'adjonction 

i a  ~ jxj~ 

est isomorphe aux morphisme fonctoriel 

x u ~ ?(y) 

U [ [~(id) 
id s ~-f(Y) 

Exercice 9.5.9. (Propri~t~s d'exactitude d'un topos recoll6.) Soient 

~,~ deux topos, f:~un foncteur de recollement, S=d,~i,~) le topos 

recoll@, j:~--~ E et i:~---~ E les morphismes de topos canoniques, de 

sorte que ~= z j~ 

a) Prouver que i x commute aux (petits) produits (i.e. (1.8 ou 1.8 ) 

le foncteur i x admet un adjoint ~ gauche i!) si et seulement si il en 

est de m6me de ~,s (loc. cir.) si et seulement si ~admet un adjoint 

gauche~:~--~(ou encore si et seulement si le proadjoint de 
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restreint ~ (9.6.3) se factorise ~ isomorphisme pros par~) : on a 

alors~=j ~" l! .Donc les foncteurs de recollement ~ayant cette propri@t@ 

correspondent ~ isomorphisme pros aux foncteurs~:$---~qui ont un 

adjoint ~ droite, i.e. (1.6) qui commutent aux ~-limites inductives, 

ou encore qui sont continus. Lorsque~est @quivalent ~ un topos C ~, o~ 

C est un U-site, ces foncteurs correspondent donc ~ isomorphisme pros 

aux foncteurs continus C ---~(III 1.2 et 1.7 ). 

b) Supposons que le foncteur i! soit d@fini. Montrer que pour que i! 

commute ~ un type d@termin@ de petites limites projectives, il faut 

et il suffit que~:~--~y commute. (Pour la n@cessit@, utiliser que 

j commute aux petites limites projectives ; pour la suffisance, utili- 

ser la description @quivalente de E en termes de0 ~- comme form@ des 

triples (Y,X,u) avec Y~Ob~, X~Ob~, u:~--(Y) ---~ X . ) 

c) D@duire de a) et b) un exemple de plongement ferm@ de topos 

i:~--~ E tel que i! e• mais ne commute ni aux produits fibr@s, ni 

aux limites projectives filtrantes.(ll suffit de trouver un foncteur 

continu entre deux topos qui ne poss~de aucune de ces deux propri@t@s 

d'exactitude.) 

Exercice 9.5.10. (Recollement de topos de la forme C.) Soient Cune 

petite cat@gorie, et E = C, qui est un ~-topos. 

a) Se rappeler que les ouverts U de E correspondent aux cribles 

C ~ de C (1.4.1 , 4.2), E/U @tant alors @quivalent ~ ~' , le foncteur 

j'~: E --~ E/U s'identifiant au foncteur restriction (~.5.11), i.e. le 

morphisme d'inclusion j:E/u __~ E @tant f : C' �9 C (4.6.1), o~ f : C'--~ C 

est l'inclusion. Soit C" la sous-cat@gorie pleine de C compl@mentaire 

de C' (i.e. Ob C" est le compl@mentaire de Ob C' dans Ob C), g: C" 7Q 

l'inclusion. Alors le sous-topos ferm@ ~ de E=C, compl@mentaire du 

sous-topos ouvert d@fini par C' , est canoniquement @quivalent ~ C" , 

le morphisme d'inclusion i:~--~ E s'identifiant ~ g: C" ~ . 
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b)  Consid@r er le foncteur 

(9.5.10.1) h: C '~ x C" �9 (Ens) , h(X',X") : HOmC(X',X") , 

et noter que C se reconstitue ~ isomorphisme pros, avec sa sous-cat6- 

gorie pleine C~ par la connaissance des cat6gories C',C" et du bifoncteur 

h (ce dernier pouvant @tre choisi arbitrairement). (Comparer 9.7.1 plus 

has.) La donn6e de h 6quivaut ~ celle d'un foncteur 

C '' --~' : Hom(C'~ ou encore (III 1.2 et 1.7) ~ celle d'un 

foncteur 
A 

(9.5.10.2) ~ : C" - C' 

continu, i.e. (1.6) commutant aux petites limites inductives, ou encore, 

admettant un adjoint ~ droite. 

(9.5.10.3) ~: C' ~ C" 

Montrer que fn'est autre que le foncteur de recollement associ6 au 
^ 

sous-topos ouvert C' de E=C . 

c) D6duire de a) et b) que si on se donne un foncteur de recollement 

(9.5.10.3) entre deux cat6gories de pr6faisceaux, d'o~ un topos recoll6 

E, les conditions suivantes sont 6quivalentes : 

(i) E est 6quivalent ~ un topes de laforme C . 

(ii) Le foncteur~commute aux petits produits (ou encore, 

il admet un adjoint ~ gauche (9.5.10.2). 

(iii) Le morphisme d'inclusion i : ~ --~ E est "essen- 

l commute aux produits , ou encore i admet un adjoint tiel ~' i.e. 

gauche i! 

Lorsqu'il enest ainsi, expliciter une cat6gorie C telle que E ~C 

l'aide du bifoncteur (9.5.10.1) d6fini par la restriction de (9.5.10.2) 

C ~ 

d) Montrer qu'un topos obtenu en recollant deux topos ponctuels n'est 
A 

pas n6cessairement 6quivalent ~ un topos de la forme C 

Exercice 9.5.11. (Morphisme d'un topos recoll6 darts un topos.) 

:~--*~ un foncteur entre deux categories, a) Soient 
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E = (~,9~,~) la cat@gorie "recoil@e" de 9.5.1, et F une cat6gorie 

quelconque. Consid@rer le foncteur f ~--~ ~ f : 

,F: Horn , 

et d@finir une @quivalence de cat6gories 

b) Soit f : F---~E un foncteur, et consid@rons ses compos@s avec les 

foncteurs canoniques j~: E --~ et i~: E---~ . Montrer que f commute 

un type d@termin6 de limites inductives (suppos@ repr6sentable dans 

~et~, donc dans E) si et seulement si j~f et i~f y commutent. Montrer 

que sifcommute ~ un type d@termin6 de limites projectives (qui est 

donc repr@sentable dans E), alors f y commute si et seulement si il 

en est de m%me de j~f et izf 

c) Supposons maintenant que~et ~ soient des topos, et ~ un foncteur 
/ 

de recollement. Sos Fun topos, f:F --~ E un foncteur. Conclure de 

b) que f est un foncteur image inverse associ@ ~ un morphisme de topos 

E ) F si et seulement si il en est de m@me des foncteurs j~f : F --get~ 

et ixf : F---~ . Conclure de ceci et de a) que l'on a une @quivalence 

entre la cat6gorie Homtop(E,F), et la cat6gorie des triples (F',f",u), 

o~ f' (resp. f") est un objet de Homtop~F) (resp. Homtop (~,F)), et 

o~ u: f"~ ~of '~ est un homomorphisme de foncteurs F ---~ : sif 

est un objet de Homtop(E,F), (f',f", u) le triple correspondant, alors 

f, = foj , f" : foi 

d) Pr6ciser en quel sens on peut dire que c) fournit une caract6- 

risation ~ @quivalence pr%s (dans une 2-cat@gorie de topos) du topos 

E en termes du triple (~,f). 

Exercice 9.5.12. (Recollement de deux espaces topologiques.) 

@ Soient X un espace topologique, ~: Top(X) --~ (Ens)=Top(pt) un foncteur 

de recollement, i.e. (I 8. ) un foncteur prorepr@sentable, 

A lOb Pro(Top(X)) l'objet qui le pr~repr6sente, E le topos d6duit de 

par recollement. Montrer que E est @quivalent ~ un topos de la forme 

Top(Y) si et seulement si A est isomorphe ~ un objet de Pro(Ouv(X)). 
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En conclure que si X n'est pas vide, on peut trouver ~ tel que Ene 

soit pas 6quivalent ~ un topos de la forme Top(Y). 

b) Plus g6n6ralement, consid6rons un foncteur recol!ement 

~: Top(X) ~ Top(Y), avec X,Y deux espaces topolo@iques. En d6duire 

une application 

: X - -~  O b P r o ( T o p ( Y ) )  

( c o m p o s 6 e  de  X --~ O b P o i n t ( T o p ( X ) )  ---~ O b P r o ( T o p ( X ) )  ( 6 . 8 . 5 )  e t  du  p r o -  

adjointo-- de ~ . (N. B. pour x (X, ~(x) s'identifie ~ la fibre en x d u 

faisceau de recollement (9.6.4) d6fini par ~.) Montrer que si E est 

6quivalent ~ un topos de la forme Top(Z), alors ~ prend ses valeurs 

darts l'image essentielle de Pro(Ouv(Y)). 

Probl%me : A-t-on une r6ciproque ? 

9.6. Faisceau de recollement 

Nous avons vu dans 9.5.4 que la donn6e d'un topos E muni d'un 

ouvert U revient essentiellement ~ celle de deux topos~ et ~et d'un 

foncteur de recollement 

i.e. d'un foncteur admettant un ~ro-adjoint 

( 9 . 6 . 2 )  r  P r o ( ~ "  ) ---~ P r o ( ~ b [ )  

D'apr~s le sorite sur les foncteurs proadjoints (I 8 ), le foncteur 

est connu ~ isomorphisme unique pr6s (et par suite le topos recoll6 

E = (~,~,~) est connu ~ 6quivalence de topos pr6s) quand on conna~t 

le foncteur ~, ou encore, le foncteur induit par ~ 

(9.6.3) o-- :~ --> Pro (~) 
O 

Le foncteur~- est d6termin6, 9 isomorphisme unique pros, par la pro- 

pri6t6 de commuter aux petites limites projectives filtrantes et de 

prolonger le foncteur ~ . D'autre part, pour qu'un foncteur donn6 

(9.6.3) soit isomorphe ~ un pro-adjoint, il faut et il suffit 6videm- 

ment que pour tout objet X deC[L, le foncteur contravariant 

473 



175 IV 

Y ~-~ H O m p r o ( ~ ) ( ~  ( Y ) , X )  

sur~soit repr@sentable, ou encore, que ce soit un faisceau sur ~ pour 

la topologie canonique (1.1.2 (iii)). On volt tout de suite que ceci 

signifie aussi que le foncteur oppos~ 

( 9 . 6 . 4 )  ~o '  :go  __, P r o ( 9 ~ ) ~  ~ : Hom ( ~ ) ~ , ( E n s ) )  

e s t  un f a i s c e a u  s u r  ~ ~ v a l e u r s  d a n s  P r o ( % [ )  ~ ( I I  6 . 1 ) .  i i n s i ,  l_~a 

donn@e d ' u n  f o n c t e u r  de  r e c o l l e m e n t  ( 9 . 6 . 1 )  @ q u i v a u t  a u s s i  (~ i s o m o r p h i  

me pros) ~ celle d'un faisceau sur~ ~ valeurs dans Pro(~b~) ~ Le fais- 

ceau ainsi associ@ ~ un foncteur de recollement (ou ~ une situation 

(E,U,~) comme darts (0.3) s'appelle le faisceau de recollement associ@ 

au foncteur de recollement envisag@ ~ (resp. ~ l'ouvert U du topos E). 

Exercice 9.6.5. Pr@ciser 9.5.4 en un @nonc@ de 2-@quivalence de 

2-cat6gories, entre la 2-cat6gorie form@e des couples (E,U) d'un topos 

E et d'un ouvert U dudit, et la 2-cat@gorie form@e des triples ~]l,~,~) 

de topos%t,~ et d'un foncteur de recollement ~ :~---~ (la description 

explicite des 2-cat@gories en question @tant ~ la charge du lecteur). 

Donner une variante de cet @nonc@ faisant intervenir la 2-cat@gorie 

des triples ~,~,~), o~ ~ est maintenant un faisceau sur ~ ~ valeurs 

dans Pro(Oil) ~ 

9.7. Points d'un topos recoll@ 

9.7.1. Soient Cune cat6gorie, et 

u: D'~ C , v: D" --~ C 

deux foncteurs pleinement fiddles, tels que les images essentielles 

C', C" de u et de v soient telles que 

Ob C'~ Ob C" = ~ , Ob C'~Ob C" = Oh C. 

Supposons de plus que 

X'~Ob C' , X"EOb C" ~ H o m ( X " , X ' )  = ~ , 

o u c e  q u i  r e v i e n t  au  m~me, q u ' o n  a i t  

Hom(v(A"),u(A')) : ~ pour i'60b D', A"~Ob D" 

Ii est alors imm@diat que la cat@gorie C se reconstitue, ~ isomcrmhisme 
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canonique pros, par la connaissance des cat6gories C' et C" et du 

foncteur 

(X',X") ~-~ Hom(X',X") : C'~ C" --~ (Ens) ; 

de m~me, C se reconstitue ~ ~quivalence pros (celle-ci d6finie ~ i~- 

morphisme unique pros) par la connaissance de D',D" et du foncteur 

(A'~A") w-~ Hom(u(A'),v(A:')): D'~ '' ---~ (Ens) 

Cette remarque s'applique en ~articulier ~ la situation d6crite dans 

la proposition suivante, et nous montre que la cat6gorie Point(E) est 

d6termin6e, ~ 6quiva~nce ~r~s, par la connaissance des cat6gories 

Point(~) et Point(~ ) et d'un certain foncteur 

Point(~) ~ x Point(~) ---)(Ens) 

d6duit du foncteur de recollement ~:~[ - - - - -~  ~ �9 

Proposition 9.7.2. Soient E un topos, U un ouvert de E,~:E/U e!t ~ 

le sous-topos ferm6 de E comNl6mentaire de U. Consid6rons les foncteurs 

P~-~Poj e t q~-~ qoi induits par les morphismes d'inclusion 

j:~--~ E et i:~E : 

(9.7.2.1) u:Point(~) ---~ Point(E), v:Point(~ ) ~Point(E) 

Alors on ace qui suit : 

a) Les foncteurs pr6c6dents u et v sont pleinement fid61es, e t 

tout point de E appartient ~ l'ima~e essentielle de l'un ou l'autre 

des foncteurs u et v exclusivement. 

b) Soient pet q deux points de E, tels que p (resp. q) appartien- 

ne ~ l'image essentielle de u (resD. de v). Alors on a 

9 . 7 . 2 . 2 )  H o m ( q , p )  : ~ . 

c)  S o i e n t  o ( r e s p .  q )  un p o i n t  d e ~  On a a l o r s  un 

l s o m o r p h i s m e ,  f o n c t o r i e l  en ( q , p )  : 

( 9 . 7 . 2 . 3 )  H o m ( u ( p ) , v ( q ) )  ~ H o m ( P r o ( ~ ) ( p ) , q )  ~ H o m ( p , ~ ( q ) )  , 

o~ 

~ - :  P r o ( ~  ) ~ Pro(~ t )  

e s t  l e  f o n c t e u r  ( 9 . 6 . 2 )  p r o - a d j o i n t  du f o n c t e u r  de  r e c o l l e m e n t  P : ~ - - ~ ,  

et o~ ~ : ~m . , ~ ,  
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on a identifi6 (~ 6quivalenee pr6s) les eat6gories Point(~), Point (~) 

des sous-cat6gories pleines de Pro(eLI), Pro(~) respectivement 

(6.8.5). 

D~monstration. a) La pleine fid~lit~ de u et vest connue (9.1.4). 

D'assertion sur les images essentielles de u,v r~sulte des crit~res 

9.2.5 et 9.2.4 pour qu'un point P --~ E se factorise ~ isomorphisme pros 

par~J~ resp.~, compte tenu du fait que le topos ponctuel P n'a que 

deux ouverts, savoir l'objet initial et l'objet final de P. 

b) Compte tenu de a), l'assertion signifie que si le point 

p: P --~ E se factorise par~, il en est de m~me de tout point 

pJ~ P--~ E tel que Hom(p',p)$~. Or si ~:p'--~ p il induit 

x ,x implique p'~(~) c.q.f.d. p (~) ---~ p (~) , et alors p~(~) =ep = ep, 

c) Grace au lemme 9.7.2.4 ci-dessous, ~appliqu~ aux inclusions 

j:~--~E et i:~---~E, on a un diagramme de foncteurs commutatif ~ des 

isomorphismes canoniques pros 

Point~) u ~ Point(E) ~ v Point(~ 

P~O(~) Pro(j~), Fr~o(E),Pro(ix) P~o(~ , 
o~ les fl~ches verticales d~signent les foncteurs ple~nement fiddles 

canoniques (6.8.5). D'autre part, comme ~admet un adjoint ~ gauche l 

Pro(i x ) admet un adjoint ~ gauche Pro(i x ) (I 8 ), et on obtient fina- 

lement des isomorphismes fonctoriels 

Hom(u(p),v(q)) ~ Hompro(E)(Pro(j~)(P),Pro(i~)(q)) 

HOmpro(~)(Pro(iX)(Pro(j~)(P)),q) 

HOmpro(~)(Pro(i~J~)(P),q), 

ce qui n'est autre que la premiere formule (9.7.2.3), la deuxi~me @tant 

alors triviale par d@finition de~- comme pro-adjoint de ~ . Cela prouve 

doric 9.7.2 , modulo le 

Lemme 9.7.2.4. Soit f: F --~ E un morphisme de topos. Alors le diagram- 

me de foncteurs 
P~-'foP 

(9.7.2.4.1) Point(F) ~ Point(E) 
Pro(f x) 

Pro(F) �9 Pro(E) 
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est commutatif ~ isomorphisme canonique pros (les fl~ches verticales 

d6signant les foncteurs pleinement fiddles 6.8.5). 

La v6rification est imm6diate ~ partir des d6finitions, et laiss@e 

au lecteur. 

Corollaire 9.7.3. Soit E un topos admettant assez de points, alors 

il en est de m~me Dour tout sous-topos ferm6~de E. Plus pr6cis6mement, 

s_~i (pi)~ I est une famille conservative de pointsde E, alors la 

famille des points de@ , d6finie par la sous-famille (pi)~j form6e 

des Pi qui proviennent de points de ~, est conservative. (Comparer 

6.7.376.7.4.) 

En effet, soit f: X --~ Y une fl~che de~transform6e en isomor- 

phisme par les foncteurs fibre associ6s aux points envisag6s de~. 

Comme i~i~ ~ id~ , on voit que i~(f): i~(X) ---~ i~(Y) est ~ansform6 en 

isomorphisme par les foncteurs fibre associ@s aux Pi avec is ; il en 

est de m@me pour les Pi avec ~l-J, i.e, provenant de points de U, 

puisque j~" l~ est le foncteur constant de valeur l'objet final. Donc 

i~(f) est un isomorphisme, donc aussi f~i~i (f), c.q.f.d. 

Remarque 9.7.4. Si E est un topos ayant assez de points, il est clair 

qu'un ouvert U de E est d@termin@ quand on conna~t la sous-cat6gorie 

p• de Point(E) image essentielle de Point(E/u) ; en fait, si C est 

une sous-cat6gorie pleine de Point(E) d6finissant une famille conser- 

vative de points de E, il suffit m@me de connaitre la sous-cat6gorie 

C/U des 616ments de C appartenant ~ l'image essentielle de Point(U). 

De ceci et de 9.7.2 a) il r6sulte qu'un sous-topos ferm6~de E est d6- 

termin@ quand on conna~t l'ima~e essentielle de Point(~ ) darts Point(E ) 

ou m~me seulement l'insersection de celle-ci avec C. 

Exercice 9.7.5. Soit E un topos. Pour tout sous-topos F de E , soit 

P(F) le sous-ensemble de Point(E) form6 des classes d'isomorphie de 

points de E qui se factorisent par E. Ainsi, P(F) est hom6omorphe 

Point(F) (9.1.8 c)). Montrer que si F est un sous-topos ouvert (resp. 

ferm@, resp. localement ferm6 (9.4.9)) de E, alors P(F) est une partie 
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ouverte (resp. ferm@e, resp. localement ferm@e) de E. Montrer que lors- 

que E a suffisamment de points, il en est de m@me de tous sous-topos 

localement ferm@ de E, et l'application F ~--~ P(F) induit une bijection 

entre l'ensemble des sous-topos ouverts (resp.ferm@s, resp. localement 

ferm@s)de E, et l'ensemble des parties ouvertes (resp. ferm@es, resp. 

localement ferm@es) de Point(E). G@n@raliser les consid@rations pr@- 

c@dentes au cas o~ on remplace Point(E) par n'importe quel sous-espace 

X de Point(E) correspodant ~ une famille conservative de points de E. 

9.8. Compl@ments sur certains topos li@s aux espaces topologiques. 

Nous indiquons dans ce num@ro quelques compl@ments, qui seront 

donn@s sous forme d'exercices. Ii est conseill@ au lecteur de les par- 

courir, pour s'habituer au point de vue des topos darts diverses situa- 

tions de type classique. 

Exercice 9.8.1. (Descente de faisceaux sur un espace topolo~ique.) 

Soit f: X --~ Y une application continue d'espaces topologiquesE~, 

d'o~ un foncteur 

f~: Top(Y) --~Top(X). 

a) Les conditions suivantes sont @quivalentes : 

(i) f~ est fiddle. 

(ii) f~ est conservatif. 

(iii)f(X)est une partie tr~s dense (EGA IV 10.1.3) de Y. 

Ii suffit pour ceci que f ou fsob soit surjectif. Donner un exemple o~ 

f~ est fiddle et o~ f = fsob n'est pas surjectif (prendre X discret, 

f injectif, f(X)=ensemble des points ferm@s de Y, Y un espace topolo- 

gique noeth@rien non discret). Donner un exemple ou fsob est surjectif 

mais non f , un autre o~ f est surjectif mais non fsob " 

b) Supposons f(X) tr~s dense dans Y, et sa topologie quotient de 

celle de X. Prouver que la fl~che f~ de (Esp) est un morphisme de 

descente pour la cat@gorie fibr@e des faisceaux d'ensembles sur des 

espaces variables, i.e. que le foncteur f~ induit un foncteur pleine- 
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Exercice 9.8.2 �9 

topologiques �9 ) 

a) Soit 

(9.8.5.1) 

ment fiddle de la cat@gorie Top(Y) dans la cat@gorie des objets de 

Top(X) munis d'une donn@e de descente relativement ~ f: X -~ Y . Se 

ramener un cas ~surjectif, et calquer le raisonnement de VIII 9.1 

donn6 dans le contexte des topologies @tales de sch@mas.)Donner une 

r@ciproque. 

c) Supposons que f(x) soit tr~s dense dans Y, que sa topologie 

soit quotient de celle de X, et que les fibres de f soient connexes. 

Prouver que le foncteur f~ est pleinement fiddle. (Calquer le raison- 

nement de SGA i IX 3.4.) Donner une r@ciproque, tout au moins si les 

points de Y sont ferm@s. 

d) Supposons que Y soit r6union d'ouverts Y. au-dessus desquels X 
I 

admette des sections. Prouver qu'alors f est un morphisme de @escente 

effective pour la cat@gorie fibr@e des faisceaux d'ensembles sur des 

espaces topologiques variables, i.e. que le foncteur envisag@ dans c) 

est m@me une @quivalence de cat6gories. 

(Topos quotients d'espaces topolo$iques. Etendues 

Pl 
X2 4 XI ) X o 

) P2 
un objet semi-simplicial tronqu@ ~ l'ordre 2 de la cat@gorie (Esp) des 

espaces topologiques (~ , d'o~ par les foncteurs images inverses un 

diagramme de cat@gories de faisceaux 

Top(X ) --~ T o p ( X l ) ~  Top(X2) , o 

(de fagon plus pr@cise, on a une cat6~orie cofibr6e sur la cat@gorie 

des simplexes-types ~ n' O~ n & 2). Montrer que la cat@gorie ~im de 

ce diagramme (i.e. la cat@gorie des faisceaux d'ensembles sur X , munis 
o 

d'une donn@e de descente relativement au diagramme (9.8.6.1), i.e. 

p~(F) ~ D~(F) tel que ...), est un ~-topos T. (Pour d'un isomorphisme 

un 6nonc@ plus g6n@ral de stabilit@ des topos par op6rations ~im , cf VI) 

D@finir un morphisme de topos q: Too(~ -~ T, et prouver que pour tout 
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~-topos E, Homtop(T),E) est @quivalent via q~ ~ la cat@gorie ~Lim du 

diagramme suivant de cat6gories, d@duit de (9.8.2.1) : 

H~ ~ Homtop(Top(XI),E) ~ Homtop(Top(X2),E) 

b) En particulier, soit Rune relation d'@quivalence dans un objet 

X de (Esp), i.e. (I i0 ) un sous-objet R de XxX (N. B. l'inclusion 

R~XxX est continue, mais la topologie de R n'est pas n@cessairement 

induite par celle de XxX), tel que pour tout objet Y de (Esp), Hom(Y,R) 

soit le graphe d'une relation d'@quivalence dans Hom(Y,X). On en d@duit 

un diagramme de la forme (9.8.2.1), avec 

Xo=X,XI=R,X2=(R,P2)Xx(R,Pl), o~ PI' P2 sont les deux projections de R 

dans X, d'o~ un topos, qu'on notera Top(X)/R, ou mSme Top(X/R), voire 

X/R, par abus de notations, et qui joue le rSle d'un quotient de X par 

R, en un sens pr@cis6 par a). Supposons que la topologie de R soit 

induite par celle de XxX, et que, d@signant par X/R l'espace topolo- 

gique quotient ordinaire, X admette localement des sections sur X/R , 

prouver qu'alors Test @quivalent ~ Top(X/R). (Utiliser 9.8.1 d)). 

c) Soit H ---> X un morphisme injectif de groupes topologiques, i.e. 

un monomorphisme d'objets groupes dans (Esp), et soit R la relation 

d'@quivalence qu'il d@finit dans X, i.e, R=HxH, avec pl=Prl et P2 

d@fini par l'action de H sur X via translations ~ gauche. Montrer que 

pour que la topologie de R soit induite par celle de XxX, il faut et 

il suffit que la topologie de H soit induite par celle de X. Donner 

des exemples o~ cette condition n'est pas remplie, et o~ la topolo- 

gie quotient ordinaire de X/H est la topologie grossi~re avec 

a) H:~xZ, X : R, et b) H : ~ , X : ~x~, avec ~ : ~/~, ("g@od@siques 

du tore"). Prouver que les deux topos obtenus sont @quivalents et ne 

sont pas @quivalents ~ Top(X/H) (qui est un topos final (2.2), ni 

aucun topos de la forme Top(Y) 

d) Soit Gun groupe topologique op@rant sur un espace topologique 

X , d'o~ de fagon bien connue un objet semi-simplicial 
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IV 

. . .  G x G x X ~  GxX - -~  X 

M o n t r e r  q u e  l e  t o p o s  T q u i  s ' e n  d @ d u i t  e n  v e r t u  d e  a )  s ' i d e n t i f i e  ~ l a  

c a t @ g o r i e  d e s  e s p a c e s  X '  ~ g r o u p e  d ' o p @ r a t e u r s  G a u - d e s s u s  d e  X, t e l s  

q u e  X '  --~ X s o i t  u n  @ t a l e m e n t  ( c o m p a t i b l e  ~ 1 ' a c t i o n  d e  G ) .  En 

p a r t i c u l i e r ~  l o r s q u e  G e s t  d i s c r e t ,  o n  r e t r o u v e  l e  t o p o s  T o p ( X , G )  d e  

2 . 3 .  

L e s  c o n s i d @ r a t i o n s  q u i  p r @ c ~ d e n t  j u s t i f i e n t  l a  n o t a t i o n  

T o p ( X ) /  ~ v o i r e  T o p ( X / G )  ou  mSme s i m p l e m e n t  X / G ,  p o u r  l e  t o p o s  p r@c@-  

d e n t  T .  On f e r a  a t t e n t i o n  c e p e n d a n t  q u e  l o r s q u e  G e s t  u n  g r o u p e  d i s c r e t  

( p o u r  f i x e r  l e s  i d @ e s )  o p @ r a n t  p r o p r e m e n t  s u r  X, d e  s o r t e  q u e  l ' e s p a c e  

q u o t i e n t  o r d i n a i r e  X/G p o s s ~ d e  d e s  p r o p r i @ t @ s  a s s e z  r a i s o n n a b l e s ,  l e  

m o r p h i s m e  d e  t o p o s  n a t u r e 1  T - -~  T o p ( X / G )  d @ d u i t  d e  l a  c a r a c t @ r i s a t i o n  

u n i v e r s e l l e  a )  d e  T n ' e s t  u n e  @ q u i v a l e n c e  d e  t o p o s  q u e  s i  G o p S r e  

l i b r e m e n t  i . e .  s a n s  p o i n t s  f i x e s ,  i . e .  l o r s q u e  GxX --~ XxX e s t  u n  mo-  

n o m o r p h i s m e  ; d o n c  d a n s  l e  c a s  d ' u n e  " p r @ - r e l a t i o n  d ' @ a u i v a l e n c e  ( o u  

" g r o u p o ~ d e "  a u  s e n s  d e  (SGA 3 V 1)  q u i  n ' e s t  Das  u n e  r e l a t i o n  d ' @ q u i -  

v a l e n c e ,  l a  n o t i o n  d e  p a s s a g e  a u  q u o t i e n t  a u  s e n s  d e s  t o p o s  ( o u  

" p a s s a g e  a u  q u o t i e n t  f i n " )  n e  c o r r e s p o n d  o a s  e n  g @ n @ r a l  v i a  l a  c o r r e s -  

p o n d a n c e  X --~ T o p ( Y ) )  a u  p a s s a g e  a u  q u o t i e n t  t o p o l o g i q u e  h a b i t u e 1 .  

e )  S o i t  T u n  ~ - t o p o s .  M o n t r e r  q u e  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  

@ q u i v a l e n t e s  : 

i )  11 e x i s t e  u n e  f a m i l l e  ( S i ) i E  I d ' o b j e t s  d e  T c o u v r a n t  l ' o b j e t  

final de E, telle que pour tout i~l , le topos induit T/S soit 
i 

~quivalent ~ un topos de la forme Top(X), avec XE(Esp). 

i' Ii existe un S E ObE couvrant l'objet final tel que le topos 

induit T/S soit ~quivalent ~ un topos de la forme Top(X). 

(ii Ii existe un espace topologique X, et une pr~-relation d'~qui- 

valence R dans X (au sens de la cat~gorie (Esp)) qui soit ~tale (i.e. 

telle que PI: R --~ X soit un ~talement), tels que T soit ~quivalent 

Top(X/R), o~ les notations sont celles de b). 
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On dira alors que le topos Test localement un espace topologique, 

ou encore que Test une @tendue topolo~ique (ou simplement une @tendue, 

si aucune confusion n'est ~ craindre). 

f) Montrer que le topos T construit dans a) a suffisamment de points 

et plus pr@cis@ment, qu'il admet une famille conservative de points 

param@tr@e par le (petit) ensemble X . En particulier, toute @t~ndue 
O 

une petite famille conservative de points, doric a suffisamment de 

points. Lorsqu'une @tendue Test r@ali~e sous la forage Top(X/R) comme 

dans e) ii), prouver que tout point de Test isomorphe ~ l'image 

d'un point de Top(X), donc est d@fini par un point ordinaire de Xso b 

(ou encore de X, lorsque X est sobre). 

g) Montrer que le topos Top(X/G) de 2.~ est une @tendue . (Utili- 

ser sa description d) ou 7.1.10 c)) Nontrer que pour tout x~X, le 

mono~de des endomorphismes du point de Top(X,G)=Top(X)/G d@fini par x 

est canoniquement isomorphe au groupe de stabilit@ G x de x. En parti- 

culier, les points d'une @tendue peuvent avoir des groupes d'automor- 

phismes non triviaux. D@terminer Point(J) pour l'@tendue T d@finie par 

une pr@relation d'@quivalence @tale dans un espace X, et montrer 

que tout endomorphisme d'un point de Test un automorphisme. 

h) Soit Tun topos'. Montrer que les conditions suivantes sont 

@quivalentes : 

i) Pour tout point p de T, tout end omorphisme de p (resp. tout 

automorphisme de p) est l'identit@. 

ii) Pour tout topos S ayant suffisamment de point, et tout mor- 

phisme de topos f:S --~ T, tout endomorphisme de f (resp. tout auto- 

morphisme de f) est l'identit@. 

Montrer ds m@me que les conditions suivantes sont @quivalentes : 

i') Pour deux points p,q de T, il existe au plus un morphisme de p 

dans q. 

ii') Pour deux morphismes f,g:S ~=~ T d'un topos S ayant suffisamment 
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de points dans T, il existe au plus un morphisme de f dans g. 

Lorsque ces derni%res conditions sont v6rifi6es, on dit que le 

topos Test ponctuellement ri~ide, ou simplement ri$ide. Montrer que si 

X est un espace topologique muni d'une pr6-relation d'6quivalence 6tale 

R, l'6tendue quotient T : Top(X)/R est rigide si et seulement si Rest 

une relation d'6quivalence. 

i) Soient (X,G) un espace topologique ~ groupe discret d'op6rateurs, 

Hun sous-groupe distingu6 de G tel que l'op6ration induite de H sur 

X soit propre et libre, et soient X':X/H, G'=G/H, de sorte que G' 

op%re sur X' de fagon 6vidente. Prouver que le morphisme de topos 

Top(X,G) --~ Top(X',G') 

induit par le morphisme canonique (X,G) --~ (X',G') d'espaces ~ op6ra- 

teurs (4.L2) est une 6quivalence de topos. 

Montrer que l'ensemble des ouverts du topos Top(X/G) s'identifie 

l'ensemble des ouverts de X stables par l'action de G, ou encore 

l'ensemble des ouverts de l'espace topologique quotient X/G. En conclu- 

re que Top(X/G) est connexe si et seulement si toute partie de X ~ la 

fois ouverte et ferm6e et stable sous l'action de G est vide ou 6gale 

X. Lorsque les composantes connexes de X sont ouvertes, Top(X,G) 

est connexe ~et seulement si G op%re transitivement sur l'ensemble 

(X) des composantes connexes de X ; plus g6n6ralement Go(Top(X)) 
O 

(8.7 g) est un pro-ensemble essentiellement constant isomorphe [ l'en- 

semble quotient ~ (X)/G. 
O 

Montrer que lorsque X est localement connexe et localement simple- 

ment connexe, et T:Top(X,G) connexe i.e. @ transitif sur "~ (X), alors 
O 

parmi toutes les fagons de r6aliser T ~ • d'un espace A op6rateurs 

(X',G') (cf. ci-dessus pour certaines telles fagons), il yen a une, 

unique ~ isomorphisme non unique pros, pour laquelle X' est connexe et 

simplement connexe. Montrer que le choix d'un tel (X',G') revient au 

choix d'un "rev%tement universel" de l'objet final de T, et que G' est 

isomorphe au groupe~ I(T) relatif ~ ee rev%tement universel (cf. 2.7.5). 
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(Hint : montrer que la donn6e d'une ~quivalence de T avec un Top(X,G) 

revient ~ la donn@e d'un GT-torseur P dans T, et que si (X,G) et P se cot 

respondent, on a une @quivalence canonique Top(X)--T/p). 

Conclure de ceci une d6monstration triviale de la derni~re asser- 

tion de c). Caract@riser les topos T @quivalents ~ des Top(X,G), o~ 

G est un groupe discret op@rant sur un espace topologique localement 

connexe et localement simplement connexe en permu~nt transitivement 

les composantes connexes, comme @tant les @tendues connexes, locale- 

ment connexes et localement simplement connexes dont le rev@tement 

universel P de l'objet final e T de T soit tel que le topos induit 

T/p soit 6quivalent ~ un topos de la forme Top(X) (ou, comme on dira 

simplement par abus de langage T/p "est" un espace topologique). 

Donner un exemple d'une 6tendue, localement isomorphe ~ R, qui est 

connexe et simplement connexe mais qui n'est pas un espace topologique. 

(Prendre le rev~tement universel de la droite R avec origine d6doubl@e.) 

j) Un topos annel@ (T,~ T) (cf. ~Ii) est appel6 une @tendue dif- 

f@rehtiable (resp. une 6tendue anal~tique r@elle, resp. une @tendue 

analytique comp~exe) s'il existe des objets S i de T couvrant l'objet 

final, tels que le topos annel@ induit (T/E , 2T/E) soit @quivalent 

au topos annel@ d@fini par une vari@t6 diff@rentiable avec son fais- 

ceau de fonctions r6elles C ~ (resp. au topos annel6 d@fini par un 

espace analytique r6el, resp. au topos annel@ d6fini par un espace 

analytique complexe). Donner une description constructive de ces topos 

annel@s, du type de e) ii) (o~ on prendra pour X respectivement une 

vari6t@ diff6rentiable, un espace analytique complexe ou un espace ana- 

lytique r@el). Donner des exemples de tels topos annel6s qui ne soient 

pas @quivalents ~ des topos annel6s associ@s ~ des espaces tooologiques, 

en reprenant les exemples envisag@s dans c). 
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Exercice 9.8.3 (Topos associ~s aux relations d'~quivalence locales et 

aux feuilleta~es) (~). 

Soit X un espace topologique. 

a) Pour tout ouvert U de X , soit Quot(U) l'ensemble des rela- 

tions d'~quivalence dans U , et pour un ouvert V C U , consid~rons 

l'application naturelle Quot(U) ) Quot(V) , d'o~ un pr~faisceau 

Quot X sur X . Soit QX ou simplement Q le faisceau associ~, et soit 

r une section de Q ("relation d'~quivalence locale sur X "). De la 

relation d'ordre sur l'ensemble Quot(U) des relations d'~quivalence 

sur un ouvert U de X , d~duire sur le pr~faisceau Quot , et sur le 

faisceau associ~ Q , une structure d'ordre i.e. une structure de pr~- 

faisceau resp. de faisceau ~ valeurs dans la cat~gorie des ensembles 

ordonn~s. 

b) Consid~rer, pour toute relation d'~quivalence R sur X , la 

section loc(R) de Q qu'elle d~finit. Soit E(r) l'ensemble des 

relations d'~quivalence sur X telles que loc(R) soit moins fine que 

r , et soit glob(r) la relation d'~quivalence borne sup~rieure de 

E(r) , (dont le graphe est l'intersection des graphes des R E E(r)). 

Soit (Ux) xEX une famille de voisinage ouverts des x~X , et pour 

tout xC X soit R une relation d'~quivalence dans U dont le germe 
X X 

en x soit r Pour toute famille V d'ouverts V (x~X, x~V CU ) , 
X -- X X X 

soit R V la relation d'6quivalence dans X engendr6e par la famille 

des relations RxlV x . Montrer que si ~' ~ ~ (dans un sens 6vident) on 

a RV,~ R V , et que glob(r) est la borne sup6rieure de la famille 

filtrante croissante de relations d'6quivalence R@ . Donner un exemple 

o~ glob(r) n'est pas dans E(r) , i.e. o~ il existe un a6 X tel que, 

(~) Cet exercice est donn~ sous toutes r~serves, ayant ~t~ r~dig~ h~ti- 

vement et insuffisamment v~rifi~. Monsieur N. SAAVEDRA a v~rifi~ 

les parties a) ~ e). Pri~re au lecteur de nous communiquer ses observa- 

tions ~ventuelles . 
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pour tout voisinage ouvert W C U a de a , il existe un ~ = (V x) et 

deux points y,z de W qui sont ~quivalents pour R a , mais qui ne sont 

pas ~quivalents pour R V . Montrer que pour toute R ~ Quot(X) on a 

glob loc(R) ~ R 

c) On dit que r est une relation d'~quivalence locale pr~coh~rent~ 

(resp. coh~rente) si glob(r) C E(r) i.e. loc(glob(r)) ~ r (resp. si 

pour tout ouvert U de X , la restriction de r ~ U est pr~coh~- 

rente). On dit que ~ est globalement coh6rente si elle est coh~rente~ 

et si, de plus, r = loc glob~r). On dit qu'une relation d'~quivalence 

R sur X est localement coh~rente si r = loc(R) est coh~rente, 

coh~rente si de plus R = glob(r) i.e. R = glob(loc(R)). Montrer que 

les relations d'~quivalence globalement coh~rentes R sur X corres- 

pondent biunivoquement aux relations d'~quivalence coh~rentes sur X , 

par rl ~ ~ glob(r) et R| ) loc(R) ; 

d) Montrer que pour que r soit coh~rente il suffit que pour tout 

a ~ X et tout voisinage ouvert W' C U de a , il existe un voisinage a 

ouvert WCW' de a , tel que toute classe d'~quivalence de Ra~W soit 

contenue dans une composante connexe d'une classe d'~quivalence de RalW' 

(~ fortiori, il suffit qu'il existe une famille fondamentale de voisina- 

ges ouverts WaG U a de a tels que les fibres de la relations d'~qui- 

valence induite RalW a soient connexes). (Hint: se ramener ~ ~tablir la 

pr~-coh~rence dans le cas o~ r est d~finie par une REQuot(X) , et 

noter dans ce casque les fibres des relations d'~quivalence R V sont 

des parties relativement ouvertes -donc aussi relativement ferm~es- des 

fibres de R ). Montrer que pour qu'une relation d'~quivalence globale 

R soit coh~rente, il suffit qu'elle soit localement coh~rente et que 

ses fibres soient connexes ; prouver que cette condition est n~cessaire 

si les fibres sont ferm~es. Donner un exemple d'une relation d'~quiva- 

lence ~ fibres connexes et localement connexes, et qui n'est pas locale- 

ment coh~rente (?). 
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e) Soit f: X' ~ X une application continue. D6finir un homomor- 

phisme de pr6faisceaux naturel f~(Quotx,) ~ Quot X , induisant un 

homomorphisme de faisceaux f (Qx,) �9 QX d'o~ f~(Qx ) ~ QX' Si 

r est une relation d'6quivalence locale sur X , on dit que f est une 

"application fibre" pour la relation d'6quivalence locale r sur X , 

si l'image inverse de r est la relation d'6quivalence locale grossi~re 

sur X' . Soit, pour tout espace topologique X' , Homfibr(X',X) l'en- 

semble des applications continues de X' dans X qui sont des applica- 

tions fibres relativement ~ r . Montrer que pour X' variable, on 

obtient un contrafoncteur en X' 

f) Supposons r coh6rente. Montrer que le foncteum pr6c6dent est 

representable par un espace topologique X r au-dessus de X . Montrer 

que l'application fibre universelle ~: X r ~ X est bijective, et que 

tout x( X r admet un voisinage ouvert U tel que l'application U---~X 

induite par ~ soit un hom6omorphisme de U sur son image. Montrer que 

les composantes connexes X r sont ouvertes et correspondent par la 

bijection ~ aux fibres de la relation d'6quivalence R: glob(r) 

Donner un exemple o[ la restriction de ~ aux composantes connexes de 

X r n'induit pas des hom6omorphismes de ces espaces avec leurs images 

dans X . 

g) La relation d'6quivalence locale r est dite ouverte si elle 

est une section du sous-faisceau Qouv X de Q provenant du sous- 

pr6faisceau Quotouv X de Quot X dont la valeur en tout ouvert U de X 

est l'ensemble des relations d'6quivalence ouvertes de U . On dira que 

la relation d'6quivalence locale r est strictement ouverte si elle est 

coh6rente et ouverte ou ce qui revient au m@me, si elle est coh6rente 

et si pour tout ouvert U de X , glob(rlU) est une relation d'6quiva- 

lence ouverte dans U . On dit que la relation d'6quivalence R dans "X 

est strictement ouverte si elle est coh6rente et si loc(R) est une rela- 

tion d'6quivalence locale strictement ouverte. Prouver que pour que r 

suppos6e ouverte soit strictement ouverte, il suffit qu'elle satisfasse 

487 



189 I~ 

la condition envisag@e dans d) ; si r est localement d@finie par unc 

R ~ fibres ferm@es, alors cette condition est aussi n@cessaire. 

h) Soit F un faisceau d'ensembles sur X , Pour tout ouvert U 

de X , soit Quot(U,F) l'ensemble des couples form@s d'une relation 

d'@quivalence R U darts U et d'une relation d'@quivalence RF~ dans 

FIU (F @tant interpret@ comme espace @tal@ sur X) tels que le mor- 

phisme structural p : FIU ~ U Soit compatible avec les relations 

R U , RFI U , et que le diagramme correspondant d'espaces d'@quivalence 

topologiques 

FI~3 ~ (~I~3)/RFI~3 

U ) U/R U 

soit cart~sien avec q un ~talement (de sorte que FIU s'identifie 

l'image inverse du faisceau (FIU)/RF~ U sur U/R U ). Montrer que les 

Quot(U,F) pour U variable d~finissent un pr~faisceau sur X , dont 

le faisceau associ~ sera not~ Q(F/X) . D~finir un homomorphisme de 

faisceaux Q(F/X) ~ QX Pour une section donn~e r de QX ' on 

appelle r-structure sur le faisceau F toute section de Q(F/X) au- 

dessus de la section donn~e r de QX " D~finir la cat~gorie Top(X/r) 

des r-faisceaux sur X , et d~finir un foncteur conservatif et fiddle : 

"oubli de la r-structure" Top(X/r) ~ Top(X) Prouver que dans 

Top(X/r) les limites projectives finies et les limites inductives fi- 

nies sont repr~sentables, et que le foncteur precedent commute auxdites 

limites. En conclure que dans Top(X/r) les Sommes finies sont disjoin- 

tes et universelles et les relations d'~quivalence sont effectives uni- 

verselles. Prouver que Top(X/r) admet une petite famille g~n~ratrice. 

Donner un exemple avec r coh~rente, o~ Top(X/r) n'admet pas des 

sommes directes infinies (?), donc n'est pas un topos. 

i) Soit f : X---~ Y une application continue compatible avec 

R : glob(r). D@finir un foncteur 
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f~ : Top(Y) ) Top(X/r) 
r 

dont le compos6 avec le foncteur d'inclusion Top(X/r) ~ Top(X) soit 

f~ . Montrer que si r est globalement coh6rente et strictement ouverte 

(i.e. si R est strictement ouverte et r : loc(R) ), et si f est 

l'application canonique X --~ Y : X/R , alors f~ est une 6quivalence 
r 

de categories, donc Top(X/r) est un ~-topos, et Top(X/r) �9 Top(X) 

est le foncteur image inverse d'un morphisme de topos. 

j) Conclure de i) que si r est strictement ouverte, alors Top(X/r) 

est un topos, et le foncteur d'inclusion Top(X/r) ) Top(X) est le 

foncteur image inverse associ6 ~ un morphisme de topos 

p : Top(X) } Top(X/r) 

k) D6finir une loi fonctorielle du topos Top(X/r) et du morphisme 

de topos pr6c6dent p , par rapport au couple (X,r) d'un espace topolo- 

gique X muni d'une relation d'6quivalence locale strictement ouverte. 

Montrer que si X' ~ X est un 6talement et si r' est l'image inverse 

de r dans X' , alors le morphisme induit Top(X'/r') > Top(X/r) 

est 6quivalent ~ un morphisme de localisation Top(X/r)/E , Top(X/r) , 

o~ E est un objet de Top(X/r) (d6termin6 ~ isomorphisme unique pros). 

Pour que E couvre l'objet final de Top(X/r) , il faut et il suffit que 

le satur6 sous R : glob(r) de l'image de X' dans X soit 6gal ~ X . 

i) D6duire de k) que Top(X/r) est une 6tendue rigide (9.8.2 b)). 

Montrer que si X est sobre l'ensemble des classes d'isomorphie de 

points de Top(X/r) est hom6omorphe, pour sa topologie canonique ( ) 

l'espace topo&ogique quotient X/glob(r) , et que pour deux points de 

Top(X/r) , provenant de points x et x' de X , il existe au plus un 

morphisme de l'un dans l'autre ; il yen a effectivement un si et seale- 

' et ment si x' et x sont 6quivalents mod glob(r) ~ des points x I 

x I tels que x I g6n6rise x{ 

m) Etudier le morphisme de topos canonique Top(X) ~ Top(X/r) , en 
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notant que pour tout objet U de Top(X/r) tel que le topos induit sur 

U "soit" un espace topologique ordinaire, le morphisme induit 

Top(X)/p~(U ) ) Top(X/r) "est" une application continue d'espaces to- 

pologiques ordinaires X U ~ U . Montrer que les fibres de l'applica- 

tion X U ~ U sont hom~omorphes ~ des composantes connexes de l'espace 

X r de f 

n) Soit X une vari~t~ diff~rentiable munie d'un feuilletage, i.e. 

d'un sous-faisceau F localement facteur direct du faisceau tangent 

de X , stable par crochets. D~finir sur X une relation d'~quivalence 

locale strictement ouverte associ~e au feuilletage, et d~finir sur le 

topos quotient T: Top(X/r) un Anneau qui en fasse une ~tendue diff~- 

rentiable (9.8.2. j)). D~finir une ~quivalence de la cat~gorie des 

Modules localement libres sur l'~tendue diff~rentiable T (appel~s 

aussi fibres vectoriels diff~rentiables sur T ), et la cat~gorie des 

Modules localement libres sur X munis d'une connexion relativement 

au sous-fibr~ F donn~ du fibr~ tangent. Donner des variantes dans 

le cas analytique r~el et analytique complexe. 
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i0. Faisceaux de morphismes 

Proposition iO. I : Soient E un topos, X e_! Y deux ob,~ets de E ; l__ee 

foncteur Z I ~ HomE(ZXX,Y) ~ HomE/z(XZ,Y Z) est reDr6sentable. 

En effet, les limites inductives sont universelles dans E (II 4.3). 

Le foncteur Z ~ ~ ZxX commute donc aux limites inductives. Par suite, 

le foncteur Z, ) HomE(ZXX,Y) transforme les limites inductives de l'ar- 

gument Z en limites projectives. II est donc repr6sentable (IV 1.4 et 

1.2). 

10.2. L'objet repr6sentant le foncteur Z~ ~HomE(ZxX,Y) est not6 

~mE(X,Y) (ou plus simplement ~om(X,Y) ) et est appel6 le faisceau des 

morp.hismes de X dans Y . C'est un bifoncteur en X et Y . On a donc 

un isomorphisme trifonctoriel. 

1 0 . 2 . 1 . )  HomE(Z,~OmE(X,Y ) ) ~ m E ( Z X X ,  y ) 

11 r S s u l t e  a l o r s  de l a  f o r m u l e  ( 1 0 . 2 . 1 )  que l e  b i f o n c t e u r  

X,Y)~ ) ~om(X,Y)  t r a n s f o r m e  l e s  l i m i t e s  i n d u c t i v e s  de 1 ' a r g u m e n t  X 

r e s p .  l e s  l i m i t e s  p r o j e c t i v e s  de 1 ' a r g u m e n t  Y ) en l i m i t e s  p r o j e c t i v e s  

dans  E . 

P r o p o s i t i o n  1 0 . 3  : S o i t  v : E - - - ~ E '  un m o r p h i s m e  de t o p o s .  P o u r  un 

objet variable X de E 

morphisme bifonctoriel. 

( lO.3 .1)  

et un ob,iet variable Y --de E' , on a un iso- 

v z ~ o m E ( V ~ Y , X ) ~  ~ffomE,(Y,v~X) 

D6monstration. Pour tout objet 

mes, fonctoriels en tousles arguments : 

HomE,(Z,v~mE(V~Y,X)) ~ HOmE(V~Z,~OmE(V~Y,X)) 

HOmE(V~Z,~mE(V~Y,X)) ---~ 

HOmE(V~Zxv~Y, X -~ 

HOmE(V~(ZxY),X 

HomE,(ZxY,v~X) 

Les deux membres de 

Z de E' , on a une suite d'isomorphis- 

c .q.f.d. 

(adjonction) 

HOmE(V~Zxv~Y,X) (10.2.1) 

HomE(V~(ZxY),X) (v ~ exact ~ gauche) 

HomE,(ZxY,v~X) (adjonction) 

HomE,(Z,~mE,(Y,v~X)) (10.2.1) 

10.3.1) repr~sentent donc des foncteurs isomorphes, 
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Corollaire 10.4 : Soient C un U-site , X un U-pr@faisceau sur C , 

Y un U-faisceau sur C , ~ un univers contenant ~ tel que C soit 

le topos des Z-petit, C~ le topos des ~-pr~faisceaux sur C , C U _ 

~-faisceaux sur C . Le pr@faisceau ~Omc~(X,Y) est un U-faisceau. Soit 

X ~ ~X le morphisme canonique de X dans son faisceau associ6. L~e 

morphisme correspondant ~mc~(~X,Y). ~Omco(X,Y) est un isomorphisme. 

On a un isomorphisme canonique ~mc~(~X,Y)~OmC~(~X,Y) 

(10.4.1) Supposons d'abord que C soit un petit site et que ~ : 

C~ (IV 4 8) d'ofi (i0 3 On a alors un morphisme de topos : C U --~ . , �9 �9 

i) les assertions dans ce cas. Pour passer de i~ au cas g6n@ral, on re- 

marque tout d'abord que le foncteur "faisceau associ@" ne d6pend pas de 

l'univers (II 3.6) et que le topos des V-faisceaux sur C est @quiva- 

(III 4 et IV i) Ii suffit donc lent au topos des ~-faisceaux sur C U 

de d@montrer le lemme suivant : 

Lemme 10.4.2 : Soient E un U-topos , ~ un univers contenant ~ , E~ 

le topos des V-faisceaux sur E , X e__tt Y deux objets de E . I__~i 

existe un isomorphisme canonique ~_,omE(X,Y) ~ ~,omE~(X,Y) 

(10.4.3) Le foncteur CE : E----~E~ est pleinement fid$1e et exact 

gauche. Par suite on a, pour tout objet Z de E un isomorphisme 

HomE~(CEZ,SE~OmE(X,Y)) ~ HomE~(CEZXSEX,SE Y) 

N est limite inductive d'objets provenant de E , Mais tout objet de E V 

d'o~ (10.2.1) l'assertion. 

10.5. Soit v : E ---~E ' un morphisme de topos. On se propose de 

d@finir quatre morohismes bifonctoriels. 

~ v  : v ~ ~  '~-~ ' 

~ v  : V ~-om(X,Y) >~,om(v~X,v~Y) , 

: ~/,~m(v,X,Y) ~ ~-,om(X,v~Y) , V . V ~  

..~.v : v!(Xxv~Y) ~ v!(X)xY 

X et Y objets de E' , 

X et Y objets de E , 

X 8 obE , Y ~ ob E' , 

X gob E , Y s o~ E' , 
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o~, pour d6finir les morphismes ~v et ]~v on suppose que le foncteur v ~ 

i~age r6ciproque par v admet un adjoint ~ gauche v! 

(10.5.1) D6finition de ~v" Soit X un objet de E On a un mor- 

phisme d'adjonction v~v X r X , d'o~, pour tout objet Z de E' , 

un morhisme bifonctoriel v~(Zxv X) >(v~Z)xX . On a donc, pour tout 

objet Y de E , un morphisme trifonctoriel 

HomE((V~Z)xX,Y) ~ HOmE(V~(Zxv X),Y) 

On en d6duit, par adjonction, un morphisme trifonctoriel 

HOmE,(Z,v ~om(X,Y)) - ~ HOmE,(Z,~om(v~X,v~Y)) ; 

d'o~ le morphisme~ 
V 

(10.5.2) D6finition de A v Pour tout objet X de 

phisme d'adjonction X---~v~v!X ; d'oh, pour tout objet 

morphisme bifonctoriel Xxv~Y ~ v~v!(X)xv~Y ~ v~vz(X)xY) 

par adjonction, le morphisme A v 

(10.5.3) D6finition de ~ Soient X un objet de E , Z et Y 
V 

deux objets de E' Le morphisme A v : v!(xxv~Z) ~ v!(X)xZ four- 

nit un morphisme trifonctoriel HomE,(V!(X)xZ,Y ) ) HomE,(V!(Xxv~Z,Y) ; 

d'o~, par adjonction, un morphisme trifonctoriel 

HomE,(Z,~m(v!X,Y)) ~ HOmE,(Z,v~m(X,vXY)) ; 

d'o~ le morphisme -- 
V 

(10.5.4). D6finition de ~ v Le morphisme trifonctoriel de(lO.5.3) 

HomE,(V!(Z)xX,Y) ~ HOmE,(V!(Zxv~X),Y) ; 

o~ Z est un objet de E et X , Y sont des objets de E' permet 

d'obtenir, par adjonction, un morphisme trifonctoriel , 

HomE(Z,v~m(X,Y)) > HOmE(Z,~om(v~X,v~Y)) ; 

d'o~ une d6finition du morphisme ~v " Ii existe une deuxi6me mani6re 

de d6finir ~v " Soient X , Y , Z trois objets de E' . Le foncteur 

v : E' ~ E fournit un morphisme trifonctoriel 

HomE,(ZxX,Y) ~ HOmE(V~(Z)xv~(X),v~y) ; 

d'o~, par adjonction, un morphisme trifonctoriel 

E , on a un mor- 

Y de E , un 

; d'o~, 
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HomE,(Z,~m(X,Y)) ~ HOmE,(Z,v~m(v~X,v~Y)) 

On a donc un morphisme bifonctoriel 

~Jom(X, Y) v ~om(v~X,v~Y) ; 

d ' o ~ ,  p a r  a d j o n c t i o n ,  un  m o r p h i s m e  d o n t  on l a i s s e  au l e c t e u r  l e  s o i n  de 

v ~ r i f i e r  que c ' e s t  b i e n  l e  m o r p h i s m e  ~ v  d ~ f i n i  c i - d e s s u s .  

Proposition 10.6 : Soit v : E --~ E' un morphisme de topos. 

i) Le morphisme ~v (10.5.1) est un isomorphisme pour tout objet 

Y de E si et seulement si le morphisme d'adjonction v~v~X --~X es__~t 

un isomorphisme. En particulier, le morphism~ ~v est un isomorphisme 

pour tout couple d'objets (X,Y) si et seulement si le foncteur 

v : E --~E' est pleinement fid%le, i.e. si v est un plongement de 

topos. 

2) Les conditions suivantes sont @quivalentes : 

(i) Pour tout couple (X,Y) d'objets de E' , le morphisme 

est un isomorphisme. 

(ii) Le foncteur v ~ admet un adjoint ~ ~auche 

X dee E et tout objet Y de E' , le morphisme 

isomorphisme. 

(iii) Le foncteur v ~ admet un adOoint ~ zauche 

X d__ee E et pour tout objet Y d~e 

@v (10.5.4) 

v! et pour tout objet 

(10.5.3) est un 
~v 

v! et pour tout objet 

E' , le morphisme ~v (10.5.2) 

est un isomorphisme. 

(i0.6~i) La premiere assertion r@sulte imm@diatement de (i0.5.1). Ii 

r@sulte aussi imm@diatement de (10.5.2.), (10.5.3), (10.5.4) que 

(iii) ~ ~, (ii)~--~((i) et le foncteur v ~ admet un adjoint ~ gauche 

v! ). Ii reste donc ~ montrer que (i) implique que v ~ admet un adjoint 

gauche, i.e. (IV 1.8) que (i) implique que v ~ commute aux petits 

produits. Soient e' l'objet final de E' et I un petit ensemble. 

Comme v ~ est exact ~ gauche, v~(e ') est un objet final de E et 

comme v commute aux limites inductives v ( e')~ ~ v~(e ') . Pour 
I 

tout objet Y de E' , on a ~ ~om(JJ_ e',Y) ~ T[~om(e',Y)~ Tr Y et 
I I I 
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~mQLLv~(e'),v~Y) m T[~om(v~(e'),v~Y) ~ IT v~Y Le morphisme f o n c -  
I i I 

t o r i e l  ~ i n d u i t  donc  un i s o m o r p h i s m e  v ~  Y ~  T [ v ~ Y  d o n t  on v 6 r i f i e  
v I I 

que c ' e s t  l ' i s o m o r p h i s m e  c a n o n i q u e ,  c . q . f . d .  

Corollaire 10.7 : Soient E un topos, Z un objet de E , JZ : E/Z-->E 

le morphisme de localisation (IV 5.2), X,Y deux objetsde E 

i) Ii existe un isomorphisme bifonctoriel 

"~ ~om(X,Y) ~ ~om(j ~ "~ JZ Z X'JzY) 

2) Soit X' un ob~et de E/Z . Ii existe un isomorphisme bifoncto- 

riel ~~ Z ! ' -- Z~ ~ Z Z X' Y) m j mE/ (X',j Y) 

3) Soit Y' un objet de E/Z . Lorsque Z est un ouvert de E , 

il existe un isomorphisme bifonctoriel 

, -- �9 T) jZ ~om(X' Y') ~ ~m(jz X, , JZ~ Y 

Les assertions i) et 2) se d@montrent en remarquant que le mor- 

phisme ~Jz est un isomorphisme. Pour l'assertion 3), il suffit de 

remarquer que JZ~ est pleinement fiddle, car JZ! est pleinement fi- 

ddle (I 5.7. a)). 

Corollaire i0.8.: Soient E un topos, X , Y e t Z trois objets de 

E , JZ : E/Z --~ E ~e morphisme de localisation. 

I) On a un isomorphisme canonique 

"" Y ~ ~ o m ( Z , Y )  
jz~jz -- 

2) On a un isomorphisme canonique 

- (J~ x,j ~ Y) H~176 H~ Z 

Soit e Z l'objet final de E/Z (i.e. l'objet id 

r6sulte de (10.2.1) qu'on a un isomorphisme eanonique 

g o m E / z ( e z , j ~ Y )  ~ j~  Y ; 

d'o~, d'apr~s (10.7.2), un isomorphisme 

�9 ~ y ~ ~ , ~ o m ( j z , e z , Y )  Jz~Jz -- 

: z J~ z) ). n 
Z 

Comme jz!ez : Z , on a d6montr6 i). D@montrons 2). De (10.7), on tire 
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un isomorphisme canonique 

HOmE/Z(ez,jz~om(X,Y))~ HomE/z(j~X,j~Y) ; 

d'o~, par adjonction sur le premier membre, 

HOmE (Z,~om(?~,Y) ) ~ HomE/Z (j ~X,J zY) 

ii. Topos annel@s~ localisation dans les topos annel@s 

ii.i.i Soit ~ un univers. On appelle ~-topos annel@ un couple 

(E,A) o~ E est un ~-topos et A un objet muni d'une structure 

d'anneau. On appelle U-site annel@ un couple (C,A) oQ C est un 

U-site et A un U-faisceaux d'anneaux sur C . On ne mentionne pas 

l'univers lorsque le contexte ne pr@te pas ~ confusion. A un site anne- 

i@ (C,A) est associ@ le topos annel@ (C ~ ,A) . A un topos annel@ (E,A) 

est associ@ le site annel@ constitu@ par le site E et le faisceau 

d'anneaux repr@sent@ par A 

11.1.2 Soit (E,A) un topos annel@. On note A E (resp. E A ) la cat@- 

gorie des faisceaux de A-modules (nous @crirons aussi A-Modules ) 

gauche (resp. ~ droite) unitaires. La cat@gorie A E (resp. E A ) est 

une cat@gorie ab@lienne (II 6.7). Soient M et N deux faisceaux de 

A-modules ~ gauche (resp. ~ droite). Le groupe commutatif des morphis- 

mes de A-Modules de M dans N est not@ HomA(M,N) 

11.1.3 Soient A , B et C tro~s anneaux d'un topos E , M un 

faisceau de A-B bimodules , N un faisceau de A-C bimodules ~ gauche. 

Soit e un objet final de E et posons Hom(e,B) = ~(B) , Hom(e,C) =r(c). 

La structure de A-B bimodule de M fournit un homorphisme d'anneaux de 

r (B) ~ dans l'anneau des endomorphismes du A-module M et de m@me, 

la structure de A-C bimodule de N fournit un homomorphisme d'anneaux 

de r (c) ~ dans l'anneau des endomorphismes du A-module N . On en 

d@duit, par fonctorialit@, une structure de r(B)- F(C) bimodule sur 

le groupe commutatif HomA(M,N) . En particulier, lorsque A est un 

faisceau d'anneaux commutatifs, le groupe HomA(M,N) est muni canonique- 

ment d'une structure de ~(A)-module. 
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11.1.4 Soient E un topos, A et B deux anneaux de E , u : A- ~ B 

un morphisme de faisceaux d'anneaux, M un B-module (~ gauche pour fi- 

xer les idSes). Le faisceau M peut-Stre consid6r6 comme un faisceau de 

A-modules par l'interm6diaire de u : Pour tout objet X de E , M(X) 

est muni de la structure de A(X)-module d6duite de sa structure de 

B(X)-module et de l'homomorphisme u(X) : A(X) ---gB(X) par restriction 

des scalaires.On obtient ainsi un foncteur "restriction des soalaires 

par u ~' Res(u) : B E ) A E 

11.1.5 En particulier lorsque A : Z (faisceau constant Z i.e. 

faisceau associ6 au pr6faisceau constant Z ) et lorsque u : Z ~B est 

l'unique morphisme canonique, on obtient un f oncteur de B E dans la 

cat6gorie zE qui n'est autre que la cat6gorie des faisceaux ab6liens 

not6e EAb Ce foncteur est appel6 le foncteur faisceau ab61ien sous- 

jacent. 

Proposition 11.1.6 : Le foncteur restriction des scalaires par u com- 

mute aux limites inductives et projectives. Ii est conservatif. 

La proposition est vraie pour le foncteur restriction des scalaires 

pour les modules ordinaires, i.e. lorsque E est le topos ponctuel. 

Elle est donc vraie lorsque E est le topos des pr6faisceaux sur un 

petit site. Ii r6sulte, alors de la d6termination des limites inductives 

et projectives ~ l'aide du foncteur Faisceau associ@ (II 6.4) que la pro- 

position est vraie dans le cas g6n6ral. 

11.2.1 Soient (E,A) un topos annel6, X un objet de E , 

JX : E/X --~ E le morphisme de localisation (IV 8). D'apr~s III 1.7 ou 

IV 3.1.2, le faisceau jX A est muni canoniquement d'une structure 

d'anneau. Le faisceau d'anneaux jX A est not6 le plus souvent A]X ou 

bien encore, abusivement, A Sauf mention du contraire, le topos E/X 

sera annel6 par AIX . Le faisceau jX~3X A est muni canoniquement d'une 

"~ est un mor- structure d'anneau. Le morphisme d'adjonction A ~ jX~3X A 

phisme de faisceaux d'anneaux. 
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11.2.2 Soit de plus M un A-module (~ gauche pour fixer les id@es). 

Le faisceau j~ M est muni d'une structure de AIX-module (III 1.7 ; 

ou IV 3.1.2) ; d'o~ un foncteur : 

8X : A E ~ AIX E/X 

appel@ foncteur de restriction 8 E/X , ou encore foncteur de restric- 

tion 8 X . Le foncteur j~ commute aux limites inductives et projec- 

tives (loc. cit.). Ii est en particulier exact. Soit maintenant N un 

AIX-Module. Le faisceau Jx~N est un faisceau de jX AIX-Modules (III 

1.7 ou IV 3.1.2) ; d'o~, par restriction des scalaires par le morphisme 

d'adjonction A--~jx~(AIX) (11.1.4), un A-Module encore not@ JxxN �9 

On a donc d@fini un foncteur 

JX~ : AIxE/x " ) A  E 

qui commute aux limites projectives (11.1.6 et III 1.7). Pour tout 

"~ est un morphisme A-Module M , le morphisme d'adjonction M ~jx~Jx M 

de A-Modules Pour tout AIX-Module N et tout A-Module M , le mor- 

"~ d@finit un morphisme bifonctoriel en phisme d'adjonction M--~jx~JxM 

M et N 

M,N) ) HomA(M Jx~N) (ii.2.2.1) HomAtx(Jx , 

"~ et " Ce dernier morphisme est un isomorphisme i.e. les foncteurs JX 8X~ 

pour les A-Modules , sont adjoints (III 1.7). 

11.2.3 Les foncteurs j~ et JX~ pour les Modules, commutent au fonc- 

teur "ensemble sous-jacent" (III 1.7 4)). lls commutent donc aux fonc- 

teurs restriction des scalaires et en particulier au foncteur faisceau 

ab@lien sous-jacent. 

Proposition 11.3.1 : 

E . Le foncteur 

Soient (E,A) un topos annel@, X un objet de 

8 X : A E ) AI xE/x 

admet un adjoint ~ gauche not@ JX! : AIxE/x A E et appel@ le pro- 

longement par z@ro. Le foncteur prolongement par z@ro est exact et fi- 

ddle et commute aux limites inductives. Les foncteurs JX! pour les 
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Modules commutent aux foncteurs restriction des scalaires et, en parti- 

culier, ils commutent au foncteur faisceau ab61ien sous-jacent. 

L'existence du foncteur JX! r6sulte de III 1.7. Comme iX! est 

un adjoint ~ gauche, il commute aux limites inductives (I 2). Pour d6- 

montrer les autres assertions, supposons d'abord que E soit le topos 

des pr6faisceaux d'ensembles sur une petite cat6gorie C contenant 

l'objet X . On sait alors que E/X est 6quivalent ~ la cat6gorie des 

pr6faisceaux sur C/X et que, modulo cette 6quivalence, le foncteur 

JX : E--~ E/X n'est autre que la composition avec le foncteur d'ou- 

bli C/X ~ C (I 5.11). Ii r~sulte alors imm6diatement de la construc- 

tion explicite de JX! (I 5.1) que pour tout AIX-Module N et pour 

tout objet Y de C , on a 

JX!N(Y) : ~ N(u) ; 
u6 HOmc(Y,X) 

d'o~ l'exactitude de JX! et le fait que le prolongement par z6ro com- 

mute aux foncteurs restriction des scalaires dans cecas. Dans le cas 

g6n6ral, on peut supposer que E est le topos des faisceaux sur un 

petit site C et que X provient d'un objet de C ((IV i). Le topos 

E/X est alors 6quivalent au topos des faisceaux sur C/X (muni de la 

topologie induite) (III 5.4) et le morphisme de topos JX : E/X ) E 

provient du foncteur d'oubli C/X >C qui est continu et cocontinu 

(III 5.2). Ii r6sulte alors de III 1.711) que le prolongement par z6ro 

pour les faisceaux s'obtient en composant le prolongement par z6ro pour 

les pr6faisceaux avec le foncteur faisceau associ6 ; d'o~ l'assertion 

d'exactitude et la commutation aux restrictions des scalaires. 

Pour d6montrer la fid6lit6, il revient au m6me de montrer que pour 

AIX-Module N , le morphisme d'adjonction 

"~" N ad N : N ~ gXJX! 
. ^  

est un monomorphisme. Or, en notant iX! 

z6ro pour les pr6faisceaux et a 

un diagramme commutatif 

le foncteur prolongement par 

le foncteur "faisceau associ~", on a 
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ad N .~ 
N ~ JX ~ J~! N 

Jx J~ N , 

o~ ad~ est le morphisme d'adjonction pour les pr@faisceaux. Le mor- 

phisme ad~ est un monomorphisme d'apr~s ce qui pr@c~de, donc a(ad~) 

est un monomorphisme. De plus, comme le foncteur d'oubli C/X }C est 

continu et cocontinu, le morphisme canonique a j~ "~ -- X ------~ JX ~ est un 

isomorphisme (III 2.3). Par suite ad N est un monomorphisme. 

Remarque 11.3.2 : Soit N un AIX-Module. Le faisceau d'ensemble sous- 

jacent ~ Jx!N n'est pas, en g@n@ral, isomorphe au faisceau obtenu en 

prolongeant par le vide (III 5.3 et IV 5.2) le faisceau d'ensemble 

sous-jacent ~ N . On prendra donc garde de ne pas confondre le fonc- 

teur prolon~ement par z6r_qo not6 Jx! : AIxE/x ) A E dans 11.3.1, 

et le foncteur prolongement par le vide not@ encore iX! : E/X > E 

dans III 5.3 et IV 5.2 Dans la plupart des cas rencontr@s dans la 

pratique, l'abus de notation signal@ ci-dessus n'am~ne pas de confu- 

sions. Lorsqu'une confusion est n@anmoins possible, nous utiliserons 

les notations .ab .ens iX! et gX! pour d@signer respectivement les fonc- 

teurs prolongement par z@ro et prolongement par le vide. 

Preposition 11.3.3 : Soient (E,A) un topos annel@ et X un objet 

d_ee E . Le A-Module jx!(AIX), not6 le plus souvent A X o__uu AX, E , 

est le A-Module libre engendr@ par X (II 6.5) i.e. pour tout 

A-Module M , on a un isomorphisme canonique, fonctoriel en 

HomE(X,M) ~ ~ HomA(Ax,M) 

Soit (X i) i~l une famille topologiquement ~6n6ratrice de E 

La famille 

A-Modules 

Soit e X 

isomorPhisme 

M : 

(II 3.0.1). 

(Ax.) est une famille s@n@ratrice de la cat@gorie des 
z is 

l'objet final du topos E/X (e x : x 
id 

) X). On a un 

HOmAl x(AI X,JxM) ~ Hom E 

50O 
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d@duit de la section unit@ e X ~ A/X ; d'o~, par adjonction, un 

isomorphisme 

HOmA(.ab ~ ens( gx!(AIX),M) ~ HomE(Jxz ,e X) ,m) 

.ens, 
Comme JX! <ex) = X , on obtient l'isomorphisme annonc6. La derni~re 

assertion r@sulte de II 6.6 

Remarque 11.3.4 : Soient A et B deux faisceau• d'anneaux sur un 

topos E , X un objet de E et N un A~X-BIX-bi Module. Le 

faisceau ab@lien obtenu en prolongeant N par z@ro est muni canonique- 

ment d'une structure de A-B-biModule ainsi qu'il r@sulte imm@diate- 

ment de sa description explicite (11.3.1). En particulier le A-module 

libre engendr@ A X est un A-biModule 

Exercice 11.3.5 : Soient E un topos, X un objet de E , x : P----~E 

un point de E (IV 6.1), (xi) i61 la famille des points de E/X au- 

dessus de x (en correspondance biunivoque avec la fibre X IV 6.7.2). 
x 

Montrer que pour tout faisceau at61ien M sur E/X , la fibre (Jx!M)x 

est canoniquement isomorphe [ ~ M 
i xi 

12. Op@ration sur les modules 

Proposition 12.1 : Soient (E,A) un topos annel@, M e__ t N deux 

A-Modules ~ gauche (resp. ~ droite). Le foncteur sur E qui a tou~ 

objet X d__ee E associe le ~roupe commutatif HomA(M,ZOmE(X,N)) est 

repr@sentable par un faisceau ab@lien not6 ~omA(M,N) (ou parfois 

~om(M,N) lorsqu'aucune confusion n'en r6sulte). Pour tout objet X d__ee 

E on a un isomorphisme canonique 

(12.1.1) ~omA(M,N) (X) HOmAl x(JxM,$ xX) �9 

�9 "~ N (i0~8) et On a un isomorphisme c[nonique ~omE(X,N) = SX~g X 

par suite ~omE(X,N) est muni fonctoriellement en X d'une structure 

de A-Module ~ gauche (resp. ~ droite). Le foncteur X-~omE(X,N) 

transforme les limites inductives de l'argument X en limites projec- 

de A-Modules (10.2 et 11.2.3) et par suite le foncteur 

X ~ HomA(M,~OmE(X,N))__ transforme les limites 
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inductives de l'argument X en limites projectives de groupes commu- 

tatifs, donc en limites projectives des ensembles sous-jacents. Ii est 

donc representable (IV 1.4 et 1.2) et l'objet qui le repr@sente est 

muni d'une structure de faisceau ab@lien. On a, par d@finition, pour 

tout objet X de E , un isomorphisme canonique 

(12.1.2) ~omA(M,N)(X ) = Hom(X,~OmA(M,N)) ~ HomA(M,~om(X,N)) 

et l'isomorphisme (12.1.1) r@sulte de (12.1.2) , de l'isomorphisme 

�9 "~N ~om(X,N) ~ jX~$ X (10.8) et des formules d'adjonction de I0 . 

~omA(M,N) est appel@ le faisceau des mor- 12.2 Le faisceau ab@lien 

phismes de A-Modules de M dans N . C'est un bifoncteur en M et N . 

Ii r@sulte de sa d@finition et de (10.2) qu'il transforme les limites 

projectives de l'argument N (resp. les limites inductives de M ) en 

limites projectives de faisceaux ab@liens. En particulier il est exact 

gauche en ses deux arguments. 

Proposition 12.3 : Soient (E,A) un topos annel@, M e t N deux 

A-Modules ~ droite (resp. ~ gauche), X un objet de E : 

a) On a des isomorphismes canoniques : 

"~ '~ ~ ~ n) ~omA(M,N)(X) ~ HomA(M~x~J~N) ~ HomAIX(3xM,3xN) ~ HomA(Jx!JxM, 

b) On a un isomorphisme canonique : 

~om A ~ . ~X : JX ~ ~~ ~ Ix(JxM'Ox N) 

Soit de plus P un AIX-Module ~ droite (resp. ~ gauche) : 

c) On a un isomorphisme canonique : 

p) m ~omA(M,Jx~P) JX~~ ( jX M' 

d) On a un isomorphisme canonique : 

--X :~~ ~ Jx~mAIx(P'3x N) 

Les isomorphismes de a) r@sultent de (12.1.2), de l'isomorphisme 

~ o m E ( X , N  ) ~ �9 .~  - -  j X t J X  N ( 1 0 . 8 )  e t  d e s  f o r m u l e s  d ' a d j o n c t i o n  d e  1 0 .  

D @ m o n t r o n s  d ) .  P o u r  t o u t  o b j e t  Y d e  E / X  o n  a l a  s u i t e  d ' i s o m o r -  

p h i s m e s  : 

Hom(Y,Jx~OmA(M,N) ~ Hom(Jx!Y,~OmA(M,N)) (adjonetion pour les 

faisceaux d'ensembles) 

502 



204 IV 

Hom(Jx!Y,~OmA(M,N )~ HomA(M,~OmE(Jx,Y,N)). (12.2.1) 

Hom(M,~OmE(Jx!Y,N ) ~ HomA(M,Jx~OmE/x(Y,JxN)) (10.7) 

x~OmE/X "~ . Ho~k.(M,j (Y,j~(N)) --~ HomA/X(3XN,J~omE(JxN)) 

( l l . 2 . ~ . l )  

X N) m (Y,~OmAj "~M X M) .2 HomAIx(JxM,~OmE(Y,j ) Hom X(JX ,j ) (12 .i) 

D@montrons c). Pour tout objet Y de E , on a la suite d'isomorphismes: 

x~OmA, -- Hom(JxXY,~-~mAI "~ P)) ~ adjonction) Hom(Y,j x(Jx M, X(JxM;P) ) 

ZomAi - HO A/X(j XM, o E/X{j XY Hom(j ~ i P)) ,P)) 12 .2 .1 )  X y , x(Jx M, 

jxY,P)) - omA<M,jx J  ,P)) ll 2.2 H~ X(J xM,~~ ( omE/x(j xY .i) 

HOmA(M,Jx~Om E (jxY,P)) ~-- HomA(M,~OmECY,Jx~P)) 10.3) 
/X 

HomA(M,~OmE(Y,jx~P)) --~ Hom(Y,~OmA(M,Jx~P)) 12.2.1) 

D@montrons d). Pour tout objet Y de E , on ~ la suite d'Isomorphismes : 

Hom(Y,~OmA(Jx!P,N)) ~ HomA(Jx!P,~OmE(Y,N)) (12.2.1) 

HomA(Jx!P,~OmE(Y,N))--~HOmAIX (_,3X~omE(Y,N)) (ii.3.i) 

HomA/x(P,Jx~OmE(Y,N)) ~ HOmAlx(P,~om E/X (jXY,JXN)) (10.7) 

~'~~ / X ~ "~ ' ~ . x HomA/x(P, (jxY,JxN)) ~ Hom(oxY, ~omAl x(P,JxN)) (12.2.1] 

Hom(j ~X Y,~omAl X(P,jX N)) --~ Hom(Y,jx ~omAIx(P,JxN))'~ (adjonction) 

Corollaire 12.4 : Soient C un U-site , A' un U-pr@faisceau 

d'anneaux sur C , M un U-pr6faisceau de A'-modules (~ gauche pour 

fixer les id@es), N un U-faisceau de A'-modules (~ gauche). Notons 

A le faisceau aSsoci6 ~ A' , de sorte que les faisceaux N et aM 

(faisceau associ@ ~ M) sont des A-Modules. Le pr@faisceau 

X ~--~HOmA,IX(JxM,JxN) est un U-faisceau ab61ien eanoniquement isomor- 

phe ~ ~omA(aM,N) En effet il r@sulte de III 5.5. et III 2.3. que le 

foncteur de localisation ~ C/X commute avec les foncteurs faisceaux 

assocles (pour C et C/X). Par suite, on a des isomorphismes foncto- 

riels en l'objet variable X de C : 

X(JxM,J -- x(a0xM,JxN)- HomAjx(Jx_aM,3xN) ~ _ HOmA, ~ "~ X N) ~' HOmAl "~ "~ ~" ~ '~ ~omA(aM,N)(X) 
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Corollaire 12.5 : Soient E un topos , A , B , C trois faisceaux 

d'anneaux sur E , M u__nn A-B biModule , N u__nn A-C biModule Le fais- 

ceau ab@lien ~omA(M,N) est muni canoniquement d'une structure de B-C 

biModule . En particulier lorsque A est un faisceau d'anneaux commu- 

et lorsque M e_~t N sont des A-Modules , ~omA(M,N) est muni tatifs 

canoniquement d'une structure de A-Module . Les isomorphismes canoni- 

ques ~) , c_), d) d__ee 12.3 sont des isomorphismes de bi-Modules. 

Nous nous bornerons ~ donner des indications. Pour tout objet X de 

E , on a ~omA(M,N)(X) ~ HomAIx(JxM,JxN) (12.3). Par suite, le 

groupe commutatif ~omA(M,N)(X ) est muni canoniquement d'une structure 

de B(X)-C(X) bimodule (11.1.3) dont on v~rifie qu'elle est fonctorielle 

en X . Les autres assertions sont laiss~sau lecteur. 

Corollaire 12.6 : Soient (E,A) un topos annel@, X un objet de A , 

N un A-Module (~ ~auche pour fixer les id@es). On a des isomorphismes 

canoniques de A-Modules : 

~ o m E ( X , N )  --w JX~3X" "~N --~ ~ o m A ( A x , N )  ; 

l a  s t r u c t u r e  de A-Module  s u r  ~ o m A ( A x , N )  p r o v e n a n t  de l a  s t r u c t u r e  

de b i M o d u l e  s u r  i x ( 1 1 . 3 . 4 ) .  

Le p r e m i e r  i s o m o r p h i s m e  r ~ s u l t e  de  1 0 . 7 ,  l e  d e u x i ~ m e  de l ' i s o m o r -  

p h i s m e  de A - M o d u l e s  N ~  ~ o m i ( i , N )  e t  de 12.3. 

Proposition 12.7 : Soient (E,A) un topos annel~, M u__nn A-Module 

droite et N u sn A-Module ~ ~auche. Le foncteur quA ~ tout faisceau 

ab@lien P associe le ~roupe commutatif HomA(M,~omz(N,P)) est repr@- 

sentable par un faisceau ab@lien not~ M ~A N et appel@ le produit ten- 

soriel sur A de M et de N . 

On a une injection canonique de HomA(M~OmZ(N,P)) darts l'ensem- 

ble Hom(M,~om(N,P))~ Hom(MxN,P) ; On constate aussitSt, en revenant 

aux d@finitions, qu'un morphisme f de faisceaux d'ensembles de MxN 

darts P provient d'une @l~ment de HomA(M,~omz(N,P)) si et seulement 

si pour tout objet X de E , f(X) : M(X) x N(X) ~ P(X) est une 
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application A(X)-bilin6aire de M(X) x N(X) dans P(X) . Appelons 

morphisme A-bilin6aire les morphismes de faisceaux d'ensembles de 

MxN dans P qui poss~de~cette propri6t6. Ii s'agit donc de repr6senter 

le foncteur des morphismes A-bilin6aires de MxN dans P Pour cela 

on proc~de comme dans le cas ordinaire i.e. comme dans le cas o~ E est 

le topos ponctuel. Consid6rons les huit morphismes : 

(i) : MxMxN ) MxN 1 4 i ~ 3 

(i) : MxNxN ) MxN 4 ~ i ~6 

(i) : MxAxN ) MxN 7 ~ i ~ 8 

d6finis par les formules : 

(i) (ml,m2,n) I ) (ml+m2,n) 

(2) (ml,m2,n) I ) (ml,n) 

(3) (ml,m2,n) t ) (m2,n) 

(4) (m,nl,n2) ~ ~ (m,nl+n2) 

(5) (m,nl,n 2) i ) (m,n I) 

(6) (m,nl,n 2) ~ } (m,n2) 

(7) (m,a,n) I ) (ma,n) 

(8) (m,a,n) l ~ (m,an) ; 

o~ la formule (i) d@crit l'application (i)(X) pour les objets va- 

riables X de E Notons L le foncteur "faisceau ab@lien libre 

engendr6 " Ii est clair que le plus grand quotient (au sens des fais- 

ceaux ab61iens de L(MxN) qui @galise le morphisme L(1) ~ L(2)+L(3) , 

L<4) ~ L(5)+L(6) et L(7) ~ L(8) 

A-bilin6aires de MxN dans P 

12.8. On constate que le foncteur 

repr6sente le foncteur des morphismes 

P I ) HomA(N,~omz(M,P)) est aussi 

canoniquement isomorphe au foncteur des applications A-bilin6aires de 

MxN dans P . Par suite le produit tensoriel M| repr6sente aussi 

le foncteur HomA(N,~omz(M,P)) On a donc des isomorphismes, foncto- 

riel en tousles arguments : 

(12.8.1) HOmz(M~N,P) ~ HomA(M,~omz(N,P)) , 

(12.8.2) HOmz(M~AN,P) ~ HomA(N,~omz(M,P)) 
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12.9 Ii r@sulte de (12.8.1), ou bien de (12.8.2) et de(12.2) que le 

foncteur @A commute aux limites inductives en ses deux arguments. 

Propositiom 12.10 : Soient C un U-site , A' un pr@faiscea~ 

d'anneaux sur C , M' (resp. N') u_~n A'-module ~ droite (resp. ~ ~au- 

che) , A,M,N les faisceaux associ@s ~ A' , M' e__tt N' respectivement. 

Le faisceau associ@ au pr@faisceau XI ~M'(X) | (X ob C) 

est canoniquement isomorphe au faisceau M~N 

Le pr@faisceau X~-~M'(X) @A,(x)N'(X) peut se construire ~ partir 

des pr@faisceaux M' , N' et A' par les cp@rations indiqu@es dans la 

d@monstration de 12.7. Comme le foncteur "faisceau associ@" commute aux 

limites projectives et inductives finies et aux foncteurs "objet ab@lien 

libre engendr@", la formation du produit tensoriel commute au foncteur 

"faisceau associ@". 

Proposition 12.11 : Soient (E,A) un topos annel@ , M u_~n A-Module 

droite , N u__nn A-Module ~ gauche, X un objet de E . 

a) On a un isomorphisme canonique 

S o i e n t  de p l u s  P u___~n- A/X-Module  ~ d r o i t e  e t  Q u___~_n A/X m o d u l e  ~ 

g a u c h e .  

b)  On a des  i s o m o r p h i s m e s  c a n o n i q u e s  ( f o r m u l e s  de p r o j e c t i o n )  : 

j x ! ( P |  ~ ( j x ! P ) e A  N 

Jx! (JxM| Q) ~ M~A(Jx!Q) 

D@montrons a ) .  Pou r  t o u t  f a i s c e a u  a b @ t i e n  R s u r  ~X , on a l a  

s u i t e  d ' i s o m o r p h i s m e s  f o n c t o r i e l s  en  R : 

HOmz(j~(M~AN),R) ~ HOmz(M~AN,Jx~R) (11.2.2.1) 

HomA(M,~omz(N,Jx R)) (12.8.1) Homz (M@AN, Jx~R) 

HomA(M,~omz(N,gx~R) ) HOmA(M,Jx~OmZ "~ �9 ~ ( 3 x N , R ) )  ( 1 2 . 3 )  

HomA(M,Jx ~om z "~ ~ ~om z "~ ( J x N , R ) )  ( 1 1 . 2  2 ( g x N , R ) ) - -  HomA~x(Jx M, �9 . 

�9 ~ ~om z "~ x .~ HomA/X(3 xM , (JxN,R))~ HOmz(JxM@AgxN,R) (12.8.1) 
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lien 

Exhibons le premier isomorphisme de b). Pour tout faisceau ab@- 

R , on a une suite d'isomorphismes fonctoriels en R : 

�9 "~ ~ '~ (11.3 i) HOmZ(Jx!(P| N),R) ~ HOmz(P@AIxJxN,JxR) 

"~  ~ HomA/x(P, ~OmZ (j xN, j XR) ) (12.8,1) HOmz(P@AIxJxN,JxR) -- 

HOmAix(P,~omz ('~ "~ JxN,JxR))~ HomAIx(P,Jx~omz(N,R)) (12.3) 

,3X~Omz(N,R)) ~ HomA(Jx!P,~omz(N,R)) (ii.3.i) HOmAix(p "~ 

HomA(JxIP,~omz(N,R))~ HOmz(Jx!P~AN,R) (12.8.1) 

Le deuxi~me isomorphisme s'obtient de mani~re analogue ~ l'aide 

de ( 1 2 . 8 . 2 ) .  

Corollaire 12.12 

d'anneaux sur E , 

: Soient E un topos, A , B , C trois faisceaux 

M un B-A biModule , N un A-C biModule. Le 

faisceau ab@lien M~N est muni canoniquement d'une structure de B-C 

biModule. En particulier, lorsque A est un faisceau d'anneaux commu- 

tatifs et lorsque M e t N sont des A-Modules, M~AN est muni cano- 

niquement d'une structure de A-Module. Les isomorphismes de 12.9 sont 

des isomorphismes de biModules. 

Pour tout objet X de E , jX M est un AIX-Module ~ droite sur 

lequel op~re, ~ gauche, l'anneau B(X) et de m~me, jX N est un A/X- 

Module ~ gauche sur e lequel op~re, ~ droite, C(X) . Par fonctorialit@, 

le faisceau ab@lien JxM~/xJx N ~ j (M~AN) est muni d'une structure 

de B(X)-C(X) "objet", structure qui varie fonctoriellement en X 

Par suite M| est muni d'une structure de B-C biModule. Cette struc- 

ture de B(X)-C(X) objet sur Jx(M~AN) se refl~te de fagon @vidente sur 

le foncteur "morphisme A-bilin@aire". On constate alors que, lorsque A 

est commutatif et lorsque M et N sont des A-Modules, les structures 

de A-Modules ~ droite et ~ gauche qu'on obtient sont "@gales " et par 

suite M| est dans ce cas un A-Module. La derni~re assertion est 

laiss@e au lecteur. 

Corollaire 12.13 : Soient (E,A) un topos annel@, M un A-Module 
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~auche (resp. ~ droite), X un objet de E . On a (avec la notation 

A X d_ee 11.3.3) un isomorphisme canonique 

(resp. M| X jX!J~M)) AxOAM ~ jX!JX M 

r@sulte des formules de projections (12.11). 

Proposition 12.14 : Soient E un topos, A e__t B deux faisceaux 

d'anneaux sur E , M un A-Module ~ droite, N un A-B biModule , 

P un B-Module ~ droite. On a un isomorphisme canonique 

HomB(MOAN,P) ~ HomA(M,~OmB(N,P)) 

De (12.8.1) on tire un morphisme A-bilin6aire canonique 

~Omz(N,P)xN--~P ; d'o~, en se restreignant ~ ~omB(N,P)xN (qui est 

un sous-faisceau), un morphisme A-bilin6aire ~omB(N,P)xN--~P dont 

on v@rifie imm@diatement qu'il est B-lin@aire sur le deuxi~me facteur. 

a donc un morphisme canonique de B-Modules ~omB(N,P)@AN---~P ; On 

d'o~ une application canonique, fonctorielle en M : 

(12.14.1) HomA(M , ~omB(N,p)) > HomB(M| ) 

Montrons que ce morphisme de foncteurs est un isomorphisme. Comme les 

deux membres transforment les limites inductives de M en limites pro- 

jectives, il suffit de montrer que (12.14.1) est un isomorphisme, 

lorsque M parcourt une famille g@n6ratrice de la cat@gorie E A . 

Ii suffit donc de montrer que (12.14.1) est un isomorphisme lorsque 

M = A X o~ X est un objet de E. . La v@rification est alors imm@diat~ 

13. Morphisme de topos annel@s 

D@finition 13.1 : Soient (E,A) e__tt (E',A') deux topos annel6s. U__nn 

morphisme de ~opos annel@ u : (E,A) ---~ (E',A') est un couple (m,e) 

o_~ m : E --+ E' est un morphisme de topos (IV.3.1) e__[t e : m~A ' ) A 

est un morphisme d'Anneaux. 

13.1.1. Comme le foncteur m ~ : E' }E est adjoint ~ gaucbe au fonc- 

teur m~ : E---~E' , se donner un morphisme de topos annel@s 

(m,e) : (E,A) ~ (E',A') revient ~ se donner un morphisme de topos 

m : E---}E' et un morphisme de faisceaux d'anneaux e : A' > m A . 
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13.2. A un morphisme de topos annel6s u : (m,e) : (E,A) ---~ (E',A ~) , 

on associe deux foncteurs remarquables entre les cat6gories de Modules : 

13.2.1 Le foncteur image directe pour les Modules : Soit M un A-Module 

gauche (resp. ~ droite). L'objet m~M est muni canoniquement d'une 

structure de m~A-Module ; d'o~, par restriction des scalaires par le 

morphisme canonique e' : A' ) m A , un A'-Module not6 u~(M) et 

appel6 l'image directe de M par le morphisme u . 

13.2.2 Le foncteur ima@e r6ciproque pour les Modules : Soit N un 

A'-Module ~ gauche (resp. ~ droite). L'objet m~N de E est muni 

canoniquement d'une structure de m~N-Module ~ gauche (resp. ~ droite). 

Le A-Module ~ gauche A~m~A,m~N (resp. ~ droite m~N| o~ A 

est muni de la structure de m~A'-Module d~finie par e : m~A ' )A , 

est not6 u~N et est appel6 l'image r6ciproque du Module N par le 

morphisme de topos annel6 u . 

IZ.2.3. On notera que pour tout A-Module M , le faisceau d'ensembles 

et le faisceau ab61ien sous-jacent ~ u~M est le faisceau m M . Aussi 

emploie-t-on le plus souvent la notation u~ pour d6signer le foncteur 

m~ : image directe pour les faisceaux d'ensembles. En revanche pour un 

A'-Module N , le faisceau d'ensembles ou le faisceau ab61ien sous- 

jacent ~ u~N n'est ni ~gal ni isomorphe en g~n~ral ~ m~N (sauf tou- 

tefois lorsque e est un isomorphisme). Ii y a donc lieu de distinguer 

entre l'image r6ciproque pour les Modules et l'image r6ciproque pour 

les faisceaux d'ensembles Qu les faisceaux ab61iens. On utilise le plus 

souvent la notation u -I : E'--~E pour d6signer le foncteur m ~ image 

inverse pour les faisceaux d'ensembles. Le foncteur u -I est appel6 le 

foncteur image r6ciproque "ensembliste" par le morphisme de topos annel6 

u , par opposition avec l'image r6ciproque "au sens modules" u 

D6finition 13.3. : Soient (C,A) e tt (C',A') deux U-sites annel6s. Un 

morphisme de sites annel6s u : (C,A) ~ (C',A') est un couple (m,e) 

o~ m est un morphisme du site C dans le site C' (IV 4.9) e_tt 
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@ : m~A ' )A un morphisme d'Anneaux. 

13.3.1. Un morphisme de topos annel6 est un morphisme de U-sites anne- 

l@s. Un morphisme de sites annel@s donne naissance ~ un morphisme entre 

les topos annel@s correspondants (Ii.i.i et IV 4.9.1). 

Proposition 13.4 : Soit u : (E,A) 

annel@s. 

> (E',A') un morphisme de topos 

a) Pour un A-Module ~ gauche (resp. ~ droite) variable M , e__tt 

pour un A'-Module ~ gauche (resp. ~ droite) variable N , on a des 

isomorphismes bifonctoriels canoniques (dits isomorphismes d'adjonction) 

(13.4.1) HomA(U~N,M) ~ HomA,(N,u~M ) , 

(13.4.2) u~omA(U~N,M) ~ ~omA,(N,u~M ) 

b) Pour un objet variable X d__ee E' , on a un isomorphisme cano- 

nique, fonctoriel en X : 

(13.4.3) u~A$ ~ A , 
u-!( X) 

__~ A'X et Au_I(x) d@sisnent les Modules libres ensendr@s (11.3.3). 

c) Lorsque A' est commutatif et lorsque le morphisme canonique 

-i 
u A'--~ A est central (resp. lorsque le morphisme canonique 

-i 
u A'---~ A est un isomorphisme) on a, pour un A'-Module ~ droite M 

variable et un A'-Module ~ gauche N variable , un isomorphisme 

bifonctoriel canonique : 

(13.4.4) u~M| ~ u~(MOA,N) 

(resp. (13.4.5) u~M~AU~N ~ u-I(M| ). 

On a tout d'abord un isomorphisme canonique 

HomA(U~N,M) ~ Hom _IA,(U-IN,M) (12.12), puis un isomorphisme 
U 

Hom IA,(U-IN,M) ~ HomA,(N,u~M) (III 1.7) ; d'o~ 13.4.1. Exhibons 

l'isomorphisme 13.4.2. Pour tout objet X de E' , on a la suite d'iso- 

m~phismes fonctoriels : 

HOmE,(X,u~omA(U~N,M)) ~ Hom(u-iX,~omA(u~N,M)) (adjonction), 

HOmA(U~N,~OmE(U-iX,M) ) ,, ,, .... (12 .1 )  
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HOmA(U~N,~OmE(U-iX,M)) ~ HOmA,(N,u ~omE(u-lX,M)) (13.4.1) , 

HOmA,(N,~OmE,(X,u~M)) " " " " (i0.3.i) 

" " " " HOmA,(X,~OmA,(N,u M)) (12.1) 

La formule 13.4.5 s'obtient alors ~ partir de la formule 13.3.2. par 

adjonction (d@finition du produit tensoriel (12.7)). La formule 13.4.4 

se d@duit de 13.4.5 en utilisant la commutativit@ du produit tensoriel 

lorsque l'anneau de base est commutatif (12.8). Enfin, pour d@montrer 

13.4.3, on consid~re la suite d'isomorphismes 

HOmA(U~Ai,M) ~ HOmA,(Ai,u~M) (13.4.1) , 

HomE,(X,u~M) ~ ...... (11.3.3) , 

" " " ~ HomE(U-IX,M) (adjonction), 

HomA(Au_Ix,M)~ ...... (11.3.3) 

Corollaire 13.5 : Soient (E,A) un topos annel@, x : P > E u_nn 

point de E , F I } F le foncteur fibre associ@ (IV 6.1). Le fonc- 
x 

teur fibre en x transforme le produit tensoriel des A-Modules en 

produit tensoriel (ordinaire) des A -modules. 
x 

Le produit tensoriel dans P est le produit tensoriel ordinaire 

des modules (Ple topos ponctuel est la cat6gorie des ensembles). 

L'assertion r@sulte donc de (13.4.4). 

Corollaire 13.6 Soit u : (E,A) > (E',A') un morphisme de topos 

annel@s. Le foncteur u~ image directe pour les Modules ~ droite ou 

gauche commute aux limites pro.~ectives et en particulier est exact 

gauche. Le foncteur u ~ imase r@ciproque pour les Modules ~ droite ou 

gauche commute aux limites inductives et en particulier est exact 

droite. 

Ceci r@sulte de la formule 13.4.1 (I 2.11). 

13.7 On notera que le foncteur u ~ , image r@ciproque pour les Modules, 

n'est pas, en g@n@ral, exact, alors que le foncteur u -I , image r@ci- 

proque ensembliste, est exact. On peut cependant affirmer l'exactitude 

de u ~ lorsque le morphisme canonique u-iA ' > A est plat (~ 
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droite ou ~ gauche) (V 1.8). C'est en particulier le cas lorsque le mor- 

phisme canonique u-iA ' > A est un isomorphisme. 

13.8 Soient C un ~-site , A' un pr@faisceau d'anneaux sur C , et 

notons A le faisceau associ@ ~ A' . La cat@gorie des pr@faisceaux de 

A'-modules qui sont des faisceaux est @quivalente ~ la cat@gorie des 

A-Modules. On utilise parfois la notation HomA,(M,N) pour d@signer le 

groupe HomA(M,N ) (11.1.2). De m~me, et abusivement, on utilise les no- 

tations ~omA,(M,N) et M ~A' N pour d@signer les faisceaux ~mA(M,N 

A' = k E est le pr@faisceau constant, d@fini par 

k , on @crit aussi ~~ ' @k au lieu de~mkE 

Exercice 13.9 Topos localement annel~s ; cf. [9] pour plus de rensei- 

gnements dans l'ordre d'id~es qui suit). 

Soit (E,~E) un topos commutativement annel~. Pour X ~ ob E et 

f E ~E(X) , soit Xf le plus grand sous-objet de X sur lequel f 

soit inversible. 

a) Montrer que pour X' ~ ob E/X , 

lement si le morphisme structural X' 

que pour f,g E ~E(X) , on a 

Xfg = Xf ~ Xg 

b) Montrer que les conditions suivantes (i) ~ (iii) sont ~quiva- 

lentes : 

(i) Pour X ~ ob E et f,g ~ ~E(X) , on a 

Xf+g C Sup(Xf, Xg) 

(ii) Pour X E ob E et 

sible, on a X = Sup(Xf, Xg) 

(iii) Pour X ~ ob E et 

fx' est inversible si et seu- 

> X se factorise par Xf , et 

f,g ~ ~E(X) tels que f + g soit inver 

f ~ O E ( X )  , o n  a 

X = Sup(Xf, Xl_f) 

Montrer que ces conditions impliquent la condition suivante (iv), 
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et sont @quivalentes ~ cette derni~re si E a suffisamment de points : 

(iv) Pour tout point p de E , l'anneau fibre ~E,p est un 

anneau local. 

Lorsque les conditions @quivalentes (i) ~ (iii) sont satisfaites, 

on dira que (E,~E) est un topos localement annel@, et on dit de m@me 

qu'un site annel@ est un site localement annel@ si le topos annel@ cor- 

respondant est un topos localement annel@. 

c) Soient (E,~ E) et (E',~E,) deux topos localement annel@s, et 

f un morphisme de topos annel@s du premier dams le second. Montrer que 

la condition (i) suivante implique la condition (ii) et lui est @qui- 

valente si E a suffisamment de points : 

X ~ ob E' et s~ E ~Ef(~) , posant X = f-l(x) , (i) Pour tout 

s = f~(s.) , on a 

X' = f-i 
s' (Xs) 

ii) Pour tout point p de E , posant 

phisme naturel sur les fibres 

~E',p' ~ ~E,p 

est un homomorphisme local d'anneaux locaux. 

p' = f(p) , l'homomor- 

Lorsque la condition (i) est satisfaite, on dira que f est un 

morphisme de topos localement annel@s, ou encore un morphisme admissi- 

ble de topos l~calement annel@s si une confusion est ~ craindre. On 

d@signe par Hom~oplocan(E,E ') la sous-cat@gorie pleine de la cat@go- 

rie Homtopan(E,E') de tousles morphismes de topos annel@s de E dams 

E t d@finie par les morphismes admissibles de E dams E' 

d) Supposons que (E,~ E) soit le topos annel@ associ@ ~ un espace 

topologique annel@ (X,~x) (IV 2.1). Montrer que pour que (E,~E) 

soit localement annel@, il faut et il suffit que (X,~x) soit locale- 

ment annel@, i.e. que pour tout x ( X , la fibre ~X,x soit un anneau 

local.(Noter que dans le crit%re (iv) de b), il suffit de prendre le 

point p dans une famille conservatrice de points de E ) 
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Soit f : (X,~ X) > (X',~X ,) un morphisme d'espaces annel@s, o~ ~X 

et ~X' sont des faisceaux d'anneaux locaux. Montrer que le morphisme 

de topos annel@s correspondant Top(X,~x) ~ Top(X',~X,) est admis- 

sible si et seulement si il en est de m~me pour le morphisme f , i.e; 

si et seulement si pour tout x ~ X , ~X',f(x) ~ ~X,x est un homo- 

morphisme local d'anneaux locaux. 

e) Soient (E,~E) et (E',~E,) deux topos localement annel@s, 

tels que E ait suffisamment de points et que (E',~E ,) soit @quiva- 

lent au topos annel@ d@fini par un sch@ma (X',~X,) ; prouver que la 

cat6gorie Homtoplocan(E,E') est @quivalente ~ une cat6gorie discrete, 

i.e. que c'est un groupo~de (tout morphisme est un isomorphisme) rigide 

(les groupes d'automorphismes des objets sont les groupes unit6). 

(Hint : se ramener au cas o~ (E,~E) est le topos ponctuel annel6 par 

un corps). On se rappellera que, par contre, Homtop(E,E') n'est pas 

en g@n@ral @quivalent ~ une cat6gorie discrete, m~me si E et E' sont 

~es topos d@finis par des sch6mas (et m@me si E est le topos ponctuel), 

cf. 4.2.3). 

f) Soient E un topos localement annel@, P le topos annel@ 

d6fini par l'espace annel6 Speck , o~ k est un corps. Montrer que 

les morphismes admissibles de topos localement annel@s P ~ E cor- 

respondent aux couples (p,u) d'un point p de E , et d'une injec- 

tion de k(p) dans k , o~ k(p) est le corps r@siduel de l'anneau 

local ~E,p G@n@raliser en un @nonc@ exhibant les morphismes admissi- 

bles d'un topos localement annel@ ponctuel dans E (g@n@ralisant 

EGA 1 2.4.4). 

On appelle point z6om@trique d'un topos localement annel@ E tout 

morphisme admissible dans E du topos localement annel@ d@fini par un 

espace annel@ de la forme Spec(k) , off k est un corps alg@briquement 

clos. D@finir la cat6gorie des points g@om@triques de E (sous-entendu: 

correspondants ~ des corps k ~ U ), not@e Pt~@om(E) , et un foncteur 

canonique Pt~@om(E) > Point(E). Montrer que ce foncteur est fiddle 
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si et seulement si E n'a pas de point i.e. Point(E) est la cat6gorie 

vide. 

g) Soient E un U ltopos , V un univers tel que U E V . D6finir 

une 2-cat6gorie (V-U-Top)/E en termes de l'objet E de la 2-cat6gorie 

(V-U-Top) (3.3.1), en s'inspirant de 5.14 a). Lorsque E est annel6 

par un Anneau A , d6finir de m~me une ~cat6gorie (V-~-Topan)/E , et 

lorsque E est localement annel6, utilisant la notion de morphisme 

admissible (cf. c)), d6finir une 2-cat6gorie (~-~-Topanloc)/E , admet- 

tant Ptg6om(E) (cf. f)) comme sous-cat6gorie pleine. 

14. Modules sum un topos d6fini par recollement 

14.1 Soient (E,A) un topos annel6, U un sous-topos ouvert de E , 

F le sous-topos ferm6 compl6mentaire, j : U > E et i : F > E 

les morphismes canoniques (9.3). Le topos U est annel@ par j~A 

(11.2.2) et le morphisme de topos i , compl6t@ de mani%re 6vidente, 

devient un morphisme de topos annel6s. Dans ce num6ro, le topos F sera 

annel6 par le faisceau i~A , not6 AIF , et le morphisme j , compl6t6 

de mani6re 6vidente, est alors un morphisme de topos annel6s. 

14.2 On a donc deux morphismes de topos annel6s : 

j : (U,AIU) - > (E,A) et i : (F,AIF) ) (E,A) ; 

d'o~ cinq foncteurs entre les eat6gories de Modules (~ gauche pour fixer 

les id6es) correspondantes : 

J~ 
> 

�9 ~ 1 

(14.2.1) (AIU ~) ~ 0 (AE) ix ~ (AIF F) 
J~ 

Chaque foncteur du diagramme (14.2.1) est adjoint ~ gauche ~ celui qui 

se trouve au-dessous de lui. 
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14.3 On sait que le foncteur X i > (j~X, i~X ; i~X ; i~j~ j~X) 

est une 6quivalence de E dans le topos (U,F, i~j~) (9.5.4). Cette 

@quivalence induit une @quivalence entre les cat@gories de Modules cor- 

respondantes et par suite le foncteur P i "- (j~P,i~P ; 

i~P > i~j~ j~P) est une @quivalence, not6e ~ , de la cat@gorie A E 

dans la cat6gorie (AIuU,AIFF,i~j~) . Les foncteurs de (14.2.1) compos6s 

avec ~ ou r sont alors les foncteurs : 

i~j~M "~" M id i~j M) o j~ : M I > (M, ; i j~ > , 

�9 ~ ~-i i~j ~M) $ o : (M,N ; N ~ I ) M , 

o j! : M I > (M,O ; 0 ; i~j~M) , 

r o i x : N I ~- (O,N ; N ; O) , 

.~ r .~. 
l o : (M,N ; N ) i J~M) I > N 

Le lecteur pourra, ~ titre d'exercice, expliciter les diff@rents mor- 

phismes d'adjonction. 

14.4 Notons 
! 

(14.4.1) i" : A E > AIF F 

le foncteur d@fini par la formule : 

(14.4.2) v - i u 
i" o (M,N ; N ) i~j M) : Ker(u) 

! 

Proposition 14.5 : Le foncteur i" est adjoint ~ droite au foncteur 

i x . Le morphisme d'adjonction i~l' "" > id est un monomorphisme. 

Les foncteurs i" (pour des anneaux variables) commutent aux foncteurs 

restriction des scalaires. 

Ii est clair que tout morphisme 

(O,N ; O) > (M,N ; N u ~ i~j~M) 

se factorise d'une mani%re unique par (0, ker(u) ; O) ; ce qui d@mon- 

tre la propri@t@ d'adjonction. Les autres assertions sont triviales. 
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Proposition 14.6 : Pour tout objet 

exactes fonctorielles en P : 

(14.6.1) 0 > j!j~P ,,, ~ P 

(14.6.2) 0 > i!i~P-------~ P 

P de A E , on ales suites 

i~i~P ~ 0 ; 

j~jlP 

off les fl~ches non triviales sont les fl~ches d'adjonction. 

Remarquons d'abord qu'une suite 

(M',N';u') > (M,N ; u) ) (M",N" ; u") 

de (A/UU,A/F F ; i~ji) 

pondantes 

est exacte si et seulement si les suites corres- 

M' , ~ M > M" 

N' > N ~ N" 

0 > (O,ker(u);O) > (M,N,u) 

(O,N ; O) ----> 0 

(M,i~j~M ; id) 

La v6rification de l'exactitude de ces suites est triviale. 

14.7 La suite exacte (14.6.2) permet d'obtenir une nouvelle interpr6- 

tatlon du foncteur i Z En effet soit X un objet de E . De 

(14.6.2) on tire la suite exacte de groupes commutatifs : 

0 > HomE[X,i~i!P) > HomE(X,P) > HomE(X,j~j~P) 

Notons encore U l'ouvert de E , objet final du sous-topos ouvert 

U . Ii r6sulte des propri6t6s d'adjonction des foncteurs j~ , j et 

.ens X,j~jlp j! que le groupe HOME( ) est canoniquement isomorphe 

Homz(XxU,P) et que le morphisme HomE(X,P) ) HomE(X,j~j ~ P) 

autre que le morphisme d6fini par le monomorphisme XxU ) X 

En d'autres termes (8.5.2) : 

5 1 7  

n'est 

(iv 5). 

en des suites du type (14.3) : 

0 ~ (M,O ; O) ~ (M,N ; u) 

sont exactes. 

Les suites (14.6.1) et (14.6.2) sont tranform6es par l'6quivalence 
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! 

Proposition 14.8 : Les sections de i i" P sur E/X sont les sec- 

tions de P sur E/X dont le support (9.3.5) contient F (notation de 

5.9.1). En d'autres termes, i x i" P est le plus grand sous-faisceau de 

P ~ support contenu dans F 

T 
14.9 Par abus de langage, on dit parfois que i~ i ~ P est le sous- 

Module de P d6fini par les sections de P ~ support dans F Ii 

r6sulte de 8.5.3 que cette terminologie ne fait qu'@tendre aux topos 

g6n@raux une terminologie utilis@e pour les topos de faisceaux sur des 

espaces topologiques. 

Proposition 14.10. i) Le foncteur P~ ~ i i~P est isomorphe au 

foncteur P I ~ i~i ~ A | P 

2) Le foncteur P~ > i~P est isomorphe au 

foncteur P ~ ~omA(i~i~A,P ) 

La suite exacte (14.6.1) s'@crit, dans le cas particulier o~ P 

est le A-Module A : 

(14.10.1) 0 ) A U ~ A > i~i~A > 0 

o~ A U est le A-Nodule libre engendr@ par l'ouvert U correspondant 

au sous-topos ouvert U (9 et 11.3.3). Pour tout A-Module P , les 

A-Modules j! j~ P et j~ j~ P sont canoniquement isomorphes respec 

tivement ~ AU | P et omA(Au, P) (12.3.et 12.6). De plus, les 

morphismes canoniques j!j~P ) P et P > j~j~ P proviennent, 

modulo ces isomorphismes, du monomorphisme A U ) A . On tire donc 

de la suite exacte 15.10.1, deux suites exactes (12.2 et 12.11) : 

j! j~ P ~ P ~ i~ i ~ A | P > 0 , 

i �9 .~ 0 > ~omA(i ~ A,P) ) P ) J~ 8 P ,; 

d'o~ les isomorphismes annonc@s par comparaison avec (14.6.1) et (14. 

6.2). 
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