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0, Introduction.
n notera qu'd partir du présent exposé, contrairement aux exposés pré-

cédents et & la théorie cohomologique classique des espaces topologiques, nous
sommes obligés, pour la validité des énoncéds essentiels, de nous limiter aux
faisceaux de torsion (et souvent méme, plus précisément, sux faisceaux de torsion

premiers aux caractéristiques résiduelles).

Signalons qu'en fait une théorie "raisonneble” de la cchomologie &
coefficients entiers (ou méme réels), pour les variétés sur un corps algébrique-
ment clos de caractéristique p £ O , analogue & la théorie classique pour le cas
k = €, n'existe pas {comme 1'a remarqué Serre). Plus précisément, il n'exisie pas
de foncteur contravariant H1, défini disons sur la catégorie des schémas projec-
tifs lisses sur le corps K alg. clos de car. p > 0 , & valeurs dans la catégorie
des espaces vectoriels de dimension finie sur R (ou un sous-corpe de R ),
‘commutant sux produits’, i.e. tel que H (Xx¥) €= H'(X) x B'(T), et tel que
dim Hl(X) = 2 si X est une courbe connexe de genre 1. En effet, il
stensuivrait que si X est une variété abéliemnne sur k , alors 1l'application

wrsu de End(X) dans End(Hj(X)) est additive, donc une représentation de

s s

1'annesu opposé de End(X). Mais en caractéristique p , il existe des courbes



-2 - iX

elliptiques X ayant comme anneau @' endomorphismes un ordre maximal A d'une
algebre de queternions définie sur Z ([3], p.198), et une telle algtbre n'a
évidemment pas de représentation dans un espace vectoriel de dimension 2 sur R,

puisque A® R est un corps {1e corps des quaternions).
Y/

1. Le sorite des faisceaux de torsion

Soient T un topos et F un faisceau sbélien sur T ,
On peut multiplier par n dans ¥ (n € Z un nombre entier), cette multipli-
cation &tant induite par 1'opération snalogue dans (Ab). Notons nF ie
noyau de cette multiplication; done nF(X) , pour X &€ Ob T , est le groupe

des sections de F(X) dont 1'ordre divise n .

On désigne par IP 1'ensemble de tous les nombres premiers,

Définition 1.1. Soit P un ensemble de nombres premiers. On dit que F est

un faisceau de p-torsion, ol un p-faisceau, si le morphisme canonique

lim nF —> F est bijectif ,
n

n parcourant l'ensemble des entiers tels que ass n¢p , ¢'est-d~dire, tels

que les nombres premiers divisant n soient dams p ., Si p=1IP est l'en-

semble de tous les nombres premiers, on dit simplement que F est de torsion,

Propogition 1.2,

(1) F est de p-torsion si et seulement si F est le faisceau associé &

un préfaisceau & valeurs dans des groupes abéliens de p-torsion; on peut

prendre

P = lim(préf) J oo
ass ncp
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¥*
(i:‘.} Si F est de p-torsion et si X & Ob T est un objet guasi-compact ,

alors F(X) est un groupe do p-~torsion.

(i14) Si T est locelement de type fini (VI 1.1 ), alors F est de

p-torsion si et seulement si F(X) est un groupe de p~-torsion pour chaque

X € 0b T quasi-compact. Dans ce cas, on &

lim 53(1/x; ) a2 s4(r/x; ¥)
ass n¢p

pour chaque X quasi-compact et tout q .

(iv) Si uw:T-»T est un worphisme de topos et si F' est de p-torsion

sur T' , alors 1'imege inverse u*F est un faisceau de p=-torsion sur T .

(v} Si u:T~3T" est un worphisme de topos, avec T et T! localement de

* :
type fini et u quasi-compsct , et si F est un faisceau de p-torsion sur

T , alors les Rq-u*}" sont des faisceaux de p~-torsion suwr T pour tout q .

Démenstration : (i) TFvidemment, si un faisceau P est de p-torsion,
F est le faisceau associé au préfaisceau P dont le groupe des sections P(x)
eat le sous-groupe des éléments de p-torsion de P{X). Inversement, soit
F=aP (II) 1le foisceau sssocié & P, ol P est & valeurs dans la catégorie

des groupes abéliens de p-torsion. De la suite ezacte
n
0 —> nP > P o P
on déduit une suite exacte

0 —> a(?) —> P 2> F
-n

¥ Un objet X d'un topos est dit quasi-compact si chaque famille couvrante
{x, —> X} peut &tre majorée par une famille couvrante finie. Un morphisme
u de topos est quasi-compact si 1'image inverse de chaque objet quasi-compact
est encore quasi-compacte,
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dfol g(nP) = nF . Comme le foncteur a commute aux linites inductives, on
déduit de

lim (préfl} P .y P
ass nep n

quton a aussi

(i) Posons P = lim{préf) F ., Alors ona PC P, donc P est un pré-
e g
faisceau séparé, et par suite

ab(x) = g (ker(TTR(x) 3 ))

ol comme d'habitude la limite est prise suivant les familles couvrantes

ixi e XA} . Mais comme X est quasi-compact, il suffit de prendre les
familles couvrantes finies. Pour ces familles 1’;f P(Xi) est de p-torsion;
done le ker 1'est aussi, Par suite aP(X) = F(X) est de p-torsion.

(ii1) Pour vérifier que lig F-—>F est bijectif, il suffit de le faire
pour les valeurs sur X &€ Ob 7 pour chaque X d'une famille de générateurs.
On est done ramené & (ii) pour la premidre assertion. Le deuxidme assertion
est une conséquence de

(iv) Conséquence de (i) puisque u¥aP') = a{u'P)

(v) Conséquence facile de (iii).

On aura aussi besoin d'une variante non-abélienne, Mais il v a
des problémes techniques dans la définition (j'ignore s'ils sont sérieux),
et on sz contentera donc de donner une définition pour la topologie étale

d'un schéma.
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Définition 1.3. Soit p un ensemble de nombres premiers, On dit qu'un groups

G est un ind-p-groupe si chaque sous-gnsemble fini de G engendre un sous=-

groupe finji d'ordre n , avee ass n¢ p . Il revient au méme de dire que

les sous-groupes finis G, d'ordre n, , avec ass n,& P, forment un ensemble

filtrant, et que G = lim Gy + Si p= IP, on dit groupe ind-fini au lieu
de ind-p-groupe.

On vérifie immédiatement la

Proposition 1.4.

(i) Un sous-groupe ainsi qu'un quotient d'un ind p-groupe est encore un
EEQ p-groupe,

{i1) Une limite inductive filtrante deind-p-groupes est un ind-p-groupe.

{iii) Une limite projective finie deind-p-groupes est un ind-p-groupe.

Définition 1.5. Soit X wun schéma, On dit qu'un faisceau F de groupes

sur X est un faisceau de ind p-groupes {resp. de groupes ind-finis) si pour

chague U -3 X étale, avec U quasi-compact, F{U) est wn ind p-groupe

(resp. un groupe ind-fini),

Proposition 1.6. Soit F un faisceau de groupes sur le schéma X.

(i) F est un faisceau de ind-p-groupes si et seulement si pour chaque

point géométrique f de X, la fibre ¥ g est un ind-p-groupe.

(1) Si £: ¥ —> X' eost un morphisme et si F' est un faisceau de

*
iggfp-groupes sur X' , f F' est un faiscesu de ind-p-groupes.

(iid1) 8i f+ X —> X' est un morphisme quasi~compact et F est un faisceau

de ind-p-groupes sur X , alors f,F est un faisceau de ind-p-groupes.

Démonsiration, (i)} Supposons que P soit un faisceau de ind-p-groupes,
et soit § un point géométrique de X . Alors F = lig F(X'),ou X' percourt
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un systime pseudo-filtrant de schémas étales sur X (VIII 3.9). Il est évident
que les X' affines (donc guasi~-compacts) forment un ensemble cofinal, et que
par suite F est limite inductived2 ind p-groupes, donc est un ind-p-groupe
d'aprds 1.4 (ii). Inversement, supposons que pour chague ‘g la fibre F
soit un ind-p-groupe et soit U —> X étale, U gquasi-compact, Soit S ¢ r{U)
un sous-ensemble fini, Pour chague point géométrique ¥ de U, 1'imege ¢z S
dans F engendre un groupe fini., Comme un groupe fini est de présentution
finie, on conclut aisément qu'il existe un U étale sur U, ‘; -penctué,
tel que S engendre un groupe fini dans U, ) (ef. VIIT 4). Un nombre fini
de tels U forment un recouvrement de U , soit §U1,,..,Un} . Alors
ltimage de” 8 dans 1] F(Ui) engendre un sous-groupe fini, et comme

Mu)ec TT F(Ui), on a gagné.

L'assertion {ii) est triviale & partir de (i), et (iii) est immédiate,

2. Faisceaux constructibles

2.0, Soit T wun topos. Rappelens qu'a chague élément S € Ob(Ens) on
associe le faisceau ST aseoclé au préfaiscesu P tel que P(X) = 8 pour

chague X & Ob(T). L'objet de T qui représente S, est

I I e = " &(e b

8 &S

e 1l'objet final de T . ST est appelé faigcesu constant, de valeur S (IV

On définit d'une manidre évidente la notion de faiscesu de groupes constant,

de A-modules constant (A un anneau), et de faisceau gbélien constont, de

valeur M . Un morphisme f.:5. —> 8 de faisceaux constants est dit ccoastant

T T
s8'il provient d'un morphisme d'ensembles f: § —> I

Un faisceau P est dit localement constant s'il existe un 1ecouvrement

{ei —> e} de 1'objet final tel que F devienne constant sur chaque ey
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On définit d'une fagon anelogue la notion de faisceau de groupes ou de A-modules
localement constant,et de morphisme localement constant £ : F—>G , si

F et G sont des faisceaux localement constants. Enfin, un faisceau de groupes
ou de A~ modules localement constant est dit de ifype fini {resp. de présentation

finie) si les valeurs locales sont des grqupes ou des A~ modules de type fini

(resp. de présentation finie).

Lemme 2.1, (1) Soit f: F —3» G un morphisme de faisceaux d'ensembles

localement constant sur T , et supposons que les valeurs locales de F soient

des ensembles finis, Alors f est localement constant.

(ii) Soit f: F —> G un morphisme de famisceasux de A- modules localement

constants, avec F de type fini, Alors f est localement constant, et le noyau

et conoyau de f sont localement constants.

(111) Soit o0 =+ F'—> F-—> P — 0 une suite exacte de faisceaux de

A~-modules (resp. de groupes), avec F! et F" localement constants, F"

étant de présentation finie. Alors F est localement constant,

Démonstration de (i) et {ii). On se réméne sans peine au cas ok F
N {(M,N  des

A-modules), et soit S C M un sous-ensemble fini de générateurs de M , Alors

et G sont constants. Traitons (ii) : soit F = My, G=X

f est déterminé par sa restriction & S’l‘ et f sera localement constant si
£18§, 1'est. On est donc réduit 2 (i) pour la premidre assertion de {ii), et

la deuxiéme assertion est conséquence triviale de la premidre,

I1 reste donc & démontrer (i). Supposons que F = Sps G=8'g
solent constants, et notons aussi par f le morphisme d'objets f: Sxe —3 S'xe
(notation comme ci-dessus). Soient fr e — S'xe (s'€ 8) 1les composants
de £ : puisque S est fini, il suffit évidemment de traiter le cas f = fs R
c'est-b-dire, oi S est un ensemble d'un &lément. Soit X, —>e (s' ¢ 8)

la famille des morphismes qui rendent cartésiens les diagrammes

XS,-——-—'-*e

l
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oh is,:e ~—> S'xe est "1'inclusion” dans la g'-idme composante, La famille

{is'} eat trivialement couvrante, donc {Xs'

3 @1 1'est aussi, On vérifie
inmédistement (puisque les sommes directes dans un topos sont disjointes
que f deviant constant sur XS, , et que par suite f est loca-

lement constant.

Démenstration de (iii). Traitons le cas des faisceaux de A-modules.,
On peut supposer F' et P constants, F" de valeur M" un A-module de
présentation finie, Si M' est libre, donc admet une base finie (ei) 1g<ign !
alors leg ey définissent des sections de F", donc se relévent localement en
des sections de F , ce qui montre que localement l'extension F de F" par
™ se scinde, ce qui prouve que F est localement isomorphe & F' x P , donc
est localement constant. Dens le cas général, choisissant un homomorphisme sur-
Jectif (P L' —> M' |, avec L" 1libre de type fini; le noyau R de Cf’ est
de type fini, et posant L = L% X W F = L,’f X ™ P ; on voit d'une part que L
est une extension de L}I‘, par G, gonc localement constant d'aprés ce qui
précéde, d'autre part qu'on a une suite exacte o —> RT ——p L — P —> 0,

ce qui gréice & (dii) implique que F est localement constant.
A partir de maintenant, on se borne aux topos étales des schémas,

Lemme 2.2, Soit X un gchéma et F un faiscesu sur X qui est loca-

lement constant, Alors F est représentd par un Y/X étale. 5i de plus les

fibres de F sont finies (resp. et non-vides), alors Y est un revétement

étale (resp. et surjectif).

Démonstration. Descente (SGA 1 IX 41 si F 3 fibres finies,
SGA 3X 5.4 dans le cas général).

Définition 2,3. Un faisceau d'ensembles (resp. de groupes, resp. de

A-modules) est dit constructible si pour chaque ouvert affine U ¢ X il existe une

décomposition de U en réunion d'un nombre fini de sous-schémas constructibles

(Eca OIII 9.1.2 ) localement fermés réduits U, telle que le faisceau induit par
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F sur chaque U, soit localement constant, de valeur finie (resp., finie, resp.

de présentation finie(*)).

2.3.1. L'hypothdse de finitude sur les valeurs locales revient & dire que pour
chagque point géométrique § , la fibre P, est finie (resp. finie, resp. de
présentation finie). Il s'ensuit immédistement de 2.1 (i) qu'un faisceau de
groupes F est constructible si et seulement si le faisceau d'ensembles sous-

jacent & F est constructible.

On fers attention que si F est un faisceau abélien, 11 est consiruc-
tible en tant que faiscesu de groupes (ou encore, en tant que faisceau d'ensem~
bles) si et seulement si il est constructible comme faisceau de Z-modules, st
si de plus ses fibres sont finies., Ainsi, Z_ est constructible comme Z-module,

X
mais non comme faisceau de groupes.

Proposition 2.4. (i} Soit X quasi-compact et quasi-sépard. Alors un

faisceau (resp. faisceau de groupes, resp. faisceau de A-modules) est construc-

tible si et seulement s'il existe une décomposition de X en réunion de parties

localement fermées constructibles,telle que F devienne localement constant,et

fini (resp. fini, resp. de présentation finie), sur chague X.i .

(ii) Pour vérifier que F est constructible, il suffit de vérifier que

F{Ui est constructible pour les Ui d'un recouvrement ouvert domné de X .

(iii)  Soit £ : Y —3 X un morphisme. Alors f P est constructible si F
1ltest,

(*) Lorsque A n'est pas supposé noethérien, il est préférable, pour les besoins
de 1'Algtbre Homologique, d’'exiger ici, au lieu de la seule présentation finie
pour le A-module M, qu'il ait une résolution gauche par des A-modules libres de
type fini. La notion introduite desns (2.3) devrait alors prendre le nom : F est
l-constructible, (plus généralement, on définirait de fagon évidente la n-cons-
tructibilité, pour tout entier n 3 0). Nous ellons provisoirement pour le présent
exposé garder la terminclogie sous la forme (2.3), qui est surtout raisonnable
dens le cas ou A est noethérien, ou elle cofncide avec celle qu'on vient de
signaler. Comparer SGA 6 I pour des notions de finitude dans des cas non
noethériens,
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(iv) L'ensemble des points ol la fibre d'un faisceau constructible est non-
vide (resp. non—nulle) est un sous-ensemble localement constructible (EGA OIII 9,1,2),
(v) Soit X localement noethérien. Alors un faisceau d'ensembles (resp...)

P sur X est constructible si et seulement si pour chaque x € X , il existe

un ouvert non-vide de l'adhérence X de x tel que F induise un faisceau

localement constant de valeur finie (resp, ...) sur U .

Démonstration., Evidemment, si f: ¥ —> X est un morphisme et s'il
existe une décomposition de X en réunion de parties Xi localement fermées et
constructibles,tellesque F devienne localement constant sur chague Xi’ il en est
de méme de Y et f£F {cf., BGA IV 1.8.2). Cela prouve 1'implication &= de (i).
Supposons maintenant que X soit quasi-compact et guasi-séparé et soit
i(%,...,UnE un recouvrement ouvert affine de X tel que F Ui soit construc-
tible pour chaque 1 . Pour trouver une décomposition de X  comme dans (i), 11
suffit de le faire pour Un et pour Y = X - Un {avec la structure induite ré-
duite), Un et Y étant constructibles dans X grice & 1'hypothése "X quasi-
séparé”, Or une décomposition existe pour v, d'aprés la définition de construc-
tibilité, et Y est réunion de n-1 ouverts affines Vi = erUi
{(L=1,...,n-1) avec F{Vi constructible, d'ol le résultat (i) par récurrence
sur n . Le méme raisonnement démontre (ii) 3 en effet, 1'hypothése implique que
P|{U est constructible pour chaque ouvert affine U '"assez petit", et on peut
recouvrir un ouvert affine V arbitraire par un nombre fini de tels ouverts.
L'assertion {ii) montre que la notion de constructibilité est locale sur X, et
(i11), {iv) s'ensuivent immédiatement. L'implication == de (v) est immédiate,
et ne dépend pas de l'hypoth®se noethérienne. Si X est noethérien on démontre

1'implication &= par la "récurrence noethérienne" habituelle.

Proposition 2,5. Soit X quasi~compact et guasi-séparé, et F un faisceau

de groupes ou de A- modules constructible sur X . Alors il existe une filtra-

tion finie de F dont les gquotients successifs sont de la forme i,G,oh i : U—>X

est l'inclusion d'une partie localement fermée et constructible, et ol G est

localement constant et constructible sur U . 51 X est noethérien, il existe

une tells filtration,avec des U dirréductibles.

10
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Démonstration. Dtaprds 2.4 (i), il existe une décomposition de X en
réunion finie de parties localement fermées constructibies Xi telles que chaque
P|X, soit localement constant et fini (resp. de présentation finie). Ecrivons
X =U,n (:V. , ou U, et V. sont des ouverts constructibles, et soit §

i i i i i .

le nombre d'ouverts de X dans la sous-topologie T engendrée par {Ui’vij .
Raisonnons par récurrence sur N: si W est up élément non-vide minimal de T ,
il est évident que F|{W est localement constant et de présentation finie,

Soit i: W — X le morphisme d'inclusion et Y =X - W . On a la suite exacte
*
0O —>4i¥f ~>F —> FIY —> 0,

N

et on se réduit ainsi & la méme assertion pour Y et pour le faisceau F|Y ,

olt on peut appliquer 1'hypothése de récurrence.

Proposition 2.6, Supposons que A soit un annesu noethérien.

(1) Une limite projective (resp. inductive) finie de faisceaux de

A -modules ou d'ensembles constructibles est comstructible. En particulier,

le noyau, le conoyau et 1l'image d'un morphisme de faisceaux de A-modules

constructibles sont constructibles.

(ibis) Une limite projective finie de faisceaux d'ensembles (resp. de groupes)

constructibles est comstructible, et si f: F —> G est un morphisme de

faisceaux de groupes constructibles, le noyau, 1'imsge, et le conoyau (§i

Im{f) est un sous-grougg_normal) sont constructibles. Une limite inductive

finie de faisceaux d'ensenbles constructibles est comstructible.

(i1) Soit 0 —>» M' ——>» ¥ M —> 0 une suite exacte de faisceaux

de A-modules (resp. de groupes) aveec M', M" constructibles. Alors M est

constructible,

(iii) Soit M, —> M, —> M3 — M4 S— IVI5 une suite exacte de faisceaux

de A-modules. Alors si Mi est constructible pour i = 1,2,4,5, il en est de

mdme pour i =3 .

11



-2 - IX

Démonstration, (i) Nous laissons les assertions ensemblistes et pour
les groupes au lecteur. Pour le cas des faisceaux de A-modules, il suffit de dé-
montrer gque le noyau et le conoyeu d'un morphisme f: F — G de faisceaux de
A-modules constructibles sont constructibles. Ltassertion est locale sur X,
et on peut donc supposer X affine, done guasi~compact et quasi-~séparé., Alors
on se réduit au cas ot F et G sont localement constants par 2.4. (i), et on
termine en utilisant 2.1 (ii) et 1'hypothdse noethérienne sur A . On prouve
de fagon analogue 1'assertion (ii) en utilisant 2.1 {iii). L'assertion (iii)

est immédiate & partir de (i) et (ii).

Proposition 2.7. Soient X wn schéma quasi-compact et quasi-séparé, F

un faisceau 4'ensembles (resp. de A-modules). Pour que F soit comstructible,

il faut et il suffit qu'il soit isomorphe au conoyau d'un couple de morphismes

i3e, oh H et G sont des falsceaux d'ensembles représentables par des

schémas étales de présentation finie sur X (resp. gue F soit isomorphe

au conoyau 4'un homowmorphisme A

by x> -AU X! ol U et V sont deux schémas
' s

étales de présentation finie sur X),

La suffisance résulte facilement de 2.6 (ibis) .

Supposons que F soit un faisceau d'ensembles constructibles.
Utilisant l'existence des sommes infinies dans le site étale sur X , on voit
gue l'on peut trouver um épimorphisme G —F , avec § représentable par un
schéma étale sur X , que 1'on peut de plus supposer somme de schémas affines
Gi {ie1), done séparé sur S . Pour toute partie finie J de 1'ensemble d'in-
dices I , soit GJ 1z somme des Gi pour 1€J, et F. son image dans F .

J

Comme G, et F sont constructibles, il en est de méme de F; (2.6 (ivis)),

donc 1'ensemble XJ des x & X tels que les fibres de F et FJ

géométrique de X sur x soient égales, est localement constructible 2.4

en un point

(£v)). Comme la famille des X, est croissante et de réunion X, et que X

est quasi-compact , 1'un des XJ eat égal & X (BGA IV 1.9.9 ), Cela montre,

quitte & remplacer G par GJ , que 1'on peut supposer G affine, donc séparé
sur X, et quasi-compact sur X puisque X est quasi-séparé (EGA IV 1.2.4 ).
SG qui est représentable,
done est lui-mdme représentable (VIII 6.1 ). Comme G est de plus constructible

Soit alors H = GXFG . C'est un sous-faisceau de Gx

12
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{2.6 (i bis)), il résulte encore de 1l'argument précédent gqu'il est quesi-compact,
donc {étant séparé sur X) de présentstion finie sur X . Cela prouve la pre-
midre assertion de 2.7 , et la deuxidwe se prouve par le méme méthode

(NB il n'est pas nécessaire que A soit noethérien). Signalons en passant que

la démonstration prouve aussi le corollaire suivant :

Corollaire 2.7.1. Scient X wn schéma, F un schéma étale sur X .

Pour que le faisceau étale correspondant sur X soit constructible, il faut et

il suffit que F soit de présentation finie sur X .

la proposition 2.7 nous sera surtout utile ici pour déduire certaines

propriétés de passage & la limite pour les faisceaux constructibles :

Corollaire 2.7.2. Soit X un schéma guasi-compact et quasi-séparé. Alors

tout faisceau 4'ensembles {resp. de indp-groupes, resp. de A-modules) sur X

est limite inductive d'un systéme inductif filtrant de faisceaux d'ensembles

(resp. ...) constructibles.

Si F est un faisceau d'ensembles, reprenons les notations de la
démonstration de 2.7 , et soit L 1'ensemble des couples (7,H'), ot J est
une partie finie de I et H' une partie ouverte quasi-compacte de EJ = GJxFGJ .
On ordonnme L de la fagon évidente, et on constate que, puisque F est limite
des FJ , et que chaque FJ est limite des Coker (H! ““’G;) pour les ouverts
quasi-compacts H' de HJ , que P est limite inductive du systéme inductif des
Fy= Coker(H' ~> FJ) pour € = (H',J) €& L, d'ou le cas ensembliste. Le cas
des faisceaux de A-modules se traite essentiellement de la méme fagon, en com-—
mengant par représenter F comme conoyau d'un homomorphisme AV,X —_— AU,X s
avec U,V schémas étales et séparéds sur X . Le cas des ind-p-groupes
demande un peu plus d'attention. Reprenant les notations précédentes, nous dé-
signons par L(GJ) le faisceau en groupes libre engendré par le faisceau 4'en~
sembles Gy, par N, le noyau de 1'homomorphisme L GJ) -> F déduit de
GJ——> F, par L 1'ensemble des couples (J,N'), ob N' est un sous~faisceau
d'ensembles de NJ qui est "quasi-compact" i.e. tel qu'il existe un épimorphisme
P —»N' , avec P représentable par un ZX-schéma  quasi-compact, On ordonne L
en déclarent que {J,N'} est plus petit que (Jz,N;) si J CJ, etsi

13
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1! homomorphisme canonique L(GJ) ~—->L(GJ ) applique N, dens W) . Tl est
1

immédiat que L est filtrant, ¢t que 1l'on obtient un systéme inductif de faisceaux
en groupes Fp, indexé par L, en prenant, pour £=(3,N), Fp = faisceau

en grouves quotient de L(GJ) par le sous-falsceau en groupes invariant engendré
par N'. Il est immédiat de plus que F est isowmorphe & la limite inductive

des FZ , et il reste B prouver qu'il existe une partie 1' de L , cofinale dans

L, telle que pour £ € L' , Fp soit un faisceau en p-groupes congtructibie .

Pour ceci, il suffit de prouver que pour tout J , on peut trouver un sous~
faisceau d'ensembles N' de NJ gui soit quasi-compact, contienne un sous-
faisceau 4'ensembles quasi-compact donné Ng , et soit tel que le EZ corres-
pondant soit un faisceau en p-groupes constructible. Notons d'abord qu'il suf-
fit, pour ceci, que les fibres de EE goient des p-groupes finis : alors E!
sera automatiquement constructible, comme le lecteur vérifiers sans peine,
D'autre part, le lecteur pourra vérifier également que 1'ensemble XN‘ des
points x de X tels que la fibre de Fi en un point géométrique au~dessus de

¥ soit un p-groupe fini est localement constructible. De plus, les parties

XN' de X sont fonction croissante de N', enfin leur réunion est X tout
entier : ce dernier point résulte du fait que la limite inductive des Fg ,
pour ¢ = (N',J) avec J fixé, est le sous~faisceau en groupes P, de F
engendré par le sous-faisceau d'ensembles FJ , gui est guasi-compact, donc

FJ est & fibres des p-groupes finis. D'autre part, dans un groupe libre 3

un nombre fini de générateurs, tout sous-groupe d'indice fini est un sous-groupe
libre & un nombre fini de générateurs, donc s'il est représenté comme réunion
filtrante de ses parties finies, l'une de celles-ci engendre tout le sous-groupe.
De 12 résulte aisément que la réunion des X, est bien X. Utilisant & nouveau
(EGA IV 1.9.9 ) on trouve que un des X

démonstration de 2.7.2.

, est égal 3 X, ce qui achéve la

2,7.2,1, Notons que 1la démonstration un peu pénible du cas des schémas en grou-
pes met en évidence le manque d'un sorite commode pour les conditions de cons-
tructibilité pour des faisceaux en groupes & fibres pas nécessairement finies;
nous nous en excusons auprés du lecteur en 1'invitant A combler su besoin cette
lacune par ses propres moyens, et lui signalons en guise de consolation que dans

2.9 (iii) nous obtenons une démonstration plus simple lorsque X est noethérien.

14
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Corollaire 2.7.%. Soient X un schéma quasi~compact et gquasi-séparé, ¥ un

faiscesu d'ensembles (resp. de ind-groupes finis, resp. de A-modules) construc-

tible. Alors le foncteur Hom(F,G) , ob G est un faisceau d'ensembles (resp. ...)

variable, commute aux limites inductives en G . Dans le cas ou F est un fais-

ceau de A-modules, & étant noethérien, les foncteurs Extl(X;F,G) en le

A-module G commutent également aux limites inductives.

Ceci résulte de 2.7 et (VII 3.3 ) par les arguments habituels, qui
sont laissés au lecteur. De méme, la conjonction de 2,7 et des résultats de

(VII 5) domne aisément :

Corollaire 2.7.4. Soit I wune catégorie filtrante, it—>X, : 1°~> (Sch) un

foncteur qui transforme les fldches en morphismes affines et les objets en des

schémas  guasi-compacts et quasi-sépards, Pove tout  schéma Y, scit

FC(Y} la catégorie des faisceaux d'ensembles (resp. de ind-p-groupes, resp. de

A-modules) constructibles sur Y . Alors on a une équivalence de catégories

F (0 X g F(X)

ou X = lim Xi (VII 5) et ol le deuxidme membre désigne la catégorie Lim de

catégories fibrées, définie dans En particulier, tout faisceau d'ensembles

(resp. ...) constructible sur X est isomorphe & 1'image inverse d'un faisceau de

méme nature sur un des Xi .

Proposition 2.8. Soit £:X ~> Y un morphisme surjectif et localement de

présentation finie, et soit F un faisceau d'ensembles (resp, ...) sur Y .

*
Alors F est consiructible si et seulement si f {(F) 1'est.

Nous utiliserons le

Lemme 2.8.1. Soit f: X -~ Y un morphisme surjectif et localement de présenta-

tion finie, avec Y quasi-compact et quasi-séparé. Alors il existe une partition

finie de Y en des sous- schémas Yi de présentation finie sur ¥ (EE;

15
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particulier chaque Yi est constructible dans X) et pour tout 1 , des morphismes

& by
finis surjectifs Y} — 1 — Y, , avec h étale et g localement libre

(}.g. plat et de présgentation finie, en plus de la condition gi fini),et radiciel,

et enfin un Y-morphisme Yg —> X (*),

Utilisant le fait que Y est quasi-compact et quasi-séparéd, on se raméne
aisément au cas o Y est quasi-affine donc séparé {en utilisant un recouvrement
ouvert affine fini (Ui) 1i<n de Y et considérant les Y, =U, — U, 0 j(in)’
puis au cas Y affine (per le méme argument). Le schéma X est réunion 4'ou-
verts affines Xi , et l'image Ti de Xi dans Y est constructible (EGa IV
1.8.4 ), la réunion des Ti est X puisque f est surjectif, d'ol s'ensuit
que X est réunion d'un nombre fini des Ti (BGA IV 1.9.9 ), de sorte que, rem-
placant X par le schéma somme des Xi correspondants, on peut supposer X
affine, Alors le procédé de passage 2 la limite standard (EGA IV 8 8.1.2 c¢)) nous
permet de supposer de plus Y noethérien. La récurrence noethérienne habituelle,
et le procédé de passage & la limite (EGA IV 8.1.2 a)) nous ramdne au cas ou ¥
est réduit au spectre d'un corps k. Comme alors X # f , il existe un point fermé
x dans X, qui correspond & une extension finie k' de k , elle-méme extension
radicielle d'une extension séparamble ké de k . On prendra alors

Y‘=Spec(ké), Y"=Spec(k'), ce qui achdve la démonstration de 2.8, 1.

La nécessité dans 2,8 étant triviale (2.4 (iii)), prouvons la suffi-
sance. On est alors ramené, par le lemme précédent, au cas ou f est de la forme
gh, o g et h satisfont aux conditions énoncées pour gi’hi dans le lemme.

On peut donc supposer successivement, soit que f est fini radiciel, cas trivial
par (VIII 4.1 ), soit que f est fini étale, Notons d'ailleurs que, utilisant
1'hypothése que f*(F) est constructible et la définition de la constructibilité,
nous pouvions supposer (quitte » remplacer X par un X-préschéma X' =-%l~Xi de
présentation finie et & morphisme structural surjectif) que f*(F) est déja loca-
lement copstant, Mais lorsque f est étale et surjectif, cela implique que F

est localement constant. Comme de plus les hypothdses faites sur les fibres de
f*(F) restent valables pour celles de F, f étant surjectif, il s’ensuit bien

que F est conmstructible, ce qui achdve la démonstration de 2.8,

(*) Cet énoncé est aussi donné dans EGA IV 17.16.4,
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Proposition 2.9. Soient X un schéma noethérien, A un anneau noethérien,
et p un ensemble de nombres premiers.

(i) La catégorie des faisceaux 4'ensembles (resp. de ind p-groupes, resp.

de A -modules) sur X est localement noethériemme, c'est-b~dire, posséde un

ensemble de générateurs formé 4'objets noethériens.

(i1) Un faisceau F d'ensembles (resp. de ind p-groupes, resp. de

4 -modules) sur X est constructible si et seulement si il est noethérien.

Si F est un faisceau de A -modules, alors F est constructible si et seule-

ment si il est quotient d'une somme finie de faisceaux de la forme
AU/X , Ol U —> X est étale et de type fini (notation de IV.2.4 : AU/X = AU) .

(iii) Les sous=faisceaux constructibles d'un faisceau F d'ensembles

(resp. ...) forment un systime inductif, et F est limite inductive de ces

sous~faisceaux,

Démonstretion. On laisse 1'assertion ensembliste au lecteur. Traitons
dtabord le cas d'un faisceau de A -modules. Pour (i) il faut trouver un ensem-
ble de générateurs dont les éléments sont des objets noethériens., Or les faisceaux
de la forme AU /% U ~->» ¥ étale et de type fini forment un ensemble de généra-
teurs dont on voit facilement qu'ils sont constructibles, et il suffit

donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.10, Soit X noethérien. Alors tout A~Module constructible est
noethérien.

Démonstration du lemme,
Par récurrence noethérienne nous supposons le lemme vrai pour chague
sous-schéma X' de X distinet de X . Prenons un ouvert non-vide Xo de X

tel que F induise un faisceau localement constant FO sur Xo .

Soit maintenant {FJS , i & N une suite croissante de sous~faisceaux
de F(J . Comme pour un point géométrique P , générique pour une composante irré-
ductible de Xo , la fibre de Fo en P est de type fini, la suite des fibres

17
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(Fi)P est statiomnaire, et nous pouvons supposer gqu'elle est constante Or soit
Q un point gdoméirique de Xo spécialisation de P {VIII 7.2). Puisque Fo est
locaslement constant sur Xo , on voit immédiatement que le morphisme de spéelali~

sation Fo —> F
Q °p
pour chaque 1,

(VIII.7) est bijectif, done (Fi)Q — (Fi)P est injectif

Soient V/X étale et P-ponctué, et Syreens8y des sections é’Fq(V)
qui engendrent (F1)P . Alors les s, engendrent (Fi)Q pour chague 1 el
chaque point géométrique ¢ spécialisation de P au-dessus de V . La suite
de faisceaux Fi est done constante dans un voisinage de l'image de P , disons
dans X' £ f . Soit Y = X-<X', il suffit donc de prouver que la suite des Fi Y

est statiomnaire, ce qui résulte de 1'hypothese de récurrence noethérienne,

Les assertions (ii) pour les A -modules sont maintenant immédiates :
Comnme les AU/X sont des générateurs noethériens, on a évidemment T noethériendF
est quotient d'une somme finie de faisceaux AU/X . Or AU/X est constructible,
et par suite,compte tenu de 2,6 , F noethérien =3 F constructible; 1'impli-
cation inverse étant déja établie (2,10 ), cela établit (ii). Bnfin, l'assertion
{41i) pour les A -modules est une propriété des catégories localement noethériennes
(ef. [1], cn. 1V).

Traitons maintenant le cas des ind~-p-groupes. Notons d'abord
qu'un faisceau de groupes constructible F est certainement noethérien.
En effet, puisque les fibres sont finies, on peut employer le m@me argument
qu'avec les A - modules. On va maintenant démontrer 1'assertion (iii) directement,
ce qui impliguera (i) ~- en effet, cela démontrera que les faisceaux constructibles
forment un ensemble de générateurs. De plus, un faisceau noethérien quelcongue

sera alors nécessairement constructible, dtoh (ii).

Pour démontrer (iil), il suffit évidemment de démontrer qu'un sous-~
faisceau {en groupes) S d'un faisceau P de ind p-groupes engendré par un nombre

fini de sections s; € F(Ui) ) U, X étale de type fini, est comsiructible (%),

(*)Rappelons la définition de ce faisceau : soit D le faisceaun qui représente le
foncteur Fi—¥(U) dans la catdgorie des groupes. lLa section s, € F (Ui) induit
un morphisme LUi % —»F , et 8 est 1l'image du morphisme sompe .l LUi/X-* H.

C'est le plus petit sous-faisceau qui "contient" les secticns By

18
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(Puisqu'un faisceau constructible est noethérien, il est engendré par un nombre
fini de sections.} Par récurrence noethérienne, on peut supposer gue c'est vrai
pour chaque sous~schéma fermé Y de X , distinet de X . Or la notion de sous-
faisceau engendré par des sections commute evec 1'image inverse de falsceauxj en
effet, soit LU/X le faisceau qui représente le foncteur F—>PU) dans la
catégorie des groupes. Alers si f: ¥ —> X, on a f LU/X) = LUx Y/Y . Comme

S est 1'image de la somme des LU /X , et comme £* comrubte aux sommes, il est

clair que f S est le sous-falsceau de f{*F engendré par les sections f*(S )

On peut donc supposer que S induit un faisceau constructible sur
chaque fermé Y distinct de X, et il suffit ainsi (2.4 (i))de démontrer que S
induit un faisceau constructible sur un ouvert non-vide convenable de X .
En remplagant X par un ouvert assez petit, on peut supposer que chague Ui est
un revétement étale de X . Il suffit de démontrer gu'alors S est localement
constant, & fibres finies sur un ouvert non vide convenable. C'est une assertion
locale sur X pour la topologie étale, et on peut donc supposer que chague Ui
est compl¥tement décomposé, disons U, = Jﬂy X (somme de n, copies de X) .
Soient 55 (3 = 1,...,ni) les sections de 1F(X)te11es que s (Sil""’sini> .
Evidemment, S n'est autre que le sous-faisceau de F engendré par les
S € F(X) . Comme F(X) est un ind p-groupe (1.5 ) les S5 5 engendrent un
sous~-groupe fini 1.3 . Donc on peut supposer que 1'ensemble des 84 est un sous~-
groupe fini de F(X), mais alors § est identique au faisceau d'ensembles engendré
par les s, , qui est constructible en vertu de 2.6 {i) comme faisceau d'ensembles,

don¢ eomme faisceau de groupes, cqfd.

Dans les deux propositions suivantes, rous donnons des critéres pour
qu'un faisceau soit localement constant, ou constructible, en utilisant les homo-
morphismes de spécialisation (VIIT 7.7 ).

Propogition 2.11. Soient X un schéma, T un faisceau d'ensembles

(resp. de groupes ind-finis, resp. de A—modules) constructmble, dans le cas
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ensembliste, on suppose de plus F & fibrzes finies. Soient x €& X, x un point

géométrique sur x . Pour que T scit localement constant au voisinage de =z ,

il faut et il suffit que pour tout point géométrique X' générisation de X , et

toute flbche de spécialisation x'— % (VIII 7.2 ) , l'homomorphisme de spécia-

lisation (VIII 7.7 ) Fy > F; soit un isomorphisve.

Le cas d'un faisceau en groupes étant un cas particulier de celui d'un
faisceau d'ensembles, nous nous contentons de traiter celui-ci; le cas d'un fals-
ceau de modules se traite de fagon cssentiellement identique. La nécessité de la
condition étant triviale, nous nous bornons & établir la suffisance. Comme la fibre
I= FE est finie, quitte & remplacer X par un schéma X' étale sur X conve-
nable, on peut supposer que 1l'on peut trouver un homomorphisme wus IX —> F du
faisceau constant IX dans F , induisant un isomorphisme pour les fibres en X .
Utilisant la constructibilité des deux faisceauxz, et 2.6 , on voit aisément que
1'ensemble Z des points 2z de X tels que l'homomorphisme induit sur les fibres
en un point géométrique Z sur z soit bijective, est une partie localement
constructible de X ., L'hypothése implique aussitdt qu'elle contient les géné-
risations de x , denme (BGA IV 1.10.1 ) c'est un voisinage de x , ce qui prouve
que F est localement constant (en 1'occurrence, méme constant) au voisinage de

% , cqfd.

*
Définition 2.12. ( J: tn schéma X est dit connexe par arcs si pour tout

couple P,Q de points gdoméiriques de X , il existe des points géométriques
B _ . _ L 014 .
P=P,...,P 5 Q,...,Q=0 et des spécislisations (VIII 7.2 ) P, —»Q et

Pi_,1 — Qi (i=1,...,n). On dit gue X est localement connexe par arcs {pour

1la tagpclogie étale) si pour chague U -—> X étale il existe un recouvrement

étale {.Ui > U % de U +tel que Ui est ccnnere par arcs pour chagque 1 .

On vérifie immédiatement qu'un présciiéua localement rnosthérien est

localement connex= par arcs,

{*)La terminologie est due & S, Lubkin.
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Proposition, 2.1%.

(1) Soit X localement connexe par arcs et soit F un faisceau 4'ensembles

(resp. de groupes, resp., de A-modules) sur X . Supposons que les fibres de F

sont finies (resp. finies, resp. de présentation finie), Alors F est

localement constant si et suelement Si pour toute spécialisation P —> Q

de points géométriques, le morphisme de spécialisation (VIII 7.7)

FQ 4 FP est bijectif.

(i) Supposons que X soit localement noethérien et que les fibres de F

soient finies (resp. finies, resp. de présentation finie). Alors, si pour toute

spécialisation P —> Q , le morphisme de spécialisation FQ —>Fp est injec-

tif, F est constructible.

(ii1) Supposons que X soit localement noethérien et que les fibres du

faisceau d'ensembles F soient finies. Soit c¢: ¥ —> N la fonction qui &

x € X associe le nombre d'éléments de la fibre Fi de F en un point géomé-

trique X au-dessus de x . Alors F est constructible si et seulement si ¢

est une fonction constructible, i.e., si et seulement si ¢ '(n) est construc-

tible pour chaque n € IN.

Démonstration. (i) Scit P wun point géométrique de X .
On va trouver un voisinage étale de P , c'est-a-dire, un U —> X étale
P-ponctué, tel que F devienne constant sur U, Soit V' un voisinage étale de

P tel que F(V) —-)FP soit surjectif. Un tel V' existe d'aprés 1'hypothese
de finitude. Soit U —> V' un voisinage étale de P dans V' , tel que U
soit connexe par arcs. Alors F(U) — Fy

un sous-ensemble S < F(U) qui s'envoie bijectivement sur Fp . S1 F est un

faisceau de groupes (resp. de A-modules), on voit facilement qu'on peut, en chan-

est encore surjectif. Choisissons

geant au besoin U , trouver un tel ensemble qui soit de plus un sous-groupe
{resp. sous-module) de F(U). On déduit un morphisme § —> FIU, ou §; est
le faisceau constant & valeur S . On a

(8)p == F .
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Puisque chaque morphisme de spdeialisation sur les fibres de T (resp, SU) eat
bijectif, et puisque U est connexe par arc, il s'ensuit que SU = FiU , d'tol le

résultat.

(11) L'assertion est locale, et on peut donc supposer X noethérien.
Soit P un point géométrique su-dessus 4'un point maximel de X . Il existe
un voisinage étale irréductible, donc connexe par arcs, U —2> X 3de P tel

que P(U) s'envoie surjectivement sur F_ ., Il s'envoie alors surjectivement

sur FQ pour chague point géométrique QP de V, ou ce qui revient au méme,
pour chaque point géométrique de l'image U de V dans X, car un tel point
est spécialisation de P et FQ -—> FP est injectif. Donc chaque morphisme de
spécialisation dans U est bijectif, donc F{U est localement constant, Par
récurrence noethérienne on peut supposer que FIX-U est constructible, d'ou

le résultat.

{ii1) I1 suffit évidemment de traiter le cas ob la fonction ¢ est cons-
tante. Soit V —> X un voisinage étale d'un point géoméirique P au-dessus
d'un point maximel de X, tel que P(V) s'envoie surjectivement sur o
Soit S un sous-ensemble de F(V) tel que 5 25 F, . Alors on &, pour le
faisceau constant SV et pour chague spécialisation P —> @ de points géomé-

triques, un diagramme commutatif

(SV)P .W_L::i_€> FP

g f
(SV)Q ————— FQ

Comme c(FQ) = C(FP) , la fliche F,—> Fp est bijective, done T est locale-
ment constant dans un voisinage de P d'aprds (i). Par récurrence noethé-

rienne, on a gagné.

Le résultat (ii) suivant aura une utilité technique dans la suite;

il permettra de réduire certaines vérifications au cas d'un faisceau constant,
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Propesition 2.14. Soit X un _ schéma,
(i) Pour tout morphisme fini et de présentation finje f: X'=—» X , et

tout faisceau 4'ensembles (resp., de groupes ind-finis, resp. QE.A~modules}

constructible sur X!, f*(F) est constructible.

(i) Supposons X quasi-compact et quasi-séparé, et soit F un faisceau

d'ensembles (resp. ...) constructihle sur X . Alors on peut trouver une fanille

finie (pi:Xi —_ Xi) de morphismes finis, pour tout i , un faisceau d'en-

sembles (resp. ...) constructible constant C; sur X!, et un monomorphisme
Foy ;il ny (0) .

Prouvons d'sbord {i). Par définition, on peut supposer X affine,
et utilisant slors 2.7.4 , le procédé de passage & la limite standard nous
raméne au cas o X est noethérien. Un nouveau passage & la limite, utilisant
encore 2.7.4 et de plus 2.4. (v) , nous ramdne au cas oi X est le spec-
tre d'un corps. Alors la conclusion se réduit & 1'assertion correspondante sur
la fibre de f*(F) en un point géométrique sur X , laquelle résulte immédiate-
ment de (VIII 5.5 , 5.8 ),

Prouvons ({ii), En vertu de 2.4 (i), il existe une partition de X
en sous-schémas Yi , avec des morphismes d'inclusion vy Yi -3 X de
présentation finie, tels que la restriction Fi de F & chague Yi soit un
faisceau localement constant, I1 est alors immédiat que les homomorphismes cano-
niques F —s u ., (Fi) définissent un homomorphisme F —> TTT‘ui*(Fi) qui est
un monomorphisme, +

On pouvait méme s'arranger dans la construction précédente pour que
chaque Fi soit, non seulement localement constant, mais de plus isotrivial,
i.e. qu'il existe un morphisme étale fini surjectif 9t Yi s Yi tel que

q;(Fi) goit un faisceau constant sur Yi , soit Ci ¥ Cela résulte par
i

exemple aisément de la définition de 2.8,1 et de (VIII 1.1 ). Dtautre part,

23



- 24 - IX

il résulte du "Main Theorem" sous la forme (EGA IV 8.12.6 ) qu'il existe un

morphisme fini Pyt Z, —> X et une immersion ouverte vi:Y;.L el Zi de

i
X~schémas.

*
Conme Fi se plonge dzns qi*‘<qi(Pi> ((}l Y ,, F se plonge dans le produit des
ui*(qi*(cly,)) = Vix ((‘iyu/ . 8 tout 2 est normal, slors le lemme
(2.14.1 ) cl—dessous implique que v, (Cl Y,) iy C; , » donc F se plonge

1

dens le produit des pi*(C ), et on a termlné. Dans le cas général, intro-

iZ,
l - -
duisons le normalisé Zi de Z:.L , 1'image inverse Y‘i de Y'i dans Z:,L s
1'immersion v H Y' - Z . On voit aussitét que Y-:'.L contient les points
i 7 { . 7 T '
maximaux de Zi , donc est dense dans Zi . Si T s Zi - Zi et si.Yi —-—)-Yi
sont les projections, comme cette dernidre est surjective, il s'ensuit que

5 Y') se plonge dans

i
vi*(si*(ci —1;;;)) = rl*(v (Cl Y')) qui est 1somorphe Y ri*(ci Zi) en vertu

¢, y: Se plonge dans s, (*Y') done v, C,

de {2.14.1 ) ci-dessous, donc F se plonge dans le produit des

(rl*(c 3 = tl*(% z, ), ol t, = p,r, est la projection canonique Ei >X.

1 .
Lorsque ce Morphisme est fml pour tout i, on a donc terminé, Dans le cas

général, on peut dire seulement que Zi est entier sur X , donc de la forme

X

entier sur Q.  Utilisant (EGA IV 1.7.7 ), on voit que A, est limite induc-

tive de ses sous-Algibres

§gec(Ai), ol A, estun faisceau quasi-cohérent de 0 -Algdbres, qui est

finies sur X , donc Z:L est limite projective

(VII 5) des préschémas i Spec(A ) , finis sur X . Appliquant (VII 5.11 ),

g:»

@ e

on trouve que t (C st limite mductive des tij*(c' ) ol

=)
i Z i Zi j
t ij: Zij ~— X est la pro,jec’cion canonique . En vertu de (2,7.3, 1'homomor-
phisme F — ti*(ci A ) se factorise donc par un homomorphisme
i

F—t,..(C

1% ), pour un j = j{(i) convenable On pose maintenant

iZ,,

13
X =2, . , et on trouve un plongement comme annoncé dans 2.14,
1= %4, 5(4)

Il reste & prouver le

Lemme 2.14.1, Soient X wm schéma géométriquement unibranche (par exemple

normsl), i:U —> X une immersion ouverte quasi-compacte. Alors 1'adhérence
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Z de U, muniede la structure réduite induite, est également géométriquement

unibranche, plus précisément, pour tout z € Z, ona 0, &= 0 .
— 2,z Xred’z

Supposons d'autre part i dominant, et soit € un engewmble, CU le faisceau

constant sur U défini par C . Alors 1'homomorphisme naturel CX ——)i*(CU)

est un isomorphisme. Mémes conclusions si on remplace 1l'immersion ouverte i

par une inclusion i:x —>»X , ol x est un point maximal de X .

Utilisant (BEGA IV 2.3.11 ), on est ramenéd pour la premidre assertion
au cas o X est local, de point fermé =z , mais alors Xréd est intégre et U
non vide, donc anréd et 1'assertion est évidente (il suffisait donc, au
lieu de X géométriquement unibranche, de supposer ici que lesg anneaux locaux
de Xréd sont intégres). Pour la deuxidme assertion, regardant fibre par fibre,
on se reméne gréce 4 (VIII 5.3 ) et loc. cit. au cas ou X est strictement
local, et & prouver alors que HO(X,CX) ~—;-H°(U,CU) est bijectif. Or ici
encore, X est irréductible, et U en est un ouvert non vide done irré-
ductible, et les deux membres de 1'application précédente s'identifient & C ,
dtol la conclusion voulue. {On a utilisé ici 1a notion "géométriguement
unibranche” sous la forme de (EGA IV 18.8.14), comme signifiant que les an-

neaux localisés stricts de Xré sont intdgres). Le cas de llinclusion d'un

d
point maximel {énoncé ici pour la commodité de références futures) se traite

exactement de la méme fagon.

Remarques 2.14.2. Lorsque X est noethérien, la démonstration donnée (ou une
déduction immédiate) montre que dans 2.14 (ii), on peut supposer les Xi intéd-
gres; si de plus on suppose X universellement japonais, i.e. les anneaux

de ses ouverts affines universellement japonais {EGA OIV 23.1.1, IV 7.7.2 ),
on peut de plus supposer les Xi normaux,
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3. Théories de Kummer et d'Artin-Schreier.

3,0. On va noter ( (Em)x le faisceau représenté par le groupe multipli-
catif Spec O [t,t'1 ] sur X. Done pour U —>X étale, les sections de
(lEm)x sur U sont les éléments inversibles f‘(U,d*U) de IT(U,Uﬁ) .

Soit n e IN, Le noyau de la puissance n-iéme dans ( Em)x est le
"faisceau des racines n-idmes de 1l'unité", noté (g,tn)x . On a donc une

suite exacte

n

(3-10) 0 _—_ ({v}in)x —— ( @m)x —— ( &m)x .

Si n est inversible sur X (c'est-h-dire, si n est premier & chaque carasc-
téristique résiduelle de X), la puissance n-idme est un morphisme surjectif

pour les faisceaux :

Théorie de Kummer 3,2, On a la suite exacte

© ——.)(g“‘n)}(“‘)(mm)x — (&m)X 0

si n € N est inversible sur X .

En effet, soit u & ( mm)X(U) , U —>»X étale .
I1 faut {rouver un recouvrement étale gUi -—> U} de U +tel que u
induise une puissance n-idme sur chaque Ui . Puisque n est inversible sur

U, 1l'équation

est "séparable" sur U, i.e.,
n
U' = Spec OU[T]/(T —u)

est étale au-dessus de U . Comme U' —> U est surjectif, il est couvrant

et u induit une puissance n-idme sur U' , on & fini.
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Signalons que lorsque n est inversible sur X, (’!U'n)X est un

faisceau localement constant, en fait localement isomorphe au faisceau

(zZ/n Z)X’ et est constant daps des cas importants. La théorie de Kummer

donne donc des renseignements sur la cohomologie de X & valeurs dans cerw

tains faisceaux constants. En fait, on a par définition
o
H (Xr(mm)x) = r(xy O;E) )
et pour la dimension 1 on a le

Théoréme 3.3. {"théordme 90 de Hilbert") : On a un isomorphisme

5(%,(8,),) % pic X ,

ou PicX est le groupe des classes de faisceaux inversibles sur X .

Démonstration. Cela veut dire que le morphisme canonigue
1 1
B(X, (0 )) —> B (X ,(e.))
est bijectif, ce qui revient au méme que de dire que
R €.(c ), = 0
ko m X

ol &y est 1l'image directe pour le morphisme de sites évident

L o —> X (VIII 4). On est donc réduit au cas o X est affine.
Comme on peut calculer H’ par 5ech (Vv 2.5) et comme il suffit pour un X
quasi-compact de prendre des recouvrements quasi-compacts, c'est une consé-
quence immédiate de la théorie de descente pour les faisceauz (cf. FGA 190, ou

SGa VIII 1),

3.3.1. Supposons X noethérien et sans composante immergée et soient
X 3 les points maximaux de X , Soit Rj 1tanneau artinien local de

X en xJ, , et i,j: Spec Rj —3 X le morphisme d!'imclusion,
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On a une injection canonigue
(B)y — T’j T 13'*( Gm)Spec R

de faisceaux sur xet (resp. Xzar) ., Le conoyau D est appeld le faiscesu

des diviseurs de Cartier sur X , (resp. X ) (¥).
et zar

Corollaire 3.4. Soit X noethérien et sans composente immergée, soit

& : Xét — Xzar le morphisme de sites canonigque , et soit D le faisceau

des diviseurs de Cartier sur X , . Alors £,D est le faisceau D des
et === * SRb oF RIeRTERR Yoar —

diviseurs de Cartier sur Xzar , et on a en particulier:

4] _~ 0
H (xet,p) 2= H (xmr, Dzar) .

Démonstration. Si 1'on applique €, & la sulte exacte

0 (Em)x i :rij*(mm)Spec Rj-—»D -0 ?

on trouve une suite exacte puisque &' E*( ¢ =0 (3.3) , d'ob 1la

m)X
premidre assertion.

Dens le cas ou X admet une caractéristique p # O, le résultat

suivant remplacera parfois 3.2 pour 1'étude des coefficients de p~torsion :

Théorie d'Artin-Schreier 73.5. On a la suite exacte

o —(z/p 2y —> gx~f>gx———>0,

gl X est de caractéristique p > 0, ol .3aest le morphisme de groupes
additifs défini par n(£) = o g,

Le noyau de jﬁest le faisceau des sections de OX qui sont

localement dans le corps premier, donc est un faisceau constant. Le morphisme

(*) Dans EGA IV 21, on dit simplement "diviseurs" au lieu de "diviseurs
de Cartier”.
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est surjectif pour la topologie étale parce que 1'équation w.7 -
(ac F(U,QU)) est toujours "séparable" en caractéristique p , i.e. définit
un revétement étale de U . Pour appliquer cette suite exacte on utilisera
bien entendu (VII 4.2).

Proposition 3,6,

(i) Soit X wun schéma et 1 : x —» X 1'inclusion d'un point.
Alors

B (%i,(2Z) ) = 0

ol (Z)x est le "faisceau constant" (cf. 2.0) de valeur Z ,

(ii) Si X est irréductible et si pour chague point géométrigue X de

X 1e localisé strict X:i de X en ¥ est irréductible {on devrait dire

"X est géométriquement unibranche" cf. EGA IV 18.8.14) alors on a

1
B (x, z,) =0
Démonstration. (1) De la suite spectrale de Leray

qu = HP(X,RQ:'.*(ZZ)X) = Hp+q(x,(22)x)

on déduit une injection H1(X,i*( z),) —> 1'(x,(Z )y

Or puisque x = Spec k(x) est le spectre d'un corps, il est bien connu que
H1(x,(2 )x) = 0 (cela résulte du fait que HYx,F) (q>0) est de torsion en
tout cas (ef. VII 2.2 et CG), et des suites exactes

0 —>Z-23 7 —57Zfn —s 0), d'ch le résultat.

(i1) Soit i: x =» X 1'inclusion du point générique de X . On voit
immédiatement que sous les conditions de (ii) le morphisme canonique

(z )X —_—> i*(E’)x est bijectif (la réeiproque étant d'ailleurs vraie
également!), et {ii) est ainsi réduit a (i),
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Remargues 3.7. Dans 3.6 (i) et (ii) on peut remplacer Z par n'importe
quel groupe abélien sans torsion. D'autre part, (ii) devient faux si on y
abandonne 1'hypothése que X est géométriquement unibrenche, comme on voit
par exemple en prenant pour X une courbe algébrique sur un corps K,

admettant un point double ordinaire (faire le calcul de H1(X, Z) dans ce cas!)

4. Cas d'une courbe algébrigue.

4.0, Soit X un  schéma noethérien de dimension 1 . Soient R(X)
1'anneau des fonctions ratiomnelles sur X , et 1: Spec R(X) —> X 1e
morphisme d'inclusion. Llanneau R(X) est artinien, produit des amneaux
locaux de X gux points maximaux, et on peut utiliser les résultats de
(viiz 2).

Soit P wun faisceau abélien sur Spec R(X) et considérons les
faisceaux qu*F » @ > 0, sur X . Il résulte aussitdt de VIII 5.2 que
la fibre de qu*F en un point géométrique au-dessus d'un point maximal
de X est ndlle.Pulsque X est de dimension 1 , un tel faisceau est de

nature tres spéeiale :

Lemme  4.1. Soient X noethérien et F un faisceau sur X . Les

conditions suiventes sont équivalentes (on appellers un faisceau satisfai-

sant A ces conditions un "skyscraper sheaf") :

(1) La fibre de F, en tout point géométrique X de X qui est

au-dessus d'un point non~fermé x € X., est nulle.

(ii) Chaque section s € F(X') (X' —> X étale de type fini) est

mulle, sauf en un nombre fini de points fermés de X .

*
(111)  oma P @ i,iF, ob x parcourt 1'ensemble des points

fermés de X et ob iX: x —> X est ltinclusion.

30



- 31 - X

Démonstration. Supposons que (i) soit vrai, et soit

z ¢ P(X') (X' —> X étale de type fini). Alors le support de z (VIII 6.6)
est une partie fermée de X' formée de points fermés, donc finie (X' étent
noethérien), dtohr (i) =5 (ii) . L'implication (ii) == (i) résulte du
caleul des fibres (VIII 3.9), et (iii) implique (i), car pour foute famille
(6,) de faiscesux sur les points fermés x de X, le faisceau F .-@ix*(Gx)
sur X satisfait (i) , comme il résulte du fait que les foncteurs fibres
commutent aux sommes directes, et que le support de ix*(GX) est évidem—

ment contenu dans { x} .

I1 reste & ddmontrer que (4ii) impligue (iii). Considérons le

morphisme canonique

P—> | i, ,
X

X*Tx

x parcourant 1'ensemble des points fermés de X . D'aprés (ii), il se

factorise par
F——é@i i *F N
X TxX¥'x

ce qui donne le morphisme cherché. Nous laissons au lecteur la vérification
du fait qu'il est bijectif.

4.1,1. Appliquons le lemme au faiscesu qu*F introduit plus heaut :

On a

RUF S @ i xR,
X

{x percourant 1'ensemble des points fermés de X). Or d'aprds (VILI §) 1la

fibre de qu*F en un point géométrique X de X est

(qu*F).i =~ #¥(spec R(X.), F)
ot R(X.) ~ R(X) ® .0 , X. étant le localisé strict de X en ¥
b OX Xi X
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{VIII 4), et ok on dénote aussi par P 1le faisceau induit psr F sur

Spec R(Xi). Supposons maintenant gue le corps résiduel de tout point fermé

x de X soit séparablement clos. On aura donc (cf, aussi (VI. 1))

BP(x,rYF) > EP(x, é} i jC,?:‘LX*(R%*F))

e Gx) wP(x, ix*ix*(qu*F))
o~ P . q.
@ B(x, 3 *(&%,))
®© sUspec R(X) , F) i p=0
~ X
0 si p>»0 .
On trouve le
Corollaire 4.2. Soient X un schéma noethérien de dimension 1, tel

que pour tout point fermé x de X , le corps résiduel k(x) soit sépara-

blement clos. Soit F wun faiscesu abélien, sur Spec R(X) (o R(X) = anneau

des fonctions rationnelles sur X). Considérons la suite spectrale de

Leray ( ).

qu = #(x, R%,7) = 5¥"%spec R(X) , F) .
On a

qu=0 si p et g > 0 ,

g% _

o0 = @ Hlspee R(X) , F) si q>0,
X

ol x parcourt l'ensemble des points fermés de X, et ou Xx est le localisé

strict de X au point x .
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Le suite spectrale donne donec une suite exacte

0 — B'(X,3,F) —H'(Spec B(X),F) —> & H'(spec R(X),F)
X

— 5%(%,1,F) —> B*(Spec R(X),F) —» D B(spec R(X ), F)
X

4.3, Supposons maintenant gue de plus la -59 -dimension cohomologique
de Spec R(X) , pour un nombre premier # donné, soit au plus égale & 1
(c'est-a-dire qu'on ait HY(Spec R(X), F) = 0, @ > 1 , pour chaque faisceau
F de & -~torsion sur Spec R(X) ). Soient K1,...,Km les corps résiduels
de 1'ammeasu artinien R(X), i.e. les corps résiduels des points maximaux
de X . Tenant compte du dictionnaire (VIII 2 ) la + -dimension cohomo-
logique de Spec R(X) est

Cd.g {spec R{X)} = s;zp {cde (G(I‘{l/Ki)}} s

ou ed Y (G) est la ¥-dimension cohomologique du groupe profini G
[ef.Cq].

Chaque corps résiduel K  de R(X(x)), pour un localisé strict
X(x) de X, s'identifie évidemment & une extension séparable {infinie)
d'un des K-, d'oh

e, (B /1)) € oa, ((T/EH)

d'aprés (CG II 4.1, Prop. 10). Donc la # -dimension cohomologique
cdy (Spec R(X(x))) est aussi < 1.

Er appliquant la suite exacte de 4.2 a2 un F de € ~torsion,

on trouve
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0 — B'(X,1,F) —> H (Spec R(X) F) —>
(4.3.1) © ' (spec R(X(x)),F) —> H(X,1,F) —> 0,
B{xi,F) = 0 pour q> 2.

Remarquons que 1'hypothdse que cd , (Spec R(X)) soit € 1 est
satisfait si X est une courbe algébrique sur un corps séparablement clos.
(Théordme de Tsenl 6, th.4.3]),Des suites exactes analogues ont été étudides

dans ce cas par OggIZI et Safarevic .

4.4, Supposons que € soit inversible sur X et prenons
P= (€ ) R(X) . Appliquant 3.3 et [CG, chap. I, prop. 12], on trouve,
toujours sous 1'hypothdse que ed 2 (Spec R(X)) ¢ 1,

H1(Spec R(X) , [L'm) =0

(4,4.1)

9, =
E(spec R(X) , ﬂim)-éo 132,

ol le € sous 1'égalité veut dire que le groupe du premier membre, qui est
de torsion en tout cas, n's pas de ¢ -torsionm.

On a le méme résultat si on remplace R(X) par R(X(x)). Puisque
le faisceau €  sur Spec R(X) induit évidemment le faisceau € sur

Spec R(X(x)), on déduit de 4.2

1
S H(X, 4,( mm)R(X)) = 0
(4.4.2)

Ay B .

B 8l Bpigy) 5 0 5 st >
Or pour tout faisceau F sur X, on voit grce & 4.1 que le noyau P et

*

conoyau Q de 1'homomorphisme canonique F - 1,i F scnt des "faiscesux
gratte~ciel”, donc {comme les corps résiduels en les points fermés de X
sont supposés séparablement clos) on a H-(X,P) = H*(X,Q) = o pour i o,

ce qui implique aussit8t, par la suite exacte de cohomologie, que
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7H(%,F) —> B(X,1,1'F)

est wn isomorphisme pour 1 >

d

2 . Compte tenu de 4.4.2 on en conclut la

relation

{4.5) 7{x, a;m)?o pour 12 ,
valable lorsque X est un préschéma noethérien de dimension 1 , satisfaisant
B ocdy (R(X)) ¢ 1, et dont les corps résiduels en les points fermés sont

séparablement clos. Compte tenu de la théorie de Kummer (3.2 ) et de (3.3 )

on en conclut le

Théoreme 4.6, Scient X noethérien de dimension 1, n un entier qui

est inversible sur X , supposons gue cd, {rR(X)) < 1 pour chague nombre

premier £ qui divise n , et gue pour tout point fermé x de X, le corps

résiduel k{x) soit séparablement clos. Alors on a

B (X, (pg) =0 si a >2,

et la cohomologie pour gq g 2 est donnée par la suite exacte

0 —> HO(X’(PH)X) — [(x,08) L (x,0%) —>
Hl(X, %)X) —3 Pic X —>> Pic X —> Hzcx,(wn)x) — 0

Corollaire 4.7. Soit X une courbe compldte connexe sur un corps séparable-

ment clos k , de caractéristique premidre 3 n . Alors on &

HOOK () T (O

Hl(x’(Pn)X) Y (Pic X)= ensemble des éléments de Pic X dont 1l'ordre divisen,
n t5 ¢

HZ‘X’(\}*n)x): (Pic ¥)/n 2 (Z /o 2)°
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ol ¢ est 1'enseuble des composantes irréductibles de X .

Pour la derniére assertion, "rappelons" que le "schéma de Picard"
[TDIE V] d'un tel X/Spec k admet une décomposition

(4.8) 0 —> A —->_13;_c_x/k—->zc-—>o

o A est un groupe algébrique connexe sur Spec k . Or 1'application
“Ymultiplication par n " dans un tel A est é&tale, donc surjectif

pour les points & valeurs dans k , Il s'ensuit qu'on a

n(Pic N = (a(k))
et

(Pic X)/n =~ (z/nD°

Si X est lisse sur Spec k , de sorte que la jacobienne A est
une variété abélienne, le groupe n(]E’J'.c X) est isomorphe & (Z /n)2g , ol
g est le genre de X . Bien entendu, on a aussi E}Ln(k) = Z/n Z , donc les

rangs des groupes de cohomologie en tant que Z/n -modules sont 1, 28, 1,

ce gqui est le résultat auguel on devait s'attendre.

5. Lg méthode de la trace.

5.1, Soit X un schéma, f: X' —> X un revétement étale, et F un
faisceau sur X . Alors les formules d'adjonction donnent un morphisme

de restriction
P22 5 reép

¥
Comme f est fini, on a Hq(X,f*f*F) 2 g%x ,f F) d'ch un morphisme,

appelé également restriction :
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(5.1.1) 84z, p) -2 glx,r4F) ,

qui est d'ailleurs le morphisme évident, Msis dans le cas f étale ona
aussi un sutre morphisme, appelé morphisme trace

(5.1.2) £,08 —E 5 7,

qui donne des morphismes sur la cohomologie

(5.1.3) B(xr,o47) X 5 wY(x,F) .

Le morphisme trace est caractérisé par les deux propriétés suivantes :

(i) I1 est de caractire local pour la topologie étale.

{ii} Si X' est somme disjointe de d copies de X , de sorte que

07 = Fd , la trace est l'application somme Fd —> F.

L'unicité est triviale & partir de {i), (ii) puisque tout revé-
tement étale est localement constant., Ayant 1'unicité, 1'existence s'ensuit

par l'argument usuel de descente.

De (ii) on déduit la formule suivante :
(5.1.4) trores : F - F est la multiplication par le degré local de f,
Si le degré est une constante 4 , on en déduit gue le morphisme
trores: BYX,F) — EY(X,F) est la multiplication par d .

Corollaire 5.2. Soit f1 X' —> X un revéiement étale de degré constant

d. Si F est un faisceau de r-forsion sur X avec (r,d)=1 , alors

BYX',£%F) = 0 impligue gue HUX,F) =0.

En effet, la multiplication par d induit un isomorphisme de F, donc
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un isomorphisme sur la cohomologie. Si ce dernier isomorphisme se factorise

par zéro, on & HYX,F) = 0 .

5.2.1. Soient maintensnt i: U —> X une immersien, f: U' —> U un
rev8tement étale de degré d , et supposons f induit par un morphisme
fini g X' —> X par changement de base, i.e. on a alors le diagramme
cartésien

31
u ._..3.....__> Xt

fl lg
U ——> X

Soit P un faisceau sur U, On a

L RN 35 N S
d
done, comme i f, = Eylly
(5.3) T LI L Y SN
\\/

a
et comme i f o gi' (résuite p.ex. de (VIII 5.5 )),
(5.4) 1P I par e R i F

d

d'ol

(5.3)  EY%1,F) -5 gYx,10,e07) 5 B3(X,1,F)
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et

(5-4') (Xrl F) °s

L P (FERNE 1) s 5 xi,E)
\ / .
\_w'/

d
On déduit de (5.4 ) les corollaires suivants :

Proposition  5.5. Soit X um schéma quasi-compact et quasi-séparé,

¢ € P, et soit H un foncteur semi-exact & valeurs dans (Ab), défini

sur la catégorie des £ —faisceaux sur X , et compatible avec les limites

inductives filtrantes. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i1) H( f, 1 /f)) 0 pour chague f: Y —> X fini, et chague ouvert

i: 0—Y gg_ Y, tel que U soit de présentation finie sur X . Si X

A,

est noethérien, on peut méme se borner & prendre Y intdgre.

Démonstration. D'aprds 2.7.2 et 2.5 il suffit de vérifier
H(F) =0 pour F de la forme ¥ =1i,G, ou i: U—> X est l'inclusion d'un
sous-schéma de X de présentation finie sur X , et ol G est un
¢ raisceau localement constant "isotrivial" sur U . Soit U" —> U un
revétement principal, de groupe g 3 tel que g devienne constant sur
U" . Soit A le Jf—groupe des valeurs de G sur U" , Le groupe g opere
sur A , et cette opération détermine la structure de G . Soit h un
/f—sous—groupe de Sylow de g , et soit U' = U"/g_ le revétement de U
correspondant & h . Le degré d de U' sur U est premier & £ .
Prenons un prolongement de f: U' —> U en un morphisme fini g: X' — X,
qui existe  toujours (BGA IV 8.12.6 ), et soit i': U' —> X' l'inclusion.
En appliquant 5.4 et le fait que d est premier & ¢ , on se réduit &

démontrer que H(g*i' !f*G) =
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Or il est bien connu que le seul groupe abélien de £ -torsion qui
est simple pour une opération d'un £ ~-groupe h est Z/¢ avec opération
triviale, et il s'ensuit qu'il existe une filtration de 4 en tant que
h~module, dont les quotients successifs sont isomorphes & Z /€ avec opé-
ration triviale. Cette filtration donne une filtration correspondante de
£*G , et il suffit donc, pour démontrer que B(g*i‘ 'f*G) = 0 de démontrer
que H(g,d', Z/r) =0, d'oh le résultat. .

Proposition  5.6. Soient X un schéma noethérien, € € P, et « une

N

fonction & valeurs dans N , définie sur 1'ensemble des schémas intégres

finis sur X . Supposons que @ (Y 1) £ @ (Y2) chaque fois qu'il existe

, 6t que 1'inégalité est stricte si Y1 est un

Pour tout ¥ fini sur X,

un X-morphisme Y 1 — Y2

sous~schéma  fermé de Y, , distinct de Y

5
posons (Y) = sup (Yi), ol les Y, sont les composantes irréductibles de

Y , munis de la structure induite réduite. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

(i) Pour chaque Y fini sur X et chaque ¥ -faiscesu F swr Y ona
B (Y,F) =0 si a> g (supp F).

(i1) Pour chaque Y intdgre fini sur X ons EXY, Z/€)=0 si q> $ (x).

Démonstration. Supposons que (ii) soit vrai., On peut appliquer
la proposition précédente & chague el , tenant compte que la cohomologie
commute aux limites inductives et aux images directes par morphismes finis,
et on se réduit ainsi pour la vérification de (i) au cas Y intdgre
fini sur X, et F de la forme i,'(Z/ﬁ)U , o0 i: U —» X est un ouvert

non~vide.

Or on a une suite exacte
0 —>1(2/8) ~>(2/4)y — (2/£); —> 0

ol Z=Y-U donc Z#£ 7Y . Faisant une récurrence sur la valeur de b , nous

40



- 41 - X
pouvons supposer que B Z,Z/#) =0 pour g > L‘P(Y)-‘i, a'oa
BNy, i, (z/¢)) =0 pour q > @ (1) gréce & la suite exacte de coho-

mologie.

Corolliaire 5.7. Soit X wune courbe algébrigue sur un corps k sépara~

blement clos et de caractéristique différente de £ , £ €F. Alors la coho-

mologie de X dans un faisceau F de £ -torsion est nulle en dimension

>2., §§ X est affine, la cohomologie est nulle en dimension > 1 .

Posons, pour Y fini intdgre sur X, ¥P{Y) =2 dim Y {resp.
Y(¥)=dimY si X, donc Y , est affine). D'aprds 7.6 il suffit de
démontrer que HY(Y,Z/2)=0 si g > P(Y), Or clest trivial si
dim Y = 0 . Il reste donc » démontrer que HYY,Z/2) =0 si q > 2
(resp, si q > 1 dens le cas affine) pour une courbe intdgre Y .

Puisque (Z/% )Y fad (/"Z )Y , clest conséquence de 4.6 pour q > 2 .

Supposons X affine, Puisque les extensions radicielles n'affectent
pas la cohomologie (VIII 1.1), on se réduit au cas ol k est algébrique-
ment clos. Soit f: X' —> X la normalisation de X , qui est un morphisme
fini et un isomorphisme en dehors d'un ensemble fini de points, disoms S .

On & une suite exacte de faisceaux sur X
0 —> (Z/n)y —> £,(Z/n)y, —>E—0

ol € est concentré sur S, donc ou HXX,€) =0 pour q > O .

On se ramdne par (VIII 5.6) & démontrer que

B X, £,(2/n)y,) = 8Yx',Z/n) =0
si g > 1, c'est-h-dire, au cas X normale. On peut aussi évidemment
supposer X connexe, Soit i: X —> X une immersion ouverte avec X compléte

et non-singulidre, Puisque X est affine, il manque au moins un point de

X , et on voit immédiatement que par suite le morphisme
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Mk) ——» PicX

est surjectif, olt A est la Jacobienne de X (ef. 4.8 ).
Puisque A(k) est divisible par - £ car k , il en est de méme de
Pic X , d'ou H(X, pp) =0 per 4.6, cafd.

Remarque 5.8. Signalons, pour référence ultérieure, que le raisommement de
5.5 établit en fait le résultat suivent : Soient X wn schéma quasi-
compact et quasi-séparé,?unngmbre premier, C une sous-catégorie strictemsnt
pleine de la catégorie des faisceaux abéliens de 4?-torsion constructibles,
stable par facteurs directs et par extensions. Supposons que pour chaque
morphisme fini f:¥Y —> X et chaque ouvert 1:U —> ¥ de Y qui est de
présentation finie sur X, on ait f*(i!(g/éfg)U) € ¢ . Alors C contient
tous les faisceaux constructibles de £ ~torsion.
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