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O. Introduction. 
On notera qu'N partir du pr4sen~ expos4, contrairement aux expos4s pr4- 

c4dents et h la %h4orie cohomologique classique des espaces topologiques, nous 

sommes obliges, pour la validit4 des 4nonc4s essentiels, de nous limiter aux 

faisoeaLu~ de torsion (st souvent m~me, plus pr4cis@mcnt, aux faisceaux de torsion 

premiers aux caract4ristiques r4siduelles). 

Signalons qu' en fait une th4orie "raisonnable" de la cohomologie 

coefficients entiers (ou m~me r4els), pour los vari4t4s sur un corps alg6briqt,~- 

ment clos de caract4riBtique p / 0 , analogue h la th4orie classiqus pour le cas 

k = ¢ , n'existe pas (comme l'a remarqu4 Serfs). Plus pr4cis~ment, il n'exisie pas 

de foncte~r contravariant H I, d~fini disons sur la cat4gorie des sch4mas p~ojec- 

tifs lisses sur le corps K alg. clos de car. p > O , ~ valeurs dans la cat4gorie 

des espaces vectoriels de dimension finis sur ~ (ou un sous-corps de IR )~. 

'bommutant aux produits", i.e. tel que HI(XxY)~ HI(X) x HI(Y), st tel que 

dim HI(x) = 2 si X sst une courbe connexe de genre 1 • En effet, il 

s'ensuivrait que si X est tune varlet4 ab41ienne sur k , alors l'application 

u ~->u I de End(X) darts End(HI(X)) est additivg, donc une reor4senta~ion d~ 

l'anneau oppos4 de End(X). Nais en caract~ristique p , il exists des courbes 
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elliptiques X ayant comme anneau d' endomorphismes un ordre maximal A d'une 

alg&bre de qu~ternions d@finie sur ~ ([3] , p.198), et une telle alg&bre n'a 

~videmment pas de repr@sentation darts un espace vectoriel de dimension 2 sur ~ , 

puisque A~ ~ est un corps (le corps des quaternions). 

I. Le sorite des faisceaux de torsion 

Soient T un topos et F un falsceau ab@lien sur T . 

On peut multiplier par n dans F (n ~ ~ un nombre entier), cette multipli- 

cation ~tant induite par l'op~ration analogue dans (Ab). Notons n F le 

noyau de cette multiplication; done nF(X) , pour X ~ Ob T , est le greupe 

des sections de P(X) dent l'ordre divise n . 

On d~signe par ~ l'ensemble de tousles nombres premiers. 

D@finition 1.1. Soit p un ensemble de nombres premiers. On dit que 

un faisceau de p-torsion, oh un p-faisceau, si le morphisms canonique 

F est 

li~. nF ) F est bi~ ectif 
n 

n parcourant l'ensemble des entiers tels que ass n Cp , c'est-h-dire, tels 

que les hombres premiers divisant n soient dans p . Si p = IP est l'en- 

semble de tousles ncmbres premiers, on dit simplement que F est de torsion. 

Proposition 1.2. 

(i) F est de p-torsion si et seulement si F 

un pr@faisceau h valeurs dans des %Toupes ab~liens de 

prendre 

ass ncp 

est le faisceau associ@ 

p-torsion; on peut 
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(ii) Si F est de p-torsion st si X @ObT est un objet quasi-compact 

alors F(X) est un groups de p-torsion. 

(iii) S i T est localement de type fini (VI 1.1 ), alors F est de 

p-torsion si et seulement si F(X) est un groups de p-torsion ~gurchaque 

X ~ Ob T quasi-compact. Dans ee cas, on a 

Hq(T/X; n F) ~'~> Hq(T/X; F) 
ass n~p 

pour chaque X quasi-compact et tout q . 

(iv) Si u : T --~ T' est unmorphisme de topos et si F' est de p-torsion 

sur T' , alors l'image inverse u*F est un faisceau de p-torsiom sur T . 

(v) S_i_i u : T--->T' est un morphisme de topos, avec T et T' localement de 

type fini et u quasi-compact , et si F est un faisceau de p-torsion sur 

T , alors les Rqu~F ' sont des faisceaux de p-torsion sur T pour tout q • 

D~menstration : (i) Evidemment, si un faisceau F ~st de p-torsion, 

F est le faisceau associ~ au pr6faisceau P dont le groups des sections P(X) 

est le sous-groupe des ~l~ments de p-torsion de F(X). In~ersement, soit 

F = aP (II) le faisceau associ6 ~ P , oh P est ~ valeurs daus la cat~gorie 

des groupes ab~liens de p-torsion. De la suite exacte 

n 
0 ...... > P ...... ~ P ,.P 

n 

on d~duit une suite exacts 

o - - ~  ~ ( ~ )  ~ F  n,,~ F , 

* Un objet X d'un topos est dit quasi-compact si chaque famille couvrante 
[X. " > X} peut Gtre major~e par une famille couvrante finie. Un morphisme 
u ~e topos est quasi-compact si l'image inverse de chaque objet quasi-compact 
est encore quasi-compacte. 
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d'oh a(nP) = nF . Comme is foncteur a commute aux linites inductives, on 

d4duit de 

lira (pr~f~ n P .~> P 
ass ~p,p 

qu'on a aussi 

i~ n F .... ~ F . 

ass n cp 

(ii) Posons P = lim(pr4f>) n F . Alors on a P CF ,donc P est un pr& 

faisceau s4par4, et par suite 

~P(x) : im (~e~(~p(x i) ~ )) -- 

oh comme d'habitude la limite est prise suivant les familles couvrantes 

IX i ---> X} . Mais comme X est quasi-compact, il suffit de prendre les 

familles eouvrantes finies. Pour ces familles ~P(X i) est de p-torsion; 

donc le key l'est aussi, Par suite aP(X) = F(X) est de p-torsion. 

(iii) Pour v4rifier que li~nF > F est bijeetif, il suffit de le faire 

pour les valeurs sur X ~ 0b T pour chaque X d'une famille de g4n6rateurs. 

On est donc ramen4 h (li~ pour la premiere assertion. La deuxi~me assertion 

est une cons4quence de 

(iv) Cons4quence de (i) puisque u~laP') = a(u'P) 

(v) Consequence facile de (iii). 

On aura aussi besoin d'une variante non-ab41ienne. Mais il y a 

des probl~mes techniques dans la d4finition (j'ignore s'ils sont s4rieux), 

et on s~ contentera donc de donner une d~finition pour la topologie ~tale 

dlun schema. 
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~finition 1.3. Soit p un ensemble de nombres premiers. On dit qu'un groupe 

G est un ind-p-~roupe si oha~ue sous-onsemble fini de G engendre un sous- 

groupe fini d'ordre n , av~ec ass n C p . ll revient au m@me de dire que 

les sous-greupes finis G~d'ordre n~, avec ass n~ ~ p , forment un ensemble 

filtrant, et que G = lim G~ . Si p = I]3, on dit groupe ind-fini au lieu 

de ind-p-gr~. 

On v~rifie imm~diatement la 

Propositi~A" 1.4,  

(i) Un sous-groupe ainsi &u!un quotient d'un in__dd p-6roupe eat encore, un 

in j p-grouse. 

(ii) Une limite inductive filtrante deind-p-groupes est un ind-p-g~oupe. 

(iii) Une limite projective finie deind-p-@rou~es est un ind-p-groupe. 

D~finition 1.5, Soi____t X ~n sch6ma. On dit qu'un faisceau F de groupes 

sur X est un faisceau de ind p-groupes (resp. d__eegroupes ind-finis) si pour 

chaqme U > X @tale, avec U quasi-compact, F(U) est un ind p-groupe 

(resp. un groupe ind-fini). 

proposition 1.6. Soit Fun faisceau de groupes sur le schema X. 

(i) F estun faisceau de ind-p-groupes si et seulement si pour chaque 

point g~om~trique ~ de X , la fibre F ~ est un ind-p-gzoupe. 

(li) Si £: X --* X' est un morphisme et si F' est un faisceau de 

ind-p-groupes sur X' , f F' est tun faiscesu de ind-p-groupes. 

(iii) S~i f: X ---* X' est un morphisme quasi-compact et F eat un faisceau 

de ind-p-groupes sur X , alors f.F es% un faisceau de ind-p-groupes. 

D@monstratien. (i) Supposons que F soit un faisceau de ind-p-gToupes, 

et soit ~ un point g~om~trique de X . Alors F = !im>F(X' ),oh X' parcourt 
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un systbme pseudo-filtrant de schemas @tales sur X (VIII 3.9). I1 est Evident 

que les X' affines (donc quasi-compacts) ferment un ensemble cofinal, et que 

par suite F est limite inductive de ind p-groupes, donc est un ind-p-groupe 

d'apr&s 1.4 (ii). Inversement, supposons que pour c~mque ~ la fibre F~ 

soit un ind-p-groupe et soit U > X 4tale, U quasi-compact. Soit S g F(U) 

un sous-ensemble fir/. Pour chaque point g4cm@trique ~ de U , l'~mage ~e S 

dans F~ engendre un groups fini. Comme un groupe fini est de pr@sent~ticn 

finie, on conclut ais4ment qu'il existe un U ~ 6tale sur U , ~ -ponctuE, 

tel que S engendre un groups fini dans F(U~ ) (cf. VIII 4). Un nombre fini 

de tels U~ ferment un recouvrement de U $soit i UI ..... Un} , Alors 

l'image de S dans T T ~(Ui) engendre un sous-groupe fini, et cemme 

~(u) c TTF(~i), on a ga~6 

L'assertion (ii) est triviale h partir de (i), et (iii) est imm@diate. 

2. Faisceaux constructibles 

2.0. Soit T un topos. Rappelens qu'h chaque 61Ement 8 6 0b(Ens) on 

associe le faisceau S T as&ociE au ~rEfaisceau P tel que P(X) = S pour 

chaque X ~ 0b(T). L'objet de T qui repr@sente S T est 

t_  I e = " Sx :e  " , 

s e . S  

e l'objet final de T . S T est appel4 faisceau £gnst_._ant, de valeur S (IV 

On d~finit d'une mani~re 4vidente la notion de faisceau d~e~constant, 

d%e A-modules co,start (A un anneau), et de faisceau ab@lie..____.&nconstant, de 

valeur M . Unmorphisme fT:ST ~ S' T de faisceaux constants est dit constant 

s'il provient d'unmorphisme d'ensembles f: S ---* S' . 

Un faisceau F est dit localement constant s'il existe un recouvrement 

{e i ~ e ~ de l'objet final tel que F devienne constant sur chaque e i @ 
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On d4finit d'une fagon analogue la notion de faisceau d_.%eRrouPes ou de A-modules 

localement cqnstant~et de mor~sme local~ment constant f : F ....... ~ G , si 

F et G sont des faisceaux localement constants. Enfin, un faisceau de groupes 

ou de A- modules localement constant est dit d2.etype fins (resp. de Dr4sentation 

finie) si les valeurs locales sont des grQupes ou des A- modules de type fini 

(resp. de pr4sentation finie). 

Lemme 2.1. (i) Soit f: F--~G unmorphisme de faisceaux d'ensembies 

localement constant sur T , et supposons qu e les valeurs locales de F soient 

des ensembles finis. Alors f est localement constant. 

(ii) Soit f: F > G un morphisme de faisceaux de A- modules localement 

constants, avec F de type fini. Alors f est localement constant, et le noyau 

et conoyau de f sont looalement constants. 

(iii) Soit o -+F'--~ F--*F" --+ o une suite exacte de faisceaux de 

A-modules (resp. d egroupes), avec F' e_t_t F" localement constants, F" 

,~tant de pr~sent,ation finie. Alors F est localement constant. 

D4monstration de (i) et (ii). On se r~m~ne sans peine au cas oh F 

et G sont constants. Traitons (ii) : soit F = ~ , G = N T (M,N des 

A-modules), et soit S C M un sous-ensemble fini de g4n~rateurs de M , Alors 

f est d4termin4 par sa restriction & S T et f sera localement constant si 

f IS T l'est. On est donc r4duit ~ (i) pour la premiere assertion de (ii), et 

la deuxi~me assertion est cons4quence triviale de la premiere. 

Ii reste donc & d4montrer (i). Supposons que F = ~ , G = S' T 

soient constants, et notons aussi par f le morphisme d'objets f: Ske "~ S'×e 

(notation comme ci-dessus). Soient f : e -- S'×e (s'~ S) ies composants 
s 

de f : ~uisque S est fir/, il suffit 4videmment de traiter le cas f = fs ' 

c'est-&-dire, oh S est un ensemble d'un 414ment. Soit Xs, ---~ e (s' 6 S') 

la famille des morphismes qui rendent cart4siens les diagrammes 

X8 t "-.i e 

e ~ S'×e 
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oh is,:e ---> S'xe est "l'inclusion" dans la s'-i&me composante. La famille 

{is, ~ est trivialement couvrante, donc { Xs, > e ) l'est aussi. On v@rifie 

imm4diatement (puisque les sommes directes dans un topos sent disjointes 

que f deviant constant sur Xs, , et que par suite f est loca- 

lement constant. 

D4monstratien de (iii). Traitons le cas des faisceaux de A-modules. 

On peut supposer F' et F" constants, F" de valeur ~' un A-module de 

pr4sentation finis. Si ~' est libre, donc admet une base finie (ei)1 ~ i~ n ' 

alors les e. d4finissent des sections de F", doric se rel~vent localement en 
i 

des sections de F , oe qui montre que localement l'extension F de F" par 

F' se scinde, ce qui prouve que F est localement isomorphe ~ F' × F" , doric 

est lecalement constant. Dans le cas g4n4ral, choisissant un homomorphisme sur- 

jectif ~ : L"--~ ~' , avec L" libre de type fini; le noyau R de ~ est 

L" X de type fini, et posant L-- L T'' x M" F - T F" F ; on volt d'une part qus L 

est une extension de L~ par G , ~onc localement constant d'apr~s ce qui 

pr4c~de, d'autre part qu'on a une suite exacte o --> ~ > L ~ F ...... ) o , 

ce qui grace h (ii) implique que F est localement constant. 

A partir de maintenant, on se borne aux topos ~tales des sch@mas. 

Lemme 2.2, Soit X un soh4ma et F un faisceau sur X qui est loca- 

lement constant. Alors F est repr4sent4 par un Y/X @taleo Si de plus los 

fibres de F sent finies (resp. et non-vides), alors Y est un rev~tement 

@tale (rssp. et surjeetif). 

D4monstration. Descente (SGA I IX~l si F ~ fibres finies, 

SGA~X 5.4 dans lecas g4n4ral). 

D@finition 2,5. Un faisceau d' ensembles (resp. de groupes, resp. dee 

A-modules) est dit constructible si pour chaque ouvert affine U C X il exists une 

d4composition de U en r4union d'unnombre fini de sous-sch4mas constructibles 

(EGA Oii I 9.1.2 ) localement ferm4s r@duits U i telle que le faisceau indu±tj~ 
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sur chaque U. soit localement constant, de valeur finis (resp. finie, resp. 
1 

de presentation finie (*)). 

2.3.1. L'hypoth~se de finitude sur lee valeurs locales revient ~ dire que pour 

chaque point g4om4trique ~ , la fibre F~ est finis (resp. finie, resp. de 

pr4sentation finis). I1 s'ensuit imm4diatement de 2.1 (i) qu'un faisceau de 

groupes F est constructible si et seulement si le faisceau d'ensembles sous- 

jacent ~ F est constructibleo 

On fera attention que si F est un faisceau ab41ien, il est construc- 

tible en tant que faisceau de groupes (ou encore, en tant que faisceau d'ensem- 

bles) si et seulement siil est constructible comme faisceau de ~-modules, st 

si de plus ses fibres sont finies. Ainsi, ~X est constructible comme ~-module, 

mais non comme faiseeau de groupes. 

Proposition 2.4. (i) Soit X quasi-compact et qussi-s4par4. Alors un 

faisceau (resp. faisceau de groupes, resp. faisceau de A-modules) est cenetruc- 

tible si et seulement s'il existe une d~composition de X en r4union de parties 

localement ferm4es constructibles~talleque F devienne localement constant,et 

fini (resp. fini, resp. de presentation finis), sur chaque X i . 

(ii) Pour v4rifier que F est constructible, il suffit de v4rifier que 

FtU i e s t  c o n s t r u c t i b l e  p o u r  l e s  U i d ' u n  r e c o u v r e m e n t  o u v e r t  donn6 de  X . 

(iii) Soit f : Y ~ X ~_morphisme. Alors f F est constructible si 

l '  e s t .  

(*) Lorsque A n'est pas suppos4 noeth4rien, il est pr4f4rable, pour lee besoins 
de l'Algbbre Hemologique, d'exiger ici, au lieu de la seule pr4sentation finie 
pour le A-module M, qu'il ait une r4solution gauche par des A-modules libres de 
type fini. La notion introduite dane (2.3) devrait slots prendre le nom : F est 
l-constructible, (plus g4n4r~lement, on d4finirait de fagon 4vldente la n-cons- 
tructibilit4, pour tout entier n >i 0). Nous allons provisoirement pour le present 
expos4 garder la terminologie sous la forme (2.3), qui est surtout raisonnable 
dans le cas oh A est noeth6rien, oh ells co~'ncids avec cells qu'on vient de 
signaler. Comparer SGA 6 I pour des notions de finitude dans des cas non 
noeth~riens. 
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(iv) L'ensemble des points oh la fibre d'un faisceau constructible est non- 

vide(res p. non-nul!e) est un sous-ensemble localement eonstruetible (EGA 0ii I 9.1.2). 

(v) Soit X localement noeth@rien. Alors un faisceau d'ermembles (resp...) 

F sur X est constructible si et seulement si pour chaque x £ X , il exists 

un ouvert non-vide de l'adh4rence ~ de x tel que F induise un faisceau 

localement constant de valeur finis (resp .... ) sur U 

D4monstration. Evidemment, si f: Y ~ X est un morphisme et s'il 

existe une d4composition de X en r@union de parties X localement ferm@es et 
l 

constructibles~e~esque F devienne localement constant sur chaque Xi, il en est 
w 

de m@me de Y et f F (cf. EGA IV 1.8.2). Cela prouve l'implication~ de (i). 

Supposons maintenant que X soit quasi-compact et quasi-s4par4 et soit 

IUI, .... Un~ unreoouvrement ouvert affine de X tel que FIU i soit construe- 

tible pour chaque i . Pour trouver une d4composition de X comme dans (i), il 

suffit de le fairs pour U et pour Y = X - U (avec la structure induite r4- 
n n 

duite), U et Y 4rant constructibles dans X grace h l'l~'poth~se "X quasi- 
n 

s4par4", Or une d4composition exists pour U d'apr~s la d4finition de construc- 
n 

tibilit4, et Y est r4union de n-1 ouverts affines V, = YoU. 
1 l 

(i = I, .... n-l) avec FIV i constructible, d'oh le r4sultat (i) par r4currence 

sur n . Le m@me raisonnement d4montre (ii) ~ en effet, l'hypoth~se implique que 

FIU est constructible pour chaque ouvert affine U "assez petit", et on peut 

reeouvrir un ouvert affine V arbitraire par unnombre fini de tels ouverts. 

L'assertion (ii) montre que la notion de constructibilit@ est locale sur X , et 

(iii), (iv) s'ensuivent imm4diatsment. L'implication ------->de (v) est imm4diate, 

et ne d4pend pas de l'hypoth~se noeth4rienne. Si X est noeth4rien on d4montre 

l'implication~ par la "r4currence noetherlenne" " habituelle. 

Proposition 2.5, Soit X quasi-compact et quasi-s4par4, et F un faisceau 

de groupes ou de A- modules constructible sur X . Alors il existe une filtra- 

tion finie de F dont les quotients successifs sont de la forms i!@ ~ 9_~ i : U---~X 

est l'inclusion d'une partie localement ferm4e et construotible, et oh O est 

localement constant et eonstruetible sur U . Si X est noeth4rien, il exists 

une tells filtration~avec des U irr4ductibles. 

10 
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D4monstration. D'apr~s 2.4 (i), il existe une d4composition de X en 

r4union finie de parties localement ferm4es eonstruetibles X. telles que chaque 
l 

FIX i soit localement constant et fini (resp. de pr4sentation finie). Ecrivons 

X i = Uin _~V i , oh U i et V i sont des ouverts constructibles, et soit N 

le nombre d'ouverts de X dams la sous-topologie T engendr@e par {Ui,Vii • . 

Raisonnons par r4currence sur N: si W est un 41~ment non-vide minimal de T , 

il est 4vident que FIW est localement constant et de pr4sentation finie. 

Soit i: W -~X le merphisme d'inclusion et Y = X - W . On a la suite exacte 

0 ' > i!i F > F ---> FIY > 0 

et on se r4duit ainsi ~ la m@me assertion pour Y et pour le faisceau FIY , 

oh on peut appliquer l'hypoth~se de r4ctu'rence. 

Proposition 2.6, Supposonsqu 9 A soit un anneau noeth@rien. 

(i) Une limite projective (resp. inductive) finie de faisceaux de 

A -modules ou d'ensembles constructibles est constructible. En particulier, 

le noyau, le conoyau et l'image d'un morphisme de faisceauxde A-modules 

constructibles sont constructibles. 

(ibis) Une limite projective finie de faisceaux d'ensembles (resp. de groupes) 

constructibles est constructible, et si f: F > G est un morphisme de 

faisceaux de groupes eonstructib!es, le noyau, l'image, et le conoyau (si 

Im(f) est un sous-groupe normal) sont constructibles. Une limite inductive 

finie de faisceaux d'ensembles constructlbles est constructible. 

(ii) Soit 0 ~ M' --~M .... ~ M" > 0 une suite exacte de faisceaux 

de A-modules (resp. de groupes) avec M', M" constructibles. Alors M est 

constructible. 

(iii) Soit M I ~ M 2 -~ M 3 --~ M 4 ~M 5 une suite exaete de faisoeaux 

de A-modules. Alors si M. est oenstructible pour i = 1,2,4,5, il en est de 

m$me pour i = 3 • 
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D@monstration, (i) Nous laissons les assertions ensemblistes et pour 

les groupes au lecteur. Pour le cas des faisceaux de A-modules~ il suffit de d@- 

montrer que le noyau et le conoyau d'un morphisme f: F--% G de faisceaux de 

A-modules constructibles sont constructibles. L'assertion est locale sur X , 

et on peut donc supposer X affine, doric quasi-compact et quasi-s@par@. Alors 

on se r@duit au cas oh F et G sont localement constants par 2.4. (i), et on 

termine en utilisant 2.1 (ii) et l'hypoth~se noeth@rienne sur A . On prouve 

de fagon analogue l'assertion (ii) en utilisant 2.1 (iii). L'assertion (iii) 

est imm@diate ~ partir de (i) et (ii). 

Proposition 2.7. Soient X un sch@ma quasi-compact et quasi-s@par@, F 

un faisceau d'ensembles (resp. de A-modules). Pour que F soit constructible, 

il faut et il suffit qu'il soit isomorphe au conoyau d'un couple de morphismes 

H~G , oh H et g sont des faisceaux d'ensembles repr@sentables par des 

schemas ~tales de pr@sentation finie sur X (resp. ~ue F soit isomorphe 

au oonoyau d'un homomorphisme ~V,X~ > ~,X ' o~h U et V sont deux ~oh@mas 

@tales de pr@sentation finie sur X), 

La suffisance r@sulte facilement de 2.6 (ibis) . 

Supposons que F soit un faisceau d'ensembles constructibles. 

Utilisant l' existence des sommes infinies dans le site @tale sur X , on voit 

que l'on peut trouver un @pimorphisme G --~F , avec G repr@sentable par un 

sch@ma @tale sur X , que l' on peut de plus supposer somme de sch@mas affines 

G i (iTI), done s@par@ sur S . Pour route pattie finie J de l'ensemble d'in- 

dices I , soit Gj la somme des G. pour iEJ et Fj son image dans F . 
l 

Comme Gj et F sont constructlbles, il enest de re@me de Fj (2.6 (ibis)), 

donc l'ensemble Xj des x 6 X tels que les fibres de F et Fj en un point 

g@om@trique de X sur x soient @gales, est localement constructible 2.4 

(Iv)j. Comme la famille des Xj est croissante et de r@union X~ et que X 

est quasi-compact , l'un des Xj est @gal & X (EGA IV 1.9.9 ). Cela montre, 

quitte & remplacer G par Gj , que l'on peut supposer G affine, donc s@par@ 

sur X , et quasi-compact sur X puisque X est quasi-s@par@ (EGA IV 1.2.4 ). 

Soit alors H = GxFG . C'est un sous-faisceau de GXsG qui est repr@sentable, 

donc est lui-m@me repr@sentable (VIII 6. I ). Comme g est de plus constructible 
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(2.6 (i bis))~ il r~sulte encore de l~argument pr~c@dent qu'il est quasi-compact, 

done (~tant s~par6 sur X) de presentation finie sur X . Cela prouve lapre- 

mitre assertion de 2.7 , et la deuxi~e se prouve par la mGme m~thode 

(NB il n'est pas n~cessaire que A soit noeth~rien). Signalons en passant que 

la d~mcnstraticn prouve aussi le corollaire suivant : 

C orollaire 2.7.~. Soient X un schema, F un schema 6tale sur X . 

Pour quele faisceau 6tale correspondant sur X soit constructible, il faut et 

il suffi t que P soit de presentation finis sur X . 

La proposition 2.7 nous sera surtout utile ici pour d~uire certaines 

propri~t~s de p~ssage ~ la limite pour les faisceaux constructibles : 

Corollaire 2.7.2. Soit X un schema quasi-compact et quasi-s~par~. A!ors 

tout faisceau d'ensembles (resp° de in~-groupes, resp. de A-modules) sur X 

est limite inductive d'un systems inductif filtrant de faisceaux d~ensembles 

(resp .... ) constructibles. 

Si F est un faisceau d' ensembles, reprenons les notations de la 

d~monstration de 2.7 , et soit L l'ensemble des couples (J,H'), oh J est 

une partie finie de I et H' une pattie ouverte quasi-compacts de Hj = GjxFG J . 

On ordonne L de la fagon ~vidente, et on constate que, puisque F est limits 

des Fj , et qu@ chaque Fj est limits des Coker (H'--*Gj) pour les ouverts 

quasi-compacts H' de Hj , que F est limits inductive du systbme inductif des 

F~ = Coker(H' --~ Fj) pour ~ = (H',J) ~ L , d'oh le cas ensembliste. Le cas 

des faisceaux de A-modules se traite essentiellement de la m~me fagon, en com- 

mengant par representer F comme conoyau d'un homomorphisme ~,X ~ ~,X ' 

avec U,V schemas ~tales et s~par~s sur X . Le cas des ind-~-groupes 

demande un peu plus d'attention. Reprenant les notations pr~c6dentes, nous d~- 

signons par L(Gj) le faisceau en grcupes libre engendr@ par le faisceau d'en- 

sembles Gj, par Nj le noyau de l'homomorphisme L(Gj) ~-~ F d~duit de 

Gj--~F , par L l'ensemble des couples (J,N'), oh N' est un sous-faisceau 

d'ensembles de Nj qui est "quasi-compact" i.e. tel qu'il exists un ~pimorphisme 

P --~N' , avec P representable par un X-schema quasi-compact. On ordonne L 

en d@clarant que (J,N') est plua petit que (JI'N~) si J C J1 et si 
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l'homomorphisme canonlque L(Gj) -->L(Gj ) applique N I dans N~ . ll est 

imm@diat que L est filtrant, ct que l'on obtient un systbme inductif de faisoeaux 

en groupes F~ , indexg par L , en prenant, pour # = (J,N') , F~ = faisceau 

en groupes quotient de L(Gj) par le sous-faisceau en groupes invariant engendr@ 

par N'. I1 est imm6diat de plus que F est isomorphe ~ la limite inductive 

des F~ , et il reste h prouver qu'il existe une pattie L' de L , cofinale dans 

L, telle que pour ~ ~ L' , F~ soit un faisceau en ~-groupes construqtible . 

Pour ceci, il suffit de prouver que pour tout J , on pout trouver un sous- 

faisceau d'ensembles N' de Nj qui soit quasi-compact, contienne un sous- 

faisceau d' ensembles quasi-compact donn~ N' et soit tel que le F~ corres- 
o' 

pondant soit un faisceau en ~-groupes constructible. Notons d'abord qu'il suf- 

fit, pour ceci, que los fibres de F~ soient des ~-groupes finis : alors F~ 

sera automatiquement constructible, comme le lecteur v@rifiera sans peine. 

D'autre part, le lecteur pourra v@rifi~r @galemsnt que l'ensemble ~, des 

points x de X tels que la fibre de F~ en un point g@om@trique au-dessus de 

x soit un ~-groupe fini est localement constructible. De plus~ les parties 

~, de X sont fonctiou crcissante de N', enfin leur r@union est X tout 

entier : ce dernier point r@sulte du fair que la limite inductive des F~ , 

pour ~ = (N',J) avec J fix@, est le sous-faisceau en groupes Fj de F 

engendr@ par le sous-faisceau d'ensembles Fj , qui est quasi-compact, donc 

Fj est h fibres des ~-groupes finis. D'autre part, dansun groupe libre 

un nombre flni de g@n@rateurs, tout sous-groupe d'indice fini est un sous-groupe 

libre ~unnombre fini de g@n@rateurs, done s'il est repr@sent@ comme r@union 

filtrante de ses parties finies, l'une de celles-ci engendre tout le sous-groupe. 

De lh r@sulte ais~ment que la r@union des ~, est bien X. Utilisant ~ nouveau 

(EGA IV 1.9.9 ) on trouve que un des ~, est @gal ~ X, ce qui ach~ve la 

d@monstration de 2.7.2. 

2.7.2.1. Notons que la d@monstration un peu p~nible du cas des schemas en grou- 

pes met en @vidence le manque d'un sorite commode pour les conditions de cons- 

tructibilit@ pour des faisceaux en groupes ~ fibres pas n@cessairement finies; 

nous nous en excusons auprbs du lecteur ~n l' invitant h combler au besoin cette 

lacune par ses propres moyens, et hi signalons en guise de consolation que dans 

2.9 (iii) nous ebtenons une d@monstration plus simple lorsque X est noeth~rien. 
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Corollaire 2.7.% Soient X un sch4ma quasi-compact et quasi-s4par4, F 

faisceau d'ensembles (resp. de ind-groupes finis, resp. de A-modules) construc- 

tible. Alors le foncteur Hom(F,G) , oh G est un faisceau d'ensembles (resp .... ) 

variable, commute aux limites inductives en G .Dans le cas oh F est un fais- 

ceau de A-modules, A 4tant noeth4rien, les foncteurs Exti(x;F,G) en le 

A-module G commutent 4galement aux limites inductives. 

Ceci r4sulte de 2.7 et (VII 3.3 ) par les arguments habituels, qui 

sont laiss4s au lecteur. De m@me, la conjonction de 2.7 et des r4sultats de 

(VII 5) donne ais4ment : 

Corollaire 2.7.4. Soit I une cat4gorie filtrante, i ~-->X i : l°--+(Sch) un 

foncteur qui transforme les fl&ches en morphismes affines et les objets en des 

schemas quasi-compacts_et quasi-s4par4s. Po~r tout sch4ma Y, soit 

Fc(Y ) la cat~gorie des faisceaux d'ensembles (resp. de ind-~-groupes, resp. d__ee 

A-modules) constructibles sur Y . Alors on a une 4quivalence de cat4gories 

Fc(X)~Li__~Fc(X i) , 
i 

oh X = llm X i (VII 5) et oh le deuxi~me membre d4signe la cat~gorie Lim de 
1 

cat4gories f ibr4es ,  d4f in ie  dans En p a r t i c u l i e r ,  tout faisceau d' ensembles 

(resp .... ) constructible sur X est isomorphe ~ l'image inverse d'un faisceau de 

m~me nature sur un des X . 
1 

Proposition 2.8. Soit f:X ---) Y un morphisme surjectif et localement de 

pr4sentation finie, et soit F un faisceau d'ensembles (resp .... ) s_~ Y . 

Alors F est constructible si et seulement si f*(F) l'est. 

Nous utiliserons le 

Lemme 2.8.1. Soi___~t f: X ---~Y u~ morphisme sur~ectif et localement de ~r~senta- 

tion fin!e, avec Y quasi-compact et quasi-s4p~r& Alors il existe une partition 

finie de Y en des sous- schemas Yi de presentation finie sur Y (en_n 
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particuller chaque Yi est constructible dans X) et pour tout i , des morphismes 

finis ...... surjectifs Y~' gi y:l hi ~ Yi , avec h i 4tale et gi localement libre 

(i.e._ plat et de pr4sentation finis, en plus de la condition gi fini),et_ radiciel, 

et enfin un Y-morphisme Y'~ -~ X (~). 
1 

Utilisant le fair que Y est quasi-oompact et quasi-s4par4, on se ram~ne 

ais4ment au cas oh Y est quasi-affine donc s4par4 (en utilisant un recouvrement 

ouvert affine fini (Ui)1~< i<. n de Y et consid4rant les Yi = Ui- Ui (~ ~L~JiU )' j<" j 

puis au cas Y affine (par le m~me argument). Le sch4ma X sst r~union d'ou- 

verts affines X i , st l'image T i de X i darts Y est constructible (EGA IV 

1.8.4 ), la r4union des T. est X puisque f est surjectif, d'oh s'ensuit 
i 

que X est r4union d'un hombre fini des T (EGA IV 1.9.9 ), de sorte que, rem- 
l 

plaQant X par le sch4ma somme des X correspondants, on peut supposer X 
l 

affine. Alors le proo4d4 de passage ~ la limite standard (EGA IV 8 8.1.2 c)) nous 

permet de supposer de plus Y noeth4rien. La r4currence noeth4rienne habituelle, 

et le proc4d4 de passage ~ la limite (EGA IV 8.1.2 a)) nous famine au cas oh Y 

est r4duit au spectre d'un corps k. Comme alors X ~ ~ , il exists un point ferm~ 

x dans X , qui correspond ~ une extension finis k' de k , elle-m~me extension 

radicielle d'une extension s4parable k' de k . On prendra alors 
S 

Y'=Spec(ks), Y"=Spec(k' ), ce qui ach~ve la d~monstration de 2.8. I. 

La n4cessit4 dans 2.8 4rant triviale (2.4 (iii)), prouvons la suffi- 

sance. On est alors ramen@, par le lemme pr4c~dent, au cas oh f est de la forms 

gh, oh g et h satisfont aux conditions 4nonc4es pour gi,hi dans le lemme. 

On peut donc supposer successivement, soit que f est fini radiciel, cas trivial 

par (VIII 1.1 ), soit que f est fini 4tale. Notons d'ailleurs que, utilisant 

l'hypoth~se que f*(P) est constructible et la d4finition de la constructibilit4, 

nous pouvions supposer (quitte ~ remplacer X par un X-pr4sch4ma X' =i-LX. de 
l I 

pr4sentation finis et ~ morphisme structural surjectif) que f*(F) est d4jh loca- 

lement constant. Mais lorsque f est 4tale et surjectif, cela implique que F 

est localement constant. Comme de plus les hypotheses faites sur les fibres de 

f*(F) restent valables pour celles de F, f 4tant surjectif, il s'ensuit bien 

que F est constructible, ce qui ach~ve la d~monstration de 2.8° 

(*) Cet ~nonc~ est aussi donn4 dans EGA IV 17.16.4. 
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Propoeition 2.q. Soien~t x un sch4ma noeth4rien, 

et p un ensemble de nombres premiere. 

A un anneau noeth4rien, 

(i) La cat4gorie des faisceaux d'ensembles (reep. de ind p-groupes, reep. 

d_~e A -modules) sur X est localement noeth6rienne, c'est-~-dire, poss&de un 

ensemble de g4n4rateurs form~ d'objets noeth4riens. 

(ii) Un faisceau F d'ensembles (reep. de ind p-group#s, reep. de 

A -modules) sur X est constructible si et seulement si il est noeth6rien. 

Si F est un faisceau de A -modules, alors F est constructible si et seule- 

ment siil est quotient d'une somme finie de faisceaux de la forme 

~/X ' o hh U --~ X est ~tale et de type fini (notation de IV. 2.4 : ~/X = AU) " 

(iii) Les eous-faisceaux censtructibles d'un faisceaa F d'ensemblee 

(resp .... ) forment un syst~me inductif, et F est limite inductive de ces 

sous-faisceaux. 

D~monstration. On laisse l'assertion ensembliste au lecteur. Traitons 

d'abord le cas d'un faisceau de A -modules. Pour (i) il faut trouver un ensem- 

ble de g4n4rateurs dont lea ~l&ments sont des objets noeth6riens. Or lee faisceaux 

de la forme AU/x , U ---* X ~tale et de type fini forment un eneemble de g4n~ra- 

teurs dont on volt facilement qu'ils sont constructibles, et il suffit 

donc de d4montrer le lemme suivant : 

Lemme 2.10, 

noeth~rien. 

Soit X noeth~rien. Alors tout A-Module constructible est 

D4monstration du lemme. 

Per r4currence noeth6rienne nous supposons le iemme vrai pour chaque 

sous-sch4ma X' de X distinct de X . Prenons un ouvert non-vide X de X 
o 

tel que F induise un faisceau localement constant F sur X . 
o o 

Soit maintenant ~Fi~ , i 6 E une suite croissante de sous-faisceaux 

de F . Comme pour un point g4om~trique P , g4n~rique pour une composante irr4- 
O 

ductible de X , la fibre de F en P est de type fini, la suite des fibres 
o o 
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(Fi) P est stationnaire, et nous pouvons supposer qu'elle est const~te Or soit 

Q unpoint g4om4trique de X ° pD4cialisation de P (VIII 7.2). Puisque F ° est 

localement constant sur X o , on volt imm4diatement que le morphisme de sp4ciali- 

sation FOQ---> Fop (VIII.7) est bijectif, donc (Fi) Q > (Fi) P est injectif 

pour chaque i . 

Soient V/X 4tale et P-ponctu4, et sl, .... s n des sections & FI(V) 

qui engendrent (FI) P . Alors lss s i engendrent (Fi) Q pour ehaque i e~ 

chaque point g4om4trique Q sp4cialisation de P au-dessus de V ~ La suite 

de faisceaux F. est done constants dans un vois~uage de l'image de P , disons 
l 

darts X' ~ ~ . Soit Y = X-X', il suffit donc de prouver que Is suite des FiIY 

est ststionnaire, ce qui r6sulte de l'hypoth~se de r@currence noeth4rienne. 

Les assertions (ii) pour les A -modules sent maintenant imm@diates : 

Comme les ~/X sent des g4n4rateurs noeth@risns, on a 4videmment F noeth4rien~=~F 

est quotient d'une somme finie de faisceaux ~/X " Or ~/X est constructible, 

et par suite,compte tenu de 2.6 , F noeth4rien ~ F constructible; l'impli- 

cation inverse 4rant d4j~ 4tablie (2.10), ceia 4tablit (ii). Enfin, l'assertion 

(iii) pour les A -modules est une propri4t4 des cat4gories localement noeth4riemnes 

(of. [i 3 , ch. iv). 

Traitons maintenant le cas des ind-p-groupes. Notons d'abord 

qu'un faisceau de groupeS constructible F est certainement noeth4rien. 

En effet, puisque les fibres sent finies, on peut employer le m@me argument 

qu'avec les A - modules. On va maintenant d@montrer l'assertion (iii) directement, 

ce qui impliquera (i) - en effet, oela d4montrera que les faisceaux constructibles 

ferment un ensemble de g4n4rateurs. De plus, un faisceau noeth4rien quelconque 

sera alors n4cessairement constructible, d'oh (ii). 

Pour d4montrer (iii), il suffit 4videmment de d4montrer qu'un sous- 

faisceau (en groupes) S d'un faisceau F de ind p-groupes engendr4 par unnombre 

fini de sections s i 6 ~(Ui) , Ui---~X 4tale de type fini, est constructible (*). 

(~)Rappelons la d4finition de ce faisceau : soit L - le faisceau qui repr4sente le 
foncteur F ~-gF(U) dans la cat4gorie des groupes. J~a section s i ~ F (U i) induit 

un, morphisme LUI./X-->F oet S est l'image du morphisme somme~• LUi/x-+ F. 

C est le plus petit sous-faisceau qui "contient" les sections s i. 

18 



- 19 - IX 

(Puisqu'un faisceau constructible est noeth@rien, il est engendr4 par un hombre 

fini de sections.) Par r~currence noeth4rienne, on peut supposer que c'est vrai 

pour chaque sous-sch4ma ferm4 Y de X , distinct de X . Or la notion de sous- 

faisceau engendr4 par des sections commute avec l'image inverse de faisceaux~ en 

effet, soit ~/X le faisceau qui repr4sente le fonoteur F~-- * F(U) dans la 

cat4gorie des groupes. Alors si f: Y ~ X , on a f*(~/X ) = ~xyY/Y " Comme 

S est l'image de la somme des ~i/X , et comme f* commute aux sommes, ii est 

w 
clair que f S est le sous-faisoeau de f*F em~endr@ par les sections f*(Si). 

On peut done supposer que S induit un faisceau constructible sur 

chaque ferm4 Y distinct de X ~ et il suffit ainsi (2.4 (i))de d/montrer que S 

induit un faisceau oonstructible sur un ouvert non-vide convenable de X . 

En remplagant X par un ouvert assez petit, on peut supposer que chaque U i est 

un rev@tement 4tale de X . I1 suffit de d4montrer qu'alors S est localement 

constant, ~ fibres finies sur un ouvert non vide convenable. C'est une assertion 

locale sur X pour la topologie 4tale, et on peut donc supposer que chaque U. 
1 

est compl~tement d4compos4, disons U i = ~ X (somme de n i copies de X) . 

Soient sij (j = I .... ,hi) les sections de F(X)telles que s i (Sil,,..,sini) • 

Evidemment, S n'est autre que le sous-faisceau de F engendr@ par les 

sij ~F(X) . Comme F(X) est un ind p-groupe (1.5) les sij engendrent un 

sous-groupe fini 1.3 .Donc on peut supposer que l'ensemble des s i est un sous- 

groups fini de F(X), mais alors S est identique au faisceau d'ensembles engendr@ 

par les s i , qui est constractible en vertu de 2.6 (i) comme faisoeau d'ensembles~ 

done comme faisceau de groupes, cqfd. 

Dans les deux propositions suivantes, nous donnons des crit~res pour 

qu'un faisceau soit locaiement constant, ou constructib]e, en utilisant ies homo- 

morphismes de sp@cialisation (VIII 7.7 ). 

Proposition 2.11. Soient X un sch4ma, F un faisceau d'ensembles 

(resp. de groupes ind-finis, resp. de A-modules) 9£nstruct~ble~ d ans l ecas 
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ensembliste, on suppose de plus F & fibres finies. Soient x ~ X , x un point 

g~om~trique ~ x . Pour que F soit localement constant au voisinage de x , 

il faut e til suffit que pour tout poi[~t ~4omgtri~u e x' g4n4risation de ~ , e~t 

toute fl~che de sp4ciallsation x'-@ ~ (VIII 7.2 ) , l'homomerphisme de sp4cia- 

lisation (VIII 7.7 ) F~ -> F~, soit un isomorphisme. 

Le cas d'un faisceau en groupes 4taut un cas particulier de celui d'un 

faisceau d'ensembles, nous nous contentons de tralter celui-ci; le cas d'un fais- 

ceau de modules se traite de fagon ~ssentiellement identique. La n4cessit@ de la 

condition gtant triviale, nous nous bornons & 4tablir la suffisance. Comme la fibre 

I = F~ est finie, quitte ~ remplacer X par un sch4ma X' 4tale sur X conve- 

nable, on peut supposer que l' on peut trouver un homomorphisme u: I X ~ F du 

faisceau constant I x dans F , induisant un isomorphisme pour les fibres en ~ . 

Utilisant la constructibilit4 des deux faisceaux, et 2.6 , on volt aisgment que 

l'ensemble Z des points z de X tels que l'homomorphisme induit sur les fibres 

en un point g4om4trique ~ sur z soit bijective, est une partie loca!ement 

constructible de X . L'hypoth~se implique aussitSt qu'elle contient les g4n4- 

risations de x ,dcnc (EGA IV 1.10.1 ) c'est un voisinage de x , ce qui prouve 

que F est localement constant (en l' occurrence, re@me constant) au voisinage de 

x , cqfd. 

D@finitign 2.12. (*): Un schema X est dit connexe oar arcs si pour tout 

couple P,Q de points g~om@triques de X , il existe des points g4ome'triques 

P : Po .... 'Pn ; QI ..... %=Q et des sp@oialisations (VIII 7.2 ) Pi ---)~ e t 

Pi_ I ---~ % (~=I ..... n). On dit que X es__~t loealement connexe par arcs (pour 

la tQpologie @tale) si pour chaque U ---> X 4tale il existe ~n recouvrement 

@tale ~U i ~ U ~ d_~e U tel que U i est ecnneze par arcs pour chaque i . 

On v4rifie imm4diatement qu'un pr4sch4ma iocalement nc~th4~ien est 

localemen~ connexe par arcs. 

[*)La terminologie est due & S. Lubkin. 
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Prooosition 2.1~. 

(i) Soit X localement connexe par arcs et soit F un faisceau d'ensembles 

(reap. de groupes, resp. de A-modules) sur X . Supposons que les fibres de F 

sont finies (resp. finies, resp. de presentation finie). Alors F es__~t 

localement constant si et suelement si ~our. toute sp~cialisation P ~ Q 

de points $~om~triques, le m orphisme de sp~cialisation (VIII 7.7) 

FQ • Fp est bijectif. 

(ii) Supposons que X soit localement noeth~rien et queles fibres de F 

soient finies (resp. finies, resp° de ~r~sentation finie). Alors, si p~ar route 

sp~cialisation P --> Q , le morphisme de sp~cialiaation FQ ---~Fp es_t injec- 

tif, F es~ constructible. 

(iii) Supposons que X s oit iocalement noeth6rien et que lea fibres du 

faisceau d'ensembles F soient finies. Soit c: X ~ ~ la fonction qui 

x E X associe le nembre d'~l~ments de la fibre F- de F en un point g~om@- x -- 

trique ~ au-dessus de x . Alors F est constructible si et seulement si c 

eat une fonction constructible, i.e., si et seulement si cl1(n) est construc- 

tible pour chaque n ~ ~. 

D~monstration. (i) S¢it P un point g@om~trique de X . 

On va trouver un voisinage 6tale de P , c' est-&-dire, un U ~ X 6tale 

P-pcnctu~, tel que F devienne constant sur U . Soit V' un voisinage ~tale de 

P tel que F(V) --~ Fp soit surjectif. Un tel V' existe d'apr~s l'hypoth~se 

de finitude. Soit U ~ V' un voisinage gtale de P dans V' , tel que U 

soit connexe par arcs. Alors F(U) ~ Fp est encore surjectif. Cholsiasons 

un sous-ensemble S ~ F(U) qui s'envoie bijectivement sur Fp . Si F est un 

faisceau de groupes (resp. de A-modules), on volt facilement qu'on peut, en chan- 

geant au besoin U , trouver un tel ensemble qui soit de plus un sous-groupe 

(resp. sous-module)de F(U). On d~duit un morphisme ~---> FIU, oh S U eat 

le faisceau constant & valeur S . On a 

(~)p ~ ~p • 
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Puisque chaque morphisme de sp4cialisa~ion sur les fibres de F (resp. ~) est 

bijectif, et puisque U est connexe par arc, il s'ensuit que ~ -~. FIU , d'oh le 

r4sultat. 

(ii) L'assertion est locale, et on peut donc supposer X noeth4rien. 

Soit P un point g4om4trique au-dessus d'un point maximal de X . I1 exists 

un vcisinage 4tale irr4ductible, donc connexe par arcs, U --~ X de P tel 

que F(U) s'envoie surjectivemeot sur Fp . I1 s'envoie alors surjectivement 

snr FQ pour chaque point g4cm4trique Q de V , ou ce qui revient au m~me, 

pour chaque point g4om4trique de l'image U de V dans X , car un tel point 

est sp4cialisation de P et FQ--* Fp est injectif. Donc chaque morphisme de 

sp4cialisation dans U est bijectif, donc FIU est localement constant. Par 

r4currence noeth4rienne on peut supposer que FIX-U est constructible, d'oh 

le r4sultat. 

(iii) I1 suffit 4videmment de traiter le cas off la fonction c est cons- 

tante. Soit V ~ X un voisinage 4tale d'un point g~om4trique P au-dessus 

d'un point maximal de X, tel que F(V) s' envoie surjectivement sur Fp 

Soit S un sous-ensemble de F(V) tel que S -~Fp . Alors on a, pour le 

faisceau constant ~ et pour chaque sp4cialisation P--*Q de points g4om4- 

triques, un diagramme commutafiif 

(%)e - > Fp 

(sv)  Q , FQ 

Comme C(FQ) = C(Fp) , la fl~che FQ > Fp est bijective, donc F est locale- 

ment constant dans unvoisinage de P d'apr~s (i). Par r4currence noeth$- 

rienne, on a gagn4. 

Le r4sultat (ii) suivant aura une utilit4 technique dans la suite; 

il permettra de r4duire certaines vgrifications au cas d'un faisceau constant. 
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Proposition 2.14. Soit X un sch4ma. 

(i) Pour tout morphisme fini et de pr4sentation f'inie f: X'-,X , et 

tout faisceau d'ensembles (resp. de ~reupes ind-finis, resp. de A-modules) 

constructible sur X', f.(F) est constructible. 

(ii) Supposons X ug~i-compact et quasi-s4par4, et soit F un faisceau 

d' ensembles (resp .... ) constructihle sur X . Alors on peut trouver une fa~lle 

finie (Pi:Xi ~ Xi) de morphismes finis, pour tout i , un faisceau d'en- 

sembles (resp....) constructible constant C. __sur X!m ' et un monomorphisme 

;c_~ I I Pi, (ci) " 
i 

Prouvons d'abord (i). Par d4finition, on peut supposer X affine, 

et utilisant alors 2.7.4 , le proc4d4 de passage ~ la limite standard nous 

ram~ne au cas oh X est noeth6rien. Un nouveau passage ~ la limite, utilisant 

encore 2.7.4 et de plus 2.4. (v) , nous ram~ne au cas oh X est le spec- 

tre d'un corps. Alors la conclusion se r6duit ~ l'assertion correspondante sur 

la fibre de f.(P) en un point g~om4trique sur X , laquelle r4sulte imm4diate- 

ment de (VIII 5.5 , 5.8 ). 

Prouvons (ii). En vertu de 2.4 (i), il existe une partition de X 

en sous-sch4mas Yi ' avec des morphismes d'inclusion ui: Yi --~ X de 

pr4sentation finie, tels que la restriction F i de F ~ chaque Yi soit un 

faisceau localement constant. I1 est alors imm4diat que les homomorphismes cano- 

niques F---~ui. (Fi) d4finissent un homomorphisme F -*~-~ ui.(F i) qui est 

unmonomorphisme, i 

On pouvait m~me s'arranger dans la construction pr6c~dente pour que 

chaque F. soit, non seulement localement constant, mais de plus isotrivial, 
m 

i.e, qu'il existe un morphisme 4tale fini surjectif qi: Y[I ~} Yi tel que 

q~(Fi) soit un faisceau constant sur Y! soit C i y! Cela r4sulte par 
l 

exemple ais4ment de la d4finition de 2.8.1 et de (VIII 1.1 ). D'autre part, 
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il r4sulte du "Main Theorem" sous la forme (EGA IV 8.12.6 ) qu'il existe un 

morphisme finl Pi: Zi ..... * X etune immersion ouverte vi:Y ~ --9 Z i de 

X-schemas. 

i * ~ ~. p!onge dans le produit des Comme F i se plonge dans qi,~qi(Fij) = qi,(Ci y~,. F se 

ui*(qi*(~Yt)) = Pi* (vi* (~Y~)) " SJ lout Z i est normal, alors le !emme 
l 1 

(2.14.1) ci-dessous implique que vi*(Ci Y!)I ~ Ci Zi ' donc F se plonge 

daus le produit des pi,(Ci Zi) , et on a termin~. Dans le cas g4n4r~l, intro- 

duisons le normalis4 Zi de Z i , l'image inverse Y~ de Y~I dans Zi ' 

l'immersion ~. : Y! -+ Z.. On voit aussitSt que ~{ contient les points 
1 1 1 1 

maximaux de Z i , donc est dense dams Z i . Si r i : Z i --~ Z i et si:Y L --@Y~ 

sont les p r o j e c t i o n s ,  comme c e t t e  de rn i~ re  e s t  s u r j e c t i v e ,  i l  s ' e n s u i t  que 

C i y! se plonge dans si~Ci~- t), donc vi.(C i y[) se plonge dams 
1 1 1 

vi.(si.(Ciy~)) = ri.(~i,(C i 7!)) , qui eat isomorphe ~ ri.(C i ~) en vertu 
1 1 1 

de (2 .14.  t ) c i - d e s s o u s ,  done F se  plonge dana l e  p r o d u i t  des 

Pi.(ri.(C ~ 1) = ti$ q ~ ) , oh t i : Piri est la projection canonique Zi "-~ X . 

Lorsque ce morphisme est flnz pour tout i , on a donc termin6. Dans le cas 

g~n4ral, on peut dire seulement que Z. est entier sur X ,donc de la forme 
1 

8peo(~), oh -zA" eat tun faisceau quasi-coh4rent de _O.x-Alg~bres , qui est 

entier sur ~ Utilisant (EGA IV 1.7.7 ), on volt que A_~ est limits induc- 
@ 

tive de ses sous-Alg~bres A. , finiea sur X ,donc Z. est limits projective 
" - l , j  l 

(VII 5) des pr~sch4mas Z i j = Spec(Aij ) , finis sur X . Appliquant (VII 5.11 ), 

on trouve que ti.(C i %) est limits inductive des tij.(C i Zij) oh 

tij: Zij --~ X est la projection canonique . Envertu de (2.7.5, l'homomor- 

phisme F --9 ti.(C i ~.) se factorise donc par un homomorphisme 
1 

P --@ tij*(Ci Z, . )' pour un j = j(i) convenable On pose maintenant 

X!I = Zi,j (i) ' et on trouveunplongement comme armonc4 dans 2.14. 

II rests ~ prouver le 

Lemme 2.14.1. Soient X un sch4ma g4om~triquement unibranche (par exemple 

normal), i:U ---* X une immersion ouverte quasi-compacts. Alors l'adh6rence 
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Z de U , muniede la structure r4duite induite, est 4~alement ~4om4tri~uement 

0 "~OXr unibranche, plus pr4cis4ment, pour tout z 6 Z , on a :.Z,z <--~ ed 'z • 

Supposons d'autre part i dominant, et soit C un ensemble, C U le faisceau 

constant sur U d6fini par C . Alors l'homomorphisme naturel C X --)i,(CU) 

est un isomorphisme. M~mes conclusions si on remplace l'immersion ouverte i 

par une inclusion i:x --~X , oh x es tun point , maximal de X . 

Utilisant (EGA IV 2.3.11 ), on est ramen4 pour la premiere assertion 

au cas oh X est local, de point ferm~ z , mais alors Xr4 d est int&gre et U 

non vide, donc -Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z=Xr4 d et l'assertion est 4vidente (il suffisait donc, au 

lieu de X g4om4triquement unibranche, de supposer ici que les anneaux locaux 

de Xr~ d sont int~gres). Pour la deuxi~me assertion, regardant fibre par fibre, 

on se famine grace ~ (VIII 5.5 ) et loc. cit. au oas oh X est strictement 

local, et ~ prouver alors que H°(X, Cx) - >H°(U,Cu) est bijectif. Or ici 

encore, X est irr4ductible, et U enest un ouvert non vide donc irr4- 

ductible, et les deux membres de l'application pr4c~dente s'identifient ~ C , 

d'oh la conclusion voulue. (On a utilis4 ici la notion " g4ometriquement 

unibranche" sous la forme de (EGA IV 18.8.14), com~e signifiant que les an- 

neaux localis4s stricts de Xr4 d sont int~gres). Le cas de l'inclusion d'un 

point maximal (~nonc4 ici pour la commodit4 de r4f4rences futures) se traite 

exactement de la m~me fa~cn. 

R emarques 2.14.2. Lorsque X est noeth4rien, la d~monstration donn4e (ou une 

d4duction imm4diate) montre que dans 2.14 (ii), on peut supposer les X~ int~- 
1 

gres; si de plus on suppose X universellement japonais, i.e. les anneaux 

de ses c~/verts ~ffines universellement japonais (EGA 0iV 23.1.1 , IV 7.7.2 ), 

on peut de plus supposer les X' normaux. 
1 
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]. Th@ories de Kumme r et d'A~.tin-Schreier. 

3.0. On va noter ( ~m)X le faisceau repr@sent6 par le groupe multipli- 

catif Spec ~X [ t't-1 ] sur X .Donc pour U --@ X 6tale, les sections de 

(gm) X sur U sont les @l@ments inversibles ~(U,@* U) de ~(U,~u) . 

Soit n ~ IN. Le noyau de la puissance n-i~me dans (~m) X est le 

"faisceau des racines n-i~mes de l'unit@', not@ (~n)X . On a donc une 

suite exacte 

(3.1.) o ~ (~gn)x ....... > ( ~)x n ~ ( ~m)x . 

Si n est inversible sur X (c'est-&-dire, si n est premier & chaque carac- 

t@ristique r@siduelle de X), la puissance n-i~me est un morphisme surjectif 

pour les faisceaux : 

Th@orie de Kummer 3.2. On a la suite exacte 

0 ' " ) ' ( [ ~ ) X  = > ({Ilm) X ....... n ~ ( {m)X ~ 0 

si n E ~ est inversible sur X . 

En effet, soit u ~. (gm)x(U) , U --~X @tale . 

I1 faut trouver un recouvrement @tale { U i ~ U ] de U tel que u 

induise une puissance n-i~me sur chaque U i . Puisque n est inversible sur 

U , l' @quation 

T n- u = 0 

est "s@parable" sur U , i.e., 

U ~ ~eo %[Ty(~n-u) 

est @tale au-dessus de U . Comme U' - ~ U est surjectif, il est couvrant 

et u induit une puissance n-i~me sur U' , on a fini. 
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Signalons que lorsque n est inversible sur X , (~n)X est un 
4 

faisoeau localement constant, en fair looalement isomorphe au faisceau 

( ~/n Z)X, et est constant dans des cas importants. La th4orie de Kummer 

donne donc des renseig~ements sur la cohomologie de X ~ valeurs dans cer- 

tains faisceaux constants. En fair, on a par d4finition 

H°( x,(~m)x ) --C(X, 2) , 

et pour la dimension 1 on ale 

Th4or~me 3.5. ("th4or~me 90 de Hilbert") : On aun isomorphisme 

HI(x,( ~m)X ) - ~  Pi° X, 

oh Pic X est le groupe des classes de faisceaux inversibles sur X . 

D4monstration. Cela veut dire que le morphisme canonique 

H1(Xzar,(am) X ) ~ H1(Xet,(am) X ) 

est bijectif, ce qui revient au m~me que de dire que 

R I £.(~ m)X = 0 

Oh ~, est l'~m~e directe pour le morphisme de sites 4vident 

~.: X4t ~ ~ 2 Xza r (VIII 4). On est donc r4duit au cas oh X est affine. 

Comme on peut calculer H I par Cech (V 2.5) et comme il suffit pour un X 

quasi-compact de prendre des recouvrements quasi-compacts, c'est une cons4- 

quence imm4diate de la th4orie de descente pour les faisceaux (cf. FGA 190, ou 

SGA VIII I). 

3.3.1~ Supposons X noeth4rien et sans composante immerg4e et soient 

xj les points maximaux de X . Soit Rj l'anneau artinien local de 

X en xo , et ij: Spec Rj --~ X le morphisme d'inclusion. 
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On a une injection canonique 

(~m)X ---> TTij*( ~m)spec R. 
J J 

de faisceaux sur Xet (resp. Xzar) . Le conoyau D 

d~s diviseu~s de Cartier sur Xet (resp. Xza r) (*). 

est appel4 le faisceau 

Corollaire 5.4. Soit X noeth4rien et sans composante immer$4e, soit 

: X4t --~ Xza r le morphisme de sites canonique , et soit D le faisceau 

des diviseurs de Cartier sur Xet . Alors 8.D est le faisceau Dza r des 

diviseurs de Cartier sur Xza r , et on a en particulier : 

H°(Xet,D) ~ H°(Xza r, Dza r) 

D4monstration. Si l'on applique 6. & la suite exacte 

o -e ( ~m)X --~ T rij.( ~ m)S~ec R. 
J J 

on trouve une suite exacte puisque R I £.( gm)X = 0 

premiere assertion. 

~ D ---~ O 

(3.5) , d'oh la 

Dans le cas oh X admet u n e  caract4ristique p ~ O , !e r4sultat 

suivant remplacera parfcis 3.2 pour l'4tude des coefficients de p-torsion : 

T h4orie d'Artin-Schreier 5.5. On a la suite exacte 

o -, ( tp °x & o, 

s__i X est de caract4ristiqu e p > 0 , oh 

additifs d4fini par ~(f) = fP- f . 

~est le morphisme de groupes 

Le noyau de ~9 est le faisceau des sections de 0 X qui sont 

localement darts le corps premier, donc est un faisceau constant. Le morphisme 

(*) Dans EGA IV 21, on dit simplement "diviseurs" au lieu de "diviseurs 
de Cartier". 
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est surjectif pour la topologie @tale parce que l'@quation T p- T - a 

(a6 F(~)) est toujours "s@parable" en caract@ristique p , i.e. d@finit 

un rev@tement ~tale de U • Pour appliquer cette suite exacte on utilisera 

bien entendu (VII 4.2). 

Proposition 3.6. 

(i) Soit X 

Alors 

un sch6ma et i : x --~X i' inclusion d'un point. 

H1(X,i.(~)x) = 0 

o_~h (~)x est le "faisceau constant" cf. 2.0) de valeur~ . 

(ii) Si X est irr4ductibie et sl pour chaqu e point g~om4trique ~ de 

X le localis4 strict X- de X en ~ est irr4ductible (on devrait dire 
X -- 

"X est g@om4triquement unibranche" cf. EGA IV 18.8.14) alors on a 

HI(X, Zx) = o 

D~monstration. (i) De la suite spectrale de Leray 

E~ q = HP(x,Rqi.(~)X) ---r~HP+q(x,(~) x) 

on dgduit une injection H~(X,i.( Z )x ) > H1(x,(~ )x ). 

Or puisque x = Spec k(x) est le spectre d'un corps, il est bien connu que 

H1(x,(~)x ) = 0 (cela r4sulte du fait que Hq(x,F) (q> O) est de torsion en 

tout cas (cf. VII 2.2 et CG), et des suites exactes 

0 ' ~ ~ - - ~ - >  ~ ~ ~/n --~ 0), d'oh le r~sultat. 

(li) Soit i: x -~ X l'inclusion du point g6n~rique de X . On volt 

imm~diatement que sous les conditions de (ii) le morphisme canonique 

(~)X ~ i*(Z2)x est bijectif (la r~ciproque ~tant d'ailleurs vraie 

~galement!), et (ii) est ainsi r@duit ~ (i). 
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Remarques 3.7. Dane 3.6 (i) et (ii) on peut remplacer ~ par n'importe 

quel groupe ab~lien sans torsion. D'autre part, (ii) devient faux si on y 

abandonne l'hypothbse que X est ggom~tr~quement unibranche, comme on voit 

par exemple en prenant pour X une courbe alg~brique sur un corps K , 

admettant un point double ordinaire (faire le calcul de HI(x, Z) darts ce cas !) 

4- Cas d'une courbe al~brique. 

4.0. Soit X un schema noeth~rien de dimension I . Soient R(X) 

l'anneau des fonctions rationnelles sur X , et i: Spec R(X) --->X le 

morphisme d'inclusion° L'anneau R(X) est artinien, produit des anneaux 

locaux de X aux points max~aux, et on peut utiliser les rgsultats de 

(VIII 2). 

Soit F un faisceau ab~lien sur Spec R(X) et consid~rons les 

faisceaux Rqi.F , q > 0 , sur X . II rgsulte aussitSt de VIII 5.2 que 

la fibre de Rqi.F en un point g~om~trique au-dessus d'un point maximal 

de X est nulle.Puisque X est de dimension I , un tel faisceau est de 

nature tr~s sp~ciale : 

Lemme 4.1° Soient X noeth~rien et F un faisceau sur X . Les 

conditions suivantes sont ~quivalentes (on appellera un faisceau satisfai- 

sant & ces conditions un "a~scraper sheaf") : 

(i) La fibre de F , en tout point g~om~trique 

au-dessus d'~ ~oint non-ferm~ x ~ X, est nulle. 

de X qui est 

(ii) Chaque section s ~ F(X' ) (X' ---> X ~tale de type fini) est 

nulle, sauf en un nombre fini de points ferm6s de X . 

(iii) On a F ~ x ~ ix.ix*F , oh x parcourt l~ensemble des points 

ferm~s de X et oh i : x --~> X est l'inolusion. 
X 
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D~monstration. Supposons que (i) soit vrai, et soit 

z ~ F(X') (X' ) X ~tale de type fini). Alors le support de z (VIII 6.6) 

est une partie fermge de X' form~e de points ~erm~s, doric finie (X' gtant 

noeth~rien), d'oh (i) ~----~(ii) . L'implication (ii) > (i) r~sulte du 

calcul des fibres (VIII 3.9), et (iii) implique (i), car pour toute famille 

(G x] de faisceaux sur les points ferm~s x de X , le faisceau F =~ix.(Gx) 

sur X satisfait (i) , comme il r6sulte du fair que les foncteurs fibres 

commutent aux sommes directee, et que le support de ix.(Gx) est ~videm- 

ment sontenu dans {x}. 

I1 reste & d~montrer que (ii) implique (iii). Consid6rons le 

morphisme canonique 

F --> ]--~ix.ix*F 
x 

x parcourant l'ensemble des points fermgs de 

factorise par 

X . D'apr&s (ii), il se 

F ~ x ~ ix.ix*F , 

ce qui donne le morphisme cherch~. Nous laissons au lecteur la v~rification 

du fait qu'il est bijectif. 

4.1.1. Appliquons le le~e au faisceau Rqi.F introduit plus ~ut : 

~a 

Rqi. F ~) O ix.ix*(Rqi. F) 
x 

(x parcourant i'ensemble des points ferm~s de X). Or d'apr~s (VIII 5) 

fibre de Rqi.F enunpoint g~om~trique ~ de X est 

la 

(Rqi.F)~ ~--- Hq(spec R(X~), F) 

oh R(X~) ~'v R(X) ~0X0 Xi , X-x ~tant le localisg strict de X en 
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(VIII 4), et oh on dgnote aussi par F le faisceau induit par F sur 

Spec R(X~x). Supposons maintenant que le corps rgsiduel de tout point ferm~ 

x de X soit s~parablement clos. On aura donc (cf. aussi (VI. I)) 

On trouve le 

HP(x,Rqi. F) ---~ HP( X, G ix.ix*(Rqi.F)) 
X 

" ~  ® ~P(x, i.iZ(~qi.F)) 
X 

---~ G HP(x, ix*(Rqi.F)) 
X 

I 
® ~q(spec R(x) , ~) 
X 

0 

si p=0 

si p>O 

Corollaire 4.2. Soient X un schema noeth~rien de dimension I , tel 

que pour tout point ferm~ x de X , le corps r@siduel k(x) soit s~para- 

blement clos. Soit F un faisceau ab~lien, sur Speo R(X) (oh R(X) = anneau 

des fonctions rationnelles sur X). Consid~rons la suite .......... spectrale de 

Leray ( ). 

E~ q = HP(x, RqiJ) ~ HP+q(spec R(X) , F) . 

On a 

E pq = 0 si p et q > 0 , 

E Oq = (~ Hq(spec R(X x) , F) si q > 0 , 
X 

o h_h x parcourt l'ensemble des points ferm~s de X~et oh X x est le localis~ 

strict de X au point x . 

32 



- 33 - IX 

La suite spectrale donne doncune suite exacte 

o -+ EICx, i.F) ---.E1(Spec ~(X),F) -.¢ HI(Spec R(X ),F) 
x 

--~ ~2(x, ij) --. H2(@ec R(X),F) --.@E2(@s~ R(~), ;) 
x 

Q Q g Q" 

4.3. Supposons maintenant que de plus la ~-dimension cohomologique 

de Spec R(X) , pour un nombre premier ~ donn4, soit au plus 4gaie & I 

(c'est-&-dire qu'on aitHq(spec R(X), F) = 0 , q > I , pour chaque faisceau 

F de ~-torsion sur Spec R(X)). Soient KI,...,K m les corps r4siduels 

de l'anneau artinien R(X), i.e. les corps r@siduels des points maximaux 

de X . Tenant compte du dictionnaire (VIII 2 ) la ~-dimension cohomo- 

logique de Speo R(X) est 

1 

oh cd~ (G) est la ~-dimension cohomologique du groupe profini G 

[of.CG]. 

~(x) ~e 
d'un des 

Chaque corps r4siduel K de R(X(x)),pour un localis4 strict 
x 

X ~ s'identifie 4videmment ~ une extension s4parable (infinie) 

, d'oh 

od~(G(~#Kxl) -~ od e CQ(~/~)) 

d'apr~s (CG II 4.1, Prop. 10). Donc la ~-dimension cohomologique 

cd~ (Spec R(X(x))) est aussi .< I . 

E~ appliquant la suite exacte de 4.2 ~ un F de ~ -torsion, 

on trouve 
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¢ o -, ~1(x, ij) --~ E1(Spec R(X) ~) - ; 

(4.3.1) 4 ~ H1(Spec R(X(x)),F) ) ~(X,i.F) > 

Hq(x,i.F) = 0 pour q > 2 . 

0 , 

Remarquons que l'hypoth&se que cd~(Spec R(X)) soit ~ I est 

satisfait si X est une courbe alg4brique sur un corps s4parablement clos. 

(Th4or~me de Tsen[6, th.4.3]IDes suites exactes analogues ont 4t4 4tudiges 
v 

dans ce cas par 0ggi2] et Safarevic . 

4.4. Supposons que Z soit inversible sur X et prenons 

F = (G m ) R(X) . Appliquant 3.3 et [CG, chap. I, prop. 12] , on trouve, 

toujours sous l'~oth~se que cd~ (Spec R(X)) < I , 

~HS(Spec R(X) , Em ) = 0 

(4.4.1) 
l 
[Hq(spec R(X) , ~) ~ o  q ~ 2  , 

oh le ~ sous l'4galit4 veut dire que le groupe du premier membre, qui est 

de torsion en tout cas, n'a pas de ~-torsion. 

On 8 le m ~ m e  r4sultat si on remplace R(X) par R(~(x)). Puisque 

le faisceau G sur Spec R(X) induit 4videmment le faisceau ~ sur 
m m 

Spec R(X(x)), on d4duit de 4.2 

(4.4.2) 

HI(x, i.(~m)R(X) ) = 0 

E%X, i.(~)R(X)) ~ 0 , si q > I . 

Or pour tout faisceau F sur X , on volt grace ~ 4.1 que le noyau P et 
. 

conoyau Q de l'homomorphisme canonique F > i.i F sont des "faisceaux 

gTatte-ciel", donc (comme les corps r4siduels en les points ferm4s de X 

sont suppos4s s4parablement clos) on a Hi(x,P) = Hi(X,Q) = o pour i > o , 

ce qui implique aussitSt, par la suite exacte de cohomologie, que 
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i * 
Hi(X,F) --~ H (X,i.i F) 

IX 

est un isomorphisme pour i ~ 2 . Compte tenu de 4.4.2 on en conclut la 

relation 

(4.5) Hi(x, gm) ~o pour i >/ 2 

v a l a b l e  l o r sque  X e s t  un pr4sch4ma n o e t h 4 r i e n  de dimension 1 , s a t i s f a i s a n t  

cd~ (R(X)) ~ I , et dont les corps r4siduels en les points ferm~s sont 

s4parablement olos. Compte tenu de ia th4orie de Kummer (3.2) et de (3.3) 

on en conclut le 

Th@or~me ~.6. Soient X noeth4rien de dimension I , n un entier qui 

est inversible sur X , supposons que cd@ (R(X)) ~ I ~our chaque nombre 

premier ~ qui divise n , e t que pour tout point ferm4 x dee X , le corps 

r4siduel k(x) soit s@parablement clos. Alors on a 

~q(X,(>n)X )=0 si q >2, 

et la cohomologie P0ur q ~ 2 est donn@e par la suite exacte 

o . > H°(X,~n)x) >r(x,o~) ~ > (x,o~) > 

HI(X,~) X) - > Pic X n > Pic X > H2(X,(~n)X ) ----> 0 

Corollaire &.7. Soit X une courbe compl~te connexe sur un corrr~s~2arable- 

ment clos k , de c aract@ristique premiere ~ n . Alors on a 

H°(X, (~%)X) -~n (k) , 

HI(x,(~n)X ) --~ n(Pic X) = ensemble des 614ments ..... de Pic X dont l'ordre divisen, 

H2(X,(Hn)X ) ~-- (Pic X)/n -~i~ (ZZ /n ZZ) c 
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oh c 
i 

[TDTE V] 

Pic~ 7 ~c (4.s) o > A ~ --/k ...... ~ 0 

oh A est un groupe alg4brique connexe sur Speck . Or l'application 

"multiplication par n " dans un tel A est ~tale, donc surjectif 

pour les points ~ valeurs dans k . Ii s'ensuit qu'on a 

est l'ensemble des composantes irr4ductibles de X . 

Pour la derni~re assertion, "rappelons" que le "schema de Picard" 

d'un tel X/Spec k admet une d4composition 

et 

n(Pic X) ~ n(A(k)) 

(Pic X)/n ~ ( Z/n Z) c 

Si X est lisse sur Speck , de sorte que la jacobienne A est 

tune vari4t~ ab41ienne, le groupe n(Pic X) est isomorphe & (E/n) 2g ~oh 

g est ie genre de X . Bien entendu, on a aussi l~n(k) ~ Z/n E, donc les 

rangs des groupes de cohomologie en tant que Z/n -modules sont I , 2g , I , 

ce qui est le r4sultat auquel on devait s'attendre. 

5. La m4thode de la trace. 

5.1. Soit X un sch4ma, f: X' ---+ X un rev~tement ~tale, et F 

faisceau sur X . Alors les formules d'adjonction donnent un morphisme 

de restriction 

F res > f.f*F 

,f F) Comme f est fini, on a Hq(X,f.f*F) ~ Hq(X ' * 

appel4 4galement restriction : 

d' oh un morphisme, 

un 
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(5.1.1) Hq(X,F ) ...... res > Hq(x ,,f.F) 

qui est d'ailleurs le morphisme ~vident. Nais dans le cas f ~tale on a 

aussi un autre morphisme, appel~ morphisme tr~ce 

(5.1.2) f.f*F - tr ~ F 

qui donne des morphismes sur la cohomologie 

(5.1.3) Hq(x,,f.F) tr ~ Hq(X,F ) 

Le morphisme trace est caract6ris~ par les deux propri6t~s suivantes : 

(i) I1 est de caract~re local pour la topologie ~tale. 

(ii) Si X' est somme disjointe de d copies de X , de sorte que 

f.f*F "~ F d la trace est l'application somme F d --~ F 

L'uniclt~ est triviale h partir de (i), (ii) puisque tout rev~- 

tement ~tale est localement constant. Ayant l'unicit~, l'existence s'ensuit 

par l'argument usuel de descente. 

De (ii) on d~duit la formule suivante : 

(5.1.4) trores : F ....... > F est la multiplication par le degr~ local de f. 

Si le degr~ est une constante d , on en d~luit que le morphisme 

trores: Hq(X,F) ~ Hq(X,F) est la multiplication par d . 

Corollaire 5.2. Soit f: X' ~ X un rev~tement ~tale d edegr~ constant 

d . Si F est un faisceau de r-torsion sur X avec (r~d)=1 , alors 

Hq(x, ,f-F) = o ~lique que Hq(X,F) = 0. 

En effet, la multiplication par d induit un isomorphisme de F, donc 
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un isomorphisme sur la cohomologie. Si ce derr~ier isomorphisme se factorise 

par z@ro, on a Hq(x,F) = 0 . 

5.2.1. Soient main~enaut i: U ~ X une immersion, f: U' .......... ~ U 

rev@tement @tale de degr@ d , et supposons f induit par un morphisme 

fini g: X' ~ X par changement de base, i.e. on a alors le diagramme 

cart@sien 

U' ~ X' 

i U ~ X 

un 

Soit F un faisceau sur 

F res 

donc. comme i.f. = g.i'~ , 

(5.3) i.F 

et comme 

(5.4) 

d' oh 

(5.3') 

i!f. ~___ g.i'~ 

U . 0~la 

tr 
~ F 

res tr 
g.i' .f*F > i.F 

(r@sulte p.ex. de (VIII 5.5 )), 

res tr 
i,F > g ~ i ' l f * F  ..... i~F  

• - . . . . _ .  . ~ • 

Hq(x,  i . F )  ...... r e s  Hq(x, i,.f.F ) tr Hq(x,i.F ) 
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et 

(5.4') Hq(x,i!F ) res > Hq(X,,i~!f*F) tr > Hq(X,i!F ) ; 

On d4duit de (5.4) les corollaires suivants : 

Proposition 5.5. Soit X un sch4ma quasi-compact et quasi-s4par4, 

£ P, et soit H un foncteur semi-exact ~ valeurs dans (Ab), d4fini 

sur la cat4gorie des ~-faiseeaux sur X , et compatible avec les limites 

induotives filtrantes. Les assertions suivantes sont 4quivalentes : 

(i) E = o. 

(ii) H(f.i!( ~/2 )) = 0 pour chaque f: Y ---> X fini, et chaque ouvert 

i: U --->Y d_~e Y , tel que U soit de pr4sentation finie sur X . Si X 

est noeth4rien, on peut mGme se borner ~ prendre Y int~gre. 

D4monstration. D'apr~s 2.7.2 et 2.5 il suffit de v4rifier 

H(F) = 0 pour F de la forme F -- i,G~ oh i: U ---> X est l'inclusion d'un 

sous-sch4ma de X de pr4sentation finie sur X , et oh G est un 

faisceau localement constant "isotrivial" sur U . Soit U" >~ U un 

rev~tement principal, de groupe g ; tel que g devie~ne constant sur 

U" . Soit A le ~-groupe des valeurs de G sur U" . Le groupe g op~re 

sur A , et cette op4ration d@termine la structure de G . Soit hun 

~-sous-groupe de Sylow de g , et soit U' = U"/h le rev@tement de U 

correspondant ~ h . Le degr4 d de U' sur U est premier ~ ~.. 

Prenons un prolongemen% de f: U' ---> U en un morphisme fini g: X' ---> X , 

qui existe toujours (EGA IV 8.12.6 ), et soit i': U' --9 X' l'inelusion. 

En appliquant 5.4 et le fait que d est premier h ~? , on se r4duit 

d4montrer que H(g.i' !f'G) = 0 . 
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Or il est bien connu que le seul groupe ab~lien de ~-torsion qui 

est simple pour une op6ration d'un ~-groupe ~ est ~/~ avec operation 

triviale, et il s'ensuit qu'il existe tune filtration de A en rant que 

~-module, dont les quotients successlfs sont isomorphes & Z /~ avec opg- 

ration triviale. Cette filtration donne une filtration correspondante de 

f*G , et il suffit donc, pour dgmontrer que H(g.i'!f*G) = 0 de d@montrer 

que H(g.i'! Z/r) = 0 , d'oh le r6sultat. 

Proposition 5.6. Soient X un ~ch~ma noethgrien, ~ IP, et ~ un__ee 

fonction ~ valeurs dans ~ , d~finie sur l'ensemble des ~ch~mas intbgres 

finis sur X . Supposons qus ~(Y1) < ~ (Y2) chaque fois qu'il existe 

un X-morphisme YI ~ Y2 ' et que l'in~galit6 est stricte si YI est un 

sous-sch~raa fe2m6 de Y2 ' distinct de Y2 " Pour tout Y fini sur X , 

posons (Y) = Sup (Yi), oh les Yi sont les oomposantes irr~ductibles de 

Y , mun~s de la structure induite r~duite. Alors les assertions suivantes 

sont 6quivalentes : 

(i) Pour cha~ue Y fini sur X et cha uo~ ~-faisceau F s ur Y on a 

Rq(Y,F) = 0 s_~i q > ~ (Supp F). 

(ii) Pour cha~ue Y intbgre fini sur X on a Hq(Y, Z/~ ) = 0 si q > 9 (Y)" 

D6monstration. Supposons que (ii) soit vral. On peut appliquer 

la proposition pr~c~dente h chaque H q , tenant compte que la cohomologie 

commute aux limites Inductives et aux images directes par morphismes finis, 

et on se r~duit ainsi pour la v~rification de (i) au cas Y int~gre 

fini sur X , et F de la forme i!(~/~ ~ , oh i: U --~ X est un ouvert 

non-vide. 

Or on a une suite exacte 

o ==~ i!(~/2. ) u ...... >(~/~)~ > (~/~)z --~ o 

oh Z = Y-U done Z % Y . Faisant une r6currence sur la valeur de ~ , nous 
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pouvons supposer que 

Hq(Y, i! (~l.e)) : o 

mologie. 

Hq(z,z/~.) = o 

pour q > ~(Y) 

pour q >T(Y)-I, d'~u 

grace h la suite exacte de coho- 

Coro!laire ~.7. Soi t X une courbe alggbrique sur un corps k s~para- 

blement closet de car~ct~ristique diff~rente de ~ , ~P. Alors la coho- 

mologie de X darts un faisceau F d__ee ~-torsion est nulle en dimension 

> 2 . Si X est affine, la cohomologie est nnlle en dimension > I . 

Posons, pour Y fini int~gre sum X , ~(Y) = 2 dim Y (resp. 

~(Y) = dim Y si X , doric Y , est affine). D'apr~s 7.6 il suffit de 

d6montrer que Hq(Y,Z/~) = 0 si q ~ T(Y) , Or c'est trivial si 

dim Y = 0 . I1 reste donc ~ d~montrer que Hq(Y, ~/~) = 0 si q ~ 2 

(resp. si q > I dans le cas affine) pour une courbe int~gre Y . 

Puisque (~/~)y ~ (~)y , c'est consequence de 4.6 pour q > 2 . 

Supposons X affine. Puisque les extensions radicielles n'affectent 

pas la cohomologie (VIII 1.1), on se r~duit au cas off k est alg~brique- 

ment clos° Soit f: X' .............. ~ X la normalisation de X , qui est un morphisme 

fini et un isomorphisme en dehors d'un ensemble fini de points, disons S • 

On a une suite exacte de faisceaux sur X 

0 ~ ( ~ / n )  X ~ f . (  ~Jn)x, - - ~  ~ 0 , 

oh ~ est concentr~ sur S ,donc ok Hq(x, ~ ) = 0 pour q > 0 . 

On se ram~ne par (VIII 5.6) ~ d@montrer que 

Hq(X,f.(~/n)x,) ~__ Hq(X,,2[/n) = 0 

si q > I , c'est-~-dire, au cas X normale. On peut aussi ~videmment 

supposer X connexe. Soit i: X --->~ une immersion ouverte avec X complete 

et non-singulibre. Puisque X est s/flne, il manque ~u moins unpoint de 

, et on volt imm4diatement que par suite le morphisme 
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A(k) > Pic X 

est surjectif, oh A est la Jacobierme de X (cf. 4.8 ). 

Puisque A(k) est divisible par ~. ~ ear k , il en est de m@me de 

Pie X , d'oh H2(X, ~) = 0 par %.6 , cqfd. 

Remarque 5.8. Signalons, pour r@f@rence ult@rieure, que le raisonnement de 

5.3 @tablit en fait le r@sultat suivant : Soient X un sch@ma quasi- 

compact et quasi-s@par@,~unnombre premier, C une sous-cat@gorie strictemsnt 

pleine de la cat@gorie des faisceaux ab61iens de E-torsion constructibles, 

stable par facteurs directs et par extensions. Supposons que pour cPmque 

morphisme fini f:Y .9 X et chaque ouvert i:U ---> Y de Y qui est de 

presentation finis sur X , on ait f.(i~(Z~. _Z)u) 6 C . Alors C contient 

tousles faisceaux constructibles de ~-torsion. 
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