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EXPOSE I 

PREFAISCEAUX 

par A. Grothendieck et J.L. Verdier 

(avec un appendice de N. Bourbaki) 

Dana les num~ros 0 h 5 de cet expose, on pr~sente lea propri4t~s 

~14mentaires, et le plus souvent bfen connues, des categories de pr~fais- 

ceaux(~).Cespropri~t~s sont utilis~es eonstamment dana la suite du a4minaire 

et leur connaissance est essentielle pour la compr4hension des exposes 

suivants. Lea d~monstrations sont imm~diates ; elles sont le plus souvent 

omises. Dans lea num~ros 6 ~ 9 sont abord~s quelquea th~mes utilfa~a 

diff~rentes reprises dans la suite. Le lecteur press4 pourra lea omettre 

en premiere lecture. Le num~ro IO fixe la terminologie employee. L'appen- 

dice II eat dO ~ N. Bourbakf. 

O. Univers 

Un univera est un ensemble non-vide U qui jouit des propri~t~s 

suivantes : 

(u 2) 

(~ 4) 

Six 6 U et sly 6 x alora y 6 U. 

Si x, y s U, alors Ix,y] 6 U. 

Six 6 U, alors ~(x) s U. 

Si (xi, i s I s U) est une familled'~l~ments de U, alora {-_J x. 6 u. 
i61 m 

(~) Le lecteur pourra aussi consulter SGA 3 I w167 I ~ 3. 
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Des axiomes pr4c4dents on d6duit facilement les propri4t4s : 

- Si x 6 U, l'ensemble {x} appartient ~ U. 

- Si x est un sous-ensemble de y 6 U, alors x 6 U. 

- Si x,y E U, le couple (x,y) = {[x,y}, x} (d4finitlon de Kuratowski) 

est un 41~ment de U. 

~ Si x,y 6 U, la r~union x U yet le produit x X y sont des 41~ments de ~. 

- Si (xi, i 6 1E ~) est une famille d'41~ments de ~, le produit ~- x i 
iEl 

est un 41~ment de U. 

Six 6 U, alors card(x) < card(U) (strictement). En particulier la 

relation U E U n'est pas v4rifi~e. 

On peut donc faire routes les op4rations usuelles de la th~orie 

des ensembles ~ partir des 41~ments d'un univers sans, pour cela, que le 

r4sultat final cesse d'etre un 4l~ment de l'univers. 

La notion d'univers a pour premier inter~t de fournir une d~fi- 

nition des categories usuelles : la cat4gorie des enser~bles appartenant 

l'univers U (U-Ens), la eat4gorie des espaces topologiques appartenant 

l'univers U, la cat4gorie des groupes commutatifs appartenant ~ l'univers 

(U-Ab), la cat~gorie des categories appartenant ~ l'univers U .... 

Cependant le seul univers connu est l'ensemble des symboles du 

type {[~}, {{@}, @ }] etc. (tousles 414ments de cet univers sont des en- 

sembles finis et cet univers est d~nombrable). En particulier, on ne 

connalt pas d'univers qui contienne un 41~ment de cardinal infini. On est 

donc amen4 ~ ajouter aux axiomes de la th4orie des ensembles l'axiome : 

(UA) Pour tout ensemble x il existe un univers ~ tel ~ue x E U. 
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L'intersection d'une famille d'univers ~tant un univers, on en 

d~duit irm~diatement que tout ensemble est ~l~ment d'un plus petit univers. 

On peut montrer que l'axiome (~A) est ind~pendant des axiomes de la th~orle 

des ensembles. 

On ajoutera aussi l'axiome : 

(UB) Soit R[x} une relation et U un univers. S'il exiate un ~l~ment y 6 U 

tel que R[y}, alors ~xR[X] 6 ~. 

La non-contradlction des axiomes (U_A) et (UB) par rapport aux 

autres axiomes de la th~orie des ensembles n'est pas d~montr~e ni ~_mon 

trable, semble-t-il. 

Soit U un univers et c(U) la borne sup~rieure des cardinaux des 

~l~ments de U (e(U) ~ card(~)). Le cardinal c(U) jouit des propri~t~s 

suivantes : 

(FI) Si a < c(U), alors 2 a < e(U). 

(FII) Si (ai, i61) est une famille de cardinaux strictement inf~rieurs 

c(U) et si card(l) est strictement inf~rieur ~ c(U), ~ a~ < c(U). 
i61 i 

Les eardinaux qui poss~dent les propri~t~s (FI) et (FII) sont 

appel~s eardinaux fortement inaccessibles. 

Le cardinal Oet le cardinal infini d~nombrable sont fortement 

inacessibles 

L'axiome (UA) implique : 

(U_A') Tout cardinal est maior4 strietement par un cardinal fortement 

inaccessible. 

On peut montrer (]i) que r~ciproquement la non contradiction 

de (UA') implique la non contradiction de (UA), et que la non contradic- 

tion de ces axiomes entra~ne celle de l'axiome (UB). 
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Appelons ensemble artinien tout ensemble E tel qu'il n'existe 

pas de familles infinies (Xn, nEN) telle que Xo E E, Xn+ I E Xn " On peut 

alors montrer [loc. cit.] qu'il y a une correspondance biunivoque entre 

les cardinaux fortement inaccessibles et les univers artiniens, d~finie 

ainsi ~ ~ tout cardinal fortement inaccessible c on fait correspondre 

l'unique univers artinien U tel que 
C 

card(U ) = c 
--e 

Soient.c < e' deux cardinaux fortement inaccessibles. On a : 

U E U' 
~ C  - - C  ! 

En partieulier les univers artiniens de cardinaux inf~rieurs ~ un cardinal 

donn~ forment un ensemble bien ordonnd (pour la relation d'appartenance). 

L'axiome (UA') est ~quivalent ~ l'axiome : 

(U_A"). Tout ensemble artinien est ~l~ment d'un univers artinien. 

Remarquons que tousles ensembles usuels ( Z , ~ , ...) sont 

des ensembles artiniens. 

i. U-categories. Pr~faisceaux d'ensembles 
.= . ~ 

i.O. Dans la @uite du sSminaire et sauf mention expresse du contraire, 

les univers consid~r~B poss~deront un gl~ment de cardinal infini. Soit 

un univers. On dit qu'un ensemble est U-yetit (ou, quand aucune confugion 

n'en r~sulte, petit) s'il est isomorphe ~ un ~l~ment de U. On utilise 

aussi la terminologie : petit groupe, petit anneau, petite cat~gorie... 

On supposera souvent, sans mention explicite, que les schgmas, espaces 

topologiques, ensembles d'indices.., avec lesquels on travaille sont E U, 
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o~ tout au moins ont un cardinal6 U;cependant, de nombreuses categories 

avec lesquelles on travaillera ne seront pas E ~. 

D4finition i.I. Soient U un univers et Cune cat~orie. On dit que C est 

une U-cat4gorie si pour tout couple (x,y) d'ob~ets de C, l'ensemble 

Homc(X,y) est ~-petit. 

I.i.I. Soient C et D deux categories et Fonct(C,D) la cat~gorle des fonc- 

teurs de C dans D. On v~rlfie imm~diatement les assertions suivantes : 

a) Si C et D sont ~l~ments d'un univers U (resp. ~-petites) la cat4gorie 

Fonct(C,D) est un 41~ment de U (resp. est ~-petite). 

5#Si C est U-petite et si D est une U-cat~gorie, Fonct(C,D) est une 

U-cat~gorie. 

Remarque 1.1.2. Soit Dune cat~gorie poss~dant les propri~t~s suivantes : 

(CI) L'ensemble ob(D) est contenu dans l'univers U. 

(C2) Pour tout couple (x,y) d'objets de D, l'ensemble HOmD(x,y) est un 

~l~ment de U. 

(Les categories usuelles construites ~ partir d'un univers U poss4dent 

ces deux propri4t~s : U-Ens, U-Ab, ... ). Soit C une cat~gorie apparte- 

nant ~ U. Alors la cat~gorie Fonct(C,D) ne poss~de pas en g~n~ral les 

propri~t~s (CI) et (C2). Par exemple la cat4gorie Fonct(C,U-Ens) ne poss~de 

aucune des propri~t~s (CI) et (C2). C'est ce qui justifie la d~flnitlon 

adopt~e de ~-cat4gorie, de preference ~ la notion plus restrictive par 

les conditions (CI) et (C2) ci-dessus. 
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D6finltion 1.2. Soit C une eat~gorie. On appelle cat~gorie des pr6faisceaux 

d'ensembles sur C relative A l'unlvers U (o__~u, lorsqu'aucune confusion n'en 

[#sulte, cgt~8orie des pr~faisceaux sur C) la.cat4~orie des foncteurs con- 

travarlants sur C A valeur dans la cat~orie des U-ensembles. 

On d4slgne par % (ou plus simplement, lorsqu'aucune confusion 

n'en r~sulte, par C ̂) la eat4gorle des pr~falsceaux d'ensembles sur C rela- 

tive A l'univers U. Les objets de C~ sont appel4s U-pr~faisceaux (ou plus 

simplement pr4faisceaux) sur C. Lorsque C est ~-petite, la eat4gorie C~ 

est une U-cat4gorle. Lorsque C est une U-cat4gorie, C~ n'est pas n4cessai- 

rement une U-eat~gorle. 

Construction-d~finition 1.3. Soit x un objet d'une ~-cat6gorie C. On appelle 

U-foncteur repr~sent~ par x le foncteur hu(x) : C ~ > ~-Ens dont la cons- 

truction suit (~). Solt y un objet de C. 

a) Si Homc(Y,X) est un ~l~ment de U, alors : 

h u ( x ) ( y )  = Homc(Y,X) 

b) Supposons que HOmc(Y,X) ne s o i t  pas un ~l~ment de U e t  s o i t  R ( Z , x , y )  

l a  r e l a t i o n  : " L ' e n s e m b l e  Z e s t  but  d ' u n  isomorphisme HOmc(Y,X) N > Z". 

On pose alors : 

~(x)(y) = ~zR(Z) 

(En vertu de l'axiome (UB), %(x)(y) est un ~l~ment de ~). Soit R'(u,x,y) 

la relation : "u est une bljection 

U : H o m c ( Y , X ) N  > h u ( x ) ( y  ) ,, 

(~) C ~ d4signera toujours la cat~gorie oppos4e ~ C. 
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On pose alors : 

~(y,x) = ~ R'(u) 
U 

On remarquera qu'on a, dans les cas (a) et (b), un isomorphisme 

canonique : 

~(y,x) : HomC(Y,X) ~> ~(x)(y) 

(Darts le cas a) ~(y,x) est l'identitd). Soit alors u : y > y' une fl~che 

de C. Le morphisme u d~finlt, par la composition des morphismes, une 

application : 

On pose alors 

HomC(u,x) : HomC(Y')X) > HOmc(Y,X) 

%(x)(u) = ~(y , x) Homc(X,U) ~(y , x) -I 

On v4rifie inma~diatement que hu(X) , ainsi d~finl, est un foncteur 

C~---~_O--Ens. 

1.3.1. De m~me, on d4finit, & l'aide des isomorphismes ~ , pour tout mor- 

phisme y : x---~x' un morphisme de foncteurs : 

~(y) : h~(x) ---~ hU(x') 

et on v~rifie ialn4diatement qu'on a d~finit alnsi un foncteur 

h U : C > C~l 

1.3.2. Soit maintenant ~ un univers tel que U c V. On a alors un foncteur 

canonique pleinement fid~le : 

U-Ens c . > V-Ens 

d'o~ un foncteur pleinement fiddle : 

% > c v 
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et le diagramme : 

C - �9 C U 

est commutatif ~ isomorphisme canonique pros. Lorsque C est un 414ment de 

U, r isomorphisme canonique est l'identlt4. 

1.3.3. D ans la pratique, l'univers U est fix4 une fois pour toute@ et 

n'@st pas mentionn4. On utilise alors les notations C ̂ (pour la categoric 

des U-pr~faisceaux d'ensembles) et 

h : C----> C ̂ 

Pour tout objet x de C, le pr~faisceau h(x) est appel4 le Rr~faisceau 

!epr4sent4 par x et nous identifierons toujours la valeur en y 6 ob(C) 

du pr4faisceau h(x) avec HomC(Y,X) . 

Proposition 1.4. Soient Cune U-categoric, Fun pr4faisceau sur C e t X 

un objet de C. Ii existe un isomorphisme fonctoriel en X et en F : 

i : Homc.(h(X),F) <'~ F(X) , 

l'application i 9'~tant autre, lorsque F est de la forme h(Y), que l'appli- 

cation : 

h : Hom(h(X),h(y)) < Hom(X,Y) 

En par ticulier le foncteur hest pleinement fiddle. 

1.4.1. Cette proposition justifle les abus de langage habituels identi- 

fiant un objet de C et le foncteur contravariant correspondant. Un pr4fais- 
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ceau isomorphe ~ un objet image par h (ou, en utilisant l'abus de langage 

signal~ ei-dessus, isomorphe ~ un objet de C) est appel~ pr4f@isceau repr4- 

sentable. 

1.4.2. Soit ~ un univers contenant un univers U. La cat~gorie des U-pr4fais- 

ceaux est une sous-cat4gorie pleine de la cat~gorie des ~-pr~faisceaux et 

par suite un ~-pr~faisceau est representable si et seulement si son image 

dans la cat4gorie des ~-pr4faisceaux est un ~-pr~faisceau representable. 

2. Limites projectives et inductives 

Soient Cune U-cat4gorie et I une petite cat4gorie. Notons 

Fonct(l,C) 13 cat~gorie des foncteurs de I dans C. La cat~gorie Fonct (I,C) 

est une ~-cat~gorie. A tout objet X de C assoclons la sous-cat4gorie X de C 

ayant pour seul objet l'objet X et pour seule fl~che l'identit4 de X. 

D~signons par i X : ~----> C le foncteur d'inclusion. Ii existe un et un seul 

foncteur e X : I > X, et nous d~signerons par k X : I ---> C le foncteur 

i X o e X �9 ( O~ dira que k X est le foncteur constant de valeur X). 

La correspondanee X ~ > k X est visiblement fonctorielle en~X,ce qui nous 

permet de d~finlr,pour tout foncteur G : I ----> C,le pr~faisceau 

X~ > HOmFonet(l,C)(~,G). 

D~finition 2.1. On appelle limite projective de Get on note lim G le 

pr~faisceau : 

X J > HOmFonct(l,C)(kx,G) 

Lorsque le pr~faisceau lim G est representable, on d4signe encore par lim G 
<-i---- <I 
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un ob~et de C qui le repr4sente. L'objet lim G n'est donc d4fini qu'~ 
"' ~T- 

isomorphisme pr~s. Lorsqu'aucune confusion n'en r~sulte on emploie la 

notation abr4g4e li~m G. 

Pour G variable, !im G est un foncteur de la cat6gorie Fonct(l,C) 

valeurs dans C ̂. 

2.1.1. On d~finit de m~me par sym4trie (renversement du sens des fl~ches 

dans C) la limite inductive d'un foncteur : c'est un foncteur covariant sur 

C ~ valeur dans la cat~gorie des U-ensembles. Nous emploierons les notations 

lim G ou blen lim G. 

On notera que les produits, produits fibres, noyaux sont des limites 

projectlves. De m~me les sommes, sommes amalgam4es, conoyaux sont des limites 

inductives. 

D~finition 2.2. Soient Iet C deux categories et G : I ----> C un foncteur. 

On dit que la llmite projective de G est representable s'il existe un 

univers U tel que : 

I) La cat4gorie I soit U-petite. 

2) La cat4gorie C soit une U-cat4gorie. 

3) Le pr4faisceau ~im G ~ valeurs dans la cat48orie des U-ensembles soit 

representable. 

II r~sulte au n ~ 1 que l'objet lim G repr~sentant le pr~faisceau <.__. 

lim G ne d4pend pas, ~ isomorphisme pros, de l'univers U. Notons aussi 

qu'il existe un plus petit univers U' poss4dant les propri~t4s (I) et (2)~ 

et que le pr~faisceau lim G est n~cessairement ~ valeurS dans la cat4gorie (.__. 

des U'-ensembles. 

10 
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2.2.1. Soient Iet C deux catdgories. On dit que les l-limites projectives 

dans C sont repr~sentables si pour tout foncteur G : I ---> C, la limite 

projective de G est reprdsentable. Enfin soient C une cat~gorle et U un 

univers. On dit que les U-limltes projeCtives dans C sont repr~sentables 

si pour route catdgorie I U-petite et pour tout foncteur G : I > C, la 

limite projective de G est representable. 

Proposition 2.3. Soient C une cat~orie et U un univers non vide. Les 

assertions suivantes sont ~quivalentes : 

i) Les U-limites pro~ectives dans C sont repr~sentables. 

ii) Les produits, indexes par un petit ensemble sont repr4sentables, e__!t 

les noyaux de couples de fl~ches sont repr4sentables. 

iii) Les produits, indexes par un petit.ensemble sont repr~sentables, e~t 

les produits fibres sont repr4sentables. 

Preuve. Ii suffit de remarquer qu'il existe un isomorphlsme fonctoriel en 

G lim G ~ Ker ( ]-]- G (i) ~ 77- G(but(u))), le couple de fl~ehes 
~" i6ob(1) us 

6rant d4fini par les morphisraes 

~[G(i) 
1 6 o b ( I )  

]TG(i) 
i6ob(1) 

Prbut(u) . 
- G (but(u)) 

Prs~ ) G (source (u)) G(u)> G(but(u)) . 

De plus, il est clair que Ker (X 
V 

de X dans X• ~tant idx• et idx• 

Y) = Xx~yX , l e s  deux m o r p h i s m e s  

2.3.1. II existe 4vidermnent des d~finitions et assertions analogues pour 

les limites inductives que nous n'expliciterons pas. De m~me pour les limites 

11 
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projectives et inductives finies (i.e. relatives ~ une cat4gorie I flnie). 

Corollaire 2.3.2. D4signons par U-Ens la cat4gorie dos U-enseBbles et par 

U-Ab !a cat4gorie des objets sroupes ab411ens de U-Ens. Les U-liBites pro- 

jectlves et inductlves dans U-Ens et dans U-Ab sont repr4sentables. 

proposition 2.3.3. Soient I une petite cat~sorie, F : I > U-Ens un foncteur 

e/t G6ob I un petit ensemble d'obje~de I tel qur pou r tout obJet X de I il 

existe un objet Ys et un morphisme Y > X (res 9. X ---> Y). Alor____ss 

lib F (~. lim F) est repr4sentable et on a card(liB F) ~ ]q" card(F(Y)) 
<I "I ~ ~-- Y6G 
(resp. card(liB F) ~ E card(F(Y))). 

"I--> Y6G 

Preuve. On v4rifie imm~diatement que lim F' (resp. lim F') est isomorphe 
7- n ~ 

un sous-objet (resp. un quotient de -TT F(Y) (resp. //_ F(Y)) ; d'oO 
Y6G Y6G 

la proposition. 

D4finition 2.4.1. Soient C une cat4gorie o5 les limites pro~ectives 

(res p. inductives) finies soient repr4sentables et u : C > C' un fonc- 

teur. O n dit que u est exact ~ gauche (res R. ~ droite) s'il"commute~aux 

limites projectives (resp. inductives) finies. Un foncteur exact ~ gauche 

et ~ droite est appel4 un foncteur exact. 

2.4.2. II r4sulte de 2.3 que, pour qu'un foncteur soit exact, il faut et 

il suffit qu'il transforme l'objet final (= praduit vide) en l'objet final, 

le prodult de deux objets en le produit des deux objets images, et le 

noyaux des couples de deux fl~ches en le noyau des couples images ou encore, 

qu'il transforBe l'objet final en l'objet final et les produits flbr~s en 

produltS fibres. (On suppose que dans C les I~ finies sont repr4sentables.) 

12 
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2.5.0. Soient l,J et C trois categories, G : I • J > C un foncteur (i.e. 

un foncteur de I ~ valeur dans la cat~gorie des foncteurs de J dans C). 

Su~pposons que les limites projectives des foncteurs 

G. : J > C iEob (I) 
l 

j I > G(i • j) 

soient repr~sentables, et que le foncteur : 

il > lim G. 
<-- l 

admette une limite projective representable. Ii est clair qu'alors le 

foncteur G admet une limite projective representable et qu'on a un iso- 

morphisme canonique : 

.lim G > ~lim i~_m G i , 
I X J I J 

et que par suite on a un isomorphisme canonique 

lim lim G. ~ > lim lim G. 

Nous dirons par la suite plus bri~vement que les limites projectives 

commutent aux limites projectives. On voit de m~me que les limites induc- 

tives commutent aux limites inductives. Mais il n'est pas vrai en g~n~rai 

que les limites inductives commutent aux limites projectives. 

D~finition 2.5. Soient C une cat~gorie ~ produits fibres repr~sentables, 

I une cat~gorie, G : I - > C un foncteur, g : G > X un morphism e d~e G 

dans un obiet de C (!.~. un morphisme de G dans le foncteur constant 

associ~ ~ X), m : Y --> X un morphisme de C, 

13 
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Soi___~t G • Y : I > C le foncteur 

i ; > G(i)XxY 

O n dit que la limite., inductive de G es__~t universelle si pour tout objet X, 

tout mpr~hisme g : G > X, tout morphisme m : Y > X, 

a) la limite inductive du foncteur G • Y est repr4sentablr 

b) le morphisme canonique limSG XxY) > (lin~G) XxY est un isomorphisme. 

proposition 2.6. Soit u un univers. Les limites inductives dans U-Ens qui 

sont r.epr~sentables (en particulier, le___s~-limites inductives (2.2.1) dans 

U-Ens) sont universelles. 

Nous utiliserons aussi un autre r~sultat de eonmnutation entre 

limites projectives et inductives que nous allons pr4senter maintenant. 

D~finition 2.7. Une cat4~orie Iest pseudo-filtrante lorsqu'elle poss~de 

les propri4t4@ suivantes : 

PS I) Tout diagran=ne de la forme : 

J 
J 

i 

peut ~tre ins4r~ dans un diagramme commutatlf : 

PS 2) Tout diagramme de i a forme : 

U 

i .~ 
V 

14 
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peut ~tre ins~r~ dans un diagramme : 

tel que 

U W 

i '~ j >k 
V 

WoU = WoV 

Une cat~gorie Iest dite filtrante si elle est pseudo-filtrante, non vide et 

connexe, ~.~. si deux objets quelconques de I peuvent ~tre religs par une 

suite de fl~ches (on n'impose aueune condition sur le sens des fl~ches) ; 

cela signifie aussi, en presence de PS 2, que I # @ et que pour deux objets a,b 

de I, il existe toujours un objet c d_~e Iet des fl~ches a c e t b c. Om 

dit aussi qu'une cat~gorie Iest cofiltrante si I ~ est filtrante. 

Exemple 2.7.1. Si dans I les sommes amal~am~es(resp, les so~mmes de deux 

objets) et les conoyaux de doubles fl~ches sont repr~sentables, alors I 

est pseudo-filtrante (resp. filtrante). 

Proposition 2.8. Soit U un univers. Les U-limites induetives filtrantes 

dans U-Ens commutent aux limites projectives finies. 

On se ram~ne imm~diatement ~ d4montrer que les U-limites filtrantes 

commutent aux produits fibres. La d~monstration est laiss~e au lecteur. On 

pourra utiliser la description de la limite donn4e par le 

Lemme 2.8.1. Soient I une petite cat~$0rie filtrante, i I > X i un foncteur 

de I dans U-Ens. Sur l'ensemble somme j~_ Xi, soit R la relation : 
iEob I 

(R) Deux ~l~ments x i 6 X i --et x.j E X~ sont reli4s.s'il existe un objet 

kEob Iet deux morphismes u: i > k et v : j > k tels que les images 

darts X k d_~_e x iet de xj par les applications de transition u e t v respec- 

tivement soient ~$ales. 

15 
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A!ors : 

I) Rest une relation d'~quivalence. 

2) Le quotient J_~ X./R est canoniquement isomorphe ~ lim X.. 
iEob I i I > I 

3) Deux 41~mentsx.EX. et x.EX. sont respectivement 4quivalents suivant R 
1 l-- j j " 

deux 41~ments d'un m~me Xk. 

4) Pour tout i6ob I, deux 414ments c~ et ~ de X. sont ~quivalents suivant 
l 

R si et seulement s'il existe un morphisme u : i > j tel que u(~) = u(~). 

L'assertion i) r4sulte de (PS i) (2.7). Pour d~montrer 2), on 

v4rifie que I ~ X./R poss~de la propri~t4 universelle de la limite 
iEob I i 

inductive (on n'utilise que (PS i)). L'assertion 3) r4sulte du fait que I 

est connexe. L'assertion 4) r4sulte de (PS 2). 

Corollaire 2.9. Soit y une esp~ce de structure al$4brique "d4finie par 

limites pro~ectiyes finies". (Le lecteur est pri~ de donner un sens ma- 

th4m@tique ~ la phrase pr4c4dente. Notons seulement que les structures 

de groupes, groupes ab41iens, anneaux, modules,etc.., sont de telles 

structures). D4signons par U-y i a cat4gorie des y-objets de U-Ens. L__ee 

foncteur ' qui ~ chaque ob.iet d e ~-y associe l'ensemble sous-~acent, commute 

aux U-limites filtrantes. Par suite les U-limites filtrantes dans U-y com- 

mutent aux limites projectives finies. 

Coro____!laire 2.10. Le__~s ~-.limites pseudo-filtrantes dans U-Ab co~nutent aux 

limites projectives finies. 

(On se ram~ne aux limites filtrantes en d~composant la cat4gorie 

d'indices en composantes connexes). 
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Notons maintenant un r~sultat que nous utiliserons constamment : 

v 
Soient C et C' deux ~-cat~gories, u et v deux foncteurs C < ~ C' , u a d- 

u 

joint ~ sauche de v. Rappelons que ceei veut dire qu'il existe un isomor- 

phisme entre les bifoncteurs ~ valeur dans U-Ens : 

HOmc,(U(X),X,) N > HOmc(X,v(X,) ) 

Proposition 2.11. Le foncteur u commute aux limites inductives repr~sen- 

tables ; le foncteur v commute aux limites projectives repr~sent@bles. 

Cette assertion signifie que pour toute cat~gorie Iet tout 

foncteur G : I �9 > C' tel que la limite projective de G soit represen- 

table, le foncteur voG admet une limite projective representable et que 

l'on a un isomorphisme canonique : 

v (lim G) > lim (voG) 

Le leeteur explicitera de lui-m~me l'assertion coucernant le foncteur u. 

Signalons enfin un calcul de limites projectives dans le cas o~ 

la categoric d'indices admet des produits. 

Proposition 2.12. Soient Iet C deux categories, ~ un univerw On suppose 

que les ~-limites projectives dans C sont repr~sentables et qu'il existe 

dans I une famille d'objets (i~)~EA,O~ A est un ~l~ment de ~ telle que : 

i) les produits i~ X i~ soient repr~sentables .pour tout couple (~,~)EA• 

2) tout objet de I s'envoie dans un au moins des i . 

Alors pour tout contra foncteur F de I dans C 

F : 1 ~ ~ C, 

la limite projective de F existe et il existe un isomorphisme fonctoriel 

en F : 

17 
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lim F ~ > Ker ( qT F(i ) ,~ ~ F(i~ X i~)) 
~ ' ~6A (~,$)E AXA 

les deux fl~ch@s 4tant d4finies par les projections des produits i X i~ 

sur les facteurs. 

3. Propri~t~s d'exactitude de la cat~$orie des pr~faiseeaux 

Solent C une U-cat~gorie, C ̂  la r des pr~faisceaux sur C. 

Les propri~t~s d'exactitude de C ̂  se d~duisent toutes de la proposition 

suivante : 

Proposition 3.1. Les U-limites projectives et inductives dans C ̂ sont 

repr~sentables. Pour tout objet X de C, le foncteur sur C ̂ : 

F I > F(X) F 6 C ̂  

commute aux limites i.nductives et projectives. 

En d~autres termes, "les limites inductives et projectives dans 

C ̂  se calculent, arsument par arsument". Citons quelques corollaires. 

Corollaire 3.2. Soit y une structure alg~brique d4finie par limites pro- 

jectiyes finies. La cat~$orie des foncteurs contravariants ~ valeurs dans 

U-y est ~quivalente h la cat4$orie des y-objets de C ̂. 

Corollaire 3.3. Un morphisme de C ̂  qui est ~ la fois un monomorphisme et 

un ~pimorphisme est un isomorphisme. Un morphisme de C ̂ se factorise de 

mani~re unique en un ~pimorphisme suivi d'un monomorphisme. Les limites 

inductives dans C ̂ ~u i sont repr4sentables , sont universelles. Les U-limites 

inductives filtrantes dans C ̂  conunutent aux limites projectives finies. L e 

foncteur eanonique C ' > C ̂ commute aux limites projectives repr4sentables. 

18 
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Plus g~n~ralement on peut dire que la cat~gorie C ̂ h~rite de 

toutes les propri~t~s de la cat~gorie des U-ensembles faiBant intervenir 

des limites inductives et projectives. 

3.4.0. Soit Fun objet de C ̂. On d~signe par C/F la cat~gorie suivante : 

Les objets de C/F sont les couples form, s d'un objet X de C et d'un mor- 

phisme u de X dans F. Soient (X,u) et (Y,v) deux objets. Un morphisme de 

(X,u) dans (Y,v) est un morphisme g de X dans Y tel que le diagramme 

ci-apr~s soit eommutatif : 

X g > Y 

u\/ 
F 

Proposition 3.4. Avec les notations de (3.4.0), le foncteur source 

C/F > C ~ admet une limite inductive Ke~r~sentable dans C ̂. Le morphisme 

canoni~ue : 

lim source (.) . ~ F 

est un iw 

Corollaire 3.5. 

eanonique : 

Soient F e t H deux 9biers de C ̂. Ii existe un isomorphisme 

Hom (F,H) ~ > lim H(X) 
< 
(X,u)Eob (C/F) 

Preuve. Le corollaire se d~duit imm~dlatement de 3.4 et de 1.2. 
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Proposition 3.6. Soient C une U-cat~gorie, ~ un univers contenant U e t 

i : C6 > C~ le foncteur d'injection naturel des categories de pr4fais- 

ceaux correspondantes (1.3). Le foncteur i commute aux limites inductives 

et projeqtives. De plus, ~9ur tout obiet F d__s CO, tout soqs-ob~et de i(F) 

est isomorphe ~ l'image par i d'un pni~ue sous-obOet de F (de sorte qu'on 

obtient une bi'ectionj de l'ensemble des sous-obiet 9 de F avec l'ensemble 

des sous-obiets ' de i(F)). 

4. Cribles 

D~finition 4.1. Soit C une cat4gorie. On appelle crible de la cat4gorie C 

une sous%cat4gorie pleine D d__e_e C p0ss4dant.! a propri4t4 9u!vante : tout 

objet de C tel @u'il existe un morphisme de cet objet dans un objet de D 

est dans D. Soit X un 0bjet de C ; on appelle (par abus de langa~e) cribles 

de X les cribles de la eat4~orie C/X. 

Soit ~ un univers tel que C soit une ~-cat~gorie. Soit C" la cat4- 

gorie de pr4faisceaux correspondante. A tout crible de X on associe un 

sous-objet de X dans C ̂ de la mani~re suivante : A tout objet Y de C, on 

fair eorrespondre l'ensemble des morphismesf : Y > X tels que l'objet 

(Y,f) appartienne au crible. 

proposition 4.2. L'application d~finie c i-dessus, ~tablit une bisection 

entre l'ensemble des cribles de X et l'ensemble des sgus-objets de X dans C ̂. 

Preuve. Montrons seulement qu'elle est l'application inverse. A tout sous- 

foncteur R de X on associe la cat~gorie C/R des objets de C au-dessus de R 

(3.4). On v4rifie irmn4diatement que C/R est un crible de X. 
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Remarque 4.2.1. On volt de m~me que les eribles de C sont en correspon- 

dance biunivoque canonique avec l'ensemble des sous-foncteurs du "foncteur 

final" sur C (objet "final" de C'). 

4.3. Soit C une U-cat~gorie. Par abus de langage nous appellerons aussi 

cribles de X, les sous-objets de X dans la cat~gorie C ̂ . Cet abus de lan- 

gage nous permet pour tout pr4faisceau F et tout crible R de X de d4finir 

HOmc^(R,F) comme 4tant l'ensemble des morphismes du foncteur R dans F. On 

a d'ailleurs un isomorphisme canonique fonctoriel en F (3.5) : 

HOmcA(R,F) ~ > lim F(.) , 
~7~ 

ce qui permet d'en donner une d4finition directe. De m@me,la proposition 

4.2 nous permet de transposer aux cribles les operations usuelles sur les 

foncteurs. Citons : 

4.3.1. Changement de base. Soit Run crible de X et f : Y ----> X un morphisme 

d'objets de C. Le produit fibre R • Y est un erible de Y qu'on appelle 

crible d~duit de R par chansement de base. La sous-cat~gorie correspondante 

de C/Y est l'image inverse de la sous-cat~gorie de C/X d~finie par R par 

le foncteur canonique C/Y ---> C/X d~fini par f. 

4.3.2. Relation d'ordre, intersection, r~union. La relation d'inclusion 

sur les sous-foncteurs de X est une relation d'ordre. On peut d~finir la 

r~union et l'intersection d'une famille de cribles indexes par un ensem- 

ble quelconque comme ~tant la borne sup~rieure et la borne inf~rieure de 

la famille de sous-pr~faisceaux correspondante. 
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4.3.3. Ima$e, crible engendr4. Solent (F~)~6 A une famille de pr~faisceaux 

et pour chaque ~ E A, un morphisme f~ : F~ > X o~ X est un objet de C. 

On appelle imase de cette famille de morphismes la r4union des images 

des f . L'image de cette famille est done un crible de X. En particulier 

si tousles F~ sont des objets de C, le crible image sera appel~ le crible 

engendr4 par les morphismes f~ . La cat~gorie C/R est la sous-cat4gorie 

pleine de C/X form~e des objets X' ----> X au-dessus de X tels qu'il existe 

un X-morphisme de X' dan sun des F~ . 

Le lecteur pourra, ~ titre d'exercice, traduire en termes des 

categories C/R les relations et op4rations d4flnies ici sur les sous-foncteurs. 

I! constatera alors que ces relations et op4rations ne d4pendent pas de 

l'univers U tel que C soit une U-cat4gorie, et qu'elles sont par suite 

d4finies pour toute cat4gorie, sans que l'on soit oblig4 de pr4ciser l'uni- 

vers auquel les ensembles de morphismes appartiennent ; ce qu'on pouvait 

d'ailleurs pr4voir a priori grace ~ 3.6. 

Fonctorialit4 des cat4~orie s de pr~faisceaux 

5.0. Soient C, C', D trois cat~gorles et u : C > C' un foncteur. On 

d4signera par u ~ le foncteur : 

u ~ : Hom (C'~ ~ Hom(C~ , G ~ > G~u , 

obtenu en composant avec le foncteur u. Le foneteur u ~ commute aux limites 

inductives et projectives. 
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Proposition 5.1. Supposons 9ue C soit petite, et que, dans D, les U-limites 

inductives (resp. projectives) soient repr4sentables. Le foncteur u* admet 

un adjoint ~ gauche u, (resp. ~ droite u.). On a donc un isomorphisme : 

HOmHom(C=,D)(F,u~3 ) -~ > HO%.pm(C,.,D)(U~F , G) 

(resp. HO%gm(CO,D)(U*G,F ) "~ HOmHom(C,O,D)(G,u.F) 

Preuve. Nous n'indiquerons que la d~monstration de l'existence du foneteur 

adjoint ~ gauche. La partie resp. de la proposition s'en d~duira alors 

formellement grace aux isomorphismes : 

H0m (C',D)N > Hom (C,D~ ~ ~ > Hom ((C~ ~ 

Soit Y un objet de C'. D4signons par I Y la categoric suivante : 
U 

Les o b j e t s  de I Y s o n t  l e s  c o u p l e s  (X,m) o~ X e s t  un o b j e t  de C e t  m un 
U 

m o r p h i s m e  Y > u ( X ) .  S o i e n t  (X,m) e t  ( X ' , m ' )  deux o b j e t s  de I u . Un u 

m o r p h i s m e  de (X,m) dans  ( X ' , m ' )  e s t  un  m o r p h i s m e  g : X ----~ X'  t e l  que 

m'=u(~)m . La composition des morphismes se d~finit de la mani~re ~vidente. 

Soit f : Y - > Y' un morphisme de C'. Le morphisme f d4finit par 

c o m p o s i t i o n  un f o n c t e u r  I f I u : > i Y' 
u u U 

On a de p l u s  un f o n c t e u r  p r y  : IY u > C q u i ,  ~ l ' o b j e t  (X,m) a s s o c i e  

l ' o b j e t  X. No tons  q u ' a l o r s  l e  d iagramme : 

(~) 

i Y > i f �9 i Y' 
U U u 

est commutatif. 
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Soit malntenant Fun pr~faisceau sur C et posons : 

(5.1.1) u,F(Y) = lim F pry(.) 

u 

La c o r a m u t a t i v i t ~  du diagran~ae (~)  e t  l a  f o n e t o r i a l i t ~  de i a  l i m i t e  i n d u e -  

t i r e  f o n t  de u , F  un p r ~ f a i s c e a u  s u r  C ' .  M o n t r o n s  que l e  f o n e t e u r  u ,  e s t  

un a d j o i n t  ~ gauche  du f o n c t e u r  u ~. Pour  c e I a  m o n t r o n s  que p o u r  t o u t  p r ~ -  

f a i s c e a u  G s u r  C ' ,  i l  e x i s t e  un i s o m o r p h t s m e  f o n c t o r i e l  

Hom(u ,F ,G)  ' ~ '  > Hom(F,u~G) .  S o i t  g 6 H o m ( u , F , G ) .  Pour  t o u t  o b j e t  X de C, 

on a done  un  m o r p h i s m e  : 

gX : u,(u(X)) > G(u(X)) 

Mais (u(X),idu(x)) est un objet de lu(X)'u et par d~finition de la limite 

inductive, on a un morphisme canonique : 

F(X) - - - - - - - ' - > u , F ( u ( X ) ) .  

On en  d 4 d u i t  p o u r  t o u t  o b j e t  X de C un m o r p h i s m e  : 

r k : F(X) - - - - - ->  G ( u ( X ) )  

q u i  e s t  v i s i b l e m e n t  f o n c t o r i e l  en X. D ' o 5  un  m o r p h i s m e  

: F -------> u~G 

R4ciproquement, soit ~ 6 Hom(F,u~G). On en d4duit, pour tout 

objet Y de C, un morphisme de foncteur : 

r~ : Fpry > (u~G)pry , 

d'oS, en composant avec le morphisme 4vident du foneteur (u~G)pry dans le 

foncteur constant G(Y), un morphisme : 

~y : u,F(Y) > G(Y) 

qui est fonctoriel en Y. D'oO un morphisme : 
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: u,F > G 

Le lecteur v~rifiera que les deux applications ainsi d4finies 

sont inverses l'une de l'autre, et ach~vers ainsi la d~monstration. 

Propositio ~ 5.2. Supposons que dans D, les U-limites inductives soient 

repr~aentables, les limites ~rojegtives finies soient repr~aentables e~ 

que les U-limites inductives filtrantes commutent @ux limites projectives 

finies. Supposona de plus que dans C les limites projectivea finies soient 

repr4sentables et que le foncteur u soit exact ~ sauche (2.3.2). Alors les 

limites projectives finies sont repr~sentables dana Ho___mm(C~ et dans 

Hom(C'~ et le foncteur u, est exact ~.gauche. 

Preuve. La premiere assertion est triviale. D~montrons la seconde. D'apr~s 

la d~monstration de 5.1, pour tout pr~faisceau F sur C et tout objet Y de 

C I on a : 

u,F(Y) ~ > ~lim Fpry 

i Y 
U 

I 1  s u f f i t  donc  de  m o n t r e r  que l a  c a t 4 g o r i e  ( IY)  ~ v ~ r i f i e  I e s  
u 

a x i o m e s  (PS 1) e t  (P8 2)  ( 2 . 7 )  e t  que  c e t t e  c a t 4 g o r i e  e a t  c o n n e x e .  La v g r i -  

fication est laiss~e au lecteur. 

5.3. En particularisant ces r~aultats au cas oO D est la cat~gorie des 

U-ensembles~ on obtient une suite de trois foncteurs : 

U f j U ~ ~ U~ 

qui est une "suite de foncteurs adjoints" dana le sens que pour deux fonc- 

teurs cons~cutifs de la suite celui de droite est adjoint ~ droite de l'autre. 
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Leurs propri~t4s essentiellessont r~sum~es dans la : 

Proposition 5.4. Soient C une petite cat~gorie, C' une U-cat~gqrie, e t 

u : C---> C' un foncteur. 

i) Le foncteur u ~ : C' ^ >C ^ commute aux limites inductives et projectiv~s. 

2) Le foncteur u~t : C ̂  > C '^ cormnute aux limites projectives. Pour tout 

pr4faisceau F sur C et tout. ob~et Y de C', on a : 

u~F(Y) ~ > HOmc^(U%(Y),F) 

3) Le foncteur u, : C ̂  > C '^ cormnute aux limites inductives. Le foncte~r 

u, n'est d4fini qu'~ isomorphisme pros, mais on peut toujours le choisir 

tel que le diasra~e 

u C' C - > 

Uf 

C ̂  > C '~ 

( h e t  h '  s o n t  l e s  f o n c t e u r s  d ' i n c l u s i o n  c a n o n i q u e )  s o i t  c o m m u t a t i f .  

Pour  t q u t . p r 4 f a i s c e a q  F s p r  C, on a : 

u , F  -' N > i i n ~ h ' u  

4) Si  les .  l i m i t e s  ' p r o j e c t i v e s  f i n i e s  s0.nt r e p r ~ s e n t a b l e s  dans  C e t  s i  u 

e s t  e x a c t  ~ gauche  ( 2 . 3 . 2 ) ,  l e  f o n c t e u r  u ,  e s t .  e x a c t  ~ S a uc he .  

P r e u v e .  L ' a s s e r t i o n  ( I )  e s t  t r i v i a l e .  L ' a s s e r t i o n  (2 )  se  d ~ d u i t  du f a i ~  

que u~ e s t  un f o n c t e u r  a d j o i n t  ~ d r o i t e  p a r  ( 2 . 1 I )  e t  ( 1 . 4 ) .  I1 en e s t  

de m~me p o u r  i ' a s s e r t i o n  (3)  m a i s  on a p p l i q u e  e~ p l u s  ( 3 . 4 ) .  E n f i n  l ' ~ s s e r -  

t i o n  (4)  n ' e s t  a u t r e  que 5 . 2  q u ' o n  p e u t  a p p l i q u e r  g r a c e  ~ ( 2 . 7 ) .  
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v 

Proposition 5.5. Soient C e__!t C' deux petites cat4~ories et ' C ( > C' u n_n 
u 

Couple de foncteurs, o~ vest adjoint A ~auch e de u. II existe alors des 

isomorphismes, compatibles avec les isomorphismes d'adjonction : 

Preuve. II suffit d'exhiber un isomorphisme v ~ N > u, ; l'autre isomor- 

phisme s'en d4duira par adjonction. Soient Fun pr4faiseeau sur C et Y un 

objet de C'. On a alors : 

v~F(Y) ~ > Hom(v(Y),F) 

Puis en utilisant (3.4) : 

Hom(v(Y),F) ~ > lim Hom(v(Y),.) 

c-7r 

Mais vest adjoint A gauche de u et par suite : 

lim Hom(v(Y),.) ~ > lim Hom(Y,u( . )) 
CqTF > C-7F 

Utilisant alors 5.4 3), il vient : 

lim Hom(Y,u( . )) ~> Hom(Y,u,F) N> u,F(Y) 

c/-7F 

On a done d@termin~, pour tout objet Y de C', un isomorphisme 

v~(Y) ~ > u,F(Y) qui est visiblement fonctoriel en Yet en F, cqfd. 

Corollaire 5.5.1. Soit u : C > C' un foncteur qui admet un ad~oint 

gauche. Le foncteur u, : C ̂  ----> C '~ commute aux limites pro iectives (rappe- 

ions qu'il conmaute aux limites inductives par (1.4, 3)). 
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Remarque 5.5.2. On trouve ainsi une "suite de quatre foncteurs adjoints " 

(cf. 5.3) : 

V ! ~ V ~ = U I ~ V~ = U ~ U~ 

dont les trois premiers (resp. derniers) commutent donc aux lim (resp. lim). 

Pr__~.position 5.6. Les hypotheses sont celles de 5.4. Les conditions sui- 

vantes sont 4quivalentes : 

i) Le foncteur u est pleinement fiddle. 

ii) Le foncteur u, est pleinement fiddle. 

iii) Le m0rphisme d'adjonction id C. ---> u~u, est un isomorphisme. 

iv) Le foncteur u~:~ est pleinement fiddle. 

v) Le morphisme d'ad~onction u~uw > idc^ est un isomorphisme. 

Preuveo II est clair que ii) "~- ~ > iii) et iv < ~- v) (propri~t~s g~n~rales 

des foncteurs adjoints) et queii)- -~ i) (5.4 3)). Montrons que i) ~ iii). 

Les foncteurs idc^ , u ~ et u, cormnutent aux limites inductives. D'aprgS (3.4), 

il suffit donc de d~montrer que H > u~u,H est un isomorphisme lorsque H 

est representable ce qui est ~vident. Montrons que iii) est ~quivalent ~ v). 

Pour tout objet H (resp. K) de C ̂  d~signons par ~(H) : H > u~u,H (resp. 

par ~(K) : u~u~ > K) le morphisme d'adjonction. On a alors un diagramme 

commutati f : 

Homc^ (H, u~u~.K) Hom(H~ (K)) > Homc~ (H, K) 

Homc^ (u, H, u~K) 

Homê  (u~ u!H,K) 
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Par suite ~(H) est un isomorphisme pour tout H si et seulement si Y(K) 

est un isomorphisme pour tout K, cqfd. 

Remarque 5.7. a) Les ~quivalences ii) <- > iii) ~iv) ~ v) sont 

des r~sultats g4n~raux sur les foncteurs adjoints. 

b) La forme explicite de u, resp. u~ donn~e dans la d4mons- 

tration de 1.4 montre aussitSt que, sous les hypotheses g4n~rales de i.i, 

si u est pleinement fiddle, alors le morphisme d'adjonction id ~ uWu, 

(resp. u~u.~ > id) est un isomorphisme, i.e. que u, (resp. u~) est 

plelnement fiddle. 

5.8.0. Soient y une esp~ce de structure alg~brique d~finie par limite8 

projectivesfinies U-y-Ens la cat4gorie des 7-objets de U-Ens, 

esj : ~-y-Ens > ~-Ens le foncteur ensemble sous-jacent (pour simplifier 

nous supposons que l'esp~ce de structure envisag~e a un seul ensemble 

de base). Soit C une cat4gorie. La composition avec esj fournit un foncteur 

not~ 

esj ̂  : Hom(CQ,U-y-Ens) .> C ̂ " 

Co~e dans C ̂, les limites projectives se calculent argument par argument, 

le foncteur esj ̂  se factorise en une ~quivalence. 

(5.8.1) Ho__~m(C~ > C~ 

o~ C~ est la cat~gorie des y-objets de C ̂, et un foncteur encore not~ 

esj ̂  : C~ ' ' > C ̂  , 

et appel~ le foncteur "pr~faisceau d'ensembles sous-~acent". 
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5.8.2. Supposons que le foncteur esj : ~-y-Ens > U-Ens admette un adjoint 

gauche Lib : U-Ens ----> U-v-Ens (~) (on peut montrer en fait que cette 

condition est toujours satisfaite). La composition avec Lib fournit un 

foncteur 

Lib ̂  : C ̂  ~ Hom(C~ 

et en composant avec l'~quivalence (5.8.1), un foncteur encore not~ 

Lib ̂  : C ̂  > C~ 

et appel~ le foncteur "pr~faisceau de y-objets fibres engendr~". Le fonc- 

teur Lib ̂  est adjoint ~ gauche au foncteur esj ̂ . 

Proposition 5.8.3. Soient y une esp~ce de structure alg~brique d~finie par 

limites pro~ectives finles telle que dans la cat~gorie des Y-ob~ets de 

U-Ens, les U-limites inductives soient repr~sentables (~), C une cat~orie 

.appartenant ~ ~, C' une U-cat~gorie, u : C ---> C' un foncteur. D~signons 

par C~ (resp. C"y) la. catggorie des y-objets de C ̂  (resp. C '^) et par 

u ~Y le foncteur sur les y-objets d~duit du foncteur u ~. Ii r~sulte de 5.1 

et de l'~quivalence 5.8.1Ru'il existe un foneteur ad.]oint ~ gauche (resp. 

�9 . (resp. h droite) au foncteur u ~Y Ce foncteur est not6 u,y u~y). 

i) Le foncteur u ~Y co.n~nute.auX limites induc tives et pro~ectlves. Le diagra~me 

(~) 

u~ Y 
C,^ _ > C ̂  

Y Y 

esJ'~ I esj^ i 

u ~ 

C '~ ~ C ̂  

(~) Le foncteur Lib est le foncteur "y-objets libre engendr~". Exemple : 
groupe libre, groupe commutatif libre, A-module fibre, etc.., 

(~) On peut montrer que cette condition est toujours satisfaite. 
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est commutatif (esj '^ e t esj ̂  .d~signent les foncteurs "ensemble sous-~acent"). 

2) Le foncteur U~y commute aux limites pro~ectives. Le diagramme 

C ̂  u,y > C '^ 
Y Y 

(**) esj^ es~!^ 1 

u~ 

C ̂  > C '^ 

est commutatif ~ isomorphisme pr~s. 

3) Le foncteur u,y. commute aux limites inductives. Supposons que esj ̂  (resp. 

esj '^) admette un ad~oint g gauche Lib ̂  (resp. Lib '^ ) (5.8.2). Le diagramme 

U! 

C ^ > C '^ 

(~,~) Lib ̂  

C ̂  u~v C '^ 
Y Y 

Lib '^ 

> 

est commutatif g isomorphisme pr~s. 

Supposons que u, commute aux limites pro~ectives finies (5.4 4) 

e_~t 5.6). Alors le diagramme 

(~) 

u:y 
C" > 
Y 

esj^ I esj'^ 

U! 

C ̂  

C I^ 

C ,^ 

est commutatif ~ isomorphisme pros, e!t U,y. 

finies. 

commute aux limites projectives 

Preuve. L'assertion (I) est ~vidente. L'assertion (2) aussi car u~ est un 

adjoint ~ droite et par suite (2.11) commute aux limites projectives et, 

en particulier, aux limites projectives finies ; d'oh la commutativit~ du 

diagramme (~). La cormmutativit~ du diagramme (~:-) se d~duit de l'unicit~, 
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isomorphisme pros du foncteur adjoint ~ gauche, et enfin la con~nutativit4 

du diagramme (~) se d4duit imm~diatement du fait que u, commute aux 

limites projeetives finies. 

Notation 5.9. Par abus de notation, les foncteurs u ~ et u~ seront souvent 

notes u Wet uw,ce qui ne risque pas d'apporter des confusions en vertu de 

la commutativit~ des diagrarm~es (~) et (ww). En revanche, lorsque u, ne 

commute pas aux limites projectives finies, le diagramme (~+~-~) n'est pas 

commutatif ~ isomorphisme pros, et les notations u, et u~y devront ~tre 

employ4es pour 4viter des confusions. 

5.10. Soit C une petite cat4gorie. Pour tout ohjet X de C ̂, on d4signe par 

C/X la cat4gorie des fl~ches de but X et de source un objet de C. Le foncteur 

source d~finit un foncteur JX : C/X > C. Soit m : Y ---> X un morphisme de C" 

La composition des morphismes d4finit un foncteur Jm : C/Y---> C/X. Le 

diagramme : 

Jm 
c/Y . . ,  > c / x  

est commutatif. Ii r~sulte de 5.1 que pour tout objet F de (C/X) ̂  et tout 

objet Y de C, on a : 

(5.10.i) Jx~F(Y) = .I I F(u) 
u6Homc^(Y,X) 

La formule (5.10.1) permet de d4finir JX~ lorsque C est une U-cat4gorie,et 

on v4rifie que le foncteur JX~ ainsi d4fini est toujours adjoint ~ droite 
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au foncteur j~ : C ̂ ' > (C/X) ̂  (5.0). 

Proposition 5.11. Soit C une U-cat4gorie, X un pr~faisceau sur C. 

i) Le foncteur 

ix: : (c/x)- > c ̂  

se factorise par la cat~$orie C^/X : 

e X 
( C / X )  ^ > C^/X > C ̂  . 

Le  f o n c t e u r  e X e s t  u n e  4 q u i v a l e n c e  de  c a t e g o r i e s .  

2) Le foncteur exOJ~ : C ̂ > CA/X est canoniquement isomorphe 

au foncteur HI > (HXX Pr2 > X). 

Preuve. i) Soit f l'objet final de (C/X) A. On a un isomorphisme canonique 

f ~-~- lim Yet par suite jxf(f) = lim jx(Y) (5.4). Or jxf(f) ~-~- X ; 
YC-J~c/x Yc-~c/x 

d ' o f i  l a  f a c t o r i s a t i o n .  P o u r  m o n t r e r  q u e  e X e s t  u n e  E q u i v a l e n c e  n o u s  n o u s  

c o n t e n t e r o n s  d ' e x h i b e r  u n  f o n e t e u r  q u a s i - i n v e r s e  : A t o u t  o b j e t  H > X 

de  C^/X on  a s s o c i e  l e  p r ~ f a i s c e a u  s u r  C/X : 

(Y > X) I > HOmcA/x((Y > X), (H > X)) 

2) Le foncteur ex=J~ est adjoint ~ droite au foncteur dJoubli 

et par suite le foncteur exoJ'~ est canoniquement isomorphe au foncteur 

HI > (HXX Pr2 > X). 

5.12. Soit m : Y 

est canoniquement isomorphe 

noterons [m]. Le foncteur e X 

une 4quivalence 

e m 

(CIX)/[m] 

> X un morphisme de C A. D'apr~S (5,11), le morphisme m 

l'image par e x d'un objet de (C/X) ̂  que nous 

d4finit, par restriction aux sous-cat~gories, 

C/Y 
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Le diagrar~ne 

e 

(C /X) / [m ]  ,m,, > C/Y 

c/x 

est commutatif ~ isomorphisme canonique pr~s. 

5.13. Signalons un r6sultat qui nous sera utile dans Exp. VI. Soit u : C --> C' 

un foncteur entre petitesCat~gories. Pour tout objet H de C ̂ d~signons par 

u/H : C/H---> C'/u,H le foneteur qui associe h tout morphisme m : X > H 
�9 U f m  

l e  morphisme u,X - "  > u,H (on s a l t  ( 5 .4 )  qu 'on  peu t  t o u j o u r s  p o s e r  

u,X = uX). Le diagramme e i - a p r ~ s  e s t  c o r r ~ u t a t i f  : 

(5.13.1) 

u/H 
C/H > C'/u,H 

JH I u Ju,H l 

C . . . .  ) C' 

On a donc un diagrarmme commutatif ~ isomorphisme pros : 

(u/K), ^ 

(C/H)" > ( C ' / u ' H )  

( 5 . 1 3 . 2 )  ( jH) ~ (Ju!H~ l 

U !  

C ̂ .. > C '^ 

et comme (u/H), transforme l'objet final de (C/H) ̂  en l'objet final de 

(C'/u,H) ̂ , le dlagraume : 
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(u/H), 
(C/H) ̂  

(5~13.3) e H 

u,/H 

C^/H 

est cormnutatif A isomorphisme pros (6.1). 

> (C'/u,H) ^ 

e 
u,H 

> C'^/u,H 

Proposition 5.14. Soit u : C > C' un foncteur entre petites cat4$ories. 

On suppose que u poss~de la propri4t~ suivante : 

(PPF) Pour tout objet X de C le foncteur u/X : C/X 

ment fiddle. 

Alors : 

i) Soit f l'objet final de C ̂. Le foncteur use factorise en 

Ju,f 

C = C/f . u/f "" > C'/u,f > C' 

L@ foncteur u/f est pleinement fiddle. 

2) Le foncteur u, : C ̂ > C '^ se factorise en 

(u/f), eu,f 

C^=(C/f) ~ > (C'/u,f)" > C'^/u,f > C '^ 

o~ le foncteur (u/f), 

lence, et le foncteur 

3) En particulier le 

d'adjonction id > 

phisme ~ : H---> K de 

H 

K 

> C'/uX est pleine- 

est pleinement fiddle, le foncteur e une 4quiv 9- 
uvf 

C'^/u,f > C '^ le foncteur d'oubli. 

foncteur u, est fiddle et par suite le morphisme 

u~u, est un monomorphisme. De plus, pour tout mor- 

C ̂, le diagramme : 

f ~(H) > u~u, H 

l u. u" (~) 
r , ~(K) 

> u~utK 

est cart~sien. 
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Preuve. I) La factorisation provient du diagrarm~e (5.13.1). Le foncteur u 

est fiddle. Donc u/f est fiddle. Montrons qu'il est pleinement fiddle. 

Soient X et Y deux objets de C, can X : uX ~ u,f (resp. Cany : uY --> u,f) 

les morphismes canoniques et 

m 
uX > uY 

u ' f  

un morphisme de C'/u,f . On a u,f = ~ uZ et par suite (3.1) : 
�9 ZeobC 

Homc, ̂  (uX, u, f) = lim HOmC, (uX, uZ) 
Zco-~ 

Par d4finition de la limite inductive, dire que cany m = can X 4quivaut 

dire qu'il existe 

a) une suite finie d'objets de C, X i , le[O,n~, X 0 = X, X n = Y, 

b) pour tout i, un morphisme m.l : uX ~ uX i (m 0 = i~, m n = m), 

c) pour tout couple (i,i+l) un morphisme fl : X i ----> Xi+ 1 ou bien 

fi : Xi+l > Xi ' 

tels que les diagranTnes 

uX uX 

.) ~-~ ~- u(fi) 
uX.~ i > uXi+ I uX.i < ttXi+l 

soient commutatifs. 

On d4montre alors i~m~4diatement, par r4currence sur i et en 

utilisant la propri4t4 (PPF), que m. est de la forme u(Pi). En particulier 
i 

m = u(p) et par suite u/f est pleinement fiddle. 
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2) La factorisation est i~m~diate. Le foncteur (u/f), est pleinement fiddle 

en vertu de 5.6. Les autres assertions r~sultent de 5.11. 

3) Le foncteur u, est compos~ du foncteur d'oubli qui est fiddle, et de 

foncteurs pleinement fiddles. Ii est par suite fiddle. Ii en r~sulte, d'apr~s 

les propri~t~s g~n~rales des foncteurs adjoints, que le morphisme d'adjonc- 

tion id > u'u, est un monomorphisme. D'apr~s 2) le foncteur u, apporaSt 

corm~e le compos~ d'un foncteur pleinement fiddle v : C ̂ > C'^/u,f et du 

foncteur d'oubli. Le foncteur u*, adjoint ~ droite de u, , est donc le com- 

pos~ du foncteur "produit par u,f", adjoint ~ droite du foncteur d'oubli, 

et d'un foncteur w adjoint ~ droite de v. De plus, v ~tant pleinement fiddle, 

le morphisme d'adjonction id ----> wv est un isomorphisme. La derni~re asser- 

tion en r~sulte ais~ment. 
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6. Foncteurs fiddles et foncteurs conservatifs 

D~finition 6.1. Soient E une cat~orie, (~i : E > Fi)iE I une famille 

de foncteurs 

~i : E ---~ F. 
i 

On dit ~ue la famille de foncteurs (~i) es t fiddle si pour tout couple 

d'objets X,Y, de E, et tout couple de fl~ches u,v: X ~Y, is relation 

~i(u)=~i(V) pour tout i E I --impli~ue u=v (en d'autres termes, si l'appli- 

cation Hom(X,Y) > ~ Hom(~i(X),~i(Y)) d~finie par (~i) est in~ective). 
1 

On dit que la famille de foncteurs (~i) est conservative si toute fl~che 

u de E~ telle que ~i(u) soit un isomorphisme pour tout i E I, est un 

isomorphisme. On dit qqe (~i) est conservative pour les monomorphismes 

(resp. pour les ~pimorphismes, resp ..... ) si la condition pr~c~dente 

e st v~rifi~e chaque fois ~ue u est un monomorphisme (resp. un ~pimor- 

phisme, resp ..... ). 

6.1.1. Si on introduit le foncteur unique 

~:E >F = ~ F. 
1 

iEl 

d~fini par la famille de foncteurs (~i), il est clair que celle-ci est 

fiddle (resp. conservative, resp. conservative pour les monomorphismes, 

resp .... ) si et seulement si le foncteur West fiddle (resp. conservatif, 

resp .... ) (par quoi on entend que la famille r@duite au seul objet 

est fiddle, resp. conservative, resp .... ). On pourrait donc sans incon- 

venient majeur nous borner par la suite au cas dWune famille r~duite ~ un 

seul foncteur. Pour la commodit~ des futures r~f~rences, nous donnerons 

n~anmoins les ~nonc~s suivants pour les families. 
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Les notions de 6.1 sont surtout utiles lorsque les ~i satis- 

font ~ des propri4t~s dlexactitude convenables, et dans ce cas ont une 

tendance ~ colncider : 

Proposition 6.2. Les notations sont celles de 5.1. 

(i) S i les noysux de doubles fl~ches, ou les conoyaux 

de doubles fl~ehes, sont repr~sentables dans E, et si les ~i y commutent, 

alors on a l'implication 

(~i) conservative ~ (~i) fiddle 

(ii) Supposons que les produits fibres (resp. les sommes 

amalgam~es) soient repr@sentables dans E, et @U e les ~i y c0mmutent" 

Supposons (~i) fiddle ou conservative ; alors pour toute fl~ehe u de E, 

u est un monomorphisme (resp. un ~pimorphisme) si et seulement si pour 

tout i E I, il en est ainsi pour cDi(u). 

(iii) Supposons que dans E les produits fibres et les sommes 

amalgamdes sont repr~sentables et que les ~i y cormnutent, et que toute 

fl~che dans E qui est un bimorphisme (!.!. un monomorphisme et un 

~pimorphisme) soit un isomorphisme. Alors on a l'implication 

(~i) fiddle - -> (~i) conservative 

(iv) Supposons que dsns E !es produits fibres (resp. les 

so mmes amalgam~es)soient repr~sentables, et que les ~i y commutent. 

Alors, s_~i (~i) est conservative pour les monomorphismes (resp. pour 

les ~pimorphismes) alors (~i) est m~me conservative. 

(v) Soit Dun type de diagramme, F: d ; > F(d) un diagramme 

de type D dans E, X un ob~et de E e_~t u=(Ud)dE Dune famille de fl~ches 
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X ~ F(d) (resp. F(d) > X) 

Supposons flue (~i) ~git conservative, que le s llmites projectives 

(resp. induetives) de type D soient reprgsentables dans E, St que les 

~i ~ commutent. Alors, pour que u fasse de X une limite projective 

(resp. inductive) d__s F dans E, il faut et il suffit que pour tout i 6 I, 

~i(u) fasse de ~i(X) une limite proj@ctive (resp. inductive) de ~i(D) 

dans E i . 

D~monstration. (i) Pour l'4nonc4 non resp4, il suffit, pour une 

double fl~che donn4e u,v: X ~ Y ,  dlexprimer l'4gslit~ u=v par la 

condition que lWinclusion Ker(u,v) > X est un isomorphisme. Iciet 

par la suite, on se dispense de r4p4ter l'argument dual pour l'4nonc4 dual. 

(ii) Si (~i) est fiddle, on exprime la condition que u:X -~ Y 

soit un monomorphisme par l'4galit4 Prl=Pr 2 pour le produit fibr4 XXyX . 

Si (@i) est conservatif, on l'exprime par la condition que le morphisme 

diagonal 6:X > XXyX soit un isomorphisme. 

(iv) Comme dans ce dernier argument, le morphisme 6 est un 

monomorphisme, on volt qu'il suffisait en fait de supposer (~i) conser- 

vative pour les monomorphismes. Mais ceci implique alors que (~i) est 

conservative tout court. En effet, si u E fl E est telle que les @i(u) 

soient des isomorphismes, on en conclut que ce sont des monomorphismes 

d'apr~s ce qui pr4c~de, donc des isomorphismes dlapr~s ithypoth@se sur (~i). 

(iii) Est une consequence triviale de (ii). 

(v) Est une consequence triviale des d4finitions. 

Notons la cons4quence suivante de (i) (ii) (iv) : 
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Corollaire 6.3. Supposons que dans E les produits fibres et les sommes 

amal~am~es soient repr~sentables et ~ue les ~i y commutent, et ~ue les 

noyaux de double fl&ches ou les conoyaux de double fl~ches soient reprO- 

sentables et que les Mi y commutent. (II suffit par exemple que les limites 

projectives finies et les limites inductives finies soient repr~sentables 

dans E, et ~ue les ~i soient des foncteurs exacts.) Alors les conditions 

suivantes sont ~quivalentes : 

a) (~i) est fiddle. 

b) (Mi) est conservative. 

c) (Mi) est conservative pour les monomorphismes. 

c') (~i) est conservative pour les ~pimorphismes. 

Signalons aussi pour m~moire : 

Proposition 6.4. Soient M : E > Fun foncteur admettant un adjoint 

droite ~ (donc Hom(M(X),Y) --~ Hom(X,~(Y))). Pour que M (resp. ~) soit 

fiddle, il faut et il suffit que pour tout ~l~ment X dee (resp. tout 

~l~ment Y de F), le morphisme d'adionction X > ~ ~(X) soit un mono- 

morphisme. Pour que M (resp. 4) soit pleinement fiddle, il faut et il 

suffit que le morphisme d'adionction precedent soit un isomorphisme. 

En effet, si X'~ X sont deux objets de E, IIapplication 

(~) Hom(X',X) . ~ Hom(~(X'),M(X)) 

slidentifie ~ llapplication d~duite de 

(~) x > ~ ~ (x) 

par application du foncteur Hom(X~,-). Donc pour que (~) soit un monomor- 
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phisme (resp. un isomorphisme) pour tout X', X ~tant fix~, il faut et 

il suffit que le morphisme d'adjonction (~) soit un monomorphisme 

(resp. un isomorphisme). 

Proposition 6.5. Soit p: E I --~ E un foncteur. Les conditions suivantes 

sont ~uivalentes : 

(i) pest fiddle, conservatif et fibrant (SGA i Vl 6.1). 

(ii) pest un foncteur f ibran~ ~L fibres des categories discr~tes. 

(iii) Pour tout X' E ob E', le foneteur E}X , -' > E/p(X ) induit 

par pest une ~quivalence de cat~$ories, su__rjective sur les ob]ets. 

(iv) (Lors~ue E est une U-cat~$orie). Ii existe un ~l~ment 

F E ob ~ et une @quivalence de categories sur E (SGA 1VI 4.3) 

E' ~ E/F (o__~ E/F est la sous-cat~$orie plein e de E/F form~e des 

fl~ches X > F dont la source est danm E). 

6.5.1. Rappelons qu'une cat~gorie C dite est discrete si c'est un groupo~de 

(i.e. toute fl~che y est inversible) et si elle est ri$ide (i.e. le groupe 

des automorphismes de tout objet est r~duit au groupe unit~) ; il revient 

au m~me de dire que la cat~gorie est ~quivalente ~ la cat~gorie C e d~finie 

par un ensemble I (avec ob C t = I, et comme seules fl~ehes les fl~ches 

identiques). Quand on suppose d~j~ que C est un groupolde, alors dire 

que C est discrete revient ~ dire que pour deux objets X,Y de C, il 

existe au plus une fl~che de X dans Y, i.e. que C est isomorphe ~ is 

cat~gorie d~finie par un ensemble pr~ordonn~. 
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L'~quivalence des conditions (i) et (ii) de 6.5 est une conse- 

quence imm4diate des rappels precedents et du 

Lemme 6.5.2. Soit p: E t > E un foncteur fibrant. Alors : 

(i) Pour que p w conservatif, il faut et il suffit que 

ses eat4~ories fibres soient des sroupoSdes. 

(ii) Pour que p soit fiddle, il faut et il suffit que ses 

cat4$ories fibres soient des cat4$ories ordonn4es. 

D4monstration de 6.5.2. (i) Supposons p conservatif. Pour toute fl~che 

' p(u) = i~ est un isomorphisme, donc u est un isomor- u dVune fibre E X , 

phisme dens E', done aussi dens E~ (car un inverse de u dens E' sere 

' est un groupoTde. Inversement, ~videmment un inverse dens E~). Done E X 

' des groupoTde$~ et soit u I une fl~che de E' telle que supposons les E X 

p(u') soit un isomorphisme, prouvons que u est un isomorphisme. Pour 

ceei on note que, p ~tant fibrant, on peut factoriser uV: X' > Y~ 

en un compos~ X' ~ u~(u ') > Y', o~ la premiere fl~che est un 

X-morphisme (NB X=p(X'), u=p(u')) et la deuxi~me est un morphisme 

eart~sien au-dessus de u. La premiere fl~che est un isomorphisme puisque 

' est un groupo~de, et la deuxi~me l'est, car un morphisme cart~sien E X 

d~une cat~gorie fibr~e est ~videmment un isomorphisme d~s que sa pro- 

jection llest. 

(ii) Supposons p fiddle, et soient X', Y' deux objets d'une 

cat~gorie fibre E X . Alors deux fl~ches de X' dsns yt sont au-dessus de 

la m~me fl~che id X de E, done sont identiques, done E X est ordonn~e. 
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Inversement, supposons les categories fibres ordonn~es, et prouvons 

que pest fiddle, Soient done u w, v' : X' ~>Yf des fl~ches de E w 

au-dessus d'une m~me fl~che u: X ~ Y de E. Elles Ge factorisont alors 

en X ! ~u~(Y) > Y', o~ les deux fl~ches X' ~u~(Y ') sont des 

fl~ches de E~ de m~me source et m~me but ; celles-ci sont done ~gales, 

donc ur=v ', cqfd. 

Revenons ~ la d~monstration de 6.5. On a prouv~ (i)~ >(ii). 

D'autre part (ii) 4 >(iv) est assez claire : en effet, d'une part la 

cat~gorie E/F est fibr~e sur E ~ categories fibres les categories 

discr~tes d~flnies par les ensembles F(X), cormne il r~sulte aussit0t 

des d~finitions ; dtautre part, sip est eomme dens (ii), alors en 

vertu du sorlte SGA I VI 8 la cet~gorie fibr~e E I sur E est E-~quivalente 

la cat~gorie scind~e sur E d~finie par le foncteur E �9 ) (Cat) d~finie 

par le foncteur F; E > (Ens),associant ~ tout X E ob E llensemble 

' . Or cette cat~gorie scind~e des classes d'isomorphie d'ob]ets de E X 

est E-isomorphe ~ la cat~gorie E/F . Comme (iv) >(iii) est claire, 

il reste ~ prouver (iii) >(i). Or il est clair que pour que p soit 

fiddle (resp. conservatif) il faut et il suffit que les foncteurs induits 

E~X , ---~ E/p(X ) le soient, a fortiori il suffit que ceux-ci soient plei- 

nement fiddles ;donc il reste ~ prouver seule~ent que ~iii) implique 

que pest fibrant. Mais on volt encore qu~un foncteur pest fibrant si 

et seulement si les foncteurs induits '~ > le sont. IIen E/X, E/p(X,) 

est en particulier ainsi si =e sont des ~quivalences de categories 

surjeetives sur les objets. 
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7. Sous-cat~ories $~n~rat=ices et cog~n~ratric@s 

D~finition 7.1. Soient E une cat~gorie, C une sous-cat#$orie pleine de E. 

~ C est une sous-eat~$orie de E g~n~ratriee par ~pimorphismes 

stricts (resp. par ~pimorphismes) si pour tout o bjet X de E, is famille 

des fl~ches de E de but X, de source X' E ob C, est ~imorphique (resp. 

~pimorphique stricte) ( 1.3 ) . On dit que C est une sous-cat~orie 

de E g~n~ratrice (resp. g~n~ratrice pour les monomorphismes, resp. 

g~n~ratrice pour les monomorphismes stricts) si pour toute fl~che 

u: Y > X (resp. tout monomorphisme de E, resp. tout monomorphisme 

strict de E ( 10.5 )) ~ telle ~ue pour tout X' E ob C, i tmpp[ic~tipn 

correspond~nte Hom(X',Y) > Hom(X',X) soit bijective, u est un isomor- 

~ .  Enfin, on dit quW~me famille (X.) d'ob~ets de E est.~n~ratrice 
I 

~ar ~pimorphismes striets (resp ...... ) si la spus-cat@gorie pleine C 

~__ee E engendr~e par cette famille est g~n~ratrice par 6pimorphismes 

stricts (resp ...... ). 

7.1.1. Notons qu'en termes de la famille (~')X'E ob C des foncteurs 

~, : E ----> (Ens) (X' E ob C) 

repr~sent~s par les X I E ob C, on peut exprimer 18 condition que C 8sit 

g~n~ratrice (resp. g~n~ratrice pour les monomorphismes, resp. g~n~ratrice 

pour les monomorphismes stricts) par celle que la famille (hx,) soit 

conservative (resp. conservative pour les monomorphismes, resp. conser- 

vative pour les monomorphismes stricts) (6.1). II r~sulte ~galement 

imm~diatement des d~fins que C est g~n~ratrice par dpimorphismes 
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si et seulement si la famille (hx,)x, Cob C est fiddle (6.1). On 

donnera aussi ci-dessous (7.2 (i)) une interpr6tation analogue pour la 

condition sur C d'etre g~n~ratrice par ~pimorphismes stricts. 

7.1.2. Comme pour les notions introduites dans 6.1, les notions de 7.1 

sont surtout utiles lorsque E possgde des propri~t~s dlexactitude 

convenables, auquel cas les diverses notions introduites ont une nette 

tendance ~ ~tre toutes ~quivalentes (7.3). C'est pourquoi la question de 

savoir laquelle de ces notions 7.1 dolt ~tre consid~r~e comme I~ plus 

importante ne se pose gu~re ; dans les cas les plus importants, ces 

notions coincident et le terme "sous-cat~gorie g~n~ratrice" peut donc 

~tre interpr~t~ indiff~re~nent comme se rapportant ~ n'importe laquelle 

des propri~t~s envisag~es dans 7.1 (par exemple la premiere, qui est 

la plus forte de toute comme nous allons voir (7.2 (ii))). 

7.1.3. Supposons que E soit une U-cat~gorie, et consid~rons le foncteur 

canonique 

(7.1.3.1) ~ : E ~ C = Hom(C, ~-Ens) 

compos~ des foncteurs E ---~ ~ ) C, o~ le premier foncteur est le 

foncteur canonlque ( 1.3.3 ) , et le deuxi~me le foncteur restriction ~ C. 

Notons qu'il est ~videmt qu'il revient au m~me de dire que le foncteur 

pr~c4dent ~ est conservatif (resp. fiddle), ou de dire que la famille 

des foncteurs ~, : X---> Hom(X',X) = ~(X)(X'), pour X f E ob C variable, 

est une famille conservative (resp. fiddle), c'est-A-dire aussi (7.1.2) 

que C est g~n4ratrice (resp. g4n~ratriee par 4pimorphisme). De m~me 
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est conservative pour les monomorphismes (resp. pour les monomorphismes 

stricts) si et seulement la famille des hx. (X' E ob C) est conservative 

pour les monomorphismes (resp. pour les monomorphismes stricts), i.e. 

si et seulement si la sous-cat~gorie C de E est g4n~ratrice pour les 

monomorphismes (resp. pour les monomorphismes stricts). 

proposition 7.2. Soient E une U-cat~gorie, C une sous-cat~$grie pleine. 

(i) Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

a) C est une sous-cat~gorie g~n~ratrice par ~pimorphismes 

stricts. 

b) Pour tout X E ob E, d~signant par C/x la sous-cat~$orie 

pleine de E/X form~e des fl~ches X' ----> X de source X' 6 o5 C, la fl~che 

naturelle du foncteur dtinclusion j: C/X ~ E dans le foncteur constant 

sur C/X de valeur X fait de X une limite inductive de j : 

X <~- lim X' 

C/x 

c) Le foncteur canonique ~ de(7.1.3.1) est pleinement 

fiddle. 

(ii) On a entre les notions de 7.1 les implications suivantes : 

C $4n4ratriee par ~pim. stricts 

(~0 pleinement fiddle) 

1) 

3)C $~n4ratriee 

(q0 coQservatif) 

2) C z~n~ratrice par ~pimorphismes 

(~ fiddle) 

4) C ~,#n~ratrice pour monomorphismes 

(q0 conservatif pour mon.) 

5) C l g ~ n ~ r a t . r i c e  p ,our  mon.  s t r i c t s )  

(~  c o n s e r v a t i f  p o u r  mon.  s t r i c t s )  . 
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(iii) On ales implications conditionnelles suivantes : 

a) Si dans E les families #pimorphiques de fl~ches sont 

4pimorphiques strictes, on a 2)~ >i). Si dans E les monomorphismes 

sont stricts, on a 5) ">4). 

b) Si dans E !es noyaux de couples de flgches (resp. 

les p rod~its fibr4s) sont repr~sentables, alors on a 3) ~2) (resp. 

4) , :>3)). 

c) Si dans E toute famille de morphismes X. > X 

de m~me but X se fact orise en une famille 4pimorphique stricte (resp. 

4pimorphi@ue) X i ---> Y suivie d'une monomorphisme (resp. dtune monomor- 

phisme strict) Y > X, alors on a 4) ---~I) (resp. 5) ---->2)). 

Signalons tout de suite le 

Corollaire 7.3. Toutes les notions envisag~es dans 6.1 (et reprises dans 

le. dia~r~mme d'implications de (ii) ci-dessus) sont 4quivalentes dans 

chaeun des deux eas suivants : 

(i) pans E, les noyaux de doubles flaches et les produits 

fibr4s so nt repr4sentables, les monomorphismes sont stricts et les 

fam. il!es ~pimorphi~ues de fl~ches sont ~pimorph.i~ues strictes. 

(ii) Dans E, toute famille (X i ---> X) i 6 I de fl~ches de m~me 

but X se factorise en une famille ~pim0rphi~ue (X i ---~ Y) suivie d'un 

mon.gmqrphisme Y > X, tout monomorphisme de E est strict, et toute 

_famille 4pimorphique de fl~ehes de E est stricte. 
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En effet, dans le eas (1) on a 4) .~3) et 3) ~2) grace 

b), et 5) >4) et 2) ----~i) grace ~ a). Dans le cas (ii) on a grace 

c), les implications 4) 71) et 5) ~2). On conclut done grace 

au diagramme d'implications 6.2 (ii)~ 

D~monstration de 7.2. (i) L'implication b) ---~>a) r~sulte aussitSt 

des d~finitions. Prouvons a) ~b). Done sous l'hypoth~se a), il faut 

prouver que pour tout X~Y E ob E, tout syst~me de fl~ches 

Uxv : X v ----> y 

index~ par les X' Cob C/X , telle que l'on ait Ux,f = Ux. pour toute 

fl~che f: X" ~ X' dans C/X , se factorise par une fl~che (n~cessaire- 

ment unique par l'hypoth~se a)) X ----> Y. D'apr~s l'hypoth~se a), il 

suffit de v~rifier que pour tout objet Z de E/X et tout couple de 

morphismes v v : Z > X v v" X" , : Z > dans E/X , avec X v et X" dans C/X , 

on a Ux,V1=Ux,,V". Or, grace A l'hypoth~se a), la famille des fl~ches 

w: K ''t ---> Z~ avec X"' E ob C, est 4pimorphique, et il suffit donc de 

v! W v~rifier que pour route telle w, on a (Ux,V')W = (Ux,,V) , ce qui 

s'4crit aussi Ux,(V'W) = Ux,,(v"w) et r4sulte aussit~t de l'hypothSse 

faite sur la famille des u . 

Prouvons maintenant l'4quivalence des conditions b) et c). Pour 

ceci notons que pour tout X E ob E, l'objet ~(X) de C est limlte induc- 

tive dans C du foncteur canonique C/~(X) > ~ (3.4) ; or C/~(X) 

est canoniquement isomorphe g C/X , de sorte quVon a dans 

~(X) = lim X' 
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oh on identifie l'objet X' de C avec le foncteur E C qu'il repr4sente. 

On a par suite, pour un deuxi~me objet Y de E, un isomorphisme canonique 

Hom(~(X),~(Y)) lim Hom(X',t0(Y)) "~ lim %0(Y)(X') (1.4) 

(~) ~ li__mm Hom(X',Y) 

~C/c 

Ceci pos~, l'application 

Hom(X,Y) ~ Hom(~(X),~(Y)) 

d~finie par ~ nWest autre, via itisomorphisme entre les membres extremes 

de (~), que l'application 

Hom(X,Y) --->~Hom(X',Y) 

C/X 

d~duite du syst~me inductif de fl~ches X' ,> X index~ par C/X envisag4 

dans 7.2 (i) b). Donc la premiere application est bijective pour tout Y 

(X ~tant fix4) si et seulement si X est une limite inductive du foncteur 

d'inclusion j: C/X ~ E, ce qui prouve l'~quivalence de b) et c)~ 

(ii) Les implications I).-~ ~2) et 3) ~ 4) 05) sont 

triviales en vertu des d@finitions. L'implication I) ~ )~3) srobtient 

en interpr4tant la propri4t4 I) par la pleine fid41it4 de ~ grace ~ (i), 

et en observant qu'un foncteur pleinement fiddle est conservatif. Or on 

a d~j~ observ~ (7.1.1) que 3) signifie que ~ est conservatif. 
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(iii) L'assertion a) est une tautologie. L'assertion b) 

r4sulte de 6.2 (i) (resp. 6.2 (iv)) appliqu4 au foneteur ~, compte 

tenu que ce dernier est exact ~ gauche. Prouvons enfin c). Consid4rons, 

pour un X E ob E, la famille de tousles morphismes X. > X, avec 
l 

X. E ob C ; par hypoth~se sur Eelle se factorise en une famille 
i 

X. ~ Y 4pimorphique effective (resp. 4pimorphique) suivie d'un mono- 
l 

morphisme (resp. d'un monomorphisme strict) Y > X. Alors l~hypoth~se 

4) (resp. 5)) implique que Y > X est un isomorphisme, donc Is famille 

envisag~e est 4pimorphique stricte (resp. 4pimorphique), cqfd. 

Proposition 7.4. Soient E une cat4gorie, Cune sous-cat~$orie pleine 

de E, X un ob~et de E. On suppose C ~4n4ratrice dans E (resp. C $4n4ra- 

trice pour les monomorphismes, e t que le produit fibr4 de deux sous--objets 

de X sur X est repr~sentab!e dans E). Alors un sous-ob2et strict (i0. II) 

(resp. un sous-objet) X' de X est connu quand on connalt, pour tout 

T E ob C, la partie de Hom(T,X) ima$e de Hom(T,X')~ Par suite, l~e 

cardinal de l'ensemble des sous-0b~ets stricts (resp. de l'ensemble des 

sous-ob~ets) de X est maior4 par -~--~ 2 card Hom(T,X), et si X 6 ob C, 

TEobC 

il est major~ par 2 card Fs C 

Prouvons d'abord l'assertion resp~e. Soient X~,X '' deux sous- 

objets de X tels que pour tout T E ob C, les images de Hom(T,X') et 

Hom(T,X") dans Hom(T,X) soient ~gales. Elles sont donc aussi dgales 

llimage de Hom(T,X "~ ~, o~ X ''i est le produit fibr~ fibr~ de X' et X" sur X. 

Comme C est g~n~ratrice pour les monomorphismes, il stensuit que les 
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monomorphismes X'" > X ~ et X'" > X" sont des isomorphismes, donc 

X t et X" sont ~gaux, ~tant s4par~ment ~gaux au sous-objet X'" de X . 

Prouvons l'assertion non resp4e. Par d4finition de la notion 

de sous-objet strict, il suffit de v4rifier que la connaissance de la 

partie Hom(T,X') de Hom(T,X) pour tout T 6 ob C implique la connaissance 
U~V 

de celles des doubles fl~ches X ;~ T telles que ui = vi, o~ i:X' 9 X 

est l'injection canonique. Or comme C est g~n4ratrice, la relation 

ui = vi 4quivaut ~ la relation (ui)f = (vi)f pour tout f 6 Hom(T,X'), 

i.e. ~ ug = vg pour tout g 6 Hom(T,X) provenant de Hom(T,X') (i.e. de 

la forme if, avec f 6 Hom(T,X')), ce qui prouve notre assertion. 

Corollaire 7.5. Soient E une cat4~qrie, Cune sousTcat4~orie pieing 

g~n4ratrice, X un objet de C. Alors un quotient strict (10.8) X' de 

X est connu quand on connal~, pour tout T 6 ob C, la partie de Hom(T,X) 2 

form~e des couples (u,v) tels que qu = qv, o~ q: X > X' est le morphisme 

canonique. Donc le cardinal de l'ensemble des quotients stricts de X 

Hom(T,X) 2 
est majo;~ par 7--F2 card 

T6obC 

En effet, par d4finitions~ un quotient strict X' de X est connu 

quand on connaSt, pour tout objet Y de E, la partie de Hom(Y,X)XHom(Y,X) 

form~e des couples (u,v) tels que qu = qv, off q: X > X; est le morphisme 

canonique. Or la relation qu = qv 4quivaut ~ la relation (qu)f = (qv)f 

pour tout morphisme f: T---~ Y de source T dans C, puisque C est g~n~ratrice. 

Cette relation s'~crit encore q(uf)=q(vf), ce qui prouve la premiere 

assertion de 7.5. La seeonde en r~sulte aussitSt~ 
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7.5.1. On peut g~n~raliser 7.5, en introduisant, pour une famille 

d'ohjets (Xi) i E I de E, la notion de ~uotient strict darts E de la 

fanille, par quoi on entend une famille ~pimorphique stricte 

(Pi : X. ~ X') de morphismes de E, - ~tant entendu, cor~ne pour 
i i E I 

les quotients ordinaires, qu'on identifie deux telles families 

(Pi : Xi ~ X') et (qi : X. ~ X") si on peut trouver un isomorphisme 
1 

v : X t ~> X" (n4cessairement unique) tel que llon ait fPi = qi pour 

tout i 6 I. Avec cette terminologie, la d4monstration de 7.5 s'applique 

ne varietur pour donner la 

Variante 7.5.2. Soient E,C comme dans 7.5, et (Xi)iC I une famille d'objets 

de E. Alors un quotient strict X t de (Xi)iE I dans E (7.5.1) est connu 

quand on connaSt, pour tout T E ob C, et tout couple (i,j) E I• la 

~artie~ de Hom(T,X~)XHom(T,X.)_ J form~e des couples (u,v) tels que pi u = pjv, 

o~ pour tout iEl, Pi : X.l ---> Xt d~signe le morphisme canonique. Par 

suite, le cardinal de l~ensemble des quotients stricts de (Xi)iE I dans 

E est major~ par I [ ~---]-2card Hom(T,Xi)xcard Hom(T,Xj) 

T E ob C i,jEl 

7.5.3. On voit tout de suite que la conclusion analogue est vraie si 

on suppose seulement que C est g~n~ratrice pour les monomorphismes stricts, 

pourvu que l'on suppose que les produits X.~X. sont repr~sentables et 
lj 

que l'on se borne aux quotients e ffectifs de l a famille (Xi)iE I , i.e. 

aux quotients stricts X' tel s que les produits fibres XiXx,X j soient 

repr~sentables dans E (ce q~ n'est pas une restriction si E est stable 

par produits fibres). 
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Proposition 7.6. Soient E une cat~orie, C une sous-cat4gorie pleine 

de E g~n4ratrice par 4pimorphismes (7.1) TT = un cardinal infini ~ card FI C, 
' " J O 

romeo un c a r d i n a l ,  (u.z : X.1 ~ X) iEI  une f a r a i l l e  . . . . .  4p imorphique  u n i v e r s e l l e  

(10 .3 )  dans g form~e de morphisraes q u a r r a b l e s  (10 .7 )  ~ sou rce s  X. E ob C, 

et telle que card I ~ TT . Alors card FI C, X/ ~ TT ~~ I 

Soit T E ob C, il suffira de prouver qu'on a 

(7.6.1) card Hom(T,X) ~ v~o , 

Car on en conclura successivement 

card ob C/X ~ (~o) • c~rd oh C/X ~ (~~ ~o = ~o , enfin 

= ~o puisque pour deux objets S,T de C/X card El C/X ~ ((~7~ ~o 

on a card HOmc/x(S,T) ~ car HOmc(S,T) ~ ~o . Pour prouver 7.6.1, notons 

dtabord le 

Len~ne 7.6.2. Soit J un ensemble tel que card J = 4 ~ . Pour tout objet 

T de C, et tout homomorphisme f : T > X, il existe une famille 

(v. : S. ~> T)jC J 4pimorphique, ~ sources S E ob C, et pour tout 
J J j 

j E J __un i(j) E Iet un gj : Sj. > El(j) tels que l'on ait ui(j)g j = fv.3 . 

En effet, la famille des XiXxT > est ~pimorphique par hypoth~se, 

d'autre part, cormne C est g~n4ratrice par ~pimorphismes stricts, pour 

tout i, la famille des fl~ches S --->XiXxT de source S 6 ob C est 4pimor- 

phique, donc par transitivit~ la famille des fl~ches v: S > T de 

source dans ob C qui se factorisent par un des Xi~xT est 4pimorphique. 

Or ee sont les fl~ches v: S---> T de source dans C pour lesquelles il 

existe un i E Iet un g : S ---> Xi tel que uig = fv . Comme l'ensemble 
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de ces fl~ches v: S ----> Test contenu dans F1 C, donc de esrdinal ~ 
O 

il peut s'indexer par irensemble d'indices J, d'o~ le lermne. 

Notons maintenant qu'un morphisme f: T ) X est connu quand 

on connaSt les fvj , qui sont connus quand on connaSt les gj .Donc 

card Hom(T,X) est major~ par le cardinal de l'ensemble des families 

(i(j), Sj, vj, gj)jEJ ; cormme le cardinal de l'ensemble des applications 

j > Iest ~ ~o, et comme pour une telle application j ~ i(j) fix~e, 

le cardinal de l'ensemble des familles correspond~ntes Sj,fj,vj est 

major~ p~r celui de l'ensemble des applications de J dans FI C • FI C, 

2 
qui est ~oO puisque card(Fl C • FI C) = ~o = ~o' on trouve que le 

premier membre de (7.6.1) est major~ par ~o • ~ ~o = ~o, ce qui achg~e 
O 

la d~monstration de 7.6. 

Proposition 7.7. Soient E une cat~$orie o~ les produits fibres sont 

re~r~sentables, (X)~E A une famille d'objets de E $~n~ratrice, (~i)iEl 

une famille de foncteurs ~i : E > E. commutant aux produits fibres. 

Pour que (~i) soit conservative (5.1), .iJ faut et il suffit que pour 

.. __ distinct de X , il existe tout ~ E Aet pour tout sous-objet x' de X 

un i E I tel ~ue ~i(X t) > ~.(X ) ne soit pas un isomorphismeo Dans 

ce cas, s i E est une ~-cat~gorie et si A est U-peti.t, il existe une 

partie ~-peti~J de I telle u~ (~j)jEJ soit d~ une famille conser- 

vative de foncteurs. 

La n~ce~sit~ de la condition envisag~e de conservativit~ ~tant 

~vidente, prouvons sa suffisance. En vertu de 6.1 (iv), il suffit d~ 

prouver que (~i) est conservative pour les monomorphismes. Soit 
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u : yW ~ Y un monomorphisme dens E qui n'est pas un isomorphisme, 

il faut prouver qu'il existe i E I tel que ~i(u) n~est pas un isomorphisme. 

Par hypoth~se sur (X), il existe un ~ et un morphisme X > Y qui 

ne se factorise pas par Y~, en d~autres termes, tel que ifimege inverse 

X' de yI soit un sous-objet de X distinct de X . Par hypoth~se, il 

existe un i E I tel que ~i(X') > ~(X) ne soit pas un isomorphisme. 

Comme ~i(X') ~.(X )• ~(yt), il s'~nsuit bien que ~i(Y') -->~i(Y) 
~ ~i(Y) x 

ntest pas un isomorphisme. 

La deuxi~me assertion de 7.7 r~sulte aussitSt de la premiere, 

compte tenu de 7.4. 

Corollaire 7.7.1. Soient E une U-cat~gorie o~ les produits fibrds sont 

repr~sentables, et admettant une fsmille g~n~ratrice d'objets ~ui s@it 

~-petite. Alors pour toute famille g@n~ratrice (Yi)iEi de E, il existe 

une sous-famille ~n~ratrice ~-petitr (Yj)jEJ (card JE~). 

II suffit en effet d'appliquer 7.7 ~ une U-petite f~nille 

g~n~ratrice (X) E A de E et ~ la famille des foneteurs ~i (iCI) repr~- 

sent~s par les Y. . 
i 

Proposition 7.8. 8oient E une cat~orie, C une sous-cat~gorie pleine 

g~n~ratrice .par ~pimorphismes strlcts, Dune catdgorie, H@m'~E,D~ l a 

sous-cat~gorie pleine de Hom(E,D) form~e des foncteurs ~ui conmlutent 

aux limites inductives du type C/X , o~!~i X est un obiet quelconque de E . 

Alors le foncteur F > FIC induit un foncteur pleinement fiddle 

Hom'(E,D) > Hom(C,D) 0 
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Par suite, si Hom(C,D) est une U-eat~gorie (I.I.), par exemple (I.i.I. b)) 

si C est U-petite et D est une U-cat~gorie, alors Hom(E,D) est ~galement 

une U-cat4$orie. 

Solent F,G: E ) D deux foneteurs dans le premier membre, 

et u:F ~ Gun homomorphisme. Si X = lim X. dans E et si F et G commutent 

la limite inductive envisag~e, alors u(X): F(X) > G(X) s'identifie 

la limite des morphismes u(X.): F(X.) > G(X.), et est donc connu 
I i 1 

quand on connaSt les u(Xi). Ceci montre que le foncteur envlsag4 dans 7.8 

est fld~le, compte tenu de Itimplication a) >b) dans 7.2 (i). Soit 

inversement v : FID ~ GID un homomorphisme, prouvons qu'il provient 

dlun homomorphisme u: F > G. On d~finira, pour tout X 6 o5 E, 

u(X) : F(X) = lim>F(X i) > G(X) = l_~G(X i) 

C/x C/x 
cormne la limite inductive des v(X.). Ii est imm~diat que l'on obtlent 

i 

bien un homomorphisme fonctoriel en X, donc un u: F > G, en enfin que 

le morphisme induit par u de FIC' dans GIC' est v, ee qui aeh~ve la 

d~mons tration. 

7.9. Familles et sous-eat~ories eo~n~ratrices. Soient E une Cat~gorie, 

C une sous-cat~gorie pleine de E. On dit que C est cog~n~ratrice par 

monomorphismes stricts (resp. cog~n~ratrice par monomorphismes, resp. 

cog~n~ratrice, resp. cog4n4ratrice pour les ~pimorphismes, resp. cog~n~- 

ratrice pour les ~pimorphismes strlcts) si la sous-cat~gorie pleine C ~ 

de E ~ est g~n4ratrice par ~pimorphismes stricts (resp ...... ). Termine- 

logle analogue pour les families. Tousles r4sultats du present num4ro 
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concernant la notion de sons-cat~gorie g~n~ratrice et ses variantes 

(7.1), redonnent donc des r4sultats correspondants pour les notions 

duales, que nous laissons au lecteur le soin de formuler pour sa 

satisfaction personnelle. 

Proposition 7.10. Soient E une cat~ori@, C une sous-cat~orie Eleine 

g~n~ratrice (7.1), Dune sous-cat~$orie pleine de E . Pour que D soit 

co$~n~ratrice (7.9), il faut et il suffit que pour toute double fl~che 
U,V 

T ~ X dans E de source T E ob C, avec u#v, il existe une fl~ch~ 

w: X > I de but I E ob D, telle ~ue wu # wv . 

Par d~finition, dire que D est cog~n~ratrice signifie que 
U~V 

pour toute double fl~che Y ~X dans E telle que u#v, il existe 

une fl~che w: X > I, avec I E ob D, telle que wu # wv. Done 7.10 

signifie simplement quill suffit de tester cette propri~t~ lorsque 

Y E ob C. Or corame C est g~n~ratrice, l'hypoth~se u#v implique quail 

existe f: T ~ Y telle que uf # vf, d'o~ par hypoth~se iIexistence 

d'une w: X ----> I de but I E ob D telle que w(uf)#w(vf), d'o~ wu = wv, cqfd. 

Corollaire 7.11. Les notations ~tant celles de 7.10, supposons que les 

objets I de D sont des objets inJectlfs d__ee E, ~.~. tels que pour tout 

monomorphisme X ----> Y dans E, l'application Hom(Y,l) > Hom(X,l) 

correspondante spit sur~ective. Supposons de plus que toute double fl~che 

T ~X d ans E se factorise en une double fl~che ~pimorphique (resp. 
UI~v ! 

~pimorphiqu@ effective) T ~X' suivie d'un monomorphisme i: X t --> X . 

Alors dans le crit~re 7.10 pour que D soit cog~n~ratrice, on peut se 

borner aux doubles fl~ches (u,v) qui sont ~pimorphiques (resp. ~pimoE - 

phiques effectives). 
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On en conclut : 

Corollaire 7.12. Soit E une U-cat~gorie admettant une petite.sous-cat~gorie 

~n~ratrice C, et telle que tout objet de E soit source d'un monomorphisme 

dans un objet inJectif de E. Supposons de plus que pour tout__ T E ob C, 

la so mm.e T~T dans E soit representable, et que tout morRhisme de source 

TRT se factorise en un ~pimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme. 

Alors E admet une petite sous-cat~gorie pleine D cog~n~ratrice. De faqon 

~ ,  on peut prendre D telle que card ob D ~ I" ] 2 card(H~ 

T,TtE ob C 

En effet, en vertu de 7.11, il suffit pour tout T E ob C et 

pour tout quotient effectif X de TILT, de choisir un plongement de X 

dans un objet injectif I de E, et de prendre pour D Is sous-cat~gorie 

pleine de E engendr4e par ces I. La conclusion r4s=ite alors de 7.5. 

Exemples 7.13. Pour construire de petites sous-cat4gories cog~n~ratrice 

en termes de petites sous-cat~gories gdn~ratrices, on est donc amen~ 

chercher des conditions pour qu'une U-cat4gorie E admette "suffisarament 

dlinjectifs '', i.e. que tout objet se plonge dans un objet injectif (par 

un monomorphisme). Ii est bien connu [Tohoku] que cette condition est satis- 

faite dans une ~-cat4gorie ab~lienne ~ (petites) limites inductives 

filtrantes exactes (axiome AB 5 de loc. cit.) admettant une petite 

famille g4n~ratrice. La construction de loc. cit. n'est d'ailleurs pas 

li~e de fa~on essentielle aux cat4gories ab~liennes, et marche ~galement 

dans la categoric des faisceaux de U-ensembles sur un espaee topologique 

X E ~. Nous n~dnoncerons pas ici les propri4t4s d'exactitude qui font 

marcher la construction en question, et nous bornerons ~ signaler que 
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dans lecas particulier de la cat~gorie des faisceaux d'ensembles sur X, 

on se rm~ne in~n~dlatement au cas de loc. cit. de la fa~on suivante. 

On note que si ~X est un Anneau sur X, alors tout objet injectif I de 

la cat~gorie des ~x-MOdules est aussi injeetif en tant qulobjet de la 

cat~gorie des faisceaux d~ensembles. En effet, si F est un faiseeaux 

d'ensembles, et ~x[F ]le "~x-MOdule libre engendr~ par F ", on a par 

d~finition un homomorphisme de faisceaux d~ensembles 

(*) F ' ~ s 

dormant lieu & un isomorphisme, fonctoriel en F 

HOmix(O__x[F] , I) N > Hom(F,l) 

Comme le foncteur F w--->~x[F ] transforme manifestement monomorphisme en 

monomorphisme, il slensuit aussitSt que si Iest Unix-MOdule injectif, 

c'est aussi un faisceau dWensembles injectif. Ii stensuit que si le 

morphisme (*) est un monomorphisme (ce qui est lecas si on prend pour 

~X un Anneau constant de valeur um anneau A # 0), alors un plongement 

de ~x[F*]dans un !x-MOdule injectif I donne un plongement de F dans le 

faisceau d'ensembles injectif sous-jaeent & I . 

Le m~me argument s'applique, sans changement, au cas de la 

cat~gorie des ~isceaux de ~-ensembles sur un U-site, qui sera introduite 

dans itexpos~ suivant. 

L'int~rSt de l'existence dlune petite sous-cat~gorle cog~n~- 

ratrice reside surtout dans le erit~re de repr~sentabillt~ 

3.12.7 plus has. 
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8t Ind-objets et pro-objets 

8.1. Foneteurs eofinaux et sousTeat4~0ries eofinales 

D4finition 8.1.i. Soit 

(8.i.I.i) ~ : I > I' 

un foncteur. On dit que ~ est un foncteur eofinal si pour route cat~$orie 

C et pour tout foncteur u: I F ---> C~ consid~rant lim u et lim u'~ comme - ~ -- > 

des objets de Hom(G(V-Ens)) O (2.1, 2.3.1) (o_~[ est un univers tel que 

1,1'6 [, et qU e C soit une V-cat4gorie), l e morphisme canonique 

(8.1.1.2) lim uo~ . > lim u 

est un isomorphisme. Lors~ue ~ est le foncteur d'inclusion d'une sous- 

cat4~orie de I', on dit que Iest une sous-cat~gorie cofinale __si 

est cofinal. 

8.1.2. Remarquons que pour ~,u donn~es, la 5ijectivit~ de (8.1.I.2) ne 

d~pend pas du choix de l'univers ~. 

Revenant ~ la d4finition des termes figurant dans (8.1.1.2) 

(2.1, 2.3.1), on volt que dire que ~ est cofinal signifie aussi que 

pour tout univers ~ tel que Iet I' soient ~-petits, et tout foncteur 

v : I '~ > (V-Ens) , 

Ithomomorphisme canonique 

(8.1o2.1) lim v ' > lim vo~ 
e--- <" 

est un isomorphisme i.e. une bijection. Pour voir que cette condition est 

o 
bien n~eessaire, on observer%posant u=v , qu'elle signifie aussi que 

la condition de la d~finition 8.1.1 est remplie quand on y fair C = (V-Ens) ~ 
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(ce qui implique que les limites inductlves envisag~es dans (8.1.1.2) sont 

repr~sentables dans C). 

8.1.2.2. II est imm4diat sur la d~finition que le eompos4 de deux foncteurs 

cofinaux est cofinal. 

Proposition 8.1.3. Soit ~0 : I > I' un foncteur. 

a) Pour que s soit cofinal, i_~l faut que ~0 satisfasse la 

condition : 

F i) Pour tout objet i' de I', il existe un objet i d__ee I tel que %0(i) 

majore i' (i.e. tel que Hom(i',q0(1)) # ~). 

b) Supposons I filtrante. Pour qua s soit cofinal, il faut 

et il suffit que q~ satisfasse la condition F i) ainsi que la condition 

suivante : 
ft,g~ 

F 2) Pour tout objet i de Iet toute double fl~che i' ~--------~q0(i) dans I' 

de but ~0(i), il existe une fl~che h: i > j dans I telle que ~0(h)f'=~0(h)g '. 

De plus, s i ~0 est cofinal, I F est filtrante. 

c) Supposons I' filtrante, e t q0 pleinement fiddle. Pour ~ue 

q)_soit cofinal, il faut et il suffit qu'il satisfasse is con_dition F I) d__ee a). 

Cela implique que Iest filtrante 

DL~monstrstion. Pour la n4cessit~ dans a) et b), on utilisera la d~finition 

8.1.1 dans le seul cas o~ u est le foncteur dtinclusion canonique (1.3.3) 

u : l'C---~ ~ ' 

(un univers U tel que I,I' soient U_-petits 4tant choisi). On peut alors 

interpreter (8.1.1.2) comme une fl~che de I' (3.1), dont le but est le 
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foncteur final sur I' (3.4). On volt imm~diatement que la condition F i) 

exprime que cette fl~che est un ~pimorphisme de 3 I, i.e. est surjective sur 

cheque argument (compte tenu que les limites inductives dans I' se cal- 

culent "argument par argument "). Cela prouve a). Supposons maintenant 

I filtrante et~ cofinal. Alors Iest filtrante : en effet, la condition 

que deux objets de I t soient major,s par un troisi~me r4sulte aussit~t 

de la m~me condition sur Is et de F I), et il faut seulement encore 

prouver la condition PS 2) de 2.7, i.e. que pour toute double s 

f',g' : i' ~j' 

dans I I, il existe une fl~che h v : jv > k' de I' telle que hVf'=h'g I 

Or en vertu de F i) on peut supposer k' de la forme ~(i). Mais corm~e 

par l'hypoth~se ~ cofinal, pour tout objet i' de I' limgHom(i',~(i)) 
i 

est l'ensemble r4duit ~ un 41~ment, il r~sulte de la description standard 

des limites inductives filtrantes dans (Ens) (2.8.1) que cela implique 

l'existence d'une fl~che h: i ~ j dans I telle que ~(h)f' = ~(h)g' 

Cela ach~ve donc de prouver que I' est filtrant, et prouve en m~me temps 

la condition F 2). 

Pour prouver que les conditions ~nonc~es dans b) sont suffisantes 

pour que ~ soit cofinal, on utilise l a forme 8.1.2 de la d4finition. On 

constate aussitSt que la condition F I) implique que (8.1.2.1) est un 

monomorphisme i.e. est injectif sur chaque argument, tandis que la 

condition F 2) (jolnte ~ F I) assure quVil est bi3ectif (compte tenu 
/\ 

du calcul des limites projectives dans I '~ argument par argument). Cela 

prouve donc b). 
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Enfin, si I vest filtrante et ~ pleinement fiddle, alors il 

est in~n~diat que la condition F I) implique que I eat filtrante, et 

implique la condition F 2). Done c) r~sulte de a) et de b). 

8.1.4. Lorsque I' est une cat~gorie filtrante, I une sous-cat~gorie 

pleine de I', on voit donc par 8.1.3 c) que la condition que I soit 

cofinale dans I' ne d~pend que de la partie 0b I de Itensemble pr~ordonn~ 

OB I' (pour la relation de pr~ordre " x K y" ~ "  Hom(x,y) # ~ "). 

Si j1 eat un ensemble pr~ordonn~, June partie de jr, on dira parfois 

que Jest une partie oofinale de J' lorsque tout ~l~ment de J' est 

major~ par un ~l~ment de J . Lorsque J' est filtrante, cela signifie 

donc que le foncteur dtinclusion Jr----> J' pour les categories associ~es 

est cofinal. 

8.1.5. Dans la suite, nous n'utiliserons la notion de foncteur cofinal 

que dans les cas o2 les categories Iet I' sont filtrantes. Classiquement, 

on se bornalt mame ~ des cat4gories associ~es ~ des ensembles pr~ordonn~s 

(i.e. dans lesquelles il existe au plus une fl~che de source et de but 

donn4s). II apparait cependant que cette restriction est g~nante dans 

les applications, les categories filtrantes "naturelles" qui s'intro- 

duisent dans de nombreuses applications nV~tant pas des cat4gories 

ordonn4es. Le r4sultat suivant, dQ A P. DELIGNE, montre cependant qutil 

nty a pas de diff4rence essentielle entre les deux points de vue : 
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Progosition 8.1.6. Soit I une pet~ cat,Boric filtr~nte. Alors il existe 
i i i i i ,,-, i 

un petit ensemble ordonn~ E, et un foncteur cofinal ~ : E " > I, o~ E 

d~si~ne la cat~gorie associ~e ~ E. 

Supposons dlabrod que l'ensemble pr~ordonn~ Ob I n'ait pas de 

plus grand ~l~ment. Appelons sous-dlagramme de I un couple D = (~,F) 

form~ d'une partie F de F6 (I) et d'une partie O de Ob I, tel que pour 

route f 6 F, la source et le but de f appartiennent ~ ~ . Un ~l~ment e 

de 0 est appel~ ob~et final du sous-diagramme D si pour tout x 6 D' 

l'ensemble Hom(x,e)nF des fl~ches de D de source x et de but y a exaete- 

merit un ~l~ment f , si pour route fl~che g: x---> y de D~ on a f = fog , 
x x y 

et si f = id . Soit E l'ensemble des sous-dlagrarrcnes finis D de I 
e e 

ayant un ~l~ment final unique ~(D), et ordonnons E par inclusion. Si 

D~D' sont deux ~l~ments de E et D c D', alors il existe une unique 

fl~che ~(D',D) de D' de source ~(D), de but ~(D'), et si on a des 

inclusions D ~ D' c D" dans E, on a ~vide~ent ~(D",D) = ~(D",D')~(D',D) ; 

on a 4galement ~(D,D) = id (D) . On trouve donc un foncteur ~ : E----> I , 

et tout revient ~ prouver que E est filtrant et que ~ est coflnal. Compte 

tenu de 8.1.3 b), on dolt faire trois v~rifications : 

i) Condition F i) de 8.1.3 : pour tout i 6 I, on prend pour Dle 

sous-diagramme de I r4duit ~ l'objet iet sa fl~che identique, alors 

i K ~(D) = i . Cette condition F I) montre en m~me temps que E # @ . 

2) Condition F 2) : Pour tout i E Ob I~ tout D E E et toute double 

fl~che i ~(D), trouver un diagramme D' s E, contenant D, tel que 

~(D',D) : ~(D) ----> ~(D') @Kalise la double fl~che. Or comme Iest filtrant, 
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il existe un objet j de Iet une fl~che f: ~(D) > j qui ~gallse la 

double fl~che. Comme I n'a pas de plus grand ~l~ment, on peut supposer 

que jest un majorant strict de ~(D), ce qui implique qu'il est distinct 

de tousles autres objets de D . Soit alors D' le sous-diagramme de I 

dont l'ensemble d'objets est O_U[j], et l'ensemble des fl~ehes est form~ 
f 
x f 

des fl~ches de D,plus les compos~s x > ~(D) ~ j , o~ x est un 

objet de D et f est l'unique fl~che de D de source x et de but ~(D), 
x 

et id. . Ii est clair alors que D' est un sous-diagramme fini de I , 
J 

qulil admet j con~ne unique objet final, donc D' E E, et D' satisfait 

la condition voulue. 

3 ~ Deux sous-diagrammes D,D' C E sont contenus dans un m~me D" 6 E . 

On peut en effet trouver un majorant strict j de ~(D) et de ~(D'), 

~(D') 

et on prend pour D" le sous-diagramme dont l'ensemble des objets est is 

r4union de l'ensemble des objets de D, de D' et de [j], et l'ensemble 

des fl~ches est la r4union de l'ensemble des fl~ches de D, de D', de 

Itenaemble des compos~s fof (x objet de D) et f'Of'x, (x' objet de D'), 
X 

et [idj} . On obtient bien ainsi un sous-diagran~ne fini de E, montrons 

que, quitte ~ remplacer j,f,f' par j',gf,gf' avec g:j > j' convenable, 

on peut obtenir que j soit un objet final de D' . II revient au m~me 

de dire que pour tout x qui est ~ la fois objet de D et de D', on a 

ff = fff' Or c'est i~ dtun ensemble fini de doubles-fl~ches qu'il 
X X ! " 
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s'aglt d'@galiser par un g: j ~ j', ce qui est possible puisque I 

est filtrante. 

Cela ach~ve la d@monstration dans le cas envisage. On famine 

le cas g4n~ral ~ celui-ei, en introduisant la cat@gorie filtrante 

associ@e ~ l~ensemble ordonn~ ~ des entiers naturels, et en notant que 

la cat@gorie~ X Iest filtrante, qu'elle n'a pas de plus grand ~l~ment, 

et que la projection~ • I ~ Iest un foncteur cofinal. 

Corollaire 8.1.7. Soit I une U_-eat@gorie. Pour ~u'il existe un petit 

ensemble ordonn@ filtrant E , et un foncteur eofinal E > I, il faut et 

il suffit ~ue I soit filtrante et ~ue Ob I admette une petite partie 

cofinale I' (8. i~4). 

C'est n@cessaire en vertu de 8.1.3 a), et suffisant en vertu 

de 8.1.6 appliqu~ ~ la sous-cat~gorie pleine de I d~finie par I' 

D4finition 8.1.8. Soit I u n 9 ca t4~orie filtrante. On dit que Iest 

essentiellement petite s~i I est une U_-cat@~orie, et si elle satisfait 

aux conditions @quivalentes de 8.1.7. 

8.2. Ind-objets et foncteurs ind-repr~sentables. 

8.2.1. Nous fixons dans la suite une ~-cat~gorie C, que nous consid~rons 

toujours cor~ne plong~e dans la cat4gorie C des U__-pr~faisceaux ~ llaide 

du foncteur canonique (1.3.1) 

(8.2.1.1) h: C ~ ~ 

Nous appelerons ind-ob~et de C (ou syst~me inductif de C), tout foncteur 
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(8.2.1~2) ~ : I > C , 

o~ Iest une cat~gorie filtrante (2.7), appel~e la eat~$orie dlindices 

du ind-objet. (I est par ailleurs quelconque~ et nous nlexigeons pasj 

notammentj que I soit une ~-cat~gorie.) II sera souvent commode de 

d~signer un ind-objet ~ par la notation indicielle (Xi)iEob I ' ou 

m~me (par nouveau abus de notation) (Xi)iE I , ou (Xi) iou (Xi) , o~ 

X. = ~(i) pour i 6 ob I. Cette notation n'est ni plus ni moins abusive 
i 

que la notation utilis~e classiquement pour les syst~mes inductSfs 

indexes par les ensembles ordonn~s filtrants (o~ la mention des morphismes 

de transition est ~galement absente). Les X. sfappellent les objets 
i 

composants du ind-objet X. On fera attention que dens le cas g~n~ral 

envisag~ ici, les "morphismes de transition" ~(f) du syst~me inductif 

sont indexes par l'ensemble FI I des fl~ches de I, qui ne slidentifie 

pas en g~n~ral ~ une partie de Ob I • Ob I ; en dtautres termes, pour 

i et j donn~s~ j majorant i, il peut exister plus d'un morphisme de 

transition de X. dens X. . 
l J 

8.2.2. Les ind-objets ~ = (Xi)iE I de C les plus utiles sont ce~x pour 

lesguels la cat~gorie dlindices Iest essentiellement petite (8.1.8) ; 

un tel Ind-objet est appel~ essentiellement petit. Si (Xi)iE Iest ainsi, 

utilisant le fait que dans C les petites limites inductives sont repr~- 

sentables (3.1), on peut consid~rer 

dfn 
(8.2.2.1) L(X) ~ lim h.X = lim X. ~ ob C , 

i 

o0 la derni~re limite est prise dens C . Done L(~) est le pr~faisceau 
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(8.2.2.2) L(~) : Y~--> lim)Hom(Y,X i) 
i 

sur C. On dit que ce pr4faisceau est le pr~faisceau ind-repr4sent4 par 

le ind-ob~et X = (Xi)i61 de C . Un pr~faiseeau F sur C est appel~ un 

pr4faisceau ind-repr4sentable stil est isomorphe ~ un pr~faisceau L(~) 

ind-repr4sent~ par un ind-objet essentiellement petit. Ii r4sulte d'ailleurs 

de 8.1.6 que dans cette d4finition, on peut supposer que Iest une petite 

cat4gorie, et m~me que Iest essoci~e ~ un ensemble ordonn~ 6 ~. 

g.2.3. Consid~rons un ind-objet ~ = (Xi)iE I , donn~ par un foncteur 

: I > C, et soit 

u: I f > I 

un foncteur, o~ llest une deuxi~me cat4gorie filtrante. Alors le foncteur 

~ou est un ind-objet ~t de C de eat~gorie d'indices I' , qui en notation 

indicielle s'4crit (Xu(iW))i,El , , qu'on appelle le ind-objet de C 

d4duit de (Xi)i61 par c han$ement de categories d'indices ~ l'aide du 

foncteur u . Si Iet I l (i.e. X et X') sont essentiellement petits, on 

trouve un morphisme canonique 

(8.2.3.1) L(X') = lim X - ,. > L(X) = lim X 
- ~,> u(i ) - > i 

- l 

entre les pr~faisceaux ind-repr4sent4s par X' et ~ respectivement. Lorsque 

u est un foncteur cofinal (8.1.1), alors X est essentiellement petit si 

et seulement si X' l'est (8.1.7), et l'homomorphisme precedent (8.2.3.1) 

est un isomorphisme 

(8.2.3.2) L(~') ~ L(~) 
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8.2.4. Soient 

(8.2.4.1) ~ = (Xi)iE I , X = (Yj)j61 

deux ind-objets de C essentiellement petits, indexes par des categories 

(filtrantes et essentiellement petites) Iet J . On appelle morphisme 

du ind-objet X dans le ind-objet [ tout morphisme 

(8.2.4.2) L(X) ) L(X) 

entre les pr~faisceaux qulils ind-repr~sentent. On pose 

(8.2.4.3) Homind_ob(X, ~) = Hom~(L(~),L(Y)) 

(On supprime l'indice ind-ob au Hom si on ne craint pas de confusion). 

On d~finit la composition des ind-objets de ~ comme la composition des 

morphismes des pr~faisceaux qu'ils ind-repr~sentent. Si V ~ U est un 

univers contenant U, et si on se borne aux ind-objets essentiellement 

petits qui sont E V, ceux-ci forment done l'ensemble d'objets d'une 

cat~gorie, dont l'ensemble des fl~ehes est form~ des triples (~,~, u), 

o~ X et ~ sont des ~-objets essentiellement petits E ~ et o~ u: ~-->Y 

est un morphisme de ind-objets, i.e. un morphisme L(~) ~ L(Y). La 

cat~gorie ainsi obtenu est notre 

(8.2.4.4) Indv(C,~) 

Lorsque ~ = ~, on la note simplement 

(8.2.4.5) Indu(C) ou Ind(C) , 

et on irappelle eat~orie des ind-ob~ets de C relativement ~ ~, en 

supprimant la mention de U quand aucune confusion nWest ~ craindre. 
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Evidemment, si V c V' sont deux univers contenant ~, In~(C,~) 

est une sous-cat~gorie pleine de Indv,(,~) ; il r~sulte alors de 8.2.3 que 

le foneteur d'inclusion est une ~quivalenee de categories : 

(8.2.4.6) Indv(C,~) ~ ~ Indv,(C,~) 
- -  m 

Cela montre en particulier que tout ind-ob~et essentiellement petit de C 

d~finit un ~l~ment de Ind(C), g isomorphisme unique pr~s. Cette cons- 

tation justifie l'abus de langage~ assez courant en pratique~ eonsimtant 

identifier tout ind-objet essentiellement petit de C ~ un objet de Ind(C). 

Ii r~sulte aussitSt des d~finitions que pour tout univers ~, 

nous avons un foncteur canonique 

(8.2.4.7) e : Indv(C,~) ~ 

qui est pleinement fiddle. Ces foncteurs sont ~videmment connus 

isomorphisme unique pros, grace ~ (8.2.4.6), lorsquton connalt l'un 

dteux, et en particulier lorsqu'on connalt le foncteur canonique 

(8.2.4.8) L : Ind(C) ~ 

Comme ce foncteur est pleinement fiddle, on l'utilise fr~quennnent pour 

identifier un objet du premier membre avec le foncteur qu'il pro-repr~sente~ 

voire pour identifier Ind(C) avec son image essentielle dans C, form~e 

des pr~faisceaux ind-repr~sentables. On fera attention cependant que 

cette identification pr~sente nettement plus d'inconv~nients que l'iden- 

tifieation analogue de C ~ une sous-cat~gorie pleine de C par le foncteur 

h (8.2.1.1), car contrairement ~ ce dernier, le foncteur (8.2.4.8) n'est 

pas en g~n~ral injeetif sur les objets. 
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8.2.5. Explicitons la d~finition (8.2.4.3) en termes des expressions 

indicielles (8.2.4.1) des ind-objets consid~r~s. On trouve, compte tenu 

de la d~finition (8.2.2.1) : 

dfn 
Hom(X,Y) ~ l.~_Hom(Xi, ~) = lim Hom(Xi,L(Y)) = lim lim Hom_(X.,Y. 

. . . . .  ~.., .-~--> ~ l 3 
i "i i l 

la derni~re ~galit~ provenant de (8.2.2.2) appliqu~ ~ Y . On trouve donc 

une bijection canonique 

(8.2.5.1) lim lim HOmc(Xi,Y j) H~ ~ 

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter la composition des morphis- 

mes de ind-objets sur cette formule. Notons qu'il r~sulte aussitSt de 

cette formule que l'ensemble Hom (X,~) d'homomorphismes de ind-objets 

est U- e~_~.~, i.e. que les categories (8.2.4.4) sont des ~-cat~gories. 

Ii revient au m~me de dire (en vertu de (8.2.4.6)) que la cat~orie 

Ind(C) est une U-cat~gorie, i.e. que le deu.~i~me membre de (8.2.5.1) 

est petit lorsque I,JEU, ce qui r~sulte aussitOt du fait que C est une 

~-~at~gorie donc les HOmc(Xi,Y j) sont petits. 

8.2.6. Soit I une cat~gorie filtrante essentiellement petite. Alors 

on volt sur (8.2.5.1), ou sur la fonctorialit~ de la limite inductive 

dWun foncteur I ---> C par rapport audit foncteur, qu~on sun foncteur 

eanonique 

(8.2.6.1) Hom(I,C) ~ > Ind(C) 

On fera attention que ce foncteur n~est pas en g~n4ral pleinement fid&le, 

ni m~me fiddle. 

, 
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Remarque 8.2.7. Les d~finitions de 8~2.4 rendent claire la notion 

d'isomorphie de deux ind-objets (essentiellement petits), qui signifie 

aussi itisomorphie des pr~faisceaux qu'ils ind-repr~sentent. On fera 

attention que c'est une notion d~isomorphie tr~s faible, si on la 

compare ~ la notion d'isomorphie dans des categories de la forme 

Hom(l,C). Ainsi, un grand hombre de relations assez naturelles qu'on 

peut imposer ~ un ind-objet (tel que celle d'avoir ses composantes 

dans une sous-cat~gorie strictement pleine donn~e, ou eelle dI~tre 

strict (8.12 ci-dessous)) ne sont pas stables par isomorphisme. 

II faudra done, si on tient ~ travailler avec des notions stables par 

isomorphisme de ind-objets, "saturer" les notions envisag~es en passsnt 

la sous-cat~gorie strictement pleine de Ind(C) engendr~e par la 

sous-cat~gorie de Ind(C) form~e des objets satisfaisant ~ la condition 

envisag~e. Voir par exemple la notion de ind-objet essentiellement 

constant, introduite plus has (8.4). 

Exercice 8.2.8. Soient U c V deux univers et C un ~-cat~gorie qui appar- 

tienne g ~ . On d~signe par Syslnd(C) la cat~gorie suivante : 

a) Les objets de Syslnd(C) sont les foncteurs ~ : I > C o~ Iest 

une cat~gorie filtrante essentiellement ~-petite appartenant ~ ~ . 

b) Soient (I,~) et (J,~) deux objets de Syslnd(C). Un morphisme de 

Syslnd(C) de (I,~) d~ns (J,~) est un couple (m,u),oO m : I > Jest 

un foncteur et o~ u : ~ ~ ~~ est un morphisme de foncteurs. La 

composition des morphismes dans Syslnd(C) se d~finit de mani~re ~vidente. 
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Notons S l'ensemble des morphismes (m,u):(l,~) ~ (J,~) de 

Syslnd(C) tel que m soit cofiral et u un isomorphisme. Soit (I,~) un 

objet de Syslnd(C). La cat~gorie FI(1) des fl~ches de I s'envoie par 

deux foncteurs naturels dans I : la source et le but. De plus 

ces deux foncteurs sont li~s par le morphisme canonique de foncteurs 

v : source ~ but. Dto~ deux morphismes dens Syslnd(C) de(Fl(1),~osource) 

dens (I,~) : Pl(l,~) = (source, id), P2(l,~)=(but,~v : ~osource -->~~ 

Notons p : Syslnd(C) ~ Ind(C) le foncteur ~vident. Solt B une cat~gorie. 

Montrer que le foncteur F ~ > Fop : 

Hom(Ind(C),B) ~ Hom(Syslnd(C),B) 

est pleinement fiddle, et qu'un foncteur G : Syslnd(C) > B appartient 

Itimage essentielle si et seulement slil poss~de les deux propri4t~s 

suivantes : 

i) Pour tout s c S, F(s) est un isomorphisme de B . 

2) Pour tout objet (I,~) de Syslnd(C), F(PI(I,~)) = F(P2(l,~)). 

8.3. Caract~risation des foncteurs ind-repr~sentables 

Proposition 8.3.1. Soit Fun pr~faisceau ind-repr4sentable sur C. Alors 

F est exact ~ ~auche, i.e. (2.3.2) pour toute cat~orie finie Jet tout 

o 
foncteur cp : J > C tel que Z~0 soit repr4sentable (i.e. lim ~0 soit 

representable), i ' application canonique 

F (limq0) > lim Fo~0 

est bi~ective. 
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En effet, les pr~faisceaux repr~sentables ~tant ~videmment 

exacts ~ gauche, il r~sulte aussit~t de 2.8 qu'il enest de m~me de 

toute limite inductive filtrante de tels foneteurs, cqfd. 

8.3.2. F ~tant un pr~faisceau sur C, nous aurons ~ travailler souvent 

avec la categoric 

(8.3.2.1) C/Fs C/F , 

qui d~signe la sous-cat~gorie pleine du deuxi~me membre form~e des fl~ches 

X ~ F de source dans C . Ii r~sulte de 1.4 que lea objets de eette 

cat~gorie s'identiflent aux couples (X,u), o~ X est un objet de C et 

u E F(X). Un morphisme de (X,u) dans (X',u I) s'interpr~te alors cor~ne 

une fl~che f: X > X' dans C telle que l'on ait F(f)(u') = u . Le 

foncteur "oubli du but" de C/F dans C induit un foncteur (qualifi~ de 

canonique). 

h C (8.3.2.2) C/F i , 

d~j~ consid~r~ dans 3.4, o~ on prouve que In limite inductive de ce 

foncteur existe dans C (sans condition de petitesse sur C/F I) etest 

isomorphe canoniquement ~ F . 

8.3.2.3. Notons que si dans C les limites inductives finies sont 

repr~sentables, et si Fest exact ~ gauche (i.e. les transforme en 

limltes projeetives finies de (Ens)), alora il enest de m~me dans C/F , 

et fortiori (2.7.1) C/F est filtrante. Si, plus g~n~ralement, dans C 

les sonmaes de deux objets et les conoyaux de doubles fl~ches sont 

repr~sentables, et si F lea transforme en produits resp. en noyaux, 
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alors C/F est stable sous les m~mes types de limites inductives finies, 

done elle est filtrante si et seulement si elle est non vide, i.e. si et 

seule-~nt si le foneteur F n'est pas le foncteur constant de valeurs @ . 

Th~or~me 8.3.3. Soient C une U-cat~gorie, e t F E ob C, F: C ~ > (U-Ens) 

u_.~n ~-pr~faisceau sur C . Les conditions suivantes sont ~uivalentes : 

(i) F est ind-repr~sentable (8.2.2). 

(ii) La cat~gorie C/F (8.3.2) est filtrante et essentiellement 

petite. 

(iii) (Si dans C les limites inductives finies sont repr4sen- 

tables.)Le foncteur F est exact ~ gauche, e_~t ob C/F admet une petite 

partie ~ofinale (8.1.4). 

(iii his) (Si dans C les sommes de deux obiets et les conoyaux 

de doubles fl~ches sont repr4sentables.) Le foncteur F transforme somme 

de deux obiets de C e n produits, conoyaux de doubles fl~ches de C e__nn 

noyaux, l a cat4gorie C/F est non vide i.e. le foncteur F n'est pas le 

foncteur constant de valeur @, enfin il existe une petite famille 

d'objets de C/F telle que tout ob~et X de C/F soit maior4 par un obiet 

X. ~ i.e. admette un F-morphisme X i > X I 

(iv) (Si la cat~gorie C est 4quivalente ~ une petite cst4gorie.) 

La cat~gorie C/F est filtrante. 

(v) (Si la cat~gorie C est 4quivalente ~ une petite cat4~ori~, 

et si les limites inductives filtrantes y sont repr4sentables.) L e 

foncteur F est exact ~ gauche. 
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D~monstration. (i) >(ii) . Supposons F ind-repr~sent~ par (Xi)iE I , 

avec I petit. Prouvons que C/F est filtrante. Soient X,X I deux objets 

de C/F , i.e. des objets de C munis de morphismes X ----> F, X' ~ F, 

prouvons qu'ils sont major, s par un troisi~me 0bjet de C/F . Or les 

morphismes X ----> F, X I ~ F proviennent de morphismes X ----> X. , 
1 

X' > X w, , et quitte ~ remplacer i,i' par un majorant con~nun dans 
l 

Ob I, on peut supposer i=i', et on prend eorsne majorant commun de X,X t 

l'objet X. muni du morphisme canonique X. > F . Soit maintenant 
I i 

X ~ X  ~ .h> F une double fl~che dans C/F , prouvons qu'elle est 

4galis~e par une fl~che X I ---> X" de C/F . Or h: X w > F est donn~ 

par un morphisme h. : X' ---~ X. , et la condition hf=hg signifie qu'il 
l 1 

existe ~ : i ---> j darts I tel que ~(~)h.f)1 = ~(~)(hig)' i.e. quitte 

remplaeer h i par ~(~)h i , on 4galise f et g . Cela prouve que C/F est 

filtrante. Ii est alors i~4diat qu'elle est essentiellement petite 

puisque les objets (X i ---~ F)iEOb I forment une petite famille dans 

Ob C/F qui est eofinale. 

(ii) >(i). Posons I = C/F , et consid~rons le foncteur 

canonique (8.3.2.1) 

~0 : I = C/F ~ F 

On sait que le pr~faisceau repr~sent~ par cet ind-objet de C est F (3.4), 

done F est ind-repr~sentable par d~finition (8.2.2). 

(ii)~-->(iii). En effet, (ii) -->(iii) car un foncteur 

ind-repr~sentable est exact ~ gauche (8.3.1), et (iii) ~(ii) car on 

a signal~ (8.3.1), que F exact ~ gauche implique que C/F est filtrante, 
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et on applique la d4finition 8.1.8 pour conclure que cette cat~gorie 

est essentiellement petite. 

(ii) .<~-~. (iii bis) se prouve de m~me que (ii)~--->(iii). 

Les 4quivalences (ii)<---~z (iv) et (iii)~./[---T>(v) sont triviales, 

puisque pour C ~quivalente ~ une petite eat4gorie, C/F est ~videmment 

~quivalente 4galement ~ une petite cat4gorie eta fortiori elle est 

automatiquement essentiellement petite d~s qulelle est filtrante. Cela 

ach~ve la d~monstration de 8.3.3. 

Remarque 8.3.4. Soit F: C' ~ C" un foneteur entre ~-cat4gories. Ii 

apparalt que la notion dlexactitude ~ gauche (2.3.2) ne pr4sente gu~re 

d'int4r~t en pratique que si dans C' les limites projeetives finies sont 

repr4sentables. Dans le cas o~ C" = (~-Ens), et o~ C' est ~-petit, 

4crivant C' sous la forme C ~ C = C'~ il eonvient de consid~rer 

que la "bonne notion" qui remplace, dans le cas g~n~ral, eelle d'exactitude 

gauche est celle de ind-repr4sentabilit~ de F (consid4r4 comme pr~fais- 

ceau sur C ~ ; i.e. celle de pro-repr4sentabilit4 de F, consid4r~ comme 

foncteur sur C' , cf. 8.10). Cette notion coincide bien avec celle 

dtexaetitude ~ gauche lorsque dans C' les limites projectives finies 

sont repr4sentables i.e. dans C les limites inductives finies sont 

repr4sentables (8.3.3). Lorsque l'on ne suppose plus C' ~-petit ou tout 

au moins 4quivalente ~ une categoric ~-petite, alors les deux notions 

pour un foncteur F, d~exaetitude g gauche et de pro-repr4sentabilit4, 

ne coincident plus n~cessairement, m~me si dans C' les limites projec- 

rives finies sont repr4sentables (cf. 8.12.9). En fait, il semble que 
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dans ce cas~ les foncteurs exacts ~ gauche non ind-reprdsentables doivent 

~tre consid~r~s comme ~tant de nature pathologique, les "bons" objets 

restant les foncteurs ind-repr~sentables ; comparer 8.13.3 . Pour le 

cas des foncteurs F : C t ----> C", avee C' et C" ~ nouveau des ~-cat~gories 

quelconques, nous d~velopperons plus bas (8.1].5), plus g~n~ralement, 

une notion qui "am~liore" celle dlexactitude ~ gauche~ (savoir celle 

d'un foncteur admettant un foncteur pro-adjoint). 

8,4. Ind-ob~ets constants~essentiellement c0nstants 

Choisissons une cat~gorie finale ~, i.e. telle que Ob ~ et FI 

soient r~duits ~ un ~l~ment (par exemple, on peut prendre pour ~ la 

sous-cat~gorie pleine de (Ens) formde par Itensemble vide, si on veut 

un choix canonique). CIest ~videmment une cat~gorie filtrante et petite. 

Si X est un objet de C, on lui associe le ind-objet constant index~ par ~ , 

de valeur X~ soit c(X). Ii est clair que pour X variable, on trouve ainsi 

un foncteur pleinement fld~le 

(8.4.1) c : C-----'~ Ind(C) , 

d'ailleurs injectif sur les objets, et par lequel nous identifierons C 

une sous-cat~gorle pleine de Ind(C). On notera que le foncteur composd 

(8.4.2) C c > Ind(C) L ~ 

est le foncteur canonique h (8.2.1.1). 
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8.4.3. Plus g4n4ralement, soit I une cat4gorie filtrante. Le foncteur 

constant sur I de valeur sur un objet X de C est aussi appeld l e_e 

ind-ob~et constant de yaleur X index~ par I . Ii est clair, si Iest 

essentiellement petit, que cet ind-objet ind-reprdsente le foncteur h(X) 

repr4sent~ par X, donc cet ind-objet est isomorphe ~ c(X). 

8.4.4. Un ind-objet ~ de C est dit essentiellement constant s'il est 

isomorphe ~ans une cat~gorie Indv(C,~') , pour ~,~' convenables) ~ un 

ind-objet de la forme c(X), X6ob C. L'objet X, qui est alors d4termin~ 

isomorphisme eanonique pros, est sppel4 la valeur du ind-objet essen- 

tiellement constant envisag4. Donc par d4finition, le foncteur c de 

(8.4.1) induit une ~quivalence de C avec la sous-cat~gorie pleine de 

Ind(C) form~e des ind-objets qui sont essentiellement constants, cette 

sous-cat~gorie 4rant itimage essentielle du foncteur c . 

Evidemment un ind-obJet constant est essentiellement constant, 

l~inverse nr4tant vrai que dans le seul cas, trivial, o~ C est vide ou 

une cat4gorie ponctuelle. 

8.5. Limites inductives filtrantes dans Ind(C) 

Proposition 8.5.1. Soit Cune U-cat~$orie. Dans Ind(C), les petites 

limites inductives filtrantes sont repr#sentables , et le foncteur canonique 

(8.2.4.8) 

L : Ind(C) > 

y C or~h'llu t e. 
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Compte tenu du fait que Lest pleinement fiddle, les assertions 

de la proposition ~quivalent ~ la suivante : 

Corollaire 8.5.2. Toute petite limite inductive filtra~te (dans ~) de 

pr~faisceaux indFrepr~sentables est ind-Eepr~sentable. 

Cela r~sulte facilement du crit~re 8.3.3 (ii). Le d~tail de 

la v~rifi=ation est laiss~e au le=teur. 

8.5.3. Le cas "tautologique" de limites inductives filtrantes dans Ind(C) 
i 

est celui o~ on part d'un ind-objet essentiellement petit ~ = (Xi)iE I 

de C . On a ~lors, dans C donc aussi dans Ind(C) (ou dans C) : 

(8.5.3.1) X = lim X. 
-- ~ 

On fera attention~ en ~erivant cette formule~ quVil ne sVagit pas d~une 

limite inductive dans C, et que m~me lorsque cette derni~re existe, elle 

nlest pas isomorphe dans Ind(C) ~ X : en effet, le foncteur canonique 

(8.4.1) c: C > Ind(C) ne cormnute pas en $~n~ral aux limites inductive.w 

filtrantes. (Cf. 8.5.5 ei-dessous.) 

Pour obvier ~ cette possibilit~ de confusion dans l'~criture 

de (8.5.3.1), "certains auteurs" ( = P. Deligne) pr~f~rent l'~crire 

(8.5.3.2) X = "lim" X. , 
-- _r. > 

le r~le des guillemets ~tant d'indiquer que la limite inductive est prise 

dans une cat~gorie de Ind-objets Ind(C). Par extension, il y aurait lieu 

alors de d~noter par "lim" toute operation de limite inductive dans Ind(C) 

(sans que les composants du syst~me inductif envisag~ dans Ind(C) soient 

n~cessairement dans l'image, ou IVimage essentielle, de c: C > Ind(C)). 
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8.5.4. Pour calculer la limite inductive ou projective d'un foncteur 

(8.5.4.1) ~0 : J ) Ind(C) , 

o5 Jest maintenant une cat4gorie quelconque, il est souvent cow,node 

d~exp liciter C9 ~ l'aide d~un foneteur 

(8.5.4.2) ~ : JXI > C , 

o~ Iest une cat4gorie filtrante essentiellement petite, ou de preference 

petite. Un tel ~ d~finit en effet un foneteur 

j ~ (i ~ > ~(j,i)) : J > Hom(I,C) , 

d'o~ en composant avec la fl~ehe canonique (8.2.6.1) Hom(l,C) ----> Ind(C), 

un foncteur 

(8.5.4.3) j ~ (i I > {(j,i)) : J > Ind(C) 

On pourra dire que ~ est une expression indieielle de ~0 , index4e par la 

cat4serie (filtrante) I , si le foncteur correspondant (8.5.4.3) est 

isomorphe ~ ~0 �9 Nous 4tudierons plus bas (8.8) des conditions g~n4rales 

d'existence d'une expression indieielle pour un foneteur ~0 donn4, et 

nous hornerons ici ~ partir d~un foncteur ~0 donn~ sous forme indicielle 

(8.5.4.3), dans le eas o~ J est une petite cat4gorie filtrante, pour 

indiquer dans ce cas le caleul de "lim [' ~0 = "li~' ~)(j) . La formule 
" j / 

(8.5.3.2), et la formule d'associativit~ des limites inductives (2.5.0) 

donne alors irmn4diatement le "calcul.. tautolo$ique" de "lira",) ~0: 

(8.5.4.4) "lim" = "lira" 
, i  ~. ~ j { i  > ' 
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Joe~ 

(8.5.4.5) "i m" (i ~ ~(j,i)) = "lira" ~(j,i) 
~> j,i > 

Ainsi, le systgme inductif cherch4 n'est autre que # lui-m~me (Is cat~gorie 

d'indices ~tant J• qui est bien filtrante puisque Jet I le sont). 

Exercice 8.5.5. Soit Cune ~-cat4gorie 

a) Prouver que les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) Dans C les petites limites inductives sont repr~sentables, 

et le foncteur c: C--~ Ind(C) y cormmute. 

(iii) Le foncteur c est une 4quivalence de categories. 

(ii) Dans C les petites limites inductives sont repr4sentables, 

et pour tout X E Ob C, le foncteur Y1 > Hom(X,Y) commute aux dites 

limites. 

(iv) Les petites limites inductives filtrantes sont repr4- 

sentables dans C, et le foncteur lim c : Ind C > C (cf. 8.7.1.5) 

est pleine~nt fiddle (ou encore, une 4quivalence). 

b) Si C est une cat~gorie finie, prouver que les conditions 

pr~c4dentes ~quivalent & is suivante : pour tout projeeteur dans C (I0. 6), 

itimage est repr4sentable dans C . 

8.6. Extension dtun foncteur aux ind-objets 

8.6.1. Soit 

(8.6.1.1) f : C > C' 

un foncteur entre U-categories. Pour tout ind-objet 

~:I ~C 
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de C (I une est~gorie filtrante), le foncteur compos4 f~ est un ind-objet 

de C', nots aussi Ind(f)(~). En notations indicielles, si ~ est ~crit 

sous la forme ~ = (Xi)iE I , on obtient 

(8.6 1.2) Ind(f)(Xi)i6 I = (f(X.)) 
" i i61 

Soit [=(Yj)j6J un deuxi~me syst~me inductif de C . On trouve alors une 

application ~vidente, 4galement not4e u ----> Ind(f)(u) : 

(8.6.1.3) Hom(X,Y)__ =~.lim lim._7_>Hom(Xi,Yj) > 
l j 

Hom(Ind(f)(X), Ind(f)(Y)) ---~ lim lim Hom(f(X.) f(Y )) 

_ _ ~r-T+ ~' j 

On constate imm4diatement que ees applications sent compatibles avec la 

composition des morphismes de ind-objets, en se r~f~rant g la formule 

non 4crite de composition des morphismes de ind-objets (8.2.5). On a 

ainsi obtenu, pour tout univers ~, un foncteur 

(8.6.1.4) Ind(f) : Indv(C,~) > Indv(C',~) 

(notations de (8.2.4.5)), et en particulier un foncteur 

(8.6.1.5) Ind(f) : Ind(C) ----> Ind(C') 

Si on a un deuxi~me foncteur 

g : C f ~ C" , 

on a ~vidermnent une identitd de foncteurs entre categories Ind 

(ou Ind V , au choix) : 

(8.6.1.6) Ind(gf) = Ind(g)olnd(f) , 
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et pour C ~ = C, on a la sempiternelle formule 

(8.6.1.7) Ind(id C) = idInd(C) 

De fagon imag~e, on peut done dire que la r Ind(C) d~pend foncto- 

riellement de C (de fa~on covariante) (4). Nous laissons au lecteur le 

soin dWexpliciter m~me une d~pendanee 2-fonctorielle, en d4finissant, 

pour tout couple de U-categories C,C w _ , un foncteur canonique 

(8.6.1.8) In d(f) : Ho____mm(C,C') > Hom(Ind(C), Ind(C')) , 

et en pr~cisant la nature fonctorielle des isomorphismes identiques 

(8.6.1.6) et (8.6.1.7). 

8.6.2. Reprenons le foncteur (8.6.1.1), et consid4rons le foncteur 

correspondant (5.1) 

(8.6.2.1) f, : C > C' 

et le diagramme de foncteurs 

(8.6.2.2) 

Ind(C) ind(f) ~ Ind(C') 

LC I ~ LC' 

f, 

o5 les fl~ches verticales d~signent les foncteurs canoniques L de (8.2.4.8). 

Comme le foncteur fl "prolonge f " et commute aux limites inductives 

(5.4.3), et que les foncteurs L C et LC, commutent aux petites limites 

inductives filtrantes (8.5.1), il r4sulte de (8.5.3.2) que pour tout 

ind-objet (Xi)iE I de C, on a dans C' un isomorphisme canonique 

(4) Pour une d~pendanae contravariante, sous certaines conditions, cf. 8.11. 
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f,(Lc((Xi)iEI)) ~ lim f,Lc(X i) ~ Ii~Lc,f(X i) = Lc,(f(Xi)iE I) 
�9 i ~ " i ~ 

i.e. un isomorphisme canonique 

f~ LC(~) -~-~ ec,(Ind(f)(K)) 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier que ce dernier est fonctoriel, 

i.e. qulil correspond ~ un isomorphisme canonique 

(8.6.2.3) f~L C ~ Lc,Olnd(f) 

En d'autres termes, le carr~ (8.6.2.2) es__t commutatif ~ isomorphisme 

canonique pr~s. Compte tenu du fait que f, commute aux petites limites 

inductives, et de 8.5.1, on conclut de ceci : 

Proposition 8.6.3. Soit f: C---> C' un foncteur entre U-categories. Alors 

le foncteur 

Ind(f) : Ind(C) + Ind(C') 

commute aux limites inductives filtrantes. De plus, il rend cormnutatif 

le diagramme suivant 

f 
C > C  ~ 

Ind(C) Ind(f) > ind(C1 ) 

o~ les fl~ches verticales c C , Cc, sont les foncteurs canoniques (8.4.1). 

La derni~re assertion est triviale sur les d~finitions, eta ~td 

mis pour la commodit~ des r~f~rences. Noter d~ailleurs que les propri~tds 

@nonc~es dans 8.6.3 caractgrisent le foncteur ind(f) ~ isomorphisme unique 
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pros, comme ~tant induit par le foncteur f, (8.6.2.1), corm~e il r4sulte 

de la d~monstration qu'on vient de donner de (8.6.2.3). 

Proposition 8.6.4. Les notations sont celles de 8.6.3. 

a) Pour que Ind(f) soit fiddle (resp. p leinement s 

il faut et il suffit que f le soit. 

b) Pour que Ind(f) soit une ~quivalenc @ de categories, il 

faut et il suffit que f soit pleinement fiddle, et ~ue tout ob~et de C' 

soit isomorphe ~ un facteur direct (10.6) d'un objet dans l'imase de f . 

D4monstration. a) La ndcessit4 r~sulte ~videmment du fait que f est 

induit par Ind(f). Pour la suffisance, il suffit d'utiliser la forme 

(8.6.1.3) de Ind(f) sur des ensembles Hom(~,~), en se rappelant que 

les limites inductives filtrantes d'ensembles, et les limites projec- 

tives quelconques, transforment monomorphismes en monomorphismes, isomor- 

phismes en isomorphismes. 

b) On peut supposer d4j~ g donc Ind(f) pleinement fiddle. 

Comme tout objet de Ind(C') est une petite limite inductive filtrante 

d'objets de C', la pleine fid~lit4 de Ind(f) implique que pour ce foncteur 

soit essentiellement surjectif, il revient au m~me que tout objet X' de 

C ~ soit dans Itimage essentielle. Or si on a un isomorphisme 

x' ~~ 'l~m~f(X i) , 

cet isomorphisme se factorise par un des f(Xi) , ce qui montre que X' est 

un facteur direct de f(X.), ce qui prouve la n~cessitd dans b). Pour la 
i 

suffisanee, utilisant la pleine fid~lit~ de Ind(f), elle r~sulte aussitOt du 
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Corollalre 8.6.5. Dans Ind(E) les images de projecteurs (10.6) sont 

reprdsentab!es , et le foneteur Ind(f) : Ind(C) > Ind(C I) cormnute 

la formation desdites images. 

Cela r4sulte en effet du fait que dans Ind(C) les petites 

limites induetives filtrantes sont repr~sentables (8.5.1) et que Ind(f) 

y commute (8.6.3), compte tenu que l'image d'un projecteur p: X --~X 

s'interpr~te comme la limite inductive d'un syst~me inductif filtramt 

index~ par 

P P 
X > X--->X > ..... 

ou au ehoix, comme limite inductive du foncteur qulon devine sur la 

cat~gorie filtrante P ayant un seul objet~ et une fl~che non identique 

telle que ~2=_ ~ . 

8.7. Le foncteur lim~ : Ind(C) ---> C . Caract4risations universelles de 

i@ cat~$orie Ind(C). 

8.7.1. Reprenons une ~-cat~gorie C, et le foncteur r 

(8.7.1.1) c: C > Ind(C) 

Soit X =(Xi)i61 un objet de Ind(C). II r~sulte irmn~diatement de la d~fi- 

nition des limites inductives repr~sentables (2.1, 2.1.1) que I~_~X i 
i 

est representable dans C si et seulement si l'adjoint ~ gauche de c 

est d4fini en X, et que dans le cas lim Xo (calcul4 dans C) n'est autre 
i 

que la valeur en X dudit afjoint ~ gauche : 

(8.7.1.2) Homc( !i~ X i , Y) ~ Homind(C)( (Xi)iC I , c(Y)) 
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Si on d~signe par 

(8.7.1.3) Ind(C)' c Ind(C) 

la sous-cat~gorle pleine de Ind(C) form~e des ind-objets de C qui admettent 

une limite inductive dans C, il r~sulte de llobservation pr~c~dente que 

cette sous-cat~gorie est strictement pleinej et que l~on a un foncteur 

canonique 

(8.7.1.4) I~C : Ind(C)' > C , 

dont la valeur en chaque objet (Xi)iE I de Ind(C) test sa limite inductive 

dans C .Dans le cas particulier o~ dans C lea petites limites inductives 

filtrantes sont repr~sentables, on obtient donc un foncteur naturel 

(8.7.1.5) I~ : Ind(C) > C . 

8.7.1.6. Bien entendu, on peut d~finir les foncteurs precedents ~gale- 

ment sur des categories du type Indv(C,~)' , Indv(C,~) , mais,compte tenu 

de (8.2.4.6), ils sont d~j~ d~termin~s (~ isomorphisme unique pros) par 

Is connaissance des foncteurs precedents, correspondants au ca8 V = U . 

8.7.1.7. De la construction pr~c~dente de I~C comme un foncteur adjoint 

gauche~ il r~sulte imm~diatement que ce foncteur cormmute aux limites 

induotives quelconques, et en particulier aux petites limites inductives 

filtrantes (ces derni~res ~tant reprdsentables dana Ind(C) (8.5.1)). 

Notons aussi que Ind(C)' contient toujours l'image essentielle de c 

(form~e des ind-objets essentiellement constants), et que l'on a un 

isomorphisme canonique fonctoriel en X E ob Ind(C)' : 
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( 8 .7 .1 .8 )  1__~C c (X) -~-~ X , 

i.e., dans le cas favorable o~ C est stable par petites limites inductives, 

on a un isomorphisme canonique 

(8.7.1.9) li~cOC ~ id C 

8.7.2. Consid~rons maintenant un foncteur 

(8.7.2.1) f : C > E , 

o~ E est une ~-cat~gorie o~ les petites limites inductives sont repr~- 

sentables, de sorte quton a un foncteur 

liml~ : !nd(m) ) E 
I 

Comme on a d~fini ~galement (8.6) 

Ind(f) : Ind(C) ~ Ind(E) , 

on peut eonsid~rer le compos~ 

(8.7.2.2) T = l_~EOlnd(f) : Ind(C) > E , 

qu'on appelle parfois le prolonsement canonique de f aux ind-objets (mais 

qu'on se gardera de confondre avec Ind(f) ~). Comme eompos~ de deux 

foncteurs cormmutant aux petites limites inductives filtrantes (8.6.3, 

8.7.1.7), ce foneteur lui-m~me cormnute aux petites limites inductives 

filtrantes. De plus, il r~sulte de l'isomorphisme (8.7.1.9) appliqu@ 

E~ et de (8.6.2.3), que T prolonge f A isomorphisme pros, i.e. qu'on 

a un isomorphisme canonique 

(8.7.2.3) 7 o CC -~ f 
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Ii est assez clair dlailleurs, compte tenu du fait que tout objet de 

Ind(C) est petite limite inductive filtrante dlobjets de C, que les 

deux propri4t~s pr~c~dentes caract~risent encore ~, A isomorphisme 

unique pr~s. On peut pr4ciser ce point pour obtenir en m~me temps une 

caraet~risation universelle, ~ 4quivalence pros, de Ind(C) parmi les 

~-cat4gories E o~ les petites limites inductives filtrantes sont repr4- 

sentables. Si E et F sont deux telles U-categories, d~signons par 

(8.7.2.4) Hom(E,F)' ~ Hom(E,F) 

la sous-cat@gorie pleine de Hom(E,F) form~e des foncteurs qui commutent 

aux petites limites inductives filtrantes. On a alors : 

Proposition 8.7.3. Soit Cune U-cat~gorie, et utilisons la notation 

ci-dessus (8.7.2.4). Alors le foneteur canonique 

c C : C > Ind(C) 

est 2-universel parmi les foncteurs de source C et de but une U-eat~$orie 

petites limites inductives filtrantes repr~sentables. En d'autres 

termes, Ind(C) est une telle cat~$orie (8.2.5, 8.5.1), et si E est une 

telle cat~gorie, le foncteur 

(8.7.3.1) g| > goe C : Hom(Ind(C),E) e > Hom(C,E) 

est une ~quivalence de cat~$ories. 

Pour prouver ce dernier point, il suffit de v~rifier que 

l'application f ~--->~ d~finie par (8.7.2.2) peut se pr~ciser par un 

foncteur 
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(8.7.3.2) f ~ > 7 = l_~mE-Ind(f) : Hom(C,E) ---> Ho_~m(Ind(C)sE)' , 

et que ce dernier est ausi-inverse de (8.7.3.1). Le d4tail de la v4rifi- 

cation, essentiellement triviale, est laiss4 au lecteur. On peut aussi 

invoquer 7.8 pour conclure d~abord que (8.7.3.1) est pleinement fiddle, 

et (8.7.2.3) pour conclure qu'il est essentiellement surjectif. 

8.7.4. Reprenons un foncteur entre ~-cat~gories 

(8.7.4.1) f : C > E , 

o~ E est une ~-cat~gorie o~ les petites limites inductives filtrantes 

sont repr4sentables, d'o~ un foncteur 

(8.7.4.2) ~ : (Xi)iEl ~--~ lim f(X.)l : Ind(C) > E 
i 

Nous nous proposons dt~tudier des conditions surf qui assurent que 

est pleinement fiddle, resp. une 4quivalenee de catdgories. Comme fest 

isomorphe au compose ~oC C , et que c C : C' > Ind(C) est pleinement 

fiddle, on volt que pour que ~ soit pleinement fid~le~ il faut que f 

le soit, Quitte ~ remplacer C par son image essentielle dans E, on volt 

done quton ne perd pas en g4n4ralit4, essentiellement, en supposant 

que fest le foncteur dlinclusion d'une sous-cat4gorie C de E, ce 

que nous supposerons par la suite, pour simplifier lea notations. 

Proposition 8.7.5. Les notations sont celles de 8.7.4. 

a) Pour que le foneteur ~ soit pleinement fiddle, il faut et 

il suffit que l'on air : 

(i) Tout objet X de C satisfait ~ la condition suivante : 

(PF) Pour tout petit szst~me induetif filtrant (Yi)i{i dans C, 
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de limite inductive lim Y dans E, l'application canoni~ue 
,~1 
1 

(8.7.5.1) lira, Hom(X,Y.) > Hom(X, lim.Y ) 
i i 

est hi~ective. 

b) Pour que le foncteur ~ soit une ~quivalente de cat~$ories, 

il fsut et il suffit ~ue C satisfasse la condition (i), et les deux 

conditions suivantes : 

(ii) C @st une sous-cat~orie de E g~n~ratrice par ~pimor- 

phismes stricts (7.1). 

(iii) P~ur tout objet X de E, la sous-cat~$orie pleine C/X de 

E/X , formic des objets X i au-dessus de X de source dans Ob C, est 

filtrante et essentiellement petite. 

La condition (iii)est v~rifi~e en particulier si Cest ~ui- 

valente ~ une petite catdgorie~ et siles limites inductives finies dans 

C sont repr~sentables et le foncteur d~inclusion f: c > E y commute 

(i.e. ~our toute cat~$orie finie Jet tout foncteur ~ : J > C la limite 

inductive de f~ est representable et est isomorphe dans E ~ un objet de C). 

D~monstration. a) Avec los notations de la condition (i), si ~ d~signe 

le ind-objet (Yi), ~ le ind-objet constant d~fini par X, alors (8.7.5.1) 

nlest autre que itapplication canonique 

Ho~(~, X) - > Hom(u165 , 

donc si ~ est pleinement fiddle cette application est bien bijective. 

R~ciproquement, si X = (Xj)jE Jet ~ = (Yi)iEl sont deux ind-objets 

quelconques de E, alors l'application u : Hom(~, X) > Hom(~(X),~(X)) 
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est la limite projective sur j des applications 

: Hom(Xj~Y)) Hom(~(X.),Y), o0 X. est le ind-objet constant de uj . . . .  ~j j 

valeur Xj ;donc u est bijective si les uj le sont, et (i) implique 

donc que ~ est pleinement fiddle. 

b) Supposons (i), (ii), (iii) v~rifi~es, et prouvons que 

est une @quivalence. II reste ~ prouver qu'il est essentiellement 

surjeetif, donc que tout X E ob E est dana iVimage essentielle. Or 

l'hypoth~se (ii) signifie que lim Z > X est un isomorphisme, et 

C/X 

(iii) que la cat~gorie C/X est filtrante et essentiellement petite, 

donc X est l'image du ind-objet de E d~fini par le foncteur naturel 

C/X > E . Inversement, supposons que ~ est une ~quivalenee, donc 

en vertu de a), il rcste ~ v~rifier (ii) et (iii). On peut supposer que 

E = Ind(C), C ~tant identifi~e ~ la sous-catdgorie e(C) de E . Mais 

on sait (8.3.3 (ii)) que pour tout X E Ind(C), identifi~ si on le 

C ~ d~sire au foncteur F sur qulil ind-repr~sente~ C/X = C/F est une 

cat~gorie filtrante essentiellement petite (ce qui prouve (iii)) et 

que la limite inductive dens ~ du foncteur C/F > C est F . Afortiori, 

il en est ainsi dans Is sous-ca~gorie pleine E de C , puisque F=X est 

dens E~ ce qui prouve (ii). Reste ~ prouver la derni~re assertion de b). 

Or l'hypoth~se faite sur C implique ~videmment que dans la cat~gorie C/X , 

les limites inductives finies sont repr~sentables, afortiori la cat~gorie 

C/X est filtrante. 
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Remar~ue 8.7.5.2. Le raisonnement qulon vient de faire montre plus 

g~n~ralement que lorsque la condition (i) est v~rifi~e, alors l'image 

essentielle du foneteur pleinement fiddle ~ (8.7.4.2) est form~e des 

X E ob E tels que la cat~gorie C/X soit filtrante et essentiellement petite 

(condition automatiquement satisfaite si C satisfait les conditions ~nonc~es 

la fin de b)), et que la limite inductive du foncteur canonique 

~/X " > E soit X . 

Corollaire 8.7.6. Soit EpF la sous-cat~gorie pleine de E form~e des 

objets satisfaisant la condition (PF) de 8.7.5 a). Aiors pour tout 

foncteur J �9 > EpF , June cat~$orie finie, qui admet une limite induc- 

tive X dans E, on a X E ob EpF . Le foncteur canonique 

(Xi)iE I > l i_~m E X i d~duit de l'inclusion g : EpFC > E 
i 

(8.7.6.1) ~ : Ind(EpF) > E 

est pleinement fiddle, et si dans E les limites inductives finies sont 

rerp~sentables et si EpF est ~quivalente ~ une petite cat~gorie, alors 

l'image essentielle du foncteur ~ est form~e des objets X de E tels 

que le morphisme eanoni~ue ii m ) Y > X soit un isomorphisme. S i 

(EpF)/X 

on suppose de plus que la sous-cat~$orie EpF de E est g~n~ratrice pa r 

~pimorp~ismes stricts (7.1), alors le foncteur (8.7.6.1) est une 

~quivalence de categories. 

Tousles faits sont ~vidents, dans llordre o~ ils sont donn~s, 

compte tenu de 8.7.5, en utilisant 2.8 pour la premiere assertion. 
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Corollaire 8.7.7, Supposons ~u e dan s E les limites inductives finies 

s oient reprOsentables. Soit C une sous-c~t~$orie pleine de E, ~quivalente 

une petite cat~$orie, et consid~rons le foncteur (Xi)iE I ----> lim~__:_gm_ X.I : 
l 

(8.7.7.1) ~ : Ind(C) > E 

Soit EpF comme dans 8.7.6. Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) Le foncteur ~ : Ind(C) > E est une ~quivalence. 

(ii) La cat~orie C dans E est g~n~ratriee par ~pimorphismes 

stricts, contenue dans EpF , et tout ob~et d@ EpF est isomorphe dans E 

(ou dans EpF ~ cela revient au m~me (8.7.6)) ~ un facteur direct d'un 

ob~et de C . 

Lorsque la sous-cat~$orie C de E est stable par facteurs 

directs (iO. 6), les conditions pr~c~dentes ~pivalent encore aux 

suivantes : 

(ii bis) C = EpF , e t C est ~n~ratrice dans E par ~pimor- 

phisme stricts. 

(iii) Lasous-cat~gorie C de E est $~n~ratrice par ~pimor- 

phismes stricts, eontenue dans EpF , et les limites inductives finies 

y sont repr~sentables. 

Lorsque de plu s dans E les limites inductives finies sont 

repr~sentables, ces conditions ~quivalent aussi 

(iii bis) La sous-eat~gorie C de E est g~n~ratrice par ~pi- 

morphismes stricts, contenue dans EpF , et 8table dans E par limit es 

inductives finies (ou ee ~ui revient au m~me, par sommes finies, e_~t 

par conoyaux de doubles fl~ches). 
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On sait d~j~ (8.7.5) que la condition (i) implique que 

C ~ EpF ~ et que C est g~n~ratrice par ~pimorphismes striets ; prouvons 

aussi qulalors tout objet X de EpF est isomorphe ~ un facteur direct 

dlun objet de C . En effet on sait que X est une limite inductive 

filtrante lim X. dans E dtobjets de C, et par d~finition de EpF , on 

volt que pour i eonvenable l'homomorphlsme canonique X. ~ X admet 
l 

un inverse ~ gauche, de sorte que X est bien facteur direct de l'objet 

X i de C . Cela prouve que (i) >(ii) (sans hypoth~se sur C ni E, 

dlailleurs). Prouvons (ii) -->(i). Comme C est ~quivalente ~ une 

petite cat~gorie et tout objet de EpF est facteur direct d~un objet 

de C, on voit que EpF est ~galement ~quivalente g une petite cat~gorie, 

done en vertu de 8.7.6 le foncteur (8.7.6.1) est une ~quivalence de 

categories, et on conclut grace ~ 8.6.4 b) appliqu~ g llinclusion EC--> EpF . 

Lorsque tout facteur direct dans E dlun objet de C est dans C, 

il est clair que (ii)<----~ (ii bis). D'autre part (ii bis) implique (iii) 

resp. (iii bis) en vertu de 8.7.6. Enfin, (iii) (eta fortiori (iii his)) 

implique (i) en vertu de 8.7.5. Cela ach~ve la d~monstration. 

Exercic~ 8.7.8, (Enveloppes de Karoubi). Soient C une ~-cat~gorie, 

E = Ind(C)~ et EpF ~ C la sous-cat~gorie pleine de E d~finie dans 8.7.6. 

a) Prouver que dans EpF les images de projecteurs sont repr~- 

sentables, et que tout objet de EpF est facteur direct d'un objet de C . 

b) Appelons karoubienne une categoric F dans laquelle les 

images de projecteurs sont repr~sentables. Soit alors 

~:C >K 
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un foncteur pleinement fiddle, tel que K soit karoubienne et que tout 

objet de K soit facteur direct dlun objet de l'image de C . Prouver que 

est 2-universel parmi les foncteurs de C ~ valeurs dans des categories 

karoubiennes, de fa~on precise : pour toute cat4gorie karoubienne F, 

le foncteur 

g| > go~ : Hom(K,F) ----> Ho~(K,F) 

est une 4quivalence de categories. (On utilisera le fair que tout foncteur 

cormnute aux images de projecteurs.) La cat4gorie K munie de ~, d~termin4e 

4quivalence pros (elle-m~me d4termin4e ~ isomorphisme unique pros) 

par les propri~t~s pr4c~dentes, stappelle l'enveloppe de Karoubi ~ de C . 

(Comparer aussi IV 7.5.) 

c) D4duire de a) et b) que Ind(C)pF , munie du foncteur 

C ----> Ind(C)pF induit par c: C > Ind(C), 

enveloppe de Karoubi de C . 

d) Montrer que tout foncteur f: C 

essentiellement unique en un foncteur 7: 

fait de Ind(C)pF une 

> C' se prolonge de faqon 

~' des enveloppes de 

Karoubi~ et que si on prend ces enveloppes de Karoubi con~ne dans c), 

est le foncteur induit par Ind(f) : Ind(C) > Ind(C'). Montrer que 

les conditions de 8.5.4 b) ~quivalent encore ~ la suivante : ~ est une 

~quivalence de categories. 

Exercice 8.7.9. Soit E une ~-cat@gorie. 

a) Montrer que les conditions sont ~quivalentes : 

(i) E est 4quivalente ~ une cat~gorie de la forme Ind(C), 

avec C une ~-cat~gorie. 
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(ibis) Come (i), avec de plus C karoubienne (8.7.8 b)). 

(ii) La sous-cat4gorie EpF de E (8.7.6) est g~n4ratrloe 

par ~pimorphismes stricts, et pour tout objet X de E, (EpF)/X est une 

cat~gorie filtrante essentiellement petite. 

Montrer que si C est une ~-cat4gorie karoubienne telle que E 

soit ~quivalente ~ Ind(C), alors C est 4quivalente ~ EpF (par une 4qui- 

valence d~termin4e ~ Isomorphisme unique pros). Etabllr une 2-~quivalence 

entre la 2-categoric form~e des cat4gories E satisfaisant aux conditions 

pr~c~dentes et les foncteurs entre icelles commutant aux petites limites 

inductives filtrantes, et la 2-cat4gorie form4e des ~-cat4gories karou- 

biennes et les foncteurs quelconques entre icelles. 

b) Montrer que les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) E est ~quivalente ~ une cat~gorle de la forme Ind(C), 

o~ C est une ~-cat~gorie ob les limites induetives finies sont repr~- 

sentables. 

(i his) Cormne (i), mais avec de plus C karoubienne. 

(ll) Les limites inductives finies dans E sont repr~- 

sentables, la sous-cat4gorie EpF de E est g4n4ratrice par ~pimorphismes 

stricts, et pour tout objet X de E, il existe une petite partie I de 

Ob EpF /X telle que tout objet de EpF /X soit major~ par un objet de I . 

(Utiliser 8.9.5 b.) 
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8.8. Representation indicielle d'un foncteur J > Ind(C) 

8.8.1. Soit 

: J > Ind(C) i.e. ~6Ob Hom(J,Ind(C)) 

un foncs C ~tant une ~-eat4gorie. Rappelons (8.5.4) qutune repre- 

sentation indicielle de ~ est par d~finition un ind-objet de Hom(J,C) 

: I > Hora(J,C) , 

I eat4gorie filtrante essentiellement petite, dont la limite inductive 

dans Hom(J,Ind(C)) solt isomorphe h ~ par un isomorphisme donla4. Donc 

admet une representation indicielle si et seulement siil est isomorphe 

une llmlte inductive filtrante essentiellement petite dans Hom(J,Ind(C)) 

dlobjets de la sous-cat4gorie pleine Hom(J,C). Nous dirons que la cat4- 

gorie Jest admisslble ' pour C si tout foncteur ~ : J > Ind(C) admet 

une representation indicielle. 

Comme dans Ind(C) les petites limites induc tives filtrantes 

sont repr4sentables (8.5.1), il enest de m@me dans Hom(J,Ind(C)), et 

elles se calculent "argument par argument". Par suite, le foncteur 

dtinclusion 

(8.8.1.I) Hom(J,C) c > Hom(J,Ind(C)) 

se prolonge canoniquement en un foncteur 

(8.8.1.2) Ind(Hom(J,C)) > Hora(J, Ind(C)) 

(8.7.2). Les ~14ments de llimage essentielle de ee foncteur sont alors 

pr~eis~ment les ~ admettant une repr4sentation indicielle ; done dire 

que Jest admissible pour C slgnifie aussi que le foneteur (8.8.1.2) 

est essentiellement surjectif. Signalons ~ ce propos : 
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Proposition 8.8.2. Si la cat~gorie Jest ~uivalente ~ une cat~$orie 

finie, le foncteur canonique (8.8.1.2) est pleinement fiddle ; done J 

est admissible pour C si et seulement si c~est une ~quivalenee de 

Categories. 

En vertu de 8.7.5 a) tout revient ~ prouver que pour tout 

petit syst~me inductif filtrant (~i)iEl dans Hom(J,C) et tout objet 

de Hom(C,J), llapplication canonique 

(8.8.2.1) l~Hom(~,~i) > Hom(~, lim ~.) 
�9 .----> i 
i i 

est bijective, o~ l~m>~ i d4signe la limite inductive prise dans 
i 

Hom(J,Ind(C)). Or, si ~,~ sont deux foncteurs J ) C, on a un diagramrae 

exact dWensembles, fonctoriel en ~ et ~ : 

Hom(~,~) �9 ~----~Hom(~(X),~(X)) ---~-- Hom(~(X),~(Y)). 
XEOb J f6F6 J 

f:X -->Y 

Comme les limites inductives filtrantes eormnutent aux noyaux de doubles 

fl~ches et aux produits finis, la bijectivit4 de (8.8.2.1) s'ensuit 

quand Jest s Le cas o~ Jest 4quivalente g une cat4gorie finie 

se ram~ne aussit0t au cas pr4c4dent. 

Proposition 8.8.3. Soi_~t ~ : J----> Ind(C) un foncteur, avec J 4quivalente 

une petite cat4$orie. Pour que ~ admette une repr4sentation indicielle, 

il suffit qu'il satisfasse aux deux conditions suivantes, et cela est 

~galement n~cessaire lorsque Jest ~quivalente ~ une cat~sorie finie : 

a) La cat4gorie Hom(J,C)/~ (form4e des fl~ches de Hom(J,Ind(C)) 

de but ~ et de source dans Hom(J,C)) est filtrante. 
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b) Pour tout objet j de J, le foncteur 

(8.8.3.1) 41 ~ ~(j) : Hom(J,C)/~ > C/~(j) 

est cofinal, ~.~. satisfaisant aux conditions F i), F 2) de 8.1.3. 

D~monstration. Supposons a) et b) v4rifi~es, prouvons que ~ admet une 

repr4sentation indieielle. On peut supposer 4videmment J petite. Soit 

(8.8.3.2) I = Hom(J,C)/~ , 

qui est une cat~gorie filtrante par hypoth~se, et supposons d'abord I 

essentiellement petite, de sorte que "l'inclusion" de I dans Hom(J,C) 

d~finit un ind-objet de Hom(J,C), ii----> ~i . De plus, on a un homomor- 

phisme canonique 

(8.8.3.3) lim ~ i > ~ , 
l 

donn~ argument par argument par l'homomorphisme 

lim_~i(i~) �9 ~(j) = --lim> X c/~(j) 

d~duit du foncteur (8.8.3.1). Comme de dernier est cofinal, on en conclut 

que (8.8.3.3) est un isomorphisme, d'o~ la conclusion. Dans le cas o6 

on ne suppose pas I essentiellement petite, il suffit de construire une 

sous-cat~gorie pleine essentiellement petite I', telle que (8.8.3.3) 

reste un isomorphisme en prenant lim au lieu de lim~. Pour ceci, il 
I j~ I ~ 

suffit que les foncteurs compos~s 
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induits par les foneteurs (8.8.3.1) soient tous cofinaux. On conclut 

alors par le lemme sulvant, dont is d~monstration est irmm~diate grace 

au crit~re (8.1.3 b))j et est laiss4e au leeteur : 

Len~ne 8.8.3.4. Solent I une U-cat4~orie filtrante, e_~t 

f. : I > I. (jEJ) 
J 3 

une petite famille de foncteur cofinaux de I dans des categories filtran- 

tes essentiellement petites. Alors il existe une sous-eat4~orie pleine I i 

d el qui est filtrante et essentiellement petite~ et telle que les 

foneteurs induits par les fj soient eofinaux. 

Prouvons enfin la n~cessit4 dans 8.8.3 lorsqu'on suppose J 

~quivalente ~ une eat~gorie finie. Une repr4sentation indicielle de 

l~aide d'une eat~gorie d'indices filtrante essentiellement petite I 

d~finit un foncteur 

(8 .8 .3 .5)  I ~ > Hom(J,C)/%0 

I 

\ 

et il suffit de prouver que ~ et ehaeun des foncteurs ~j qui s'en d~duit 

sont cofinaux ; en vertu de 8.1.3 b) il s'ensuivra bien que Hom(J,C)/%0 

est filtrante, et par d~finition 8.1.1 que la fl~ehe verticale de (8.8.3.5) 

est ~galement cofinale. En vertu de 8.8.2 on peut identifier %0 ~ un objet 

de Ind(E), o~ E = Hom(J,C), et le fair que le foncteur 
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: I ~ E/~ , 

d~duit du ind-objet ~ de E index~ par I, est eofinal est un fait g4n4ral, 

qui se v~rifie imm4diatement ~ l'aide des crit~res F I) et F 2) de 8.1.3. 

La m~me raison (o~ E,~ sont remplac4s par C, ~(j)) montre que ~j est 

eofinal, ee qui aeh~ve la d4monstration. 

Remar~ues 8.8.4. a) Dans le cas o~ Jest ~quivalente ~ une cat~gorie 

finie~ si ~ admet une representation indicielle, on a vu que (8.8.3.5) 

est un foncteur cofinal, ce qui implique que la cat~gorie Hom(J~C)/~ 

est elle-m~me essentiellement petite. 

b) Supposons que dans C les limites inductives finies 

soient repr~sentables. Alors il en est de m~me dans E = Hom(J~C), et 

r se calculent argument par argument, et ce sont ~galement des 

limites inductives dans Hom(J,C) eta fortiori dans Hom(J,Ind(C)). 

II slensuit aussitOt que la condition a) de 8.8.3 est alors automati- 

quement satisfaite~ et tout revient ~ regarder la condition b). Jtignore 

si elle est automatiquement satisfaite lorsque de plus Jest suppos~e 

petite. 

Nous en arrivons au r4sultat principal du pr4sent num4ro : 

Proposition 8.8.5. Sol t J ~ne cat~orle ~quivalente ~ une cat~gori@ 

finie, et supposons de plus J rigide ~.~. ~ue pour tout j 60b J , 

tout endomorphisme de j soit itidentitd. Alors Jest admissible pou r C 

(quelle que soit la ~-r C), ~,~. tout foncteur J ~ Ind(C) 

admet une representation indieielle. 
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Quitte ~ remplacer J par une cat~gorie ~quivalente, nous 

pouvons supposer que Jest r~duite i.e. que deux objets isomorphes de J 

sont identiques. Alors Jest m~me finie. Nous proc4dons par r4currence sur 

card Ob J~ le cas o~ ce nombre est ~ 0 ~tant trivial ; nous le supposerons 

donc ~ i . Soit Jo un objet maximal de J, i.e. tel que pour toute fl~che 

Jo ~ j' il existe une fl~che j > Jo compte tenu du fait que Jest 

rigide, cela implique que Jo > jest un isomorphisme, et cormne Jest 

r~duite, cela implique Jo = j " Soit donc J' la sous-cat~gorie pleine 

d~duite de J en lui enlevant Itobjet Jo ' et J" la sous-cat4gorie pleine 

r~duite ~ l'objet Jo " La proposition r4sulte alors du 

Lermne 8.8.5.1. Soient June cat~8orie finie, J' e t J" deux sous-cat4gories 

pleine telles que Ob J = 0b j1U Ob J" et ~ue pour tout j'60b J' et 

J" E Ob J", on ait Hom(j",j') = @ . S i J' e t J'~ sont admissibles pour C , 

il en est de m~me de J . 

Tout revient ~ prouver les crit~res a) et b) de 8.8.3, ce qui 

revient ~ faire six v~rifications ~l~mentaires, savoir les deux derni~res 

conditions des categories filtrantes pour Hom(J,C)/~ , et les conditions 

F i) et F 2) pour les foncteurs (8.8.3.1), dans le cas j E Ob J' et 

j E Ob J" successivement ; ces derni~res conditions impliquant dtailleurs 

que Hom(J,C)/~ est non vide. La v~rification assez fastidieuse n'offre 

pas de difficultY, et est laiss~e au lecteur. (Le r~dacteur a vainement 

cherch~ une d~monstration ~l~gante qui court-eircuiterait ces d~plai- 

santes v~rifications.) 
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Exercice 8.8.6. a) Soient J,J' deux categories admissibles pour C, IIune 

dlelles ~tant finie. Prouver que JXJ test admissible pour C . (Utiliser 

8.8.2,) 

b) Prouver qu'une petite cat~gorie discrete est admis- 

sible pour route eat~gorie C . 

e) Soit June cat~gorie satisfaisant les conditions 

suivantes : (i) Jest rigide, (ii) Ob Jest d4nombrable, (iii) Pour 

deux objets queleonques j,j' de J, Hom(j,J') est fini, (iv) Pour tout 

objet j de J, llensemble des objets de J qui sont major's par j i.e. 

qui sont source d'une fl~che de but j, est fini. Montrer que Jest 

admissible pour toute ~-cat~gorie C . (Montrer d'abord qu'on peut 

4crire J comme r~union filtrante de sous-cat~gories plelnes finies J , 
n 

telles que tout objet de J major~ par un objet de Jn soit dans Jn 

V4rlfier ensuite les crit~res a), b) de g.8.3.) 

Exercice 8.8.7. Nous identiflons dans les notations un ensemble ordonn~ 

et la cat~gorie qu'il d~finit. 

a) Soit C un ensemble ordonn~. SoitC~leensemble des parties 

A de C qui sont filtrantes et telles que x 6 Aet y ~ x implique y E A . 

Soit L ~ : C ~ C~ l'application qui associe ~ tout x E C l'ensemble 

Lo(X) des y 6 A tels que y ~ x . Montrer que Lest une application 

injective et que itordre de C est induit par celui de CN. Pour tout 

A E C~, consld~rons Itinclusion f(A) : A ~ C, c'est un ind-objet 

de C ; pour tout ind-objet ~ : I > C de C, soit g(~) 6 CN la partie 

de C form~e des ~l~ments de C major4s par un ~l~ment de la forme ~(i). 
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Montrer qulon obtient ainsi deux ~qulvalences quasi-lnverses itune 

de Itautre 
f,g 

Ind(C) < ) C ~ , 

transformant le foncteur L en le foncteur canonique L: C --~ Ind(C). 
O 

b) Supposons que pour tout x s C, l'ensemble des ~l~ments 

majorant (resp. minorant) x est fini. Montrer que tout ind-objet 

(resp. pro-objet) de Cest essentiellement constant, et m~me que pour 

tout tel ~ : I ~ C (resp. ~ : I ~ > C) il existe un i ~ 6 0b I 

tel que le foncteur induit sur I/i soit constant (i.e. transforme 
O 

toute fl~che en un isomorphisme). 

c) Prenons C c~~ form4 des couples d'entiers naturels (j~i) 

tels que i~j .Montrer que~ Nest isomorphe ~ itensemble ordonn~ d~duit 

de~ (identifi4 ~ un sous-ensemble ordonn4 de ~N con~ne dans a)) en 

lui ajoutant un plus grand ~l~ment ~ . Mo~trer que C~ est isomorphe 

~~ Consid~rons le foncteur 

:~~ ~ c ~ , ~(j) = (j,~) 

Montrer que : i) la limite projective de ~ n'est pas repr4sentable dans 

C~ , bien que los limites projectives filtrantes dans C soient repr~- 

sentables (et solent essentiellement constantes, en vertu de b)). 

2) Pour tout foncteur ~ : ~o ~ C, on a Hom(~,~) = @ , eta fortiori 

le fonoteur ~ n'admet pas de repr4sentation sous forme indlcielle. 
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Exercice 8.8.8. Soient X =~///q l'ensemble somme de deux copies de ~ , 

s la sym4trie de X, et pour tout i 6~ , soit X i la partie Ai+lJ/Ai de~ 

(o0 A. d4signe la partie de~ form~e des j tels que j~i). Soit C la 
i 

sous-cat~gorie de la cat4gorie des sous-ensembles de X, dont les objets 

sont les X i , et les fl~ches les applications entre des X.I qui sont 

induites par l'identit4 de X ou par sa sym~trie s, et CN la cat~gorie 

d4finie de faqon analogue, mais o~ on admet de plus l'objet X . 

a) Montrer que Ind(C) est 4quivalente ~ CN , le fonc~eur canonique 

C > Ind(C) correspondant ~ l'inclusion C > C~. Montrer qu'il 

n'existe pas de couple (Y,f) d'un objet Y de C et d'un endomorphisme 

f de Y, et de morphisme d'objets ~ endomorphisme de Ind(C) de (Y,f) 

dans (X,s). 

b) En conclure que si Jest la cat~gorie ayant un seul objet, et en 

plus de la fl~che identique une seule fl~che d'ordre 2, alors le foncteur 

J ----> Ind(C) d4fini par (X,s) n'admet pas de repr4sentation indiclelle. 

8.9. Propri4t~s d'exactitude de Ind(C) 

Proposition 8.9.1. Soit C une U-cat4gorie. 

a) Les foncteurs canoniqu~L (8.2.4.8) e__tt c (8.4.1) 

C c ~ Ind(C) ~ 

co mmutent aux limites projectives. 

b) Supposons que dans C les limites inductives finies soient 

rgpr~sentables , et que C soit ~quivalente ~ une petite cat4$orie. Alors 

dans Ind(C) les petites limites projectives sont repr4sentables. 
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c) Si dans C les petites limites pro~ectives (resp. le___ss 

limites pro~ectives finies) sont repr~sentables, alors il enest de 

m~me dans Ind(C). Soit June cat4gorie qui est finie et rigide, o__uu 

discrete ; si les limites projectives de type J sont repr~sentables 

dans C, ce m0me type de limites projectives est repr4sentables dans Ind(C). 

d) Les petites limites inductSyes filtrantes dans Ind(C) 

(elles sont repr~sentables en vertu de 8.5.1) sont exacts ~ gauche, 

~.~ eormnutent aux limites pro iectives finies. 

D4monstration. a) Le fait que L commute aux limites projectives r~sulte 

du fait qu'il est pleinement fiddle et du calcul des limites projectives 

dans C "argument par argument", qui implique que pour v4rifier qulun 

syst~me projectif de morphismes F---> F. (iEl) dans C fair de F une 
i 

limite projective des F. , il suffit de v4rifier que l'assertion ana- 

logue est vraie pour les syst~me projectifs d'applications ensemblistes 

Hom(X,F) > Hom(X,Fi) , pour tout XEOb C , Or C c Ind(C). 

Le fait que c commute aux limites projectives r4sulte formelle- 

ment du fait que L y cormaute, ainsi que le compos~ Lac : C----> C . 

b) Compte tenu de a), IVassertion revient g dire que toute 

limite projective de pr~faiseeaux ind-repr~sentables est ind-repr~sen- 

table, ce qui r4sulte aussitSt du crit~re 8.3.3 (v), compte tenu qu'une 

limite projective de foncteurs exacts ~ gauche est exact ~ gauche 

(ce qui r4sulte du fait que "lea limites projectives commutent aux 

limites projectives"(2.5.0)). 
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C) R~sulte formellement de la propri~t~ analogue de ~ (3.3), 

et du fait qua Lest conservatif (~tant pleinement fiddle) et cormnute aux 

limites du type envisag~ (a) et 8.5.1). 

d) Ii est bien eonnu (ef. 2.3) qua la repr~sentabilit~ des 

limites projectives finies ~quivaut ~ calla des limites projectives 

des types 

2 vide , . . , 

(correspondants ~ des ensembles ordonn~s finis partieuliers), et calla 

des petites limites projectives revient ~ calla des produits et des 

limites projeetives finies. Done la deuxi~me assertion faite dans c) 

implique la premigre. 

Supposons d'abord I fini. Utilisant le r~sultat 8.8.5 sur la 

repr~sentabilit4 des foncteur ~ : J ---> Ind(C) sous forme indicielle (8.5.4) 

(8.9.1.1) ~ : JXI > C , 

Itexistence des lim ~ eat done un cas particulier du r4sultat plus 

pr4eis et plus g~n~ral : 

Corollaire 8.8.2. Consid~rons un foncteur ~ : J > Ind(C) donn4 sous 

forme indieielle ~ (8.9.1.i),J ~tant une cat45orie finie. Si pour tout 

i s Ob I, le foncteur partial j > ~(j,i) a une !imite pro iectiye 

(rasp. inductive) repr4sentable dans C, alors ~ a une limite projective 

(rasp. inductive)repr4sentable dana Ind(C), et on a un isomorphisme 

~anonique 

(8.9.2,1) lim ~ ~ "lim" lim ~(j,i) 
*-- "i > ~j 
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(resp. 

(8.9.2.2) lim ~p'~O'lim" lira ~(j,i) ) , 

1 3 

o~ lim (resp. ~ est caleul~ dans C. 
4fT.--- 
3 3 

Pour la premiere formule, on utilise simplement que dans Ind(C) 

les limites inductives filtrantes commutent ~ ii~ , et que c cormaute 

li m (8.9.1 d) et a)) : 
"j 

lim ~ = lim "lira" ~(j,i) ~N ,,lim,,limlnd(C)~(j,i) N ,,lim,,limC~(j,i) 

i 3 l 3 

La seconde se prouve de m~me, en utilisant la commutation des limites 

inductives de type I aux limites induetives de type J (2.5.0) et le 

fait que c eo~nute aux limites inductives de type J, prouv~ dans 8.9.4 

a) ci-dessous. 

Cas J diseret. Ce eas est Contenu dans l'assertion plus pr4eise 

suivante : 

Corollaire 8.9.3. Soient I des eat4$ories filtrantes essentiellement 

petites index~es par un petit ensemb!e A, et pour tout ~6A, soit 

(X(~)i) i un ind-obiet de C index~ par 16 . Soit I la x(~) = ~61~ 

cat~gorie produit des I , et supposons que pour tout ! = (i)~6AEI , 

le produit~-3-- X(~) soit repr4sentable dans C Alors le produit 
~%A i 

(~-~ X(~) est repr6sentable dans Ind(C), et il est canoniquement isomor- 

phe ~ l'ind-objet index~ par I donn4 par la formu!e 

"lira" X(~). ~ "lira" (~- A(~) I ) (8.9.3,1) i %-q 
~6A ! =(i)~6AEI ~ 
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oO le produit du de.uxi~m e membre est Ir produit calcul~ dans C . (O_~n 

noter a ~ue Iest filtrant et esse.ntiellement petit, le___~s I l'dtant.) 

En effet, il est bien connu (et imm~diat par rdduction au cas 

o~ on travaille dana la catdgorie des ensembles) que la formule envisag~e 

est valable quand on calcule les limites dans C. La conclusion r~sulte 

alors du fait que L commute aux limites envisag~es (8.9.1 a) et 8.5.1). 

Remarques 8.9.4. La d~monstration donn~ede 8.9.2, 8.9.3 montre, plus 

g~n~ralement, que si pour tout i E Ob I, li m ~(j,i) (resp. lim>~(j,i). ) 

J J 
cslcul~ dans Ind(C) est representable, alors il en est de m~me de lim 

(resp. de lim ~0). Ceci et l)argument de c) montre que pour une eat~gorie donn~e 

J provenant d'un ensemble ordonn~ fini ou discret (ou plus g~n~ralement, 

qui est C-admissible (8.3.1)), les limites projectives (resp. inductives) 

de type J sont repr~sentables dans Ind(C) si (et seulement si) pour 

tout foncteur ~p : J. > C, la limite projective (resp. inductive) de 

calcul~e dans Ind(C) eat representable. Dans le cas non resp~, cela 

signifie aussi, en vertu de a), que toute limite projective de type J 

de pr~faiseeaux repr~sentables sur C est ind-repr~sentable. 

Proposition 8.9.5. Soit C une U-cat4sorie. 

a) Le foneteur canonique 

c: C -> Ind(C) 

est exact ~ droite (done exact, compte t~nu de 8.9.1 a)). 

b) Si les limites inductives finies (resp. les sormmes finies) 

sont repr~sentables dans C, s!ors !es petites limites inductives (resp. 

les petites so mmes) sont repr4sentables dans Ind(C). Soit J un ensemble 
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pr~ordonn~ fini ou discret ; si les limites inductives de type J sont 

r e2r~sentables dans C, il en est de m~me dans Ind(C). 

D~monstration. a) Supposons que dans C on ait X ~ lim X. o~ Jest 
j > ] ' 

une cat~gorie finie, X et les X. dans C. On a alors, pour tout ind-objet 
J 

= (Yi)i61 de C : 

Hom(X,Y) N limFHom(X,Yi) --~ li~ H~m Hom(Xj,Y i) 

2.8 

-~-~ lim lim Hom(X.,Y i) -~-~ li.~_Hom(Xj, X) , 

] I J 

et la conclusion v~lue r~sulte de la comparaison des termes extremes. 

b) On a d~j~ nots dans 8.0.4 que les assertions faites r~sul- 

tent de a) et de 8.9.2, du moins pour les limites inductives finies. 

Pour prouver les conclusions faites dans les cas infinis, on est ramen~ 

au cas des sommes, qui peut s'interpr~ter comme une limite inductive 

filtrante de sommes finies, et on conelut donc grace ~ 8.5.1. 

Remarque 8.9.6. On a d~j~ observ~ que le foncteur cne commute pas en 

g~n~ral aux limites inductives filtrante6, donc pas non plus aux sommes 

infinies, contrairement ~ ce qui a lieu pour L: Ind(C) ) C . Par 

contre, ~ l Wexception de la commutation aux limites inductives filtrantes 

(8.5.1), L n'a pratiquement jamais de propri~t~s de commutation ~ quelque 

autre type de limites inductives (objet initial, somme de deux objets 

conoyaux de doubles fl~ches). Ainsi, si C admet un objet initial 0 C , 

qui est donc ohjet initial de Ind(C) en vertu de a), ~C n'est jamais 

objet initial de C (i.e. identique au pr~faisceau constant de valeur ~), 

puisque Hom(~c~ C) # ~ t 
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Proposition 8.9.7. Soit 

f : C > C' 

un foncteur entre U-categories, et soit June cat4gorie finie et ri$ide 

(8.8.5). Si les limites inductives (resp. projectives) de type J sont 

repr~sentables dans C et si f y commute, alors Ind(f):Ind(C) > Ind(C') 

commute 4galement ~ ce type de limites. 

Cela r~sulte aussitOt de 8.8.5 et du calcul 8.9.2 des limites 

finies dans une cat~gorie de ind-objets, pour un foneteur repr4sent4 

sous forme indicielle. 

Corollaire 8.9.8. Si dans C les limites inductives (resp. projectives) 

finies, sont repr~sentables,, et sif est exact ~ droite (resp. A ~auche) 

alors il en est de m~me de Ind(f) ;dans le cas non rest4 , Ind(f) 

c ormnute m~me aux petites limites inductives quelconques. 

La premiere assertion rdsulte de 8.9.7 . La deuxi~me rdsulte 

de la premiere, compte tenu que Ind(f) cormnute aux limites inductives 

filtrantes (8.6.3). 

Exercice 8.9.9. Solt C une ~-cat~gorie. 

a) Supposons que dans C les sormnes finies sont repr4sentables. 

Montrer que si dans C les sormnes finies sont disjointes (resp. universelles) 

(cf. II 4.5), alors dans Ind(C) les petites sormnes sont disjointes (resp. 

universelles). 

b) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un 

~pimorphisme suivi dlun monomorphisme (resp. en un 4pimorphisme effeetif 
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suivi dlun monomorphisme, resp. en un ~pimorphisme suivi d'un monomor- 

phisme effectif, resp. un ~pimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme 

effectif). Montrer que Ind(C) satisfait ~ la m~me proprlet~.Dans le 

dernier cas resp~, on conclut donc que tout ~pimorphisme de Ind(C) est 

effectif, tout monomorphisme de Ind(C) est effectif, tout bimorphisme 

de Ind(C) est un isomorphisme ; montrer que dans ce cas tout ~pimorphisme 

(resp. monomorphisme) de Ind(C) peut se representer par un syst~me induc- 

tif dT~pimorphismes (resp. de monomorphismes) de C. Si on suppose de 

plus que dans C tout ~pimorphisme (resp. tout monomorphisme) est 

unlversel, la m~me propri4t4 est vraie dans Ind(C). 

Supposons C additive (resp. ab~lienne),alors Ind(C) l~est c) 

~galement. 

d) Soient X = "lii ~'' X i un ind-objet de C, R-'--~>X une relation 

dI4quivalence dans X, Pour tout i E Ob I, soit R. ~X i la relation 
1 

dW4quivalence dans X. (consider6 comme objet de Ind(C)) induite par R 
l 

via X i ----> X . (On suppose que le produit fibr~ R i = RKXxX• i dans 

(Ind(C)) est representable par un objet de Ind(C), ce qui est le cas 

si dans C les limites projectives finies sont repr~sentables.) Montrer 

que pour que R soit effective, il suffit que les R. le soient. 
I 

e) Soient X un objet de C, Rune relation de4quivalence dans 

c(X) i.e. dans X consider4 co,he objet de Ind(C). Supposons que dans 

C les produits fibr4s soient repr~sentables. Pour que R soit effective, 

il faut que R soit de la forme "lim" R. , off les R. sont des relations 
1 

d f ~ q u i v a l e n c e  dans  X ( r e g a r d d  eomme un o b j e t  de C), e t  c e t t e  c o n d i t i o n  
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est suffisante si on suppose que dans C les relations d'~quivalence 

sont effectives. 

f) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un 

~pimorphisme effectif suivi dZun monomorphisme effectif, et que les 

limites projectives finies soient repr~sentables. Soit X un objet de 

C, et Run sous-objet de X~X, regard~ comme ~l~ment de Ind(C). Ecrivons 

R sous la forme "lim"> Z.I , o~ (Z i)iEI est une famille filtrante crois- 

sante de sous-objets de XXX dans C (c'est possible grace a b)). Montrer 

que pour que R soit une relation dfdquivalence dans X, il faut et il 

suffit que pour tout iEOb I, existe un jEOb I qui contienne s(Z.) et 
l 

Z oZ. , o~ s est la symdtrie de XxX. 
ii 

g) Supposons que dans C les limites projectives finies ainsi 

que les sommes finies soient repr~sentables, que toute relation d'~qui- 

valence y soit effective, et tout morphisme s~y factorise en ~pimorphisme 

effectif suivi par un monomorphisme effectif. Montrer que dans Ind(C) les 

relations d'dquivalence sont universelles si et seulement si C satisfait 

la condition suivante : 

ST) Pour tout objet X de C et tout sous-objet Z de XXX dans C, 

si on d~finit par recurrence la suite de sous-objets Z (n ~ O) de XXX 
n 

dans C par Zo = Z, Z n = Sup(Zn,S(Zn),ZnOZn ) (le Sup pris dans l'ensemble 

des sous-objets de XXX, qui existe grace aux hypotheses faites sur C), 

alors la suite (Zn)n~ 0 est stationnaire. 

k) Montrer que dans Ind(~ns)), les relations d'~quivalence 

ne sont pas n~cessairement effectives. 

NB. Pour des crit~res pour que Ind(C) soit un topos, 

cf. VI 8.9.9 .~ 

116 



- 117 - I 

Exercice 8.9.10. Soit Cune ~-cat~gorie. Posons Pro(C) = (Ind(C~ ~ 

(cf. 8.11). 

a) Supposons que dans C les sommes finies (resp. les petites 

sommes) son~ repr~sentables. Montrer que si elles sont disjoin~es 

(cf. II 4.5), alors Pro(C) satisfait la m~me condition. 

b) Soit J un petit ensemble, tel que les son~nes index~es 

par J soient repr~sentables darts C, done aussi dans Pro(C). Soit 

(X(~))~6 June famille d'~l~ments de Pro(C), avec X(~) = "lim"~ Xi 

Montrer que pour que la somme des X(~) dans Ind(C) soit universelle, 

il suffit qu'il en soit de m~me pour chacune des f~nilles lim X. , 

o~ (i) E I E ~ I . En conclure que si dans C les sommes de type J 
~EJ 

sont universelles, pour qulil en soit de m~me dans Pro(C), il faut et 

il suffit que pour toute famille (X(~))~E J cor~ne dessus, avec I = I 

pour tout ~EJ, l'homomorphisme canonique dans Pro(C) 

"lim" _~X(~)~ < "i~J" If x(~). 
~EJ l 

soit un isomorphisme. En conclure que dans Pro((Ens)) les sommes de 

type J sont universelles si et seulement si Jest fini. 

Exercice 8.9.11. Soit Cune ~-cat~gorie. 

a) Soit (X~ > X)iEI une famille de morphismes dans C. Montrer 

que pour qu'elle soit ~pimorphique dans Ind(C), il suffit qu'il existe 

une sous-famille finie qui soit ~pimorphique dans C. Prouver que cette 

condition est ~galement n~cessaire lorsquton suppose que dans C toute 

famille finie de morphisme~de but X. se factorise en une famille ~pimor- 
I 
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phique, suivie dlun monomorphisme effectif (10.5). (Pour cette 

derni~re assertion, soit P IIensemble des parties finies de I, ordonn4 

par inclusion, et soit X' = (Xj)j6 P' le ind-objet form4 des images des 

sous-familles finies de la famille donn~e, enfin soit 

X" = X~,X = "lim" X~X . Montrer que les deux morphismes canoniques 

t .) X ~X" sont distincts, mais coTncident sur les Xj 

b) Supposons que dans C route famllle finie de morphismes 

de mOme but se factorise en une famille 4pimorphique, suivie d'un 

monomorphisme effectif. Prouver que Ind(C) admet une petite sous-cat4gorie 

g4n~ratrice par 4pimorphismes (7.1) si et seulement si C admet une 

petite sous-cat4gorie C' telle que tout objet de C soit but d'une 

far0/lie ~pimorphique f inie de source dans C'. Lorsqulon suppose que 

C admet une petite sous-cat~gorie g6n~ratrice (7.1), alors Ind(C) 

admet une petite sous-cat4gorie g~n4ratrice par 4pimorphismes si et 

seulement si C est 4quivalente ~ une petite cat~gorie. (Pour ce dernier 

~nonc4, utiliser 7.5.2). 

c) Ind((Ens)) n'admet pas de petite sous-cat4gorie g~n4ratrice. 

Exercice 8.9.12. Soit Cune ~-cat~gorie, et consid4rons Pro(C)=Ind(C~ ~ 

a) Montrer que si Pro(C) admet une petite sous-cat4gorie pt 

g4n~ratrice par 4pimorphismes (7.1), alors il existe une petite 

sous-cat4gorie C' de C qui est g~n~ratrice par ~pimorphismes dans Pro(C). 

(Prendre la cat4gorie des composants des objets de P'.) 
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b) Montrer que la categoric Pro((Ens)) nta pas de petite 

sous-cat~gorie g4n~ratrice par 4pimorphismes. (Si C Iest con~ne dans a), 

choisir un ensemble X dont le cardinal majore strictement les eardinaux 

des 41~ments de C', et consid4rer le pro-ensemble X form~ par les 

compl4mentaires dans X des parties de cardinal < card(X). Montrer que 

pour tout ensemble Y non vide de cardinal < card(X), on a Hom(Y,~)= @ , 

mais que ~ n'est pas isomorphe au pro-ensemble constant @ .) 

8,10. Notions duales : proobjets~ foncteurs pro-re~r4sentables 

Soit Cune U-cat~gorie. On appelle pro-objet de C tout foncteur 

(8.10.1) ~ : I ~ ~ C , 

o~ Iest une categoric filtrante essentiellement petite (appel~e la 

cat~gorie dlindices), et cormme dlhabitude I ~ d~signe la categoric 

oppos~e. Soit ~ un univers tel que V ~ U . On fera attention que les 

pro-objets de C indexes par des IE ~ sont en eorrespondance biunivoque 

avec les ind-objets de C ~ indexes par des I E ~, en associant ~ tout 

tel ind-objet ~ : I ~ C ~ le pro-objet ~ = ~o : i o ~ C . S'inspirant 

de r eorrespondance, on d~finit "par transport de str=cture et 

renversement des fl~ches" la notion de morphisme entre pre-objets de C 

partir de la notion analogue (8.2.4.2), (8.2.5.1) pour les in-objets, 

et on d~finit en consequence la categoric des pro-objets de C indexes 

par des I 6 ~ et un isomorphisme canonique : 

O O 
(8.10~2) Prov(C,~) -~-~ Indv(C ,~) ; 
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pour V=U on parle simplement de la cat~gorie des pro-objets de C ) notre 

Prou(C) ou simplement Pro(C), qui est done d~finie par 

(8.10.3) Pro(C) = Prou(C,U) N Ind(CO)O 

Si deux pro-objets sont donn~s sous forme indieielle 

(8.10.4) X = (Xi)iE I ' Y = (YJ)j6J ' 

la formule (8.2.5.1) prend ici la forme 

(8.10.5) Hom(X,Y) ~ lim llm Hom(X ,Y.) 
---- ~--T ~ i j 

Le foneteur (8.4.1) appliqu~ ~ C ~ donne, par passage aux categories 

oppos~es, un foncteur canonique (d~not~ par la m~me lettre e s'il n'y 

apas r~Sque de confusion), permettant d'identifier C ~ une sous-cat~gorie 

pleine de Pro(C) : 

(8.10.6) c: C ~ Pro(C) 

c)est pour avolr un tel foncteur) et non C > Pro(C) ~ qu'on a 

"renvers~ les fl~ches" dans la d~finition des morphismes de pro-objets 

partir de la d~finition analogue pour los ind-objets. Les pro-objets 

dans l~image essentielle de (8.10.6) s'appellent encore pro-objets 

esw constants. 

Posons 

V 

(8,10.7) C = (C~ ~ = Ho___mm(C,(Ens)) , 

alors le foncteur (8.2.4.7) peut ~tre consid~r~ cormce un foncteur 

eanonique pleinement fiddle 
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V o 
(8.10.8) L: Prov(C, ~) > C J 

et on trouve en partleulier 

v O 

(8.10.9) L: Pro(C)&---> C 

Nous laisserons au lecteur le soin de tradulze, au fur et 

mesure des besoins, les r4sultats des sections pr4c4dentes et de celles 

qui suivent du langage des ind-objets dans celui des pro-objets. Suivant 

le contexte math4matique, c~est l'un ou l'autre langage qui est le plus 

utile, sans compter les cas o~ les deux notions sfintroduisent simul- 

tan4ment, par exemple lorsqu'il y a lieu de consid4rer des cat4gories 

complexes comme Pro(Ind(C)) ou Ind(Pro(C)). Nous nous contentons de 

donner quelques indications suppl4mentaires, pour fixer la terminologie 

et les notatlons~ et pr~ciser le "yoga". 

8.10.10. Un foncteur eovariant F: C > (Ens) est dit foncteur 

pro-representable s'il est dans l'image essentielle de (8.10.9) (ou 

v 

8.10.8, cela revient au m~me) ; Is sous-cat4gorie pleine de C form~e 

de ces foncteurs est done 4quivalente ~ Pro(C) ~ . On pr~f~rera g~n~- 

ralement travailler dans la cat~gorie oppos~e, image essentlelle 

en~nt que sous-cat~orle de (8.10.9), qui est done 4quivalente 

Pro(C) lui-m~me. En accord avec eet usage, il est souvent preferable 

de regarder les foncteurs covarlants 

F: C > (Ens) 

comme des objets de Hom(C,(Ens)) O = ~ o et d'4efire en consequence la 

cat4gorie des homomorphismes 
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X ~ F dana C o 

i.e. des couples (X,u) dlun objet X de C et d'un u 6 F(X), comme 

(8.1o.n) ~c 

Avec cette convention, on trouvera donc un foncteur covariant (foncteur 

source) 

(8.10.12) ~C 

et 3.4 se r~crit sous la forme 

(8.10.13) F ~ 

8.10.14. 

~C 

"I im" X 

Le crit~re 8.3.3 appliqu4 ~ C ~ deuient un crit~re de prorepr~sen- 

tabilit~ pour F : il faut et il suffit que (F~) ~ soit filtrante et 

essentiellement petite, cette derni~re condition ~tant superflue sl C 

eat ~qulvalente ~ une petite categoric ; sl de plus dana C les limites 

projectives finles sont repr4sentables, il revient au marne de dire 

que F y commute i.e. eat exact ~ ~euche. 

8.10.15. Dans Pro(C) les petites limites proJectives filtrantes sont 

repr~sentables et le foncteur (8.10.9) y commute ; en d'autres termes, 

ee foncteur transforme llmites projectives en Pro(C) en llmites inductives 
v 

de C = Hom(C,(Ens), tout comme son compos4 C ~ ~o avec (8.10.6), qui 

partage avec lui la f~cheuse propri4t4 d'etre contravariant quand on 

v 
le consid~re ~ valeurs dana C. On fera attention que les foncteurs 
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pro-repr~sentables de C dans (Ens) sent les foncteurs qui sont des 

petites limites inductives filtrantes de foneteurs repr~sentables 

(et non des limltes projeetives, corame Is terminologie pourrait ~ventuel- 

lement le sugg~rer). 

8.11. Ind-adJoints et pro-adjgints 

8.11.1. Soit 

(8.11.1.1) f : C ~ C' 

un foncteur entre ~-cat~gories~ d'oO un foneteur F---> Fef 

(8.11.1.2) f~ : C' ) 

On dlt que f a dmet un ind-adJoint si le foncteur precedent transforme 

foncteurs ind-repr~sentables en foncteurs ind-repr~sentables. Cormne f~ 

commute aux limltes inductives~ et que Is sous-eat~gorie pleine de C t 

form~e des foncteurs ind-repr~sentables est stable par petites limites 

induetives filtrantes, il revient au m~me de dire que f admet un 

ind-adjoint, ou que f~ applique obJets de C (identlfi~ ~ une sous-cat~gorie 

pleine de C) dans des foneteurs ind-repr~sentables sur C, i.e. 

(8.11ol.3) X: ~ Hom(f(X),Y') est ind-repr~sentable pour tout Y'6Ob C'. 

Une autre fa$om d'exprimer la condition que f admette un ind-adJolnt 

est de dire quill existe un foncteur 

(8.11.1.4) g: Ind(C') ) Ind(C) 

qui soit essentiellement induit par f~ , i.e. tel qulon ait un isomor- 

phisme de blfoneteurs 

123 



- 124- I 

(8,11.1.5) HOmlnd(C)(X,g(X')) ~HOmlnd(C,)(f(X), [') , 

o~ X 60b C et Y' E Ob Ind(C'). En falt, il suffit m~me d'avoir un 

foncteur 

(8.11.1.6) go : C' > Ind(C) 

e~ un isomorphisme de bifoncteurs 

(8.11.1.7) Homlnd(C)(X,go(Y')) "~ HOmc,(f(X),Y') 

en X E Ob C, Y' 60b C' . Le foncteur g (resp. go ) est ~videmment deter- 

min~ ~ isomorphisme unique pros par f, et inversement on r~constitue f 

isomorphisme canonique pros par la connaissance de r g (resp. go ) . 

II est clair sur (8.11.1.5) que le foncteur g eon~nute aux limites induc- 

tives, et qu'il "prolonge" le foncteur go ; cela le d~termine donc 

isomorphisme unique pras en termes de go (8.7.2). Le foncteur g, et 

parfois aussi le foneteur go qulil prolonge, est appel4 le foncteur 

ind-ad~oint de f (inutile ici de pr~ciser : ~ droite, car l'autre, s'il 

existe, slappellera le pro-adjoint, cf. 8.11.5 plus bss). 

Bien entendu, lorsque f admet un adjolnt ~ droite 

fad : Cf > C , 

11 admet un ind-adjoint g, et celui-ei est isomorphe eanoniquement au 

prolongement canonique de f aux ind-objets : 

(8.11.1.8) g "~ Ind(f ad) 

La notion de ind-adjolnt est donc une g~n4ralisation naturella de la 

notion d t adjoint ~ droite. 
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Consid~rons maintenant le prolongement canonique 

(8.11.1.9) Ind(f) : Ind(C) ~ Ind(C') 

On a alors : 

Proposition 8.11.2. Pour que !9 foncteur f: C ~ C' admette un ind-ad~oint, 

il faut etil suffit que le foncteur Ind(f) (8.11.1.9) admette un ad~oint 

droite. Ce dernier est eanoniquement isomorphe au Ing-ad~oint (8.11.1.4). 

La suffisance et la derni~re assertion sont triviales sur la 

formule de ind-adjonction (8.11.1.5). Pour la n4cessit4, on note que 

par passage ~ la limite projective sur cette formule sur des X i , on 

d4duit un isomorphisme d'adjonction en les pro-objets ~ = (Xi)iE Iet ~' : 

(8.11.2.1) HOmlnd(C)( ~ , g(X')) ~ HOmlnd(C,)(Ind(f)(X),X') , 

cqfd. 

Corollaire 8.11.3. S__ ! f admet u n ind-adioint, alors Ind(f) commute aux 

limites inductives, et le ind-adjoint g commute aux limites projectives. 

Proposition 8.11.4. Pour que le foncteur f: C > C ~ admette un ind-adjoint, 

il faut que f SpAt exact ~ gauche, et cette condition est suffisante 

lorsque C est ~quivalente ~ une petite cat~$orie. 

Cela r~sulte du crit~re (8.11.1.3), et de 8.3.1 et 8.3.3 (iv). 

Pour un autre crlt~re en termes de la notion de foncteur 

accessible, cf. 8.13.3. 
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8.11.5. Consid~rons maintenant le foncteur F~ > Fof 

v v 
(8.11.5.1) fo. : C' > C 

induit par F . On dire que f admet un pro-adjoint si le foncteur precedent 

applique foncteur pro-representable en foncteur pro-representable, i.e. 

s'il existe un foncteur (appel~ foncteur pro-ad3oint de f) 

(8.11.5.2) g: Pro(C) ~ Pro(C') , 

et un isomorphisme de bifoncteurs 

(8.11.5.3) HOmpro(c)(g(X'),X) ~ HOmpro(C,)(X'),f(X)) 

Bien entendu, dire que f admet un pro-adjoint signlfie que fo admet 

un ind-adjoint, de sorte que les notions et r~sultats pour les ind-adjoints 

se traduisent trivialement en termes de pro-adjoints. Signalons seulement 

que f admet un pro-adjoint si et seulement si Pro(f) : Pro(C) --> Pro(C I) 

admet un adjolnt ~ droite, et que dens ce cas le foncteur g precedent 

est un tel edjoint ~ droite de Pro(C) ; et qu'il faut pour ceci que f 

soit exact ~ g~uche, cette condition ~tant ~galement suffisante lorsque 

C est ~quivalente ~ une petite cet~gorie. Dens ce ~as~ fest donc exact 

si et seulement si il admet ~ la lois un ind-adjoint et un pro-adjoint. 

Exemple 8.11.6. Consid~rons le cas d'un foncteur 

f : C > (Ens) 

Si ce foncteur admet un pro-adjoint, il est pro-representable, et I~ 

r~ciproque est vraie si et seulement si la sous-cat~gorie pleine de C 

form~e des foncteurs pro-repr~sentables est stable par petits produits ; 
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eWest le cas en particulier si C est 4quivalente ~ une petite cat~gorie 

(8.10.14) ou si darts C les petits produits sont repr~sentables (8.9.5 b) 

appliqu~e ~ cO). A peu de choses pros, on peut done dire que pour un 

foneteur f: C---~ C t, la notion d'existence d'un pro-adjoint est la 

g4n~raliw naturelle de la notion de. pro-repr~sentabilit~ de f , 

qui est d~finie lorsque C' = (Ens). 

8.12. Ind-objets et pro-objets stricts. Application ~ un crit~re de 

repr4sentabilit~ 

8.12.1. Soit 

= (Xi)iE I 

un ind-objet de la ~-eat~gorie C, et soit Fle pr~faisceau qu'il ind-repr~- 

sente. On volt alors aussitDt qutil revient au m~me de dire que les 

morphismes canoniques 

X. > F = "lira" X. 
1 

sont des monomorphlsmes de Ind(C) (ou, ee qui revient au m~me, de C , 

i.e. des monomorphismes de foncteurs "argument par argument"), ou de 

dire que pour toute fl~che i > j de I, la fl~che de transition 

eorrespondante 

X i > X 
3 

est un monomorphisme. Lorsque ces conditions sont remplies, et si de 

plus Iest une eat~gorle ordonn~e, on dit que X est un ind-oblet strict. 
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On notera que cette condition ntest pas invariante par isomorphisme de 

ind-objets ; un ind-objet sera appel~ essentiellement strict s'il est 

isomorphe ~ un ind-objet strict. Un pr~falsceau sera appel~ strlctement 

ind-repr~sentable s'il est ind-repr~sentable par un ind-objet strict ; 

donc F = "lim"X. est strictement ind-repr~sentable si et seulement si 

= (Xi)i61 est essentiellement strict. 

8.12.1.1. Soit Fun pr~faisceau sur C, et consid~rons la sous-cat~gorie 

pleine de C/F form~e des fl~ches X ~ F de source dans C qui sont des 

monomorphismes. On IVappelera is cat~$orie des sous-foncteurs repr~sen- 

tables de F ; c'est la cat~gorie associ~e ~ l~ensemble ordonn~ des 

sous-foncteurs repr~sentables de F, ordonn~ par l'ordre induit de celui 

de l'ensemble des sous-objets de F . Ii r~sulte alors aussitDt des 

d~finitions : 

Prop@sition 8.12.2. Pour que le pr~faisceau F sur C soit strictement 

ind-repr~sentable , ~i faut et il suffit que la cat~$orie (ordonn~e) I 

des. sous-foncteurs repr~sentables de F soit filtrante et essentiellement 

petite et ~ue Iron air 

(8.12.2.1) li~X i N > F , 
I 

Lorsque pour tout objet X de C, l'ensemble des sous-ob~ets de X dans 

C est petit (par exemple si C admet une petite sous-cat~orie $~n~ratric@ 

(7.4)), cela implique ~ue Is categoric des sous-foncteurs repr~sentables 

est m~me petite. 
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8.12.2.2. Si F est strictement ind-repr~sentable, il y a donc une fa~on 

privil~gi~e de le ind-repr~senter par un ind-objet, et ce dernier est 

m~me un ind-objet strict : on prend la repr~sentatlon (8.12.2.1). Un 

ind-objet strict Y est dit satur4 s'il est isomorphe ~ un ind-objet de 

la forme (X.) figurant dans (8.12.2.1), pour F convenable ;donc il 
l 

existe ~ isomorphisme unique pros, un seul ind-objet strict satur~ 

isomorphe au ind-objet strict donn4, savoir celui envisag4 dans 8.12.2, 

en prenant F = lim Y (limite dans C). 7-- 

8.12.2.3. Supposons qu'on sache d~j~ que l'on puisse trouver une petite 

partie eofinale dans l'ensemble Ob C/F , ce qui est le cas en partieulier 

sl F est ind-repr~sentable ; alors il s'ensuit que la m~me condition 

est v4rifi4e dans la sous-cat4gorie pleine I envisag~e dans 8.12.2, donc 

on peut dans le crit~re 8.12.2 omettre la condition que I soit essentiel- 

lement petite. 

8.12.3. Soit Fun pr4faisceau sur C, et consid~rons un objet 

u : X => F 

de C/F . On dlt que u (ou le couple (X,n)) est minimal si pour toute 

factorisation de u en 

Uf (8.12.3.1) X P > X' . 7 F 

avec pun ~pimorphisme strict (10.2), 

u cormne un objet de F(X) (1.4) , dire que u est minimal signifie done 

pest un isomorphisme. Consid~rant 
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que tout 4pimorphisme strict p: X > X' tel que u 6 Im(F(p): F(X') --~ F(X)) 

est un isomorphisme. Cette notion sI4claire par la partie a) du lemme 

sulvant : 

Lemme 8.12.4. 

a) 

un morphisme 

Soit Fun pr~faisceau sur C . 

Supposons que F transforme conoyaux ~n noyaux e~ 9onsid~rons 

u: X > F , 

avec X s Ob C . Pour que u soit un monomorphisme, il suffit, lorsque d@n s 

C les conoyaux de doubles fl~ches sont repr4sentables, que u soit 

minimal ; cette condition est 4galement n~cessaire si dans C les produits 

fibres sont repr~sentables. 

b) Supposons que dans C les lim finies soient repr4sentables. 
, ~ ' - 

your que le sous-cat4gorie des sous-foncteurs repr~sentables de F 

(8.12.1.1) soit filtrante (pas n4cessairement petite) et ait pour 

limite inductive F , il suffit que F soit exact ~ gauche et que tout 

morphism e u: X > F, avec X 60b C, se factorise en 

X > X t ut ' > F  , 

avec u' minimal ; cette condition est 4Kalement n~cessaire si dans C le___ss 

produits fibres sont reprdsentables. 

c) Snpposons que C admette une petite sous-cat~orie K4n4ratrice 

(7.1), et que I la c~t~gorie des..sous-foncteurs, repr~sentables de F soit 

filtrante, alors Iest petite. 
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D~monstration. a) 8upposons u minimal, prouvons que u est un mono- 

morphisme, i.e. que pour route double-fl~che v,v' : Y ~X telle que 

uv = uv ~ , on a v=v w . En effet~ si X' = Coker(v,vl), alors use factorise 

en X p > X t ul > F (F transformant conoyaux en noyaux), et co,me p 

est un ~pimorphisme strict par construction, il slensuit que pest un 

isomorphisme i.e. v--v ~ o Supposons que u est un monomorphisme~ prouvons 

qulil est minimal. Consid~rons une factorisation (8.12.3.1) ; cornme p 

est un ~pimorphisme strict~ crest le conoyaux de la double fl~che 

canonique v,v' : XXx,X----~X , et comme (u'p)v = (u'p)v' et que u'p=u 

est un monomorphisme, on a v=vr donc pest un isomorphisme. 

b) Suffisance : Comme F est exact ~ gauche, C/F est filtrante. 

Cormme on sait que F = lim X~ on est ramen~ par 8.1.3 c) ~ prouver que 

C/F> 

la sous-cat4gorie plelne I de C/F des sous-objets de F est cofinale dans 

C/F ; or en vertu du "il suffit" dans a), crest ce qu~assure l'hypoth~se 

que tout objet de C/F est major4 par un objet "minimal". N4eessit4 : 

Comme toute limite inductive filtrante de foncteurs exacts ~ droite 

est itou, la premiere condition est trivialement n4cessaire. La deuxi~me 

r~sulte alors du "il faut" dans a). 

c) Un sous-foncteur representable X < �9 F de F est connu 

quend on connaSt la sous-cat4gorie pleine C'/X de C'/F , o~ C est une 

petite sous-cat4gorie g~n~ratrice fix4e de C . (Utiliser l'hypoth~se I 

filtrante.) Comme C'/F est petite, l'ensemble de ses sous-cat4gories 

pleineBest petit, d'o~ la conclusion. 
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Proposition 8.12.5. Soit Cune U-=at4~orie o~ les limite 9 inductives 

finies sont re pr4sentables , et admettsnt une petite sous-cat~orie $~n~- 

ratrice (7.1). Soft Fun pr~faisceau sur C . Pour que F soft strictement 

ind-repr~sentable , il suffit ~u'il satisfasse les deux conditions 

suivantes~ et celles-ci sont 4~alement n~cessaires si dans C les produits 

fibres sont repr~sentables : 

a) F est exact ~ gauche. 

b) Tout couple (X,u), avee X 60b C e_~t u 6 F(X), est ma~or4 

d.ans C/F par un couple minimal (8.12.3), !'~" il existe un couple minimal 

(X',u') (X' 60b C, u' 6 F(X)) et un morphisme f: X ) X' tel que 

u = F(f)(u'). 

La suffisance r4sulte de 8.12.2 et de 8.12.4 b), c), la 

n4cessit4 de 8.3.1 et de 8.12.4 a). 

Remarque 8.12.6. Lorsque F transforme sommes amalgam~es de C en produits 

fibres, on volt aussitOt que pour un couple (X,u) donn~ comme dans b), 

iIensemble des quotients stricts X ~ de X tels que u 6 Im(F(X') --> F(X)) 

est filtrant d~croissant, ce qui implique que si l~ensemble des quotients 

stricts de X est artinien, alors la condition b) de 8.12.5 est automa- 

tiquement satisfaite. Si donc la condition pr~c~dente sur X est satis- 

faite pour tout objet X de C (on dlt aussl alors, parfols, que les objets 

de C ~ sont artiniens), alors il r~sulte de 8.12.5 que F est strictement 

ind-repr~sentable si et seulement si F est exact ~ gauche ;dans ce cas~ 

F est donc strictement ind-repr4sentable d~s qu'il est ind-repr~sentable 

(8.3.1). 
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Corollaire 8.12.7. Soit C une U-cat~orie off les petites limltes pro- 

]ectives sont repr~sentables, et admettant une petite sous-cat~gorie 

co~n~ratrice (7.9, 7.13). Alors un foncteur F: C > (Ens) est repre- 

sentable sl et seulement si F commute aux petites limltes pro]ectives. 

La n~cessit~ est claire. Pour la suffisance, on applique 8.12.5 

la cat~gorie oppos~e C ~ . Pour prouver d'abord que F est (strictement) 

pro-repr~sentable~ on est ramen~ ~ prouver que tout couple (X,u)~ X E Ob C 

et u E F(X), est major~ par un couple "minimal". Or la famille (Xi)iE I 

des sous-objets stricts de X tels que u E Im(F(X~ > F(X)) est petite 
l 

(7.5 sous forme duale). Grace au fait que F est exact ~ gauche, elle 

estco-filtrante (8.12.6), et grace au fait que F commute aux petites 

limites projectives on voit que X I = Rim X. est un plus petit objet de 
w. l 
l 

cette f~mille. (Utiliser le fait que, F ~tant exact ~ gauche, transforme 

monomorphismes en monomorphismes.) Si u' E F(X I) est iIunique ~l~ment 

dont l'image dans F(X) est u, on voit alors que (X',u') 

est un couple minimal majorant (X,u). Cela prouve que F est pro-repre- 

sentable, et la conclusion r~sulte alors du 

Lemme 8.12.8.1. Soit F:C--~ (Ens) un foncteur, o~ C est une U-cat~gorie 

o~ les petites limites pro~ectives sont repr~sentables. Pour que F solt 

repr~sentable~ il faut et il suffit qu'il soit pro-representable et qu'i~ 

commute aux petites limites projectives. 
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La n4cessit~ est claire, prouvons la suffisance. Dire que F 

est repr4sentable signifle ~videc=nent que ~ admet un ~14ment initial 

(en fait, les objets initiaux de ~ sont pr~cis4ment les isomorphismes 

F---~ X, i.e. les donn4es de representation pour F). Or F ~tant prorcpr4- 

sentable, (~~ filtrante et 4quivalente ~ une petite eat~gorie, donc 

X = lim X est representable dans C, et cormne F con~nute ~ la limite 

e n v i s a g ~ e ,  i l  s t e n s u i t  que  X e s t  un  o b j e t  i n i t i a l  de F~ ' c q ~ d .  

C o r o l l a i r e  ~ . 1 2 ~  L e s  h y p o t h e s e s  s u r  C ~ t a n t  c e l l e s  de 8 . 1 2 . 7 ,  s o i t  

f :  C - - "~  C'  u n  f o n c t e u r  de  C d a n s  une  U - c s t g g o r i ~  C'  . Pou r  que  f a d m e t t e  

un  a d ~ o i n t  ~ g a u c h e ,  !1  f a u t  e t  i I  s u f f i t  que  f commute  aux  p e t i t e s  

limites pro~ectives. 

Cela se ram~ne en effet trivialement ~ 8.12.7, en appliquant 

cet 4none4 aux foncteurs compos~s de la forme X ~ > Hom(Y',f(X)). 

Exemples 8.12.9. Comme on a signal4 dans 7.13, les hypotheses sur E de 

8.12.7 et 8.12.8 sont v~rifi4es si C est la cat~gorie des ~-faisceaux 

dtensembles sur un espace topologique X E ~ (ou plus g~n~ralement, sur 

un ~-site (II 3.0.2)). Donnons un exemple instructif (~) qui montre que 

Ithypoth~se dtexistence d~une petite sous-cat~gorie cog4n4ratrice D de 

C n'est pas surabondante dans 8.12.7. Prenons pour C la cat4gorie des 

groupes 41~ments de U . Soit J itensemble des classes d'isomorphie de 

groupes simples E C, choisissons pour tout j E J un groupe simple G. 
J 

dans la calsse de J, et soit I l'ensemble ordonn6 filtrant des parties 

U-petltes de J, et pour i Elj soit X i = -J--LGj Les X forment alors 
-- jEi ~ ' i 

(~) (dfi ~ H. BASS). 
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un syst~ne projectif (Xi)i61 dans E, ~ morphismes de transition des 

~pimorphismes, et le foncteur correspondant 

(~) F(X) = !imHom(Xi,X) 
i" 

prend ses valeurs dans (~-Ens) (bien que l'ensemble d'indices I nlait 

~vldemment pas un cardinal 6 ~) ; plus pr~cis4ment, montrons que pour 

toute petite sous-cat~gorie pleine C de C, il exlste un i 6 I tel 
o o 

que la restriction de F ~ Co soit representable par X i , ce qui prouvera 
o 

la fois que F est ~ valeurs dans ~-Ens, et qu'il commute aux petites 

limites projectives. Pour prouver notre assertion, il suffit de noter 

que pour tout X 6Ob Co, le cardinal de l'ensemble J(X) des j 6 J ~els 

qu'il existe un homomorphisme non trivial de G. dans X est n~cessairement 
3 

petit, puisque un tel morphisme est n~cessairement un monomorphisme 

(G. ~tant simple) ; par suite, si i est la pattie de J r4union des J(X) 
] o 

pour X 6 ob Co, i ~ est petit i.e. i ~ s I, et il fair l'affaire. D'autre 

part il est clair que F n'est pas repr~sentable~ puisque on a card I ~ ~ . 

De ceci et de 8.12.7 on conclut donc que is ca t~orie C des ~roupes s 

nladmet pas un~ petite sous-cat~orie plelne cg~n4ratrice. Comme Itobjet 

de C est d'autre pa~t un g~n~rateur, il r~sulte alors de la d4monstration 

de 7.12 qu'il existe un groupe G ~ deux g~n~rateurs qui ne se plonge pas 

dans un objet injectlf de la cat4gorie C des groupeS E ~. Ii semble 

dWailleurs plausible que C n'admette pas d'autre obJet injectlf que 

les 8roupes unit4s. 
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8,13. Foncteurs prorepr~sentables et fongteurs ar 

8.13.1. Dans le pr4sent num~ro, nous utilisons quelques notions et 

r4sultats du paragraphe suivant, et notamment 9.11 et 9.13, pour obtenir 

un crit~re de prorepr~sentabilit4 que nous utiliserons (incidemment) 

dans IV 9. 16 . C d4signe par la suite une ~-cat4gorie satisfaisant 

la condition L de 9.1 b)~ cette condition 4tant remplie par exemple si 

dans C les petites limites induetives filtrantes sont repr~sentables. 

Proposition 8.13.2. Soient C comme ci-dessus, e t 

f : C----> (Ens) 

un foncteur. 

a) Supposons que chaque oh let de C est accessible (9.3). S i 

fest pro-repr4sentable, fest accessible (9.2) et exact ~ gauche. 

b) Supposons que dans C les limites projectives finies soient 

repr~sentables, et qu e C admette une filtration cardinale (9.12). S i f 

est @$cessible et exact ~ gauche, alors fest prorepr~sentable. 

D~monstration. a) L'hypoth~se sur C signifie que les foncteurs covariants 

repr~sentables de C dans (Ens) sont accessibles. Ii enest done de m~me 

de route petite limite inductive de tels foncteurs (9.6 (i)), done 

aussi de tout foncteur pro-repr4sentable. 

b) En vertu de 8.3.3 (iii), il reste ~ prouver gue dans 

Ob(~) ~ il y a une petite sous-cat4gorie cofinale. Or par hypoth~se 

il existe un cardinal ~ tel que f soit ~-accessible. Soit alors 
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(X,u), u 6 F(X), un objet de F~ . Avec les notations de 9.12 c) on a 

alors X = lim X. , avec I filtrant grand devant ~ et les X. dans 
'. ~, i z 
1 

C t = Filtrl(C), dWo~ F(X) ~C~ lim F(X.). Cela montre que la petite 
i ) i 

sous-cat~gorie (~,)o est cofinale dans (F\C) ~ et ach~ve la d~monstration. 

Corollaire 8.13.3. Soit C un____ee ~-cat4gorie satisfaisant aux conditions 

suivantes : 

a) Dans C les limites projectives finies sont repr4sentables. 

b) Dans C les petites limites inductives filtrantes sont 

repr~sentables. 

c) Le foncteur Ker sur la cat4$orie des doubles ~l~ches de C 

est accessible (par exemple, il commute aux petites !im filtrantes). 

d) Tout 4pimorphisme strict de C est strict universel (10.2). 

e) Ii existe une petite sous-cat4$orie de C $~n4ratrice par 

4pimorphismes stricts (7.1). 

Sous ces conditions, un foncteur f: C > (Ens) est prorepr4sentable si 

et seulement siil est exact ~ gauche et accessible (9.2). 

En effet, les conditions de 8.13.2 a) et b) sur C sont v~rifi4es, 

en vertu de 9.11 et 9.13 respectivement. 

Corollaire 8.13.4. Spit f: c > C' un foneteur entre ~-cat~gories 

satisfaisant aux conditions a) ~ e) de 8.13.3. Pour que f admette un 

pro-ad~oint, il faut et il suffit que f soit exact g gauche et accessible. 
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Conm~e les foncteurs repr4sentables 

~| : X' ---> Hom(Y',X') : C' > (Ens) sont exacts ~ gauche et 

accessibles (9.11), si f a ees m~mes propri4t~s, il en est de m~me 

de ses compos4s avec les foncteurs pr4c4dents, qui sont done pro- 

repr4sentables par 8.13.3, i.e. f admet un proadjoint. Inversement, 

supposons que f admet un proadjoint, et soient Cl une petite sous- 

cat~gorie g4n~ratriee de C,~ un cardinal tel que les Y' COb C' soient 

~-accessibles ; pour prouver que f est ~-accessible, il suffit done de 

prouver quril en est ainsi de ses compos~s avec les hy, , Y' E Ob C' ; 

or par hypoth~se ces compos4s sont prorepr4sentables, donc ils sont 

accessibles (8.13.3), done ~-accessibles pourvu qu'on prenne ~ assez 

grand, cqfd. 

9. Fonc teurs accessibles, filtrations cardinsles et construction de 

petites sous-cat~gories g~n~ratrices. 

Le present paragraphe, de nature plus technique que les autres 

paragraphes de eet expose, ne servira dans ce s~minaire que dans IV 9 

et dans VI 4, qui ne sont pas utilie~s ailleurs dans le S~minaire. Ii 

sfimpose done d'omettre la lecture du present paragraphe, du moins en 

premiere lecture l 

9.0. Toutes les categories envisag~es dans le present num~ro sont 

suppos~es ~tre des ~-cat~gories. Sauf pour les petites categories d'indices 

I, J ... que nous aurons ~ utiliser, les d~veloppements qui suivent 

stappliqueront surtout ~ des "grosses" categories E,F ... qui sont 

stables par petites limites inductives filtrantes. II suffira cependant 
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le plus souvent qu'une condition un peu plus faible soit v~rifi~e (condi- 

tion L dans 9.1 ci-dessous). Tousles cardinaux envisag4s dans le present 

num~ro sont supposes 6 U . 

Suivant une suggestion de P. DELIGNE, nous allons 4tudier, 

pour un foncteur f: E > F entre grosses catdgories, une condition 

de commutation de f ~ certains types de limites inductives filtrantes, 

condition remarquablement stable, et qui sera v4rifi~e pour les foncteurs 

les plus importants qu'on rencontre dans la nature. Les applications 

que nous avons en vue, pour notre s4minaire, sont 9.13.3, 9.13.4(utilis~s 

dans VI 4) et surtout 9.25, qui donne, dans um cas non trivial, l'exis- 

tence d'une petite famille g~n4ratrice dans une cat4gorie de sections 

dWune cat4gorie fibr~e ; ce r4sultat sera utilis~ dans IV 9.16. 

D~finition 9.1. a) Soient I un ensemble pr~ordonn~, ~ un cardinal. On 

dit que Iest grand devant ~ s i Iest filtrant, et si toute pattie de I 

de cardinal ~ ~ admet un majorant dans I . 

b) Soit E une cat~gorie. S i ~ est un cardinal, on dit 

queE satisfait la condition L si pour tout petit ensemble ordonn~ I 

grand devant ~ , E est stable par les limites inductives de type I . 

On dit que E satisfait ~ la condition L s~il existe un cardinal ~ E 

tel que E satisfasse ~ la condition L 

9.1.1. Lorsque dans 9.1 a) on a ~ e 2, la deuxi~me condition ~nonc~e 

implique d~j~ que Iest filtrant, et si ~ est fini, I grand devant 

signifie simplement que Iest filtrant. Nous ne nous int~resserons gu~re 

par la suite qu'au cas o~ ~ est infini. Notons que si ~, ~' sont deux 

cardinaux tels que ~'~ ~ alors I grand devant ~' implique ~videmment I 

grand devant ~ . 
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9.1.2. Cou~ne annonc~ dans 9.0, les conditions L , L doivent ~tre 

consid~r~es cor~ne des variantes techniques de la condition plus forte 

de stabilit~ par petites limites inductives filtrantes. II est clair 

que si ~j ~t sont des cardinaux tels que TT' > TT, alors la condition 

L implique la condition LTT r . 

D~finition 9.2. Soit f: E ~ Fun foncteur. Si TT est un cardinal~ on 

dit que fest ~-pr~accessible (resp. ~-accessible) si E satisfait L 
TT 

(9.1) et si pour tout ensemble ordonn~ I E U srand devant ~T, et tout 

syst~me inductif (Xi)iE I dans E de type I, le morphisme canoni~ue 

lim f(X.) ~ f (lim X.) 

est un monomorphisme (resp. un isomorphisme). On dit 9ue fest pr~acces- 

sible (resp. accessible) (relativement ~ l'univers U) s'il existe un 

cardinal TT ~ U tel ~ue f soi___._~t TT-pr~accessible (resp. TT-accessible). 

La cat@gorle des foncteurs rT-accessibles (resp. accessibles) 

de E dans F sera not~ Hom(E,F)resp. Hom(E,F)ac c . 

9.2.1o Evidermnent, un foncteur commutant aux petites l im filtrantes 

(p. ex. un foncteur admettant un adjoint ~ droite) est ~-accessible 

pour tout cardinal ~ m 2 . 

D~finition 9.3. Soient E une r X un objet de E , 

O 
h X : E > (~-Ens) 

le foncteur covariant qu'il repr~sente, ~ E ~ un cardinal. On dit ~u@ X 

est un objet ~-pr~accessible (resp. ~-accessible) de E si le foncteu= 
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o 
h X est ~-pr~accessibl e (resp, M-accessible) ; on dit Nue X es_._tt pr4acces- 

sible (resp. accessible) s'il existe un cardinal ~ C ~ tel que X soit 

un objet ~-pr4accessible (resp. ~-sccessible) de E . 

9.3.1. On d~signe par E la sous-cat4gorie pleine de E form~e des objets 

~-accessibles de E . 

Lorsqulon applique la d~finition 9.3 ~ une cat~gorie de la 

forme Hom(C,F), la terminologie introduite pr4sente a priori une 

ambiguit4 avec la terminologie analogue introduite dans 9.2, lorsqu'on 

interpr~te les objets de Hom(C,F) comme des foncteurs ; il ne semble 

pas cependant qulil y ait un risque de confusion s~rieux. 

D4finition 9.4. Soient E une cat4~orie, ~ E U un cardinal. On dlt qu e E 

est une cat4gorie ~-pr~accessible (resp. ~-accessible) s'il existe dans 

E une petite sous-cat4$orie pleine C qui est g~n4ratrice (7.1) et dont 

les obiets sont ~-pr~aceessibles (resp. ~-accessibles) (9.3). On dit 

que E est une cat4gorie pr~-accessible (resp. accessible) slil existe 

un cardinal ~ E ~ tel ~ue E soit ~-pr~accessible (resp. ~-accessible). 

Pour des exemples importants, cf. 9.11.3 plus bas. 

Proposition 9.5. Soi t f: E ' > Fun foncteur entre categories telles 

~ue F soit accessible et que tout objet de E soit accessible. Alors, 

s i f admet un adjoint ~ $auehe, f est accessible. 
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En effet, par hypoth~se, F admet une petite famille conser- 

vative de foncteurs repr~sentables F----> (~-Ens) qui sont accessibles, 

donc on eat ramen~ aussit~t g montrer que le compos~ de f avec chacun 

des foncteurs precedents est accessible. Or comme f admet un adjoint 

gauche, ces compos~s sont des foncteurs E ----> (~-Ens) repr~sentables, 

donc accessibles d~apr~s l~hypoth~se sur E . 

Proposition 9.6. Soient E et F deux categories, ~ ~ ~ un cardinal et 

consid~rons la sous-cat~orie pleine Ho___~m(E,F)~ de Ho_~m(E,F) form~e des 

foncteurs ~-accessibles (9.2) de E dans F. 

(i) Cette sous-cat~$orle est stable par tout type de lim 

~ui est representable dans F . 

(ii) S upposoDs F ~-accessible (9.4), et soit June cat~$orie 

telle que card F6 J ~ ~ et ~ue les lim de type J soient repr~sentables 

dans F , doric les lim de type J sont repr~sentables dans Hom(E,F). Alors 

la sou s-cat~gorie Hgm(E,F)~ eat stable par les l~mde type J . 

Corollaire 9.7. Soient E e t F deux categories, avec F accessible (9.4). 

. . . .  de Hom(E,F) form~e des foncteurs Alors la sous-cat~$orie pleine Hom(E,F)acc __ - 

accessibles est stable par tout type de limite inductive ou projective, 

relative ~ une petite c@t~orie d'indices J , ~ui est representable 

dans F (donc dans Hom(E,F)). 

Preuve de 9.6. L~assertion (i) r~sulte trivislement de la 

commutation du foncteur lim aux limites inductives quelconques. Pour (ii), 

soit (fj)j~j un syst~me projectif de foncteurs ~-accessibles E > F 
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f = lim f sa limite projective, qui se calcule "argument par argument", <--- j 

prouvons que fest ~-accessible, i.e. que pour tout ensemble ordonn~ 

1 6 ~ grand devant ~, et tout syst~me inductif (Xi)iE I dans E, le mor- 

phisme c anoni que 

lim ((lim fo)(X.)) > (lim f.)(lim~X i) --~--> z ~ j . 
i ~ ] ] l 

est un isomorphisme. Or le calcul "argument par argument" du foncteur 

lim f. nous permet d'identifier le morphisme canonique pr6c~dent au 

morphisme canonique 

lim lim f.(X.) ----> lim lim f.(X.) 

aSsoci~ au bifoneteur 

(i,j) ~ > f.(X.) : IXJ ) F j i 

Donc 9.6 est une consequence de l'assertion plus gfindrale : 

Corollaire 9.8. Soient F une catdgorie ~-accessible, I un ensemble 

ordonn~ ~rand devant ~, June petite cat~$orie telle que card F6 ~ ~ , 

et ~ue les lim de type J soient repr~sentables dans F , h: IXJ --> F 

un foncteur ; alors le morphisme eanonique 

(9.8.i) lira lim h(i,j) ~ lim lim h(i,j) 
z ] ] s ~ 

est un isomorphisme. En dlautres termes, le foncteur 

(9.8.2) lim. : Hom(I,F) > F 

I 

commute aux limites projectives de type J (pour toute petite catfigorie 
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J telle que card Fs ~ ~ et tell~ que l es limites pro]ectives de .type 

J soient repr6sentables dans F). Ouencgre, pour toute J comme ci-dessus, 

le foncteur 

(9.8.3) lim : Hom(J, F ) >  F 

3 

est ~-accessible. 

Comme par hypoth~se F admet une famille conservative de 

foncteurs covariants repr~sentables ~-accessibles g: F > (~-Ens), on 

voit aussit~t qu'on est ramen~ ~ prouver 9.8 dans !e cas o~ F = ~-Ens. 

Nous prouverons alors l~assertion sous la forme de la commutation de 

(9.8.2) aux lim de type J, avec card Fs J ~ ~ . Comme Iest filtrant, 
< 

nous savons que (9.8.2) commute aux limites projectives finies (2.8). 

On est donc ramen~ par un argument standard (cf. 2.3) ~ prouver qu'il 

commute aux produits indexes par un ensemble J tel que card J ~ ~ . 

Cela nous ram~ne ~ prouver la bijectivit~ de (9.8.1) lorsque Jest 

discrete. Prouvons l~injectivit~ : consid~rons deux ~l~ments a,b du 

premier membre, ils proviennent done de~-~h(io, j) pour JoEl convenable, 

J 
soient ~ a(io, j) et-~b(io, j) ; supposons que les ~l~ments ~-h(=,j) 

j J j 
du deuxi~me membre qulils dgfinissent soient ~gaux, i.e. que pour tout 

J, il existe i(j) ~ i ~ tel que a(io, j) et b(io, j) aient m~me image dans 

h(i~j), Comme Iest grand devant card J, il s'ensuit qu'il existe un 

msjorant commun i I E I de tousles i(j), ce qui implique que les deux 

~l~ments envisages de ]~. h(io, j) ont m~me image dans ]-~h(il,J) , . d o n c  

J 3 
d~finissent le m~me ~l~ment du premier membre de (9.8.1), ce qui ~tablit 
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itinjectivit~. Pour la surjectivit~, soit ]~la(~,j) un dl~ment du second 

J 
membre ;donc pour tout j C J, a(~,j) provient d'un ~l~ment de h(i(j),j), 

pour un i(j) C I eonvenable. Comme pr~c~demment, on peut trouver u n  

majorant commun i E I des i(j), donc ]-~a(~,j) provient d'un ~l~ment 

J 
l~Ta(i,j) de .~h(i,j), donc est dans l'image de (9.8.1). Cela ach~ve 
j J 

la d~monstration. 

Corollaire 9.9. Soit F une cat~gorie ~-accessible (resp. accessible), 

alors pour toute cat~gorie J telle que card Fs J ~ ~ (resp. toute petite 

categoric J) et pour tout foncteur (Xj)jE J : J ~ F dont la limite 

inductive dans F est representable, si les X. sont ~-accessibles 
J 

(resp. accessibles) il enest de m~me de lim X. . 
< J 

En effet, le foncteur F ----~ (~-Ens) repr~sente psr lim X. 8st 
----5 J 

la limite projective des foncteurs repr~sent~s par les X., et on applique 
J 

9.6 (ii) au syst~me projectif form~ par ces foncteurs. 

Remar~ue 9.10. Dans les dnonc~s 9.6, 9.7, 9.8 et 9.9 on peut remplacer 

partout les mots "~-~ccessibles", "accessibles" par "~-prdaccessible ~', 

"pr~accessibles". La d~monstration donn~e prouve en effet ~galement 

cette variante des ~noncds prdc~dents. 

Proposition 9.11. Soit E ~ne cat4~orie, satisfaisant la condition L (9.1), 

Cune petite sous-cat4gorie pleine gdn4ratrice (7.1). On suppose satisfaite 

la condition : 

a) E est stab l9 par noyaux de doubles fl~ches, et le foncteur 

Ker sur la cat4gorie des doubles fl~ehes de E est accessible (par exemp!e, 
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il co1~ute aux petites l~mites inductives, filtrantes). 

Alors tout obiet de E est pr~accessible (9.3), afortiori E 

est pr~acce@sible. Supposons que C soit m~me ~n~ratrice par ~pimor- 

phisme striets (7.1), et supposons que E satisfasse aux conditions : 

b) E est stable par produits fibres. 

c) Toute p@tite famille dpimorphique stricte dans E est 

dp.imorphique, strict.e universelle (iO. 3 ) , ou darts E les petites 

sonm~es directes sont reprdsentables, et tout dpimorphisme strict de E 

est un ~pimorphisme strict universel. 

Alors tout objet de E est accessible, afortiori E est accessi- 

ble. 

Le fair que, moyennant a), tout objet de E soit accessible, 

r~sulte du fait que pour tout objet X de E, l'ensemble des sous-objets 

stricts de E est petit (7.4), et du 

Lemme 9.11.1. Sous les conditions de 9.11 a), soient X E ob E et ~ un 

cardinal tels Rue E satisfasse L (9.1), Rue le foncteur Ker dans 9.11 a) 

aoi__~t ~-accessible, et que iIensemble des sous-objets stricts de X 

soit de cardianl ma~or~ par ~ . Alors X est ~-pr~accessible. 

En effet, si Iest un ensemble grand devant I, (Yi)iEl un 

syst&me inductif dans E de limite inductive Y, et (ui,v i : X ' ~Yi ) 

u~v 

une double fl&che telle que la double fl~che compos~e X ... ~Y satis- 

fasse u=v, prouvons qu'il existe j e i dans I tel que u. = v. . Pour 
J J 

146 



- 147 - I 

ceci, consid~rons le syst~me inductif des doubles fl~ches 

" Yj)j~i ' (uj,vj. X . ~ dont la limlte inductive est (u,v) Par 

hypoth~se on a X = Ker(u,v) = li_~m>Ker(uj,vj) = limv..~Xj , o~ X.3 = Ker(uj,vj). 

J 3 

Or les X. sont des sous-objets stricts de X, donc il existe une partie 
3 

I' de I form~e d'indices j e i, telle que card J ~ ~ et que tout X 
3 

soit ~gal ~ un des Xit (i'E I'). Comme Iest grand devant ~, il existe 

un majorant j de I' dans I . Alors X. contient tousles Xj, pour j' ~ i, 
J 

donc X.j > X est un ~pimorphisme (puisque la famille des Xj, > X 

est ~pimorphique), donc un isomorphisme puisque c'est un monomorphisme 

strict, Donc on a u.=v. , ce qui prouve 9.11.1. 
3 3 

Ls deuxi~me assertion de 9.11 r~sulte de la premiere, et du 

Lemme 9.11.2. Sous les conditions de 9.11 a), b), c), soient X un objet 

de E, e t ~ un cardinal infini tels que E satisfasse L (9.1), que l'on 

ait card ob C/X ~ ~ , ~ue pour deux ob~ets X' -->X e tX" ---->X d__~e C/X , 

X'XxX" soit ~-prdaccessible, enfin que X soit ~-pr~admissible. Alors 

X est un ~-accessible. 

Avec les notations de la d~monstration de 9.11.1, ii suffit 

de prouver que tout morphisme u: X > Y provient d~un morphisme 

u. : X---> Y. . Or consid~rons Is famille des morphismes Y. > Y, 
i I l 

qui est ~pimorphique stricte ; grace g b) et c), la famille des 

YiXyX > X est dgalement ~pimorphique stricte ; d'autre part, pour 

tout i, r C est gdn~ratrice par dpimorphismes stricts, la famille 

des fl~ches 
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T > YiXyX 

de source dans C est ~pimorphique stricte. Dans la deuxi~me alternative 

envisag~e dans r peut trouver une telle fl~che ~pimorphique stricte, 

de 8ource, une (petit~ somme d'objets de C. En vertu de ia transitivit~ 

de la notion de famille ~pimorphique stricte universelle (II 2.5) 

il sfensuit alors que la famille des fl~ches T ~&> X de source dsns C 

qui se factorisent par un des YiXyX est ~pimorphique stricte. Soit J 

iIensemble d'indices de cette famille, qui est de cardinal majord par 

card ob C/X ~ ~ . Choisissons pour tout & E J un i = i(&) E Iet un 

X-morphisme T > YiXyX, ou ce qui revient au m~me, un v : T&--> Y i 

tel que PiV = uf ,oh Pi: Yi > Y est le morphisme canonique. Comme 

Iest grand devant ~, on peut choisir i(&) ind~pendant de &, soit i . 

Pour tout couple dVindices &, ~ E J, consid~rons les compos~s 

pr I v , pr 2 v~ : T XxT~--~Y i 

Leurs compos~s avec Y'l > Y sont 6gaux, donc, comme T XxT ~ est 

~-pr~accessible par hypoth~se, il existe un indice i '= i(&,~) ~ i 

tel que les compos~s des fl~ches envisagdes avec Y. --~ Yi' soient 
i 

~gales. Comme l'ensemble des couples ~,~ est de cardinal ~ 2 = 

(~ dtant infini), il sVensuit encore que l'on peut choisir i I ind~pendont 

de ~,~ . On peut ~videmment supposer i'=i . Mais alors, la famille 

(f : T > X) ~tant ~pimorphique stricte, on peut trouver un morphisme 

u.1 : X > Y'l tel que l~on ait u i f& = v i . On a alors PiUi = p, car 

Piui)f uif ~) = = et la famille des pour tout & on a ( = pi ( PiV u f , 

f est dpimorphique. Cela ach~ve la d~monstration de 9.11.2. 
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Remar~ue 9.11.3. On voit, comme cas particulier de 9.11, que dans la 

cat~gorie E tout objet est accessible, dans chacun des deux cas suivants : 

I) E est une ~-catdgorie a~lienne ~ limites inductives filtrantes 

exactes et admettant une petite sous-cat~gorie g~n~ratrice (ici, c'est 

la deuxi~me alternative de c), qui s'applique). 2) E est la cat~gorie 

des faisceaux d'ensembles sur un espace topologique X 6 ~. Plus g~n~- 

ralement, il suffit que E soit la cat~gorie des faisceaux d'ensembles 

sur un ~-site (II 2.1), ou encore, que E soit un ~-topos (IV I.I). 

D~finition 9.12. Soit E une cat~gorie. O~ appelle filtration cardinale 

d__@_e E une filtration croissante (Filt~(E))r~_~_ de E par des sous-cat~geries 
o 

strictement pleines Filth(E), index~e par les cardinaux ~ E U tels que 

~o (~ ~o est un cardinal infini fix~, d~pendant de la filtration 

9ardinale envisag~e) , et satisfaisant aux conditions suivantes : 

Pour tout rre~ ~ , Filth(E) est ~quivalente g une petite a) 

cat~gorie. 

b) E satisfait ~ L~ (9.3), et pour tout ~o ' Filth(E) 
o 

est stable dans E pour les limites inductives filtrantes indexdes par 

des ensembles ordonn~s I grands devant ~o tels ~ue card I~ . 

et tout XE ob E, on peut trouver un c) Pour tout ~o ' 

isomorphisme 

X -~-~ lim X. 
i> i 

O~ (Xi)iC Iest un syst~me inductif dans E index~ par un ensemble ordonn6 
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I grand devant ~ (9.1), et o~ les X. sont dans Filth(E). De pips, si 
i 

X E ob Filth(E), ~'~, on peut prendre I tel que card I ~ ~'~ . 

9.12.1. On notera qu'il r~sulte de b) et c) que tout X E ob E appartient 

un Filth(E), pour ~ assez grand. 

9.12.2. Prenons E = (~-Ens), ~o =~o' Filth(E) = sous-c~t~gorie 

pleine de E formde des ensembles tels que card X ~ ~ . Plus g~n~ralement : 

Proposition 9.13. Soit E une U-catdggrie. On suppose ~ue E est stable 

par petites lim filtrantes, par somme de deux objots et par conoyaux de ---_> 

doubles fl~ches, __que E .est stable par produits _fibrds, .... et que les 

morphismes ~pimorphi~ues darts E s ont @pimorphiques stricts universels. 

Soit Cune petite sous-cat@gorie pleine de E ~ui est g~n@ratriGe par 

~pimorphismes stricts. Soit ~ un cardinal inflni e card F1C . Pour 
o 

tout cardinal ~ e ~ , soit Filth(E) la sous-catdgorie strictement pleine 
o 

d__Ee E formde des objets X d__Ee E tels qutil existe une famille dpimorphique 

stricte (X i_ - ~ X)iE I de but X, telle que card I ~ ~ et que X.l E ob C 

tout i E I. Alors (Filt~(E))Tfe~ est une filtration cardinale de E pour I 

o 
De plus, pour tout X E ob Filth(E), le cardianl de Ifensemble des fl~ches 

d_ie C/X (et s fortiori, de Ifensemble des ob~ets de C/X) est maiord par ~o . 

Cette derni~re assertion n'est autre que 7.6. 

Pour montrer qu'on a une filtration cardinale~ il faut prouver 

les conditions a), b) et c) de 9.12. La condition a) r~su!te aussitOt 

de 7,5.2. Pour b), supposons qu'on ait X = lim X. , avec card I ~ ~ et 
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les X i E ob Filth(E). Done la famille des morphismes canoniques X.l "-> X 

est ~pimorphique stricte, et par hypoth~se sur les X. , il existe pour l 

tout i E I une famille 4pimorphique stricte (Xij > Xi)jEj~ , avee 

card J. ~ ~ . Passant aux sommes J_IX. et _L_t X.. , on voit par tran- 
i i I i,j 13 

sitivit~ des ~pimorphismes stricts universels (II 2.5 ) que la famille 

des compos~s Xij ----> X.I ~ X (index~e par l'ensemble sormne des J.1 ' 

2 
pour iCl) est ~pimorphique stricte. Or on a card J <- ~ = ~, d'o~ la 

conclusion. (NB. on a seulement utilis~ le fait que lim X. existe, et 

non le fait que I soit grand devant ~ ni m~me filtrant.) Prouvons 
o 

enfin c). Notons que pour tout X E ob E, la famille des f1~ches X. --> X 
i 

de source dans ob C est strictement ~pimorphique, puisque C est g~n~ra- 

trice par ~pimorphiames stricts, et ~videmment petite, done il existe 

un cardinal ~ tel que X E ob Filth(E). Ii reste ~ prouver que si on 
o 

a des cardinaux ~'~re~o,~t si X E ob Filth'(E), alors on a un isomorphisme 

X ~ l}~___~X i , 

avec I g r a n d  d e v a n t  g ,  c a r d  I s g ' g ,  l e s  X. d a n s  ob F i l t h ( E ) .  Or on a ,  
1 

C ~tant g~n~ratrice par ~pimorphismes stricts, 

(~) X -~ lim T A-----> 
C/X 

Notons aussi qu'en rajoutant suecessivement A C des sommea et des 

conoyamx de doubles fl~ches de C, et de m~me pour la cat~gorie alnsi 

obtenue etc, on se ram~ne au cas o~ C est stable par somme de deux objets 

dans E et par conoyaux de doubles fl~ches dans E, et ceci sans d4truire 

l'hypoth~se ~o ~ card FI C. On peut supposer de plus que, si E eontient 
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un objet initial fix~ ~E ' on ait ~E E ob C . Ceci implique que la 

cat~gorie C/X est stable par somme de deux objets et eonoyaux de doubles 

fl~ches, Elle est alors filtrante, car elle est non vide, puisque si 

elle ~tait vide, la relation (~) montrerait que X est un objet initial, 

done C/X contient la fl~che ~E > X, une contradiction. Soit alors I 

lWensemble, ordonn~ par inclusion, des sous-cat~gories pleines i de 

C/X qui sont filtrantes et telles que card ob i ~ ~ . Pour tout i E I, 

soit X.I E ob E is limite inductive du foncteur compos4 i --> C/X -~ E, 

qui existe par hypoth~se. Alors on a ~videmment 

lim X. ~ lim T ~ X 
i> �9 c/x + 

D'autre pa~t, on a d~J~ not~ que card ob C/X ~ ~,~o . II slensuit que I 

est grand devant ~, et que card I ~ (~~ ~ = ~ 'r~~ = ~ m~ en vertu du 

lemme suivant, dont la d~monstration est laiss~ au lecteur (o~ on fera 

I = C/X , C = ~,~o) : 

Lemme 9.13.1. Soient June cat~gorie filtrante, c e t ~ deux cardinaux 

tels que c e Sup(card FI J,~), et telle que card Hom(j,j') ~ ~o pour 

tout couple d'obicts j,j' de J. Soit I iIensemble des sous-cat~gories 

pleines filtrantes i de J telles que card ob i ~ ~ . Alors, ordonn4 

~ar inclusion, Iest grand devant ~, et on a card I ~ c 

Ceci ach~ve la d~monstration de 9.13. 
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Remarque 9.13.2. Un l~ger effort suppl~mentaire doit permettre de rem- 

placer dans 9.13 l~hypoth~se que E est stable par petites limites induc- 

rives filtrantes par lWhypothgse que E satisfait g L (9.1), si on suppose 

E stable par petites sommes, ou que dans E toute famille ~pimorphique 

est ~pimorphique universelle. II faut alors, dans la d~monstration de c), 

choisir ~o tel que E satisfasse ~ L , et se borner aux sous-cat~gories 
O 

pleines i de C/X qui sent non seulem~nt filtrantes, mais telles que 

l'ensemble pr~ordonn~ ob i soit grand devant ~ . Utilisant 8. et 
o 

ithypothgse que E satisfait ~ L , on trouve alors que les X. existent, 
o 

et on devrait conclure par une variante convenable de 9.13.1, que le 

r~dacteur n~a pas v~rifi~e. 

Proposition 9.14. Soient f: E ----> Fun foncteur accessible (9.2) entre 

deux categories munies de filtrations csrdinales (Filt~(E))TT~V e t 
O 

(Filt~(F))r~_~ , . Alors il existe un cardinal ~I ~ Sup(~o'%) tel ~u~ 
o 

pour tout cardinal ~ ~ ~I ' on ait 

(9.14.1) f (Filth(E)) c Filth'(F) 

En particulier, si l'on a ~ = 2 c ave c c ~ ~I ' d T~ ~I = 2c~I = 2 c = 

on a 

(9.14.2) f (Filth(E)) ~ Filth(F) 

Signalons tout de suite le 
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Corollaire 9.15. Soit E une cat4~orie, munie de deux filtrations car- 

dinales (Filt~(E))T~ e_~t (Filt'~(E))TTz17, . Alors il existe un cardinal 
o o 

Vl ~ Sup(~o'~) tel que, pour tout cardinal c z u1 ' posant ~ = 2 c , 

on ait Filth(E) = Filt'~(E). 

Preuve de 9.14. Soit c un cardinal tel que c e Sup(~o,%) , et tel que 

f soit c-admissible. Soit d'autre part ~i ~ c tel que llon sit 

(~) f (Filte(E)) c Filt~l(F) 

Ii existe un tel ~i ' grace au fait que FiltC(E) est 6quivalente ~ une 

petite cat~gorie (9.12 a)), donc f (FiltC(E)) l'est ~galement, de sorte 

qulon peut appliquer 9.12.1 aux objets de cette derni~re pour trouver 

une Filth(F) qui les contient tous (compte tenu que les Filth(F) sont 

des sous-cat6gories pleines). Soit donc ~ ~ ~I ' et X 6 ob Filth(E), 

prouvons que f(X) E Filt ~ (F). Ecrivons en effet 

X = lim X. 
T-> i 

avec les X. E ob FiltC(E), I grand devant c, card I ~ c < ~i (9.12 c)). 
i 

Comme fest c-admissible, I grand devant c, on a 

f(X) ~ lim f(X.) , 
i ~ z 

rT I 
et cormme card I ~ ~I et f(X.) E ob FiltrTl(F) Cob Filt rT (F) par 

i 

on a f(X) E Filt~l(F) par 9.12 b), cqfd. 

(*), 

9.15.1. La notion de filtration cardinale 9.12 nfa gu~re d'int4r~t 

que lorsque les objets de E sont accessibles. Signalons qu'il r6sulte 

de 9.11 que cette condition est satisfaite lorsque, en plus des hypotheses 
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de 9.13, on suppose que le foncteur Ker sur la cat~gorie des doubles 

fl~ches de E est accessible~ Signalons d'autre part : 

Proposition 9.16. Soit E une cat~$orie munie dlune filtration cardinale 

(Filt~(E))~ . Suppesons que les ~l~ments de Filt~O(E) soient des 
O 

ob~ets accessibles de E ; alors il existe un cardinal v I ~ ~ dans U 

tel que les objets de Filt~~ soient ~l-accessibles ; s_~i ~ 1 est choisi 

ainsi, alors pour tout cardinal ~ m ~i ' 9n a (avec les notations de 9.3.1): 

(9.16.1) E ~ Filth(E) c E(~o) 

L1existence de ~I r~sulte imm~diatement du fait que Filt~~ 

est ~quivalente ~ une petite cat~gorie (9.12 a)). Soit alors ~ e ~I " 

Si X est dans Filth(E), ~crivant X ~ lim X. avec card I ~ ~o 

X. E ob Filt~~ pour tout i (9 12 c)), alors il r~sulte de 9.9 que l 

~o 
x est ~ -accessible, dto~ la deuxi~me inclusion (9.16.1). Supposons 

que X soit ~-accessible, et ~crivons X --~ lira>X i , avec I grand devant 
I 

et les X. 6 ob Filth(E) (9.12 c)) Par hypoth~se sur X, l'isomorphisme 
I 

donn~ X N ~ lim X se factorise par un des X. , donc X est isomorphe ~ un 
I '~ i l 

facteur direct de r X.. On en conclut que X E ob Filth(E) donc la 

premiere inclusion (9.16.1), grace au 

Lemme 9.16.2. Tout obiet de E %ui est un facteur direct d'un objet de 

Filth(E) est dans Filth(E). 

En effet, si X est IIimage d'un projecteur p dans l'objet Y 

2 
de E (i.e. d'un endomorphisme p tel que p = p), et si Iest un ensemble 
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ordonn~ filtrant, X est limite inductive du syst~me inductif filtrant 

(Yi)iEi d4fini par Y. = Y pour tout i E I, p: Y. > Y. si i < j . 
l i j 

Prenant I grand devant ~ et card I ~ ~, on voit donc que si Y 6 Filth(E), 
o 

il enest de mame de X en vertu de 9.12 b). 

Corollaire 9.17. Sous les conditions de 9.16, pour tout cardinal c ~ ~I ' 

posant ~ = 2 c , Filth(E) est identique ~ la sous-cat4$orie strictement 

pleine de E d__ee E form~e des obiets F-accessibles. 

Corollaire 9.18. Soient E une cat4gorie satisfaisant la condition L 

(9.1), o__~ ~ est un cardinal, e t C une sous-cat4$orie pleine de E . 

On d~signe par Ind(C)~ la sous-cat~$orie pleine de la cat4gorie Ind(C) 

des ind-objets de C (8.2) form~e des ind-ob]ets de la forme (Xi)iE I , 

o_~ Iest un ensemble ordonn4 grand devant ~ . Consid4rons le foncteur 

canonique 

(9.18.1) (Xi)iEll > lim X. : Ind(C)~ ~ E 

a) Pour que ce foncteur soit pleinement fiddle, il faut et 

il suffit @ue tout objet X de C soit un obiet ~-accessible (9.3) d__ee E . 

b) PlaGons-nous sous les conditions de 9.17, en particulier 

= 2 c , et prenons C = Filth(E). Alors le foncteur (9.18.1) est une 

4quivalenc e de cat4gories. 

L'assertion a) est une g4n4ralisation immediate de 8.7.5 s), 

et se prouve de la m@me fa~on. Alors b) r~sulte de 9.17 et de la condi- 

tion 9.12 c) des filtrations cardinales, qui implique que le foncteur 

envisag~ est essentiellement surjectif. 
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Corollaire 9.19. Sous les conditions de 9.17, soient C = Filth(E), 

F une U-cat4$orie, et consid~rons le foncteur 

(9.19.1) Hom(E,F) > Hom(C,F) 

induit par le foncteur '~restrlction ~ C " fJ > flC), oR la source de 

(9.19.1) est la cat4gorie des foncteurs ~-aecessibles de E darts F (9.2). 

Le foncteur pr4c4dent est pleinement fiddle. S i F satisfait ~ la condi- 

tion L (9.1), alors le foncteur (9.19.1) est une 4quivalence de cat4gories. 

La premiere assertion se prQuve comme 7.8, en utilisant 9.18 b). 

La deuxi~me s'obtlent en construisant un foncteur quasi-inverse de (9.19.1), 

en associant ~ tout foncteur f: C--~ Fle foncteur (Xi)i61 --> lim f(X.) 
�9 ~ l 
l 

de Ind(E ) dans F, et en utilisant 9.18 b) pour en d~duire un foncteur 

: E ----> F. Tout revient ~ montre que de dernier est ~-accessible. Or 

cela se prouve comme l~assertion analogue 8.7.3. 

Corollaire 9.20. Soient E une cat4gorie admettant une filtration cardi- 

hale et telle que tout objet de E soit accessible (cf. 9.16), F une 

cat4Korie. Alors : 

a) La cat4gorie Hom(E,F) des foncteurs accessibles de E 
ace 

dana F (9.2) eat une U-cat4gorie. (NB on rappelle (9.0) que les cat4gories 

donn~es E,F sont suppos4es ~tre des ~-cat4gories.) 

b) Supposons que F soit stable par petites limites inductives 

filtrantes. Pour toute sous-cat4gorie pleine C de E ~quiv@lente ~ une 

petite cat4~orie, ~ foncteur dJinclusion i: C > E, consid4rons le 

f_oncteur correspondant 
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i, : Ho____mm(C,F) ~ Hom(E,F) 

(5.1). Pour qu'un, foncteur f: E > F soit accessible, il faut et il 

suffit qu'il existe une petite sous-cat~$orie C deE, telle que f soit 

dans l'imase essentielle du foncteur precedent i, . 

D~monstration. a) 11 suffit de prouver qua pour tout cardinml 

tel que E satlsfasse L , is sous-cat~gorie pleine Hom(E,F)n de 

__H~ c est une ~-cat~gorie. II suffit ~videmment de le v~rifier 

pour les cardinaux de la forme 2 c , avec c assez grand. Mais alors 

cela r~sulte de 9.19, puisque (C = Filth(E) ~tant essentiellement 

petite) Hom(C,F) est ~videmment une ~-cat~gorie. 

b) Par transitivit~ de la formation des foncteurs i, , on 

peut dans l'~nonc~ se borner aux sous-cat~gories C de l a forme Filth(E), 

off ~ est comme dans 9.17. On voit alors ais~ment qua le foncteur compo- 

s~ Hom(Filt~(E),F) > Hom(E,F) ~ Hom(E,F), o~ la premiere fl~che 

est quasi-inverse de (9.19.1), et la deuxi~me est l~inclusion, nlest 

autre que le foncteur i, , fi isomorphisme pr~s. Donc l~assartion b) 

r~sulte de 9.19. 

~Exercice 9.20.1. (Le present exercice utilise les notions de site et 

de topos, d~velopp~s dans les exposes II et IV.) Soient E un E-topOS, 

un unlvers tel que ~, Cune petite sous-cat~gorie pleine g~n~ratrice 

du ~-topos E, ~ E U un cardinal infini tel que ~ E card Fg C . Pour 
O -- O 

tout cardinal ~ ~ ~o' ~ E ~, soit Filth(E) la sous-cat~gorie strictement 

pleine de E fomm~e des objets X tels qu'il existe une famille ~pimorphique 
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stricte (X. > X). de but X, telle que card I ~ ~ et que X. E Ob C 
l IEI l 

pour tout i E I . 

a) Montrer que (Filt~(E))%~ I est une filtration cardinale 
o 

de la _U-cat~g~ E, e t  qu~on p e u t  c h o i s i r  ~o t e l  que pour  t o u t  rfZgo ' 

on ait les inclusions 

E c Filth(E) ~ E ~ ~ 

o~ pour tout cardinal c, E d ~ s i g n e  l a  s o u s - c a t ~ g o r i e  s t r i c t e m e n t  p l e i n e  
C 

de E form~e des objets c-accessibles. 

b) Choisissant un cardinal TFa-~ tel que ~ = ~ o (par exemple 
0 

de la forme 2 c,  avec c > g ) ,  e t  p o s a n t  C = F i l t g ( E ) ,  m o n t r e r  qu lon  a 
O 

une ~quivalenee de categories 

Ind(C)1~ ) E 

(notation Ind(C) de 9.18). 

c) Gardons les notations de b), et soient ~ un univers tel 

que ~ ~ ~, E~ le ~-topos de V_.-faisceaux sur le site E (muni de sa 

topologie canonique). D~signons par Ind(C,~)~ la cat~gorie des ~-Ind-objets 

de C indexes par des ensemble d'indices pr~ordonn~s ~rsnds devant ~ . 

Montrer quJon a une ~quivalence de categories 

Ind(C,V)TI > E V 

d) Soient c 6 ~ un cardinal, Ind(E,~)~ la sous-cat~gorie 

pleine de Ind(E,~) form~e des ~-ind-objets de E indexes par un ensemble 

pr~ordonn~ qui est grand devant tout cardinal < c. Prenant c = card U 
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montrer quVon a une 4quivalence de cat4gories 

Ind(E,V)~ > E V 

9.21. La pr4sente section 9.21 d~veloppe des pr~liminaires techniques 

pour la d4monstration du th4or~me 9.22 ci-dessous, qui constitue le 

r~sultat principal du pr4sent paragraphe 9. Soit 

(9.21.1) p: E -----> B 

un foncteur fibrant, o~ Best une petite cat~gorie, et oO les foncteurs 

images inverses 

f~ : E~ > E 

associ4s aux fl~ches f: ~ > ~ de B sont accessibles (9.2). En parti- 

c u l l e r ,  l e s  c a t e g o r i e s  f i b r e s  E (6  6 ob B) s a t i s f o n t  ~ l a  c o n d i t i o n  L 

(9.1), donc, B ~tant petite, il existe un cardinal ~' C U tel qua routes 
0 

l e s  c a t 4 g o r i e s  E s a t i s f o n t  ~ l a  c o n d i t i o n  L , . S o i t  ~o E --U un  c a r d i n a l  
o 

infini > ~f , de sorte que l'on a 
0 

(9.21.2) ~o > ~I ~ satisfait L w pour tout ~ 6 ob B. 
O J 

O 

D~ailleurs, les hypotheses faites impliquent aussitSt iJexistence d'un 

cardinal c 6 U 

(9.21.3) 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

I a) c est infini, 

b) c ~ card F1 B, 

c) pour toute fl~che f: ~ > ~ dans B, le 

foQcteur fw : E~ > E est c-accessible. 
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Supposons de plus qu~on puisse trouver, pour chaque a E oh B, une 

sous-cat~gorie pleine Ccl de E , satisfaisant les conditions suivantes : 

a) Pour tout X E ob C ~ X est c-accessible dans 

E (9.3). 

(9.21.4) b) Pour tout X E ob Ec~ , on peut trouver un 

isomorphisme X ~ lim Xo dans E o~ les 

X. sont dans C et o~ Iest un ensemble ordonn~ 

grand devant c. 

Soit ~ un cardinal tel que l'on ait 

(9.21.5) ~ e ~ , donc ~ > 4' 
O O 

et pour tout ~ E ob B, soit 

(9.21.6) C ~ c E 

formic des objets qui se peuvent representer sous la forme lim X o~ 
i > I ' 

Iest un ensemble ordonn~ grand devant ~' tel que card I ~ rT , et o~ 
O 

les X. sont dans C . II est clair alors, grace ~ 7.5.2, que C ~ est 

essentiellement petite, i.e. est ~quivalente ~ une petite categoric. 

Soit 

(9.21.7) F = I~omB(B,E) 

la cat4gorie des sections de E sur B, et soit 

(9.21.8) F ~ ~ F 

la sous-cat~gorie strictement pleine de F formic des sections X:~-> X(~) 

telles que pour tout ~ E ob B on ait 
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x ( a )  E c ~ 

II est clair, les C ~ ~tant essentiellement petites, qulil en est de 

m~me de la cat~gorie F ~ . Nous allons montrer que cette cat~gorie est 

g~n~ratrice, et plus pr~cisdment : 

Lemme ~.21.9. Sous les conditions et avec les notations pr~c~dentes, 

on ace qui suit : 

(i) Tout objet de Fest accessible (9.3). Si d est un 

cardinal ~ ~, et si ~ ~ > X(~) est un ~l~ment de F tel ~ue ~our tout 

6, X(~) soit d-accessible dens E , alors X est d-accessible dens F . 

(ii) Supposons ~ ~ c, ou ~ue ~' soit fini (i.e. les E 
o 

stables par petites lim filtrantes).Alors tout objet X de Fest iso- 

morphe ~ un ob~et de la forme lim X. o~ les X, sont dens F ~ et o~ 
' i >- i ~ 1 

Iest ~rand devant ~ . 

Pour prouver (i), notons qu'en vertu de (9.21.4) et de 9.9, 

tout objet de E est accessible. D'autre part, F satisfait g la condition 

L , j en vertu du 
o 

Lemme 9.21.10. Soit p: E > Bun foncteur fibrant, F = HomB(B,E), 

I une cat~$grie , i I > X i un foncteur 

de I dens F . Pour que lim,X i~ soit representable dens F, il suffit 

I 
que pour tout ~ ~ ob B, lim> X.(~)l soit representable dens la categoric 

I 
fibre E ; lorsquWil en est ainsi, alors lim X. "se calcule argument 

I ~ ~ 
pa r argument" . En pmrticulier, si les categories fibres satisfont ~ la 

condition L~, (% ~tant un cardinal donn~) il en est de m~me de F . 
o 
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Nous laissons le d6tail de la d6monstration (facile) de 

9.21.10 au lecteur, en nous eontentant de remarquer qu'il est commode 

dJutiliser le r4sultat suivant, dont la d6monstration est imm6diate : 

Corollaire 9.21.10.1. Avec les hypotheses et notations de 9.21.10 pour 

p: E ~ B, et pour I , pou r tout ~ { ob B, le foncteur d'inclusion 

E > E commute sux limites inductives de type I . 

Revenant alors aux conditions g~n6rales de 9.21.9, soit X un 

objet de F . Comme pour tout ~ Cob B, X(~) est accessible dans E , il 

existe un cardinal d E ~ tel que pour tout ~ , X(~) soit d-accessible 

dans E . On peut choisir da~'o , de sorte que F satisfait ~ L den vertu 

de 9.21.10. Utilisant encore 9.21.10 pour le calcul des limites induc- 

tives lim Y. dans F, avec I grand devant d, on constate aussit~t que 

X est d-accessible. Cela prouve (i). 

Nous allons prouver maintenant 9.21.9 (ii) en plusieurs drapes 

((9.21.11) A 9.21.16)). 

Soit donc 

un objet de F. En vertu de (9.21.4 b)), on peut, pour tout ~ E ob B, 

trouver un ensemble ordonn6 I~ grand devant c, et un isomorphisme 

X(~) = lira X(O~). , o3 i~---> X(C~). est un syst~me inductif de type 
{Elk l l 

!C~ dans E , les X(C~) i dans C . COneid~rons ISensemble ordonn4 produit 

I = l] I{I ; il est clair qutil est grand devant c~ et que les systgmes 
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inductifs precedents donnent naissance ~ des systgmes inductifs dans les E , 

(9.21.11) i ,~ > X(&).E ob C , i E ob I 

indexds par le m~me ensemble ordonn4 I, et A des isomorphismes 

(9.21.12) X(&) ~ lim X(~). dans E , 
I 

pour tout ~ E ob B . Nous supposons fix~es par la suite des donn6es 

<~.21 ii) et (9.21.12) 

Lenrne 9.21.13. Sous les conditions pr6c@dentes, on peu t trouver une 

application ~ : I > I telle que ~(i) ~ i pour.tout i E I, et une 

ap.plication (i,f) ~ X(i,f) d_~e IXF% B dans F6 E, satisfaisant aux 

conditions suivantes : 

a) Pour i E I, (f:&----> 6) E F~ B, k(i,f) est un f-morphis~e 

d__@_e X(~) i darts X(B) (i) , r endant commutatif le diagreanme 

X(~) X(f) > x(B) 

�9 x(~)(i) 

x ( ~ ) .  
1 

f 

o~ les fl~ches, verticales sont les morphismes canoniques d~duits d! 

( 9 . 2 1 . 1 2 ) .  
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b) Pour tout i E I, et (f: ~ > ~) E Fs 

tivit~ dans le diagramme 

B, on a cormmuta- 

~.Jvx(~)~2(i) 

X(~)~(i) ~ X(~)~(i) 

I / k(i,f) 
x(~).  

1 

f 

c) Pour tout couple de fl~ches cons4eutives ~ f > ~ g > y de B, 

on a commutativit4 dans le diagramme suivant 

x(a) 

x(~) .  
1 

X(f) X(g) -~ x(~) > x(y) 

x(~)~(1) 

X (~)~o(i) ~ X(Y)qo(i) 

k(i,gf) 

f $ 

o~ les fl~ches verticales sent eelles d~duites de (9.21.12). 
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On notera dlailleurs que la commutativit~ des deux trapezes 

sup~rieurs dans b) est d~j~ contenu dans a), de sorte que b) affirme 

en fait la commutativit4 du triangle inf~rieur du diagramme envisage. 

Prouvons 9.21.13. Soient i E I, et f: g > ~ une fl~che dans B. 

Consid~rons le compos~ X(~i) - ~ X(~) X(f~ X(~) --~ . , li_~_m X(~)j , il 

J 
d~finit un morphisme dans E : 

X(C~) I. > f~ (X(~)) ~ f~(li~ X(~)j) ~ lim lf~(X(~) j ) .  , 

3 3 

o~ la derni~re ~galit~ provient du fair que f~ est c-accessible (9.21.3 c) 

et que Iest grand devant c. En vertu de (9.21.4 a)), comme X(ct) E ob C 

le morphisme envisag~ se factorise par un f~(X(CL).), off j a priori 
J 

d~pend de i et de f E F6(B). Mais en vertu de (9.21.3 b)), et comme I 

est grand devant c), on peut choisir j ind~pendant de f, soit j = Q0(i). 

I ~tant filtrant, on peut supposer ~0(i) z i. On trouve ainsi, pour 

i E Iet fE Fs F, un morphisme 

X(~) i ~ f~(X(~) (i)) 

ou ce qui revient au m~me, un f-morphisme 

k(i,f) : X(~) i -----> X(~) (i) 

qui par construction rend commutatif le diagramme 

D(f) 

x(a) 

x(~). 

X(f) 

k(i,f) 

1 

f 

~ x(~) (~) 

~ ' >  
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Consid~rons alors, pour i,f~g donn~s~ le triangle inf~rieur du diagramme 

envisag~ dans 9.21.13 c) ; il n'est pas clair qu'il est commutatif, mais 

�9 ~X(~) 2(i ) deviennent ~gaux apr~s composi- les deux compos~s X(~) l 

tion avec X(~) 2(i )" > X(~), cormme il r~sulte de la commutativit~ 

des deux trapezes sup~rieurs, et du trapeze contour global, qui sont 

les diagrar~nes D(f),D(g) et D(gf) respectivement. Donc, cormne X(~) 2(i ) 

est c-accessible (9.21.4 a)) et que X(~) ~ lim X(~)j , avec I 

grand devant c, il s'ensuit qu'on peut trouver un ~l~ment j e ~2(i) 

de I, tel que les deux fl~ches envisag~es deviennent ~gales apr~s 

composition avec X(~) 2(i ) - > X(~)j . A priori, j depend de i,f et g. 

Mais pour i fix~, l'ensemble des couples possibles f,g est de cardinal 

2 
c = c, en vertu de (9.21.3 a) et b)), donc, I dtant grand devant c, 

on peut choisir j ind~pendant de f et de g, soit j = ~'(i) ~ ~2(i) ~ ~(i). 

Soit alors, pour tout i E Iet f: & ) ~, 

~'(i,f) : X(~) i > X(~) ,(i ) 

le f-morphisme compos~ X(&) i > X($) (i) > X($) ,(i ) , o~ la deuxi~me 

fl~che est le morphisme de transition. Ii est alors imm~diat, par 

construction, que (~t ~,) satisfait les conditions 9.21.13 a) ete), 

pour (~,k). Proc~dant de m~me pour la condition b), on voit qu'on peut 

choisir ~i de telle fa~on que cette condition soit dgalement satisfait 

pour (~',k'). Cela ach~ve la preuve de 9.21.13). 

167 



- 168 - I 

a) 

b) 

e) 

dans E 

9.21.14. Soit maintenant 

J c I 

une pattie de I satisfaisant les conditions suivantes : 

Jest fiitrante, 

pour tout j 6 J, on a ~(j) ~ J, 

pour tout ~ ~ ob B, Xj(~) = lim X(~). est representable 

Les conditions a) et r sont satisfaites en particulier si Jest grand 

devant ~' (9.21.2). II r~sulte alors de 9.21.10.1 que pour tout 
o 

E ob B, Xj(~) est Is limite inductive lim X(~) dans E Or pour 
~> i-- " 

une fl~che f: ~----> ~ de B, les fl~ches X(i,f), pour i variable dans J, 

d~finissent grace ~ 9.21.13 b) un morphisme de ind-objets de (X(~)i)iC J 

dans (X(~)i)iE J , d'o~ un homomorphisme 

Xj(f) : Xj(~) > Xj(~) 

sur les limites inductives, qui est msnifestement un f-homomorphisme. 

Utilisant 9.21.13 c), on trouve que l'on a des relations de transitivit~ 

Xj(gf) = Xj(g) Xj(f) , 

de sorte que iron a ddfini une section Xj E ob F de E sur B . Enfin 

9.21.13 a) nous montre que les homomorphismes canoniques 

Xj(~) -----> X(~) , ~ E ob B , 

sont fonctoriels en ~ , de sorte qu'on a un homomorphisme canonique 

uj : Xj ~ X 
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DIautre part~ si 

J' ~ J 

est une autre pattie de I satisfaisant aux conditions a),b),c) ci-dessuB, 

on trouve un homomorphisme canonique 

uj, j : Xj > Xj, , 

de sorte que les Xj forment un syst~me inductif dans F, param4tr4 par 

l'ensemble (ordonn4 par inclusion) des parties J de I satisfaisant les 

conditions envisag4es. Enfin, les homomorphismes uj ci-dessus d4finis- 

sent un homomorphismes de ee syst~me inductif dans (le syst~me inductif 

constant d~fini par) X . 

9.21.15. Soit maintenant K un ensemble de parties J de I, satisfaisant 

aux conditions a),b),c) envisag4es dans 9.21.14, et supposons que K 

soit filtrant, et de r~union I. Alors il est clair que l'on a 

lim Xj N �9 X 

JEK > 

en utilisant 9.21.10.1 qui nous famine A v~rifier qu'on a un isomorphisme 

argument par argument. 

Prenons par exemple pour K l'ensemble de routes les parties 

J de I qui sont grandes devant ~' , stables par ~, et telles que 
o 

card J ~ ~ . Alors par d~finition (9.21.6) de C ~ , on a, pour tout 

~ ob B, Xj(~) E ob C ~ ~ , done Xj E ob F ~ . Par suite, 9.21.9 (ii) 

sera prouv~ si nous ~tablissons que K est grand devant ~ (donc filtrant) 

et de r~union I . Ii suffira ~viden~nent, pour ceci, de prouver que route 

pattie S de I telle que card S ~ ~ est contenue dans une J E K . Ceei 
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r~sultera en effet de l'hypoth~se pr~liminaire ~nonc~e dans 9.21.9 (ii), 

et du 

Lenmle 9.21.16. Soient I un ensemble ordgnn~ , ~ un cardinal infini, 

~0 : I > I une application de I dans lui-m~me. 

a) Supposons I filtrant. Alors pour toute partie S de I 

telle qU e card S ~ rT, il existe une partie filtrante J ~ S de I, telle 

o~ue qO(J) c Jet card(J) < 4 . 

b) Soit ~' un cardinal < 4, et supposons I srand devsnt ~ . 
o 

Alors pour toute partie S d__ee I telle Nue card S <- ~, il existe une 

partie J ~ S de I grande devant 4' telle que q0(J) ~ Jet card J ~ TT . 

Prouvons par exemple b) (la d~monstration de a) ~tant analogue 

et plus simple). Soit P lWensemble des parties de I de cardinal ~ 4 , 

et soit T ; > i T : P > I une application telle que pour T E P , i T 

soit un majorant de T dans I ; l'existence de cette application exprime 

simplement l'hypoth~se que Iest grand ~ . Soit A un ensemble bien ordonnd 

tel que card A = ~, et tel que pour tout a E A, l'ensemble des a t -< a 

soit de cardinal < ~ Ii stensuit en particulier~ cormne TT' < 4 ~ que A 
�9 0 

est ~rand devant ~f . D~finissons par r~currence transfinie des appli- 
"' 0 

cations 

S~ ~ S : P ~ P (a E A) , 
a 

p a r  l e s  f o r m u l a s  s u i v a n t e s  : 

= ~-J si a un ordinal limite. So=S ' Sa+l = Sa~(Sa) U{is } ' Sa a<a Sa 
a 

170 



- 171 - I 

Posons alors, pour S 6 P, 

J(S) = a~ S 

Ii est clair alors que J(S):D S, que J(S) est stable par ~, que 

card J(S) & ~ (puisque card A = ~), enfln que J(S) est grand devant 

~' (en utilisant le fait que A est grand devant ~'). 
O O 

Cela d~montre 9.21.16 et ach~ve la d~monstration de 9.21.9. 

Signalons aussi une variante de 9.21.9 : 

Lemme 9.21.16. Les notations sont celles de 9.21.9. On d~signe par F' 

la sous-cat4gorie pleine Homcart~(B,E) ds F = HomB(B,E) form~e des 

sections cart4siennes de E ~u._~r F . Alors : 

(i) Tout ob~et d~ F' est accessible. Plus pr4cis4ment, soit 

~ l  ~ X(~) un ~l~ment de F' et soit dun cardinal tel que d ~ ~' 
o ~ 

d ~ c, et tel que pour tout ~ E ob B, X(~)soit un obiet d-accessible 

d__~e E . Alors X est un objet d-accessible de F'. 

(ii) Supposons ~ ~ c et que les foncteurs f~ : E~ > E 

soient ~'-accessibles, ou que les cat4gories E soient stables par 
o 

petites limites inductives filtrantes, et que les foncteurs f~:E~--> E 

commutent aux dites limites inductives. Alors tout obiet X d__ee F' est 

isomorphe ~ un ob~et de la forme !im>X i , o~ pour tout i E I, X.~ est 
f 

un objet de la sous-cat4gorie pleine F 'U = F'n F ~o de F t, et off I 

est grand devant ~ . 
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La d~monstration ~tant route analogue ~ celle de 9.21.9, nous 

nous contentons dlindiquer les points o~ une modification de cette 

derni~re est n~cessaire. On note d'abord : 

Le~n_____~e 9.21.18. L'4nonc4 9.21.10 reste valable lorsqu'on y remplaee 

F = Ho___~(B,E) par F' = HomcartB(B,E) , pourvu que l'on suppose que les 

foncteurs images inverse f~ : E~ > E cormnutent aux limites inductives 

de type I . 

Si donc sous les conditions de 9.21.17, d est un cardinal tel 

que d a c et d e ~' , il r4sulte de ce qui pr4c~de et de l'hypoth~se 
o 

(9.21.3 e)) que pour tout ensemble ordonn@ I grand devant d, les limites 

inductives de type I sont repr4sentables dans F' et se calculent argument 

par argument, d~o~ la conclusion 9.21.17 (i) par un argument imm~diat. 

Pour prouver (ii), il faut donner un compl~ment ~ 9.21.13 : 

Lermne 9.21.19. Sous les conditions de 9.21.13, supposons que X E ob F I 

!.~. que X soit une section cart4sienne de E su r B . Alors on peut 

renforcer la conclusion par IIassertion qu'il existe une fonction ~ ~ui, 

tout i E Iet toute fl~che f: ~---~ ~ de B, associe un morphisme 

~(i,f) : f~ X(~) i > X(~) (i) dan@ E , de tell e fa~on que l'on ai t : 

d) Pour tout i C Iet toute fl~che f: ~ > ~ d_~e B, les 

deux diagrammes suivants sont commutatifs : 
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f~X(~) 2 X(~) 2 
k ~ 7  ~ (i) %~ ( i ) ~ , f )  

T I : 
f~(~)i X(~)i 

Pour le prouver, on proc~de comme dans 9.21.3, en consid~rant 

le morphisme corapos~ f~(X(~).) > f4~(X(~)) X(f)-I ~ X(cO, o~ (comme 
i 

d~j~ dans iI~criture de la condition d)) on identifie dans les notations 

un f-morphisme R > S de E avec le morphisme correspondant R ---~ f~'~(S) 

de E . Conmae X(CO = lim X(~). , et I grand devant c, on peut factoriser 
J 

le morphlsme precedent par un des X((I). , o~ j a priori d~pend de iet 
j 

de f, mais peut ~tre choisi ind~pendant de f, soit ~(i). Quitte & agrandir 

la fonction q) de 9.21.13, on peut supposer que ~ = ~0 . En proc~dant 

comme pour les conditions b} et c) de 9.21.13, on voit que~ quitte & 

agrandir encore l'application q) , on peut supposer que les deux diagrammes 

de 9.21.19 d) sont commutatifs. 

9.21,20. L1application ~ ~tant choisie comme dans 9.21.19, reprenons 

Itargument de 9.21.14, o~ il faut cependant supposer que J satisfait, 

en plus des conditions ~nonc~es a) b) c), & la condition : 

d) Pour tout fl~che f: 6---> ~ dans B, le foncteur 

f~ : E~ > E commute aux limites inductives de type J . 
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Je dis que, moyennant cette condition suppl6mentaire, la 

section Xj de E sur Best cart@sienne, i.e. pour toute fl~che 

f: ~----> ~ de B, le morphisme 

(@) Xj(~) > f~Xj(~) 

est un isomorphisme. En effet, en vertu de la condition d) ci-dessus, 

le but du morphisme envisag6 s'identifie & lim f~(X($)i) , et le 

morphisme sfobtient par passage aux lim ~ partir du morphisme de 

ind-objets dans E 

(X(~)i)iE J > (f~)(X(8)i))i~ J , 

d~duit des morphismes ~(i,f):X(~) i ~ f~(X(8) (i)) pour i ~ J. Or les 

conditions explicit~es dans 9.21.19 nous assurent que l'homomorphisme 

precedent de ind-objets esten fait un isomorphisme, un inverse ~tant 

obtenu par l'homomorphisme d6duit du syst&me des ~(i,f), pour i E J. 

Cela prouve notre assertion que (~) est un isomorphismes, donc que 

X E ob F'. 

9.21.21. Nous allons supposer maintenant que les foncteurs f~:E~ > E 

sont ~'-accessibles. Alors les conditions sur J envisag6es dans 9.21.20 
o 

sont satisfaites si Jest grand devant ~, stable p~r ~ et tel que 

card J K ~, et on ach6ve la d6monstration de 9.21.17 comme en 9.21.15. 
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Th@or~me 9.22. Soit p: E ) Bun foncteur fibrant , o__~ Best une cat@$orie 

essentiellement ~uivalente A une petite cat@$orie, et o~ pour toute 

fl~che f: ~ > ~ dans B le foncteur imase inverse f~'~: E~ ----> ECI est 

accessible (9.2). Supposons de plus que pour tout ~ 6 ob E, la cat@gorie 

fibre Er admette une filtration cardinale (9.12) e t que tout obiet de 

Eel soit accessible (9.3). Alors chacune des categories F = HomB(B,E) 

e t F' = HomcartB(B,E) admet une petite sous-cat~$orie pleine g@n@ratrice 

par @pimorphismes stricts (7.1), et chacun de 8es obiets est accessible. 

Ii est imm@diat que li~noncd ne change pas essentiellement 

quand on remplace B par une sous-cat~gorie pleine B telle que le 
o 

----> B soit une @quivalence et E par Eo=EXBB ~ foncteur d'inclusion B ~ , . 

Cela nous permet de supposer que Best une petite cat@gorie. 

Soit, pour tout ~ E ob B, (Filt~(E))Trz~ une filtration eardi- 

nale de E . Soit c E U un cardinal satisfaisant les conditions suivantes : 
O -- 

(9.22.1) 

c ~ Sup ~ , c e card Fs B ; 
o ~Eob B o 

pour toute fl~che f: 5 ~ ~ de B, f~:E~ > E est 
c -accessible; 
0 

pour toute ~ E ob B, les objets de Filt ~(E ) sont c -acces- 
sibles, o 

Poso~s 

c = 2 cO 

de sorte que c > c 
o 

, et pour tout ~ E ob B, soit 

C = FiltC(E ) 
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Je dis que les conditions pr41iminaires ~ 9.21.9 et 9.21.17 sont v~rifi~es, 

en faisant ~ = ~ = c . CIest clair pour (9.21.2) et (9.21.3). Pour 
o 

(9.21.4 a)), cela r4sulte de 9.17, et (9.21.4 b)) r~sulte de la condi- 

tion 9.12 c) pour une filtration cardinale. Notons d'ailleurs que la 

condition 9.12 b) des filtrations cardinales implique que pour tout 

E ob B, on a C ~ = C~ = FiltC(E ), o~ C ~ est d~fini dans (9.21.6). 

Par suite~ 9.22 r4sulte de 9.21.9 et de 9.21.17, et de faqon plus 

prdcise~ on a prouvd le 

Corollaire 9.23. Sous les conditions de 9.22, s i c o E U est un cardinal 

c 
satisfaisant aux conditions (9.22.1), et sic = 2 o alors la sous-c~t~- 

gori e F c d_~e F (resp. F 'c de F') form~e des X tels que X(C~) E ob FiltC(E) 

pour tout ~ E ob Best essentiellement petite et ~dn~ratrice par dpimor- 

phismes stricts ; plus pr~cis~ment, tout objet X d_ee F (resp. F r) est 

isomorphe ~ un objet de la forme lim X. o~ les X. sont dans F c (resp. 

dans F1C), et o~ I e__~.t un ensemble ordonnd grand devsnt c . 

Moyennant des hypotheses l~g~rement plus fortes dans 9.22, on 

peut d'ailleurs prdciser consid~rablement 9.22 et 9.23 : 

Corollaire 9.24. Sous les conditions de 9.22, supposons que chaeune des 

9atdgories E (~ E ob E) est stable par petites limites inductiye__ss 

filtrantes, e t que pour tout ~ ~ ~c~ ' Filt~(E~ ) est stable par limites 

inductives filtrantes index~es par des ensembles ordonn~s filtrant~s I 

tels ~ue card I ~ ~ (ce qui renforce Idggrement i s~qondition 9.12 b) 
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des filtrations cardinal~s). Dans le cas o~ c'est F' qu~on consid~re, 

supposons de plus que pour toute fl~che f: ~ ~ ~ d_~e B, le foncteur 

f~ : E~ > E commute aux petites limites inductives filtrantes. Soit 

enfin c E U un cardinal satisfaisant aux conditions (9.22.1), et 
O -- 

r 

consid~rons, pour tout cardinal ~ z c= 2 o, la sous-catd$orie stricte- 

ment pleine F ~ (resp. F '~) d_~e F (resp. de F') formde des X tels que l'on 

ait X(~) C Filt~(E~) pour tout ~ 6 ob B. Alors les oous-cat~gories 

envisa$~es d~finissent une filtration cardinale (9.12) de F (resp. d~e F'). 

Ii faut v~rifier les conditions a), b), c) de 9.12. Les 

conditions a) et b) r~sultent des conditions analogues pour les filtra- 

tions cardinales donn~es des E , et de 9.21.10 (resp. 9.21.18~ compte 

tenu de la deuxi~me des conditions (9.22.1)). Reste ~ prouver c), dont 

la premiere partie r~sulte aussit0t de 9.21.9 (resp. 9.21.17), en 

fsisant ~ = O, ~ = c . Ii reste ~ prouver que si on a deux cardinaux 
o O 

~i~ e c, alors pour tout X dans F ~' (resp. F t~T) on a X ~ lim X i 
iEK > 

avec les X. dans F ~ (resp. Ft~), K grand devant ~ , et card K ~ ~'~ . 
i 

Pour eeci, reprenons les d~monstrations de 9.21.9 (ii) et de 9.21.17 (ii). 

On peut supposer que chaque I est de cardinal ~ ~v en vertu de la 

condition 9.12 e) sur la filtration cardinale de E ,donc on aura 

card I K (~,~)card ob B ~ (~,~)c = ~,~c = ~,~ 

L1ensemble d'indices K utilis~ dans 9.21.15 resp. 9.21.21 est IIensemble 

des parties J de I qui sont filtrantes (i.e. grandes devant ~' = 0), 
O 

stables par ~ et telles que card J ~ ~. II est alors imm~diat que l'on a 
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2 
card K ~(card I) ~ ~ (~'~)~ = ~'~ = ~'~ ' 

ce qui ach~ve la d4monstration de 9.24. 

Pour terminer, il convient de donner un ~nonc4 d4barass~ des hypoht~ses 

un peu techniques de 9.22, en remplaqant celles-ci par la conJonction, 

pour les E ,des hypotheses qui interviennent dans 9.11 (qui assurent 

l~accessibilit~ des objets des E) et dans 9.13 (qui assurent l'existence 

d~une filtration cardinale dans E) : 

Corollaire 9.25. $oi t p: E ~ Bun foncteur fibrant, o__~O Best une 

cat4~orie ~quivalente ~ une petite cat~gorie, et o~ pour toute fl~che 

f: ~ > 8 de B, le foncteur f~ : E~ --~ E est accessible (9.2). On 

suppose de plus que, pour tout ~ 6 ob B, la cat~gorie fibre E satisfait 

aux conditions suivantes : 

e) E admet une petite squs-cat~$orie pleine, ~4n4ratric e par 

#pimorphismes stricts (7.1). 

b) E est stable par produits fibr4s, par noya'.~x de doubles 

fl~ches~par sommes de deux objets et par conoyaux de doubles fl~ches, 

enfin par petites limites inductives filtrantes (~). 

c) Le foncteur Ker(u,v) sur la categoric d@s doubles flgches 

d_~e E est accessible (par exemple, cormnute aux petites limites inductives 

filtrantes). 

d) Tout ~pimorphisme 

strict universel. 

Sgus ces conditions~ chacune des categories F = Ho___mmB(B,E) e t 

F' = HomcartB(B~E) admet une petite sous-cat~gorie g~n~ratrice par ~pimor- 

phismes stricts, et t0us ~ses ob~ets sont accessibles (9.3). 

strict de E (10.2) est un ~pimorphisme 

(~) Cette derni~re condition ~tsnt probablement inutile, cf. 9.13.2. 
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De plus, 9.24 nous donne : 

Corollaire 9.26. Sous les conditions de 9.25, et dans le cas o~ on 

eonsid~re F' = HomcartB(B,E) , supposons que les foncteu~s f~ : E~--~E 

commutent aux petites lim_ites inductives filtrantes. Alors F (resp. F') 

admet une filtration cardinale, qu'on p.eut expliciter par le proc~d~ de 9.24. 

IO. Glossaire. 

Pour la commodit~ du lecteur, nous rassemblons ici les 

d~finitions de quelques termes utilis~s dans les num~ros precedents. 

Nous d~signons par C une cat~gorie. 

IO.i. Cart~sien, Coeart~sien : Un diagramme de C 

A >B 

C- ~D 

est dit cartdsien slil est commutatif et si le mor~isme canonique 

de A dans le produit fibr~ CXDB est un isomorphisme. Ii est dit cocar- 

t~sien si le diagran~ne correspondant de la categoric oppos~e ~ A est 

cart{sien. 
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10.2. Epimorphisme, ~pimorphisme strict etc. Cf. 10.3. 

10.3. Famille ~pimorvhique, ~Rimorphique stricte etc. : Une famille 

f. : A >B , i E I , 
i l 

de fl~ches dem~mebut dans C est dite famille ~pimorphique, 8i pour 

tout objet C de C, l'application induite par les f. : 
l 

(10.3.1) Hom A(B,C) ~ K Hom A(Ai,C) 
-- i -- 

est injective. 

On dit que la famille envisag~e est dpimorphique stricte si 

l'image de l'application (10.3.1) est form~e des familles (gi) telles 

que pour tout objet R de C, tout couple dlindices i,j E Iet tout 

couple de fl~ches u: R > Ai, v: R---~ A. avec f.u = f.v, on a 
j I 3 

aussi gi u = gi v . Lorsque les produits fibres AiXBA j sont repr~sen- 

tables pour i,j C I, il revient au m~me de dire que l'image essentielle 

de (10.3.1) est formic des (gi) telles que pour tout couple d~indices 

i,j ~ I, on ~it giPrl = giPr2 , oO Prl, pr 2 sont les deux projections 

de Ai• j . On dit que la famille (fi)iCi est une famille ~pimorphique 

effective si la condition pr~cddente est vdrifi~e, i.e. 8i elle est 

~pimorphique stricte, et si les produits fibres AiXAA j sont repr~sentables. 

On dit que la f~mille (fi)iEi est une famille #pimorphi~ue 

universelle, (resp. ~pimorphique effective universelle) si les morphismes 

fi sent quarrables (10.3), et si pour route fl~che B' > B, la famille 

des fl~ches f~l : A'i ----> Ai~B' , iEI, d~duite de la famille (fi)i~i 

par changement de base B' > B, est dpimorphique (resp. ~pimorphique 

effective). 
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La notion de famille ~pimorphique stricte universel.le sera 

ddfinie dans (II 2.5, 2.6). Notons que lorsque les morphismes fi sont 

quarrables (par exemple si dans C les produits fibr4s sont repr4sentables) 

cette notion coTncide avec celle de famille 4pimorphique effective uni- 

verselle (utiliser II 2.4). Darts le cas g4n~ral, on a entre les six 

variantes envisag4es de la notion d'~pimorphicit4 les implications logiques : 

4pimorphique effective universelle 

4pimorphique effective ~pimorphique stricte universelle 

~pimorphlque st-riete 4pimorphique universelle 

Un m o r p h i s m e  f :  A ~  B de A s ' a p p e l l e  un ~ p i m o r p h i s m e  

(resp. un ~pimorphisme strict, resp. u 9 4piraorphisme effectif, resp. 

un ~pimorphisme universel, resp. un dpimorphisme effectif universel, 

resp. un ~pimorphisme strict universel) si la famille de morphisme 

r4duit au seul 41~ment f est 4pimorphique (resp ..... ). 

10.4. Famille monomorphique, mop omorphi~ue stricte etc. Une famille 

de fl~ches f : A. > B de C est dite monomorphique (resp. monomor- 
i I 

phique stricte, .... ) si en tant que famille de fl~ches de la cat~gorie 

oppos~e C ~ elle est 4pimorphique (resp. ~pimorphique stricte, ...) 

Une fl~che f: A > B de ~ est appel4e un monomorphisme (resp. un mono- 

morphisme strict, ...) si la famille r4duite ~ f est monomorphique 
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(resp. monomorphique stricte , ...), i.e. sif entant que fl~che de 

la cat~gorie opposEe C ~ est un Epimorphisme (resp. un ~pimorphisme 

strict, .... ). 

10.5. Monomorphisme, monomorphisme strict etc, Cf. I0.4. 

10.6. Projecteur, image d'un projecteur, facteur direct d'un objet. 

Soit f: X ---~ X un endomorphisme d'un objet de C. On dit que 

f2 f est un proiecteur si on a = f . Alors le couple (f, idx)admet un 

conoyau representable X v si et seulement siil admet un noyau reprE- 

sentable X", et lorsqulil en est ainsi, il existe un unique isomorphisme 

u: X v > X" dans C tel que iup = f , o~ p: X ~ X vet i: X" > X 

sont les morphismes canonique~. On identifie alors g~n~ralement X' et 

X"~ et on iVappelle l'image du projecteur f ; on dit que le projecteur 

f admet une image si Ker(f,id X) est ropr~sentable i.e. Coker (f,id X) 

est representable. Un sous-objet (resp. un quotient) Y de X est appelE 

un facteur direct de X si on peut trouver un projeeteur f dans X se 

factorisant par Y, et admettant Y comme image en tant que sous-objet 

(resp. en tant que quotient) de X. On dit parfois, par abus de langage, 

qu~un objet de C est un facteur direct de X, sVil est isomorphe 

iVimage dtun projecteur dans X. 

10.7. Quarr able : 

pour toute fl~che B v 

table dans C . 

Une fl~che f: A ~ B de C est dite ~uarrable si 

> B de C, le produit fibre A• est reprEsen- 
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10.8. Quotient, quotient strict etc. 

Soit A un objet de C . Deux Epimorphismes f: A ---~ B, 

f': A ) B' de source A sont dits Equivalents s'il existe un iso- 

morphisme u: B N~ Bv tel que uf=f'. On obtient ainsi use relation 

d~quivalence dans IIensemble des ~pimorphismes de source A, dont les 

classes sont appel~es les quotientslou ob~ets ~uotients,de A . Pour 

tout quotient de A, on suppose gEndralement choisi un ~iEment de cette 

classe, soit f: A ) B, et on parle souvent (par abus de langage) 

du quotient B de A (ou du quotient f: A---> B de A) o On dit que Best 

un quotient strict (resp. un ~uotient effectif, resp. U n quotient 

universel, .... ) si le morphisme f: A ~ Best un ~pimorphisme strict 

(resp. un ~pimorphisme effectif, resp. un ~pimorphisme universel, ...) (10.3). 

10.9. Relations d'~quivalence. Soient F,G deux pr~faisceaux d'ensembles 

sur C . Un diagramme pl,p 2 : F - ~G est appelE une relation d'Equiva- 

lence sur G si pour tout objet A de C, l'application 

(Pl(A),P2(A)) : F(A) > G(A)• 

induit une bijection de F(A) sur le graphe d'une relation dIEquivalence 

sur IVensemble G(A). 

Un diagrarmne pl,p 2 : B ---~C dans C est appel~ une relation 

dV~quivalence sur C si le diagramme de pr~faisceaux correspondant est 

use relation dV~quivalence. Lorsque dans C les produits finis et produits 

fibres sont repr~sentables, un foncteur ~ : C ~ C' commutant aux produits 

finis et produits fibres transforme les relations dt~quivalence sur C 

en relation dV~quivalence sur ~(C). 
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Soit ~ : C > Dun morphisme de ~ tel que le produit fibrg 

CXDC soit representable. Alors le diagrarmne pr I , pr 2 : CXDC--~C 

est une relation d~quiva!ence sur C . 

IO.I0. Relation df~quivalence effective, effective universelle. Une 

relation d'~quivalence pl,p 2 : R ~A sur un objet A de C est dite 

relation d~qulvalence effective s'il existe un morphisme ~ : A ---> B 

tel que le carr~ 

P2 
R ~ A 

Pl I I F 

A > B 

soit cartgsien et cocart~sien. (Le morphisme ~ est le conoyau du couple 

(pl,P2), etest donc dgtermin~ ~ isomorphisme unique pros). Le morphisme 

est alors un gpimorphisme effectif ; si e'est un ~pimorphisme effectif 

universel (10.3) on dit que la relation d'~quivalence est effective 

universelle. 

I0.II. S_ous-objet, sous-objet strict etc. Ce sont les notions duales 

de celles de quotient, quotient strict etc (10.8). 
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EXPOSE 

- 1 8 5  - 

II. Appendice } Univers (par N. BOURBAKI (~)) 

I. D4finition et premieres propri~t~s des univers 

DEFINITION I. Un ensemble U est appel~_un univers s'il s atisfait aux 

conditions : 

(U.I) s i x 6 U et si y E x, alors y E U ; 

(U.II) s i x, y E U, alors {x,y] E U ; 

(U.!II) s i x E U, alors P(x) E U ; 

(U.IV) s~ (x) E Iest une famille d'~l~ments de U, et si I E U, alors 

la r~union U x appartient ~ U ; 
~EI 

(U.?) s~ x, y E U, alors le couple (x,y) E U . 

N.B. Comme il a ~t~ je crois d~cid~ pour les prochaines ~ditions, on 

d~finit le couple ~ la Kuratowskipar (x,y) ={{x,y} , {x]] , la condition 

(U.?) est inutile car elle r~sulte de (U.II). 

Exemples. 

i) L'ensemble vide est un univers not~ U 
O 

2) Consid~rons les mots finis non vides form, s avec les quatre 

symboles " { ", " ]", " , " et " ~ " (cf. Alg. I). D~finissons, par 

(~) Nous reproduisons ici~ avec son accord, des papiers secrets de 

N. BOURBAKI. Les r~f~rences de ce texte se rapportent ~ son savant ouvrage. 
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r4currence sur la longueur n d'un tel mot, la notion de mot sisnificatif : 

a) Pour n = i, seul le mot @ est significatif ; 

b) pour quVun mot A de longueur n soit significatif, il faut et suffit 

qu'il existe p mots significatifs distincts AI,...,A p (p a I) de longueurs 

< n tels que 

A = [AI, A2,...,Ap} 

Par exemple~ {~}, [{@},[{~]], [~, {~}]} sont des mots significatifs. 

II est clair, par r~currence sur la longueur, que tout mot significatif 

d~signe un terme de la Th~orie des Ensembles ; par exemple, si 

A = [AI, A2,...,Ap} , A d~signe l'ensemble dont les ~l~ments sont 

AI~ A2,... , et A ; ces termes sont ~videmment des ensembles finis. 
P 

Soit U 1 l'ensemble des ensembles ainsi obtenus. On v~rifie ais@ment 

que U 1 satisfait aux conditions (U.I), (U.II), (U.III) et (U.IV) de 

la d~f. 1 (mais non ~ cette idiote de (U.?), ce qui nfest pas grave si 

on veut bien d~canuler le couple). Donc U 1 est un univers. On notera 

que les ~l~ments de U 1 sont finis, et que U 1 est d~nombrable. 

Dsns les ~nonc~s qui suivent, U d~signe un univers. 

PROPOSITION i. S_!i X 6 U et si y C x, alors y E U . 

En effet, on a @(x) E U par (U.III), d'o~ y C ~(x) et y E U par (U.I). 

COROLLAIRE. S i x C U, tout ensemble ~uotient y d_~e x est ~l~ment de U . 

En effet y est une partie de ~(x). D'o~ y E U par (U.III) et 

la prop. I. 
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PROPOSITION 2. Six E U , on a {x] E U . 

~a r4sulte de (U.II) appliqu4 pour y = x . 

PROPOSITION 3. Tout couple, tout triplet, tout quadruplet d'41~ments 

de U est un ~14ment de U . 

C'est vrai pour lea couples d'apr~s le N. B. ou (U.?). On 

en d~duit le cas des triplets car (x,y,z) = ((x,y),z), puis celui des 

quadruplets car (x,y,z,t) = ((x,y,z),t). 

PROPOSITION 4. S i X, Y C U , al2rs X X Y E U . 

En effet, pour x E X, {x] X Y est Is r4union de la famille 

{(x,y)]y 6 Y ; comme on a [(x,y)] E U d'apr~s (U.I), (U.II) et la prop.3, 

on a Ix] X Y E U d'apr~s (U.IV). Enfin X • Y est la r~union de la famille 

({x} X Y)x E X ; c'est donc un 414ment de U d'apr~s (U.IV) encore. 

COROLLAIRE i. Si X, Y, Z,... sont des 41~ments de U, tousles ensembles 

de l'~chelle construite sur X, Y, Z,... sont des 414ments de U (cf. chap. I~w ). 

~a r4sulte en effet d'applications successives de la prop. 4 

et de (U.III). 

COROLLAIRE 2. Si (x&)aE Iest une famille d'414ments de U et si I E U 

l'ensemble somme Z x est un 414ment de U . 

En effet, cet ensemble somme est une partie du produit 

( ~_} x(l) • I (chap. II), produit dont les deux facteurs sont 41@ments 

de U (par (U.IV) et l'hypoth~se). On applique alors les prop. 4 et I. 
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PROPOSITION 5. Si X et Y sont des 414ments de U, toute correspondance 

entre X et Y (en particulier toute application de X dans Y) est un 

~14ments de U . 

En effet, une telle correspondance C est un triplet (X,Y,F) 

o~ ~ est une partie de X X Y (le graphe de C) (chap. II, w ). On a 

F E U d'apr~s les prop. 4 et i. D'o~ C E U par la prop. 3. 

PROPOSITION 6. S_!i X, Y C U, tout ensemble Z de correspondances entre 

X e__tt Y (en particulier d'applications de X dana Y) est 41~ment de U . 

En effet, Zest une partie de {X} X [Y] • ~(X X Y). Or ce 

produit est 414ment de U d'apr~s la prop. 2 et le cor. ~ la prop. 4. On 

a donc Z E U par la prop. i. 

COROLLAIRE. 

on a ~ x 

~EI 

Si (x) E I 

EU. 

est une famille d'414ments de U, et si I E U 

En effet, ce produit est un ensemble dVspplications de I dans 

x , et eette r~union est ~l~ment de U par (U.IV). 

~EI 

PROPOSITION 7. Si X est une partie de U dont le cardinal est au plus 

celui d'un ~14ment de U, alors X est un 41~ment de U . 

Soit I un 41~ment de U tel que card(X) ~ card(I). On a une 

surjection i ~--> x. d'une partie I' de I sur X. Alors X est la r~union de 
l 

la famille ({xi})iEi, ; or cette r4union est ~l~ment de U par la prop. i, 

la prop. 2 et (U.IV). 
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COROLLAIRE. Si U est non vide toute partie finie de U est un 414ment 

de U, e_tt U a des ~14ments de cardin~l fini arbitraire. 

Par contre~ si U = @, @ est une pattie f~inie de @ mais non 

un ~l~ment de ~ . 

En effet s si U est non vide, la prop. 2 montre qumun ensemble 

x ~ un ~14ment appartient ~ U . Par r~eurrence surn , posons 
o 

Xn+ 1 = ~(Xn )" On a Xn E U par (U.III), et card(xn+ I) = 2 card(xn), de 

sorte que U a des 414ments de cardinal fini arbitrairement grand. 

Remarque. II r@sulte de la prop. 2 et du cot. g la prop. 7 que 

tout univers non vide U contient l'univers U 1 de l'ex. 2 ; en 

effet on a @ E U d'apr~s la prop. i . Ainsi U 1 est l'intersection 

de tousles univers non vides. Plus g4n4ralement : 

PROPOSITION 8. 

U= ( ~  U)~ 
X E L  

S_~ (Uk) ~ 6 Lest une famille non vide d'univers, alors 

est un univers. 

Ceci r~sulte aussit~t de la d~f. i. 

2~ Univers et esp~ces.de structures 

Soit g une esp~ce de structure ; supposons, pour fixer les 

id4es et all4ger l'expos4, que chaque structure dWesp~ee g est d4finie 

sur un ensemble de base. Soit (X~S) une structure d'esp~ce ~ (X 4tant 

l~ensemble de base, et S la structure), et soit U un univers. Si X E U, 

alors tousles objets constitutifs de la structure S sur X sont 414ments 

de U (par le cor.~de la prop. 4, n c 1 et par (U.I)) de sorte que la 

structure (X~S) est 414ment de U . 
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Supposons maintenant que g soit une esp~ce de structure 

avec morphismeB. X et X' sont des ~l~ments de U munis de structures 

d'esp~ce g �9 alors l'ensemble des morphismes de X dans X iest encore 

un ~l~ment de U (n ~ i, prop. 6). 

Consid~rons alors la cat~$orie (U - g) d~finie au w I, n ~ 2, ex. c). 

Comme les objets et les fl~ches de (U - g) sont des ~l~ments de U, (U - g) 

est un couple de parties de U, muni d'un quadruplet dWapplications ; 

ce n'est pas, en g~n~ral, un ~l~ment de U . La notation X E (U - g) 

voudra dire que X est un ~l~ment de U muni d'une structure d~espgce g . 

La cat~gorie (U - $) est stable pour de nombreuses operations : 

a) Si X E (U - g), et si X' est une partie de X qui admet une structure 

induite, alors X' E (U - g). ~a r~sulte de la prop. i, n ~ ]. 

b) Si X E (U - g), et si X" est un ensemble quotient de X qui admet 

une structure quotient, alors X" C (U - g) (eor. de la prop. i, n~ 

c) Si X, Y E (U - g), et si X X Y admet une structure produit, alors 

X X Y E (U - g) (prop. 4, n~ Plus g~n~ralement, si (Xi)iE Iest une 

famille d'~l~ments de (U - g), si on a I E U, et si ~ X. admet une 
i 

• 
structure produit, alors ~ X. E (U - g) (cor. de la prop. 6). Assertions 

i 
iEl 

analogues pour les structures sorm~es (eor. 2 de l a prop. 4). 

d) Soient I un ensemble pr~ordonn~, et (X i , fij)i,jEl un syst~me 

pro iectif (resp. inductif) d'ensembles munis de structures d'esp~ce g 

et de morphismes ; soit L la limite de ce syst~me~ au sens du chsp. II! . 

Si X. E U pour tout i , si I E U , et si L admet une structure limite 
l 

projective (resp. inductive), alors on a L E (U - g) : en effet Lest 
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une partie de ~ X. (resp. un ensemble quotient de ~ X.), et est 
l i 

iEI iEI 
done un ~l~ment de U d'apr~s le n ~ 1 . 

Donnons encore quelques exemples plus particuliers : 

I) Soient X, Y E (U - Top) deux espaees localement compacts. Alors 

l'ensemble ~(X,Y) des applications continues de X dans Y, muni de la 

topologie de la convergence compacte (Top. G~n~. X), est un ~l~ment de 

(U - Top). En effet on a ~ (X,Y) E U d'apr~s la prop. 6 dun ~ 1. 4 

2) Soient X, Y E (U - Ab). Alors le groupe Hom~ (X,Y) est un ~l~ment 

de (U - Ab) par la prop. 6 dun ~ i . Si ~n suppose de plus qu'on a 

E U, le produit tensoriel X | est un ~l~ment de (U - Ab) ; en 

(X • Y) 
effet ce produit tensoriel est un quotient de ~ , lequel est 

une partie de ~X • Y qui lui-m~me est un ~l~ment de U par les prop. 4 

et 6 dun ~ I 

3) Soit X E (U - Unif) un espace uniforme. Alors son compl~t~ X est 

un ~l~ment de (U - Unif). En effet X est un ensemble de classes d'~qui- 

valences de filtres de Cauchy sur X ; or un filtre sur X est un ~l~ment 

de ~(~(X)), donc une classe d'~quivalence de filtresest un ~l~msnt de 

~(~(~(X))), de sorte que X est un ~l~ment de ~(~(~(~(X)))), done un 

~l~ment de U par (U.III) et (U.I).~ 

N.B. MoralitY, Bourbaki devra veiller ~ bien "canonifier" 

ses constructions. Par exemple, dans celles oh on adjoint un ~l~ment 

~ompaetifi~ d'Alexandroff, corps projectif), il y aura int~r~t ~ prendre 
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= @ (car ~ est ~l~ment de tout univers non vide) et ~ former 

l'ensemble somme de {~] et de l'ensemble donn~. Bien entendu il 

faudrait aussi "canonifier" l'ensemble ~ deux ~l~ments servant 

construire les ensembles sommes ; ainsi {~ , {~}] me paraSt un Don 

candidat car il appartient ~ tout univers non vide. 

3. Univers et categories 

Soient U un univers et C une cat~gorie. Nous ~crivons C E U 

si on a Ob(C) E U et FI(C) E U . Cette ~criture est justifi~e du fair 

que C est le sextuplet form~ de Ob(C), de FI(C) et des quatre applications 

structurales ; done si Oh(C) E U et FI(C) E U , ces quatre applications 

sont ~l~ments de U (n ~ i, cot. I de la prop. 4), donc aussi le sextuplet C 

(n o i, prop. 3, cum grano salis). Ceci est d'ailleurs un r particulier 

dun ~ 2, si l'on consid~re l'esp~ce de structure "cat" de cat~gorie. 

Avec les notations dun ~ 2, i~ relation C E U st~crit aussi C E (U - cat). 

On notera qu'une eat~gorie comme (U - Ens), (U - Ord), (U - Top) 

ou (U - Gr) n'est pas, en g~n~ral, un ~l~ment de U . 

Soient C, D deux categories et U uD univers tels que C, D E U . 

Si C' est une sous-cat~orie de C, on a C' E U ; la cat~$orie produit 

C X D, la cat~gorie somme de C et D, les categories oppos~es C ~ et D ~ 

sont aussi ~l~ments de U (cf. n ~ 2). La eat~gorie de foncteurs E = Hom(C,D) 

est ~galement un ~l~ment de U : en effet Ob(E) est un ensemble de couples 

d'applications Ob(C) > Ob(D), FI(C) > FI(D), done Ob(E) E U par le 

192 



- 193 - I 

n ~ i ; quant R FI(E), c'est un ensemble de morphisme fonctoriels, 

c'est-~-dire d'applications Ob(C)> FI(D), d'o~ FI(E) E U par 

la prop. 6 dun ~ 1 . 

PROPOSITION 9. Soient g une esp~ce de structure avec morphismes, et 

U, U f deux univers tels que U' c U . Alors (U' - g) est une sous-cat~$orie 

pleine de (U - g). 

En effet, six et y sont des objets de (U' - g), ce sont 

par d~finition des objets de (U - g). Quant ~ Hom(x,y), c'est le mgme 

ensemble dans IBs deux categories (cf. w n~ ex. c)). 

N.B. On notera que l'hypoth~se que U et U' sont des univers 

est inutile, de sorte que la prop. 9 remonterait avantageusement au 

w i, n ~ 4. Mais is Tribu a demand~ qu~elle soit ici. 

Remarque. Ii arrive que les axiomes de l'esp~ce de structure g impliquent 

que les cardinaux des ensembles munis de structures d'esp~ce g soient 

born~s par un cardinal fixe, soit $ (~ par exemple llesp~ce de structure 

de groupe fini, de groupe de type fini, de module de type fini sur un 

anneau fixe A, ou d'alg~bre de type fini sur A ~). Supposons alors qu'il 

existe un ~l~ment z de U' tel que ~ ~ card(z). Alors, pour tout ensemble 

x muni dfune structure d'esp~ce g, il existe un ~l~ment x' de U I ~quipotent 

x, par exemple une partie de z ; munissons x I de la structure d~duite 

de celle de x par transport de structure ; on obtient ainsi un 41~ment 

de (U' - g). Ii s'ensuit que le foncteur d'inclusion de (U' - g) darts 

(U - g) est alors essentiellement surjectif (w n~ d~f.2) et est donc 

un e ~uivalence de categoric (w n~3, th.l). 
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4. L'axiome des univers 

Les fort agr~ables r~sultats de stabilit~ dun ~ 2 nFont 

dtint~r~t que si on peut les appliquer ~ autre chose qutaux deux 

petits univers U ~ et U I d~crits au n ~ I. Nous ajouterons done aux 

axiomes de la Th~orie des Ensembles l'axiome suivant : 

(A.6) Pour tout ensemble x, il existe un univers U tel que x E U . 

Cet axiome implique que, si (x) E Iest une famille d'ensembles, 

il existe un univers U tel que x E U pour tout ~ E I : il suffit, 

en effet, d'appliquer (A.6) ~ x = ~ x et d'appliquer la prop. I du n~ 

En particulier~ ~tant donn~e une cat~gorie C, il existe un 

univers U tel que C E U au sens du n~ : on applique ce qui precede 

la famille (0b(C), FI(C)). Ceci s'applique aux categories de la forme 

(V - g) o~ g est une esp~ce de structure avec morphismes et V un ensemble, 

un univers par exemple ; en g~n~ral on a V # U . 

Par exemple, si Vest un univers, on a Ob(V - Ens) = Vet 

FI(V - Ens) c V (n" i, prop. 5). Les univers U tels que (V - Ens) E U 

sont donc ceux tels que V E U. Or la relation V C Vest impossible pour 

un univers : en effet, pour route partie A de V~ on aurait A C V 

(n ~ I, prop. I), d'o~ card(~(V)) ~ card(V), ce qui est impossible. 

194 



- 195 - i 

5, Univers et cardinaux, fortement inaccessibles 

Soit U un univers. D'apr~s la condition (U.I) de la d~f. i 

tout dl~ment x de U est une partie de U ; on s donc card(x) ~ card(U). 

Comme les cardinaux des parties de U forment un ensemble bien ordonn~, 

le cardinal 

(I) ~(U) = SUPxEU card(x) 

existe. Notons que, pour tout cardinal ~ < ~(U), il existe un ~l~ment 

x de U tel que card(x) = ~ ; en effet, il existe par d~finition y E U 

tel que ~ ~ card(y) ~ ~(U), et l'on prend pour x une pattie convenable 

de y . R~ciproquement, six E U, on a card(x) < ~(U) ; en effet on a 

~(x) E U par (U.III), d'o~ 2 card(x) ~ $(U). Le cardinal ~(U) a donc 

les propri~t~s suivantes : 

2~ I) Sic est un cardinal < c(U), on a < c(U) ; en effet, six est 

un 81~ment de U de cardinal $ , on a ~(x) E U par spplication de (U.III), 

d'o~ 2 ~ < ~(U). 

2) Si (~X)XEI est une famille de cardinaux telle que ~X < $(U) pour 

tout X E Iet que card(l) < $(U), alors le cardinal somme E ~X est 
XEI 

< ~(U). En effet soit x% 6 U tel que card(x%) = $% ; quitte ~ remplacer 

i par un ensemble d'indices ~quipotent, on peut supposer qu~on ~ I E U ; 

alors l'ensemble somme des xX est ~16ment de U (cor. 2 de la prop. 4 du nOl), 

ce qui d~montre notre assertion. 

Posons la d@finition suivante : 
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DEFINITION 2. Un cardinal d est dit fortement inaccessible si : 

2~ (FI.I) Si e est un cardinal tel que e < d , on a < d . 

(FI.2) __Si (~%)XEI est~ une famille de cardinaux telle qu e ~ < 

pour tout X E Iet si card(I) < d, alors Z ~X < ~ . 

Exemples. Le cardinal O et le cardinal infini d~nombrable sont fortement 

inaccessibles. Aucun cardinal fini non nul n'est fortement inaccessible. 

Ainsi nous venons de d~montrer que l'axiome (A.6) des univers implique 

la relation : 

(AI.6) Tout cardinal est strictement maior~ par un cardinal fortement 

inaccessible. 

Inversement : 

TIIEOREME I. La relation (A'.6) imbue l'axiome (A.6) des univers. 

En effet soit A un ensemble. II s'agit de construire un univers 

U dont A est ~idment. D~finissons par recurrence une suite (An)n_>O 

dtensembles au moyen de : 

(2) Ao = A , An+ 1 = r~union des ~l~ments de An = ensemble des 

@l~ments de A 
n 

Posons B = ~  A n . Soit, par (A'.6), ~ un cardinal fortement inaccessible 
n=O 

tel que card(B) < ~ . 

II existe un ensemble bien ordonn~ I tel que card(I) = ~ . 

Quitte ~ remplacer I par son plus petit segment de c~rdinal ~ , on 

peut supposer que tout segment de I distinct de I a un cardinal < $ . 
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Nous noterons c le plus petit ~l~ment de I . II r~sulte de l'hypoth~se 

sur les segments que I n'a pas de plus grand ~l~ment (sinon on l'enle- 

verait), donc que tout ~l~ment de I admet un successeur ; pour ~ 6 I, 

nous noterons s(~) le successeur de 

Ceci ~tant, d~finissons, par r~currence trsnsfinie, une famille 

(B) E I d'ensembles au moyen de : 

(3) -~ 

Posons U = k_Y B c~ 
~EI 

~B = B 

Bs(a) = Bcc U P(Bct ) 

B = L , ~  B~ si ~ n'a pas de pr~d~cesseur. 

�9 Nous allons montrer que U est l'univers cherch~. 

On a d'abord A E U, car A = A 
O 

un ~l@ment de P(B ) c B 
c s(c) " 

est une partie de B = B ,donc 
E 

Notons ensuite que~ pour tout ~ E I, on a : 

(4) card(B ) < 

Proc~dons en effet par r~currence transfinie sur ~ . C'est vrai pour 

= e par hypoth~se. De (4) on d~duit card(Bs(~)) ~ card(B ) + 2 card(B~)< $+$ 

(par (FI.I)) = ~ (ear $ est infinO. Enfin, si ~ n'a pas de pr~d~cesseur~ 

lWensemble I' des ~ < ~ a un cardinal < $ par construction ; d'o~ 

(si card(B~) < ~ pour tout ~ < ~), eard(B ) = card(~ B~) ~ ~ oard(B~)<~ 

(par (FI~ Ceci d@montre (4). 

197 



- 198 - I 

(5) 

Montrons maintenant qu'on a 

card(x) < c pour tout x 6 U 
= 

En effet, il suffit de montrer que, pour tout ~ E I, on a "card(x) < 

pour tout x E B ". Proc~dons encore par r~currence transfinie sur ~ . 

C~est vrai pour ~ = c, car, six E B E = B, il existe n e 0 tel que x E An ; 

d'o~ X c An+ I par (2), x C Bet card(x) ~ card(B) < ~ . Le cas o~ 

n'a paa de pr~d~cesseur est ~vidento Enfin, six E B et si ~ = ~(~), 

on a soit x E B~ et l'assertion "card(x) < ~ "est vraie par r~currence, 

soit x ~ ~ (BB) , d'o~ x c B Bet l'assertion "card(x) < =c "est vraie par (4). 

Nous sommes maintenant en mesure de d~montrer que U eat bien 

un univers : 

(U.I) Soient x E U et y E x . Ii s'agit de montrer qu'on y E U. Autrement 

dit il s'agit de montrer que, pour tout ~ E I, on a la relation : 

" x C B et y-E x ==~ y C B " 

On proc~de encore par r~currence transfinie sur ~ . C'est vrai pour 

= e car x E B = B implique x C A pour un certain n ;donc, siy E x, 
n 

on a y E An+ I , d'o~ y E B = B C . Le passage ~ un @l~ment ~ sans 

pr~d~cesseur est ~vident. Passons enfin de ~ ~ s(~) : six E Bs(~) 

d'o~ y E B c par rdcurrence, et si y E x, on a, soit x E B , ~ Bs(~) 

soit x E ~(B ), d'o~ encore y ~ B c Bs(~) . 

(U.II) Soient x, y E U. Comme la famille (B) C Iest croissante par (3), 

il existe ~ E I tel que x, y E B . Alors {x , y] E ~ (B) C Bs(~) ~ U . 
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(U.III) Soit x 6 U . Ii existe alors ~ E I tel que x 6 B , Ii suffit 

donc de montrer que, pour tout ~ E I, on a la relation : 

" x ~ B > #(x) E Bs(s(~) ) " 

On proc~de encore par r4currence transfinie sur ~ . Si ~ = e, on a 

x E A n pour un certain n, d'o~ y C An+ 1 c B = B e pour toute partie y 

de x ;sinsi on a y 6 @(B ) ~ Bs(e) pour tout y E @(x), d'o~ @(x) c Bs(e) 

et ~(x) E @(Bs(e)) C Bs(s(c) ) , de sorte que notre assertion est vraie 

pour ~ = e . Ls passage ~ un ~14ment ~ sans pr4d~cesseur est imm4diat, 

car ~ < ~ implique alors s(s(~)) < ~ . Passons enfin de ~ ~ s(~) ; 

soit x ~ Bs(~) ; six E B~ , on a ~(x) ~ Bs(s(~) ) ~ Bs(s(s(~))) par 

r~currence ; six E @(B ), on a x ~ B , d'oO @(x) ~ ~(B ) et 

@(x) E O(~(B~)) ~ Bs(s(s(~))) �9 

(U.IV) Soit (xx)~ E K une famille d'~l~ments de U telle que K E U . 

II s'agit de montrer que la r~union x = ~ xx est ~l~ment de U . Pour 

XEK 
tout k 6 K, choisissons un ~(~) E I tel que x X E B~(X) �9 Montrons 

que l'ensemble ~(K) des ~(~) est major~ dans I : en effet, s'il ne 

l'4tait pas, on aurait : 

I = ~ [ C , C~(X) ] , 
X c ~ K  

ce qui contredirait (FI.2) car card(K) < c et card([ e , C~(k)]) < c pour _-- = 

tout k E K . Soit done B un majorant de ~(K) ; on a x)~ E B~ pour 

tout k E K car la famille (B)~E Iest croissante. On a donc x X ~ B~ 

d'apr~s ce qu'on a vu dans la d4monstration de ~U.I), d'o~ 

�9 , d'o~ x E U. C.Q.F.D. = ~ x)~ ~ B~p Par (3) il s'ensuit qu'on a x E BsC~)-w x 

)~EK 
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DEFINITION 3. Soient x , y deux ensembles et nun entier ~ O . On 

dit que y est un composant d'ordre n d ex s'il existe une suite 

(xj)j=O,...,n telle que Xo = x , x n = y , __et xj+ I E xj pour j = O, .... n-l. 

Ainsi x eat le seul composant dlordre 0 de x .Les composants 

d'ordre i (resp. 2) de x sont les ~l~ments de x (resp. les ~l@ments 

des ~l~ments de x). On dit que y est un composan ~ de x s'il existe 

n ~ O tel que y soit composant dtordre n de x . La relation " y est 

un composant de x "est une relation de pr~ordre. D~apr~s le schema 

de s~leetion-r~union (chap. II, ...) la relation " y est un composant de x 

est collectivisante par rapport ~ y, de sorte que les composants de x 

forment un ensemble . 

DEFINITION 4. Soit ~ un cardinal. On dit qu'un ensemble x ~st de t~D~e ~ 

(resp. de type strict $ , de type fini) si tousles composants de x on___!t 

des cardinaux ~ c (resp < ~,finis) = �9 

Exemples. Les ~l~ments de l'univers U 1 (n = i, ex. 2) sont tous de type 

fini. Sic est un cardinal~ et six est de type c (resp. type strict c , 

type fini), alors tout eomposant de x et toute partie de x sont de type 

(resp�9 type strict $ , type fini) ; de m~me ~(x) est de type 2 ~ 

(reSpo de type strict 2 ~, de type fini) Six est de type c et sic < c' , �9 = = -- = 

alors x est de type c' 
= 
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LEMME. Soient c un cardinal fortement inaccessible non d~nombrable, 

et X un ensemble de type strict c Alors il existe un cardinal d < c __ = 0  = = 

tel ~ue X soit de type ~. 

En effet, pour tout entier n , notons d le cardinal de 
=n 

IVensemble X des composants d'ordre n de X On a d = i , 
n ~ =o 

~I = card(X) < c et, con~ne X = ~ y, on en d4duit, par r4currence 

= ' n YEXn_ I 

surn et usage de (FI.2), qu'on a d < c pour tout n Alors les d 
=n = ~ =n 

sont major, s par le cardinal ~ = ~ ~j , qui est < ~ par (FI.2) 
jeO 

et llhypoth~se de non d~nombra~ilit4 de $ ~ Alors, si Y est un composant 

d'ordre n de X, on a card(Y) ~ card(Xn+ I) ~ ~ . C.Q.F.D. 

PROPOSITION IO. Soient U un univers et c un cardinal fortement inaccessible. 
= 

Alors iVensemble U' des x E U qui sont de type strict ~ est un univers. 

En effet, si x, y E U wet si z E x, on a 4vidermnent z C U t et 

{x , y} E U'. Six E U', on a card(x) < c , d'o~ card(~~ < c par 

(FI.!) ; comme un composant de ~(x) est, ou bien C~x), ou bien une 

partie de x , ou bien un composant de x, on a O(x) E U'. Enfin si 

(x) E I est une famille d1414ments de U f telle que ! E U', on a 

card(~ xc~) < c par (FI.2) ; comme tout composant d'ordre > 0 de ~ x 
= c~ 

est un composant d'un x , on a bien t~ X E u' C.Q.F.D. 

Remarque sur le cardinal c(U) . Soient U un univers et c(U) le cardinal 

d~fini par (i), i.e. 

$(U) = SUPxEU card(x) 
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On a ~videmment ~(U) ~ card(U), car, rappelons-le, x E U implique x c U . 

Mais l'@galit~ ~(U) = card(U) n'est pas toujours vraie. Par exemple soit 

(x) E I une famille non d~nombrable de symboles avec les axiOmes : 

"X = {X ] pour tout ~ E I " , " x~ # x~ si ~ # ~ " 

(autrement dit x est un ensemble hun seul ~l~ment, h savoir lui-m~me). 

Formons, comme dans lWex. 2 dun ~ I, les "mots significatifs" form, s 

avee les symboles ~ , x , { , } et , . Chacun d~signe un ensemble fini. 

Soit U IIensemble de ceux-ci. On v~rifie ais~ment que les conditions 

de la d~f. 1 sont satisfaites, de sorte que U est un univers~ Cormne les 

mots significatifs sont des suites finies d'~l~ments dlun ensemble de 

cardinal card(I) + 4 = card(I) ; on a card(U) = card(l) (chap. IIl; 

en fait card(U) ~ card(I) suffit, et c'est ~vident). D'autre part, 

c(U) est le cardinal d~nombrable, d'oO c(U) ~ card(U) = = ~ 

L'in~galit~ stricte $(U) < card(U) tient hce qulon a introduit 

ici des ensembles x tels que x E x . Si on interdit des horreurs de 

ce genre, on obtient card(U) = ~(U) pour tout univers U, ainsi que d'autres 

fort jolis r~sultats "ne pouvant servir h rien". C1est ce qu'on va faire 

au num~ro suivant. 

6. Ensembles et univers artiniens 

DEFINITION 5. On dit qu'un ensemble x est artinien s'il nlexiste aucune 

suite infinie (Xn)n~ O telle que Xo = x et que Xn+ I E x n pour tout n e O . 

Exemples. ees ensembles ~ , { ~ ], { ~,{~ }}, plus g~n~ralement les 

~l~ments de lWunivers U 1 dun ~ l,sont artiniens. 
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En termes imag~s, six est artinien, et si on prend un 

~l~ment x I de x, puis un ~l~ment x 2 de x I , etc., le processus doit 

starr~ter, et on arrive ~ un composant x de x qui est vide. Autrement 
n 

dit les ensembles artiniens sont "construits ~ partir de @ "; ceci 

sera pr~cis~ plus tard (cf. (~) dans la d~monstration du th. 2). 

Les ensembles artiniens jouissent ~viden~nent des propri~t~s 

suivantes : 

(AR.I) Six est artinien, toute partie de x et tout composant de x sont 

artiniens. Pour que x soit artinien, il faut et il suffit que tout ~l~ment 

de x soit artinien. 

(AR.II) Six et y sont artiniens, alors {x,y} est artinien. 

(AR.III) Six est artinien, ~(x) est artinien. 

(AR. IV) Toute r~union d'ensembles artiniens est un ensemble artinien. 

Ces propri~t~s montrent aussit~t qu'on a la 

PROPOSITION ii. S._i_i U est un univers i l'ensemble des @l@ments artiniens 

de U est un univers, n~cessairement artinien. 

COROLLAIRE. S i x est un ensemble artinien, il existe un univers artinien 

U tel que x ~ U . 

En effet, par iIaxiome (A.6), x est 61~ment d'un univers V ; 

on prend pour U l'ensemble des ~l~ments artiniens de V . 

La proposition suivante est encore moins utile que le reste dun ~ : 
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PROPOSITION 12. 

a) 

b) 

c) 

Soit A un ensemble artinien. Alors : 

Pour tout x ~ A , on a x ~ x ; 

$i x~ y E A, on ne peut avoir ~ la fois x E yet y E x 

Pour tout x 6 A, la relation " y est un composant de z " entre 

composants y ~ z de x est une relation dtordre ; 

d) Pour tout ~l~ment non vide x de A, il exlste y E x tel que x n y = ~ . 

En effet la n~gation de a) (resp. de b)) entraSne l'existence 

d'une suite infinie (Xn)n~ 0 contredisant la d~f. 5, g savoir (x,x,x,...) 

(resp. (x,y,x,y,x,y,...)). La n~gation de c) veut dire q6'il existe 

x E A, des composants y , z de x distincts, et des suites d~appartenances : 

y E Yl E ... E yq E z , z E z I E ... E z r E y ; 

d'o~, comme dans b), une suite infinie (Xn)n~ 0 contredisant la d~f. 5 . 

Enfin, si d) est fausse, il existe un dl~ment non vide x de A tel que 

x n y # ~ pour tout y E x ; on pose x ~ = x , et on prend pour x I un 

~l~ment de x ; con~ne x n x I # ~ ~ on prend pour x 2 un ~l~ment de x A x I 

etc~tera ; plus formellement on d~finit par r~currence une suite infinie 

(Xn)n~ I d'~l~ments de x au moyen de x I E x, Xn+ I E Xn N x pour n ~ i ; 

alors la suite (Xn)nL>O contredit la d~f. 5 . 

Remarque. Soit Bun ensemble. Pour que B soit artinien, il faut et 

il suffit que tout ensemble A d'ensembles de composants de B satisfasse 

la condition d) de la prop. 12. En effet la n~cessit~ r~sulte de (AR~I) 
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et de la prop. 12. R~ciproquement, si B n'est pas artinien, il existe 

une suite infinie (Xn)n~O avec x ~ = Bet Xn+ I E x n pour tout n ~ O ; 

on prend alors pour A la partie r4duite ~ l'ensemble X des x ; ainsi 
n 

A contient un ~14ment non vide X tel que, pour tout 414ment y de X , 

on ait y n X # @ (en effet y est de la forme Xn , et on a Xn+ 1 E y ~ X). 

THEOREME 2. Soit ~ un cardinal infini. Alors : 

a) La relation " x est un ensemble artinien de type $ (resp. de type 

strict ~)" est collectivisante par rapport ~ x ; l'ensemble A des 
e - -  
= 

ensembles artiniens de type ~ a pour cardinal 2 ~ . 

b) S_.!i ~ est fortement inaccessible, l'ensemble U des ensembles 
C 
= 

artiniens de type strict ~ est un univers de cardinal ~ ; le cardinal 

c(U c) = SUPx card(x) est c . 
= EU = 

= C 
= 

c) Si un univers U admet un ~14ment de cardinal ~, tout ensemble 

artinien de type ~ appartient ~ U (autrement dit A c U). 
-- C 

= 

c') Si un univers U est non vide, tout ensemble artinien de type fini 

est 414ment de U . 

Avant de d4montrer le th. 2, d~duisons en quelques corollaires 

illuminants : 

COROLLAIRE i. Si un univers U est artinien, alors card(U) est fortement 

inaccessible, e t U est l'ensemble des ensembles artiniens de type strict 

card(U). 
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En effet posons ~(U)=SUPxEucard(x). C'est un cardinal fortement 

inaccessible (d~but dun ~ 5). Supposons le d'abord non d~nombrable ; 

alors~ pour tout cardinal infini $ < $(U), tout ensemble artinien de 

type ~ est ~l~ment de U par c) ; donc tout ensemble artinien de type 

strict $(U) est dl~ment de U par le lemme dun ~ 5 . Cette derni~re 

assertion reste valable si ~(U) est d~nombrable par c')~ Inversement, 

d'apr~s (U.I), tout ensemble de U eat de type strict ~(U). Donc U est 

l'univers U (U) de b), d'oO $(U) = card(U) par b). 

II r~sulte du cor. i qu'un univers artinien eat d~termin~ 

de faGon unique par son cardinal (d'ailleurs fortement inaccessible). 

On a donc une "correspondance biunivoque" entre univers artiniens et 

cardinaux fortement inaccessibles. En particulier : 

COROLLAIRE 2. La relation d'inclusion U ~ U' entre univers artiniens 

est une relation de bon ordre. 

En effet la relation c ~ c' entre cardinaux est une relation 
= = 

de bon ordre (chap. III) et, avec les notations du b) du th. 2, les 

relations ~ ~ ~' et U c U , sont ~quivalentes. 

Notons que le th. 2, b) donne une seconde d@monstration du 

th. i (n ~ 5). 

Passons ~ la d6monstration du th. 2 . Etant donn~ un ensemble A, 

nous appellerons chalne de A toute suite finie (x.) tel~e que 
j j=O ..... n 

Xo = A et que xj+ I E xj pour ~ = O,..., n - i. Les chaSnes de A forment 
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un ensemble, d'~pr~s le schema de s41ection-r~union ; notons le G(A). 

Etant donn~e une chaSne X = (x.) les chaSnes de la forme 
J j=O ..... n ' 

(xi)i=O,..., q avec q ~ n seront dites plus petites que X ; on obtient 

ainsi, sur G(A), une structure d'ensemble ordonn~. Pour que A soit 

artinien, il faut et il suffit que G(A) soit un ensemble ordonn~ 

"noeth~rien" (c.&.d. satisfaisant aux conditions ~quivalentes du chap. III, 

w 6, n ~ 5). 

Nous allons montrer que : 

(~) S_~i A est artinien, il est d~termin~ de faqon unique par la classe 

d'isomorphisme de l'ensemb!e ordonn4 G(A). 

En effet, ~tant donnds un ensemble ordonn~ Get un ~l~ment 

g 6 G, nous noterons S(g) l'ensemble des g' E G tels que g < g' et 

que g ~ h ~ g' implique h = g ou h = g' (autrement dit l'ensemble 

des "successeurs imm4diats" de g). Consid~rons llapplication ~ qui, 

& toute chaSne X = (Xo,...,x n) de G(A) fait correspondre l'ensemble x ; 
n 

on a alors, pour tout X E G(A) : 

e (x) = { e(x,) 1 x, ~ s(x)] 

Cormne A est l'image par 0 du plus petit @14ment X = (A) de G(A), il 
o 

va nous suffire de montrer que @ est uniquement d@termin~e par la 

classe dlisomorphisme de l'ensemble ordonn4 G(A). Or ceci r4sulte 

du lemme suivant : 
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LEMME I. Soient Gun ensemble ordonn~ noeth~rien et ~ une application 

de G telle que, pour tout g E G, on sit : 

(I) ~(g) = { ~(g')l g' E S(g)} 

Alors $ est d@termin~e de faqon unique. De plus, s_!i U est un univers 

contenant un ~l~ment ~guipgtent ~ G , ~ prend ses valeurs dans U . 

Llhypoth~se implique qu'on a ~(g) = ~ si g est un ~l~ment 

maximal de G . 

Soient, en effet, ~ et ~' deux applications telles que (I) 

soit vraie ; si ~ # ~', l'ensemble des g E G tels que ~(g) # ~'(g) 

est non-vide, donc admet un ~l~ment maximal h car G est noeth~rien ; 

on a alors ~(g) = ~'(g) pour tout g > h , en particulier pour tout 

"suceesseur" g E S(h) ; d'o~ ~(h) = ~'(h) par (i), ce qui est une 

contradiction ~ on a donc bien ~ = ~' . Soit maintenant U un univers 

contenant un ~l~ment x ~quipotent ~ G ; montrons que ~ prend ses valeurs 

dans U ; sinon soit hun ~l~ment maximal parmi les g E G tels que 

~(g) ~ U ; on a ~(g') E U pour tout g' E S(g) de sorte que 

~(h) = { ~(g')l g' E S(h) ] 

est une partie de U ; or, comme son cardinal est inf~rieur ~ card(G) 

donc au cardinal d'un ~l~ment de U , on a ~(h) 6 U (n ~ I, prop. 7) ; 

cette contradiction montre que ~ prend ses valeurs dans U . 
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Ceci ~tant, d~montrons le a) du th. 2. On peut se borner 

l~assertion non-resp~e, car l'autre en d~coule aussit~t. Soit 

c un cardinal infini. $i A est un ensemble de type c on a : 
= = 

(2) card(G(A)) ~ 

En effet~ si on note A l~ensemble des composants dfordre n de A , on a 
n 

card(A I) ~ c et card(An+ 1 ) ~ c .card(A ), d'o~ card(A ) ~ c n par 
= = n n = 

r ~ e u r r e n c e  ; o r  c n = c c a r  e e s t  i n f i n i  ( c h a p .  I I I ) ;  d 'o f i  

card( n=O A~eard( ).c= = =c (chap. III) ; or G(A) est un ensemble de 

s u i t e s  f f n i e s  d ' ~ l ~ m e n t s  de ~_)A , de s o r t e  q u ' o n  a b i e n  l f i n f i g a l i t 6  (2 )  
n n 

(chap. III). Ceci ~tant, si E est un ensemble de cardinal ~ , la donn~e d'une 

s t r u c t u r e  d S o r d ~ s u r  une p a r t i e  E '  de E f i q u i v a u t  ~ l a  donn~e de l a  p a r t i e  

de E X E form~e des (x,y) tels que x E E' , y E E e t  x s y .  Donc, 

en  v e r t u  de ( 2 ) ,  l e s  c l a s s e s  d l i s o m o r p h i s m e  des  e n s e m b I e s  o r d o n n d s  

G(A) (o~ A est de type = c) forment un ensemble ~ , et on a 

card(~e) ~ card(P(E X E)) = 2 ~ . Soit ~ la partie de ~c form~e 
= = = 

des  c l a s s e s  d ' e n s e m b l e s  o rdonnf i s  n o e t h f i r i e n s  a y a n t  un p l u s  p e t i t  

~ l~men t  ; s i ,  ~ t o u t  G E o~ , on f a i t  c o r r e s p o n d r e  l a  v a l e u r  de l a  

f o n c t i o n  ~ du lemme 2 au p l u s  p e t i t  f i lfiment de G , on o b t i e n t  une 

a p p l i c a t i o n  6 de ~ d o n t  I ' i m s g e  c o n t i e n t  tou___..~s l e s  e n s e m b l e s  a r t i n i e n s  

de t ype  e . Ces d e r n i e r s  f o r m e n t  done b i e n  un  e n s e m b l e  A , e t  on a 
e = 

c a r d ( A  ) ~ c a r d ( ~ )  ~ e a r d ( ~  ) ~ 2 ~ 
e c 
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Reste ~ voir qu'on a card(A ) = 2 ~ . Pour cela il suffit 

de voir qu'il existe un ensemble artinien B de type ~ et de cardinal $ , 

car les parties de B seront alors des ~l~ments de A . Cette existence 

rdsulte du len~ne suivant : 

LEMME 2. Pour tout cardinal c , il existe un ensemble artinien B 
= 

de type c et de cardinal c = = "  

On proc~de par induction transfinie sur ~ . Pour ~ = 0 on 

n'a pas le choix, et on prend B = ~ . Si ~ ~ un pr~d~eesseur $' , 

soit B' un ensemble artinien de type $' et de cardinal ~' ; on a 

alors ~ g 2 $' , de sorte qu'il existe une partie B de ~(B') de 

cardinal ~ ; les ~idments de B sont des parties de B' et ont donc 

des cardinaux ~ c' ~ c ; les composants d'ordre sup~rieur de B sont 
= = 

des composants de B' et ont donc aussi des cardinaux < c' ~ c --= = .  

Enfin, si$ n'a pas de pr~d@cesseur, on choisit, pour tout cardinal 

~X < ~ ' un ensemble srtinien B X de type ~X et de cardinal ~X ; 

alors B =~ B x r~pond ~ la question. Ceci d~montre le lemme 2, et 

ach~ve la d~monstration de la partie a). 

Passons ~ b). Soit c un cardinal fortement inaccessible. On 
= 

sait d~j~, par a), que les ensembles artiniens de type strict $ forment 

un ensemble U . Le fsit que U est un univers r~sulte aussitDt 
C C 
= = 

des propri~t~s (AR.I) ~ (AR. IV) des ensembles artiniens (d~but du n~), 
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et de majorations de cardinaux analogues ~ celles de la prop. iO dun ~ 5. 

La relation SUPxEu card(x) = c r~sulte du lemme 2, appliqu~ aux 
C 
= 

cardinaux < c . Enfin, pour montrer que card(U ) = c , supposons 
C = 
= 

d'abord c non d4nombrable ; d'apr~s le lemme dun ~ 5, U est la 
C 

r~union ~ A d , o~ A d d~signe llensemble des ensembles artiniens 
d < ~  = = 

d e  t y p e  _d ; o r  on  a c a r d ( A  d )  = 2 d < =e ( p a r  a ) )  ; d ' a u t r e  p a r t  l ' e n s e m b l e  
= 

d e s  c a r d i n a u x  d < c a u n  c a r d i n a l  ~ c ( c h a p ,  1 1 1 )  ; dWo~ c a r d ( U  ) ~ c . c  = c , 
= 

e t  a u s s i  ca rd (U=c)  ~ c c a r  e a r d ( U  ) e c a r d ( A  d)  = 2 d p o u r  t o u t  d < c 
= C = = = 

o 

Le casc = O ~tant trivial, reste le cas o~ c estle cardinal 

infini d~nombrable. Dans ce cas U est l'ensemble des ensembles artiniens 
c 
= 

de type fini (i.e. finis ainsi que tous leurs composants), et on utilise 

un joli r~sultat de nature combinatoire. 

LEMME 3. (D. K~nig ?). Consid~rons deux suites infinies (En)n~ 1 (~n)n~l 

dlensembles finis En et d'applicstions fn : En+l > En " S'il ntexiste 

aucune suite infinie (Xn)n~ I telle ~ue xn C En et que fn(Xn+l) = x n pour 

tout n , alors E nest vide pour n assez grand. 

Autrement dit, si toutes les suites (x) telles que fn(Xn+l) = x 
n n 

sont finies, leurs longueurs sont born~es. ~a peut s'exprimer en termes 

de limites projectives : une limite projective d'ensembles finis non 

vides est non vide (cf. Top. G~n~., Chap. I, 2e ~d. w n~ prop.8, 2~ 
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Raisonnons, en effet, par lWabsurde. S'il existe des E non 
n 

rides pour n arbitrairement grand, aucun E n'est vide (car E = @ 
n n 

entralne En+ 1 = @ vu l'existence de fn : En+l > En )" Appelons 

"eoh~rentes" les suites finies (Xj)l~j~ n telles que fj(xj+ I) = x. 
3 

pour j = 1 ,..., n - 1 . D4montrons, par r4currence surn , l'existence 

dDune suite coh4rente (a I ,..., a ) (a. E E.) qui, pour tout q ~ n , 
n I 1 

peut 8tre prolong~e en une suite coh@rente (a I ,..., a n , Xn+ I .... , Xq) 

de longueur q . C'est 4vident pour n = 0 , car aucun E n'est vide. 
q 

Passons de n ~ n + I . Si, pour tout x E fnl({an]) c En+ I ,toutes 

des suites coh4rentes prolongeant (a I ,..., a n , x) avaient des longueurs 

born4es par un entier q(x), alors toutes les suites coh~rentes 

prolongeant (a I ,..., an) seraient de longueurs born4es (par SUPx q(x)) 

car En+ Iest fini ; il existe donc an+ 1 6 f-l([an])n tel que la suite 

coh4rente (a I ,..., a n , an+ 1 ) admette des prolongements de longueur 

arbitraire. Ceci 4tant on a une suite infinie (an)nZ I qui contredit 

l'hypoth~se. 

Ii r4sulte du lemme 3 que si A est un ensemble artinien de 

type fini, alors l'ensemble ordonn4 G(A) de ses chaines est fini : on 

prend, en effet, pour En l'ensemble des chalnes (Xn E Xn_ 1 E ... 6 x I E A) 

n + 1 termes (qui est fini car les composants de A d'ordre $ n + 1 

sont en nombre fini et sont tous finis), et pour f l'applieation 
n 

(Xn+ 1 E x n E Xn+ I ..)~ > (x E x E .) Or l'ensemble des classes 
�9 n n-I "" " 
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dtisomorphisme d'ensembles ordonn~s finis est d~nombrable : en effet, 

la donn~e d'une structure d'ordre sur une partie finie de J~ ~quivaut 

celle de son graphe, qui est une partie finie de J~[XJ~-; d'autre 

part l'ensemble des parties finies d'un ensemble d~nombrable est 

d~nombrable (chap. III). II r~sulte de (~) et du lemme I, que l'ensemble 

des ensembles artiniens de type fimi est d~nombrable. II est infini 

par le lemme 2 (ou, plus simplement, par usage de la suite (z) 
n nL-O 

d~finie au moyen de z = ~ , = {z n . o Zn+ 1 ]) Ceci termine la d~monstration de b) 

Remarque. On vient de d~montrer que, si A est un ensemble artinien 

de type fini, il n'a qu'un hombre fini de composants. II existe donc un 

entier n tel que A soit de type n . 

Passons ~ la d~monstration de c). Soient $un cardinal 

infini, U un univers admettant un ~l~ment de cardinal c , et A un = 

ensemble artinien de type $ . Alors l'ensemble ordonn~ G(A) a un 

cardinal ~ $ (formule (2) ci-dessus). La seconde assertion du lemme i, 

appliqu~e ~ G(A) , montre que l'application (x ,..., x )~'~---> x de G(A) 
o n n 

prend ses valeurs dans U . Autrement dit tousles composants de A sont 

~l~ments de U . Ceci d4montre c). La d4monstration de c') est analogue : 

si A est un ensemble artinien de type fini, on vient de voir que G(A) 

est fini ; cormne U est non-vide, il contient un ~l~ment ~quipotent ~ G(A) 

par le cor. ~ la prop. 7 (n ~ I). C.Q.F.D. 
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7. Remarquesm~tamath4matiques vaseuses 

a) L'axiome "tout ensemble est artinien" est inoffensif. En effet, si on a 

un module M de la Th~orie des Ensembles, l'ensemble M' des~l~ments 

artiniens de M est aussi un module (cf. prop. II). 

b) L'axiome (A.6) des univers (et l'axiome ~quivalent (A'.6) des cardinaux 

fortement inaccessibles) est ind~pendant du reste de la Th~orie des 

Ensembles. En effet soit ~ le premier cardinal fortement inaccessible 

non d~nombrable. L'univers U des ensembles artiniens de type strict 
$ 

(th. 2, b)) est un module de la Th~orie des Ensembles sans (A.6) : 

on appelle "ensembles" les ~l~ments de U , la "relation d'appartenance" 
e 
= 

est la restriction a U de l'ordinaire, etc. Les "univers" du module sont 
$ 

donc les univers ordinaires qui sont ~l~ments de U . Or on a vu que les 

seuls univers qui sont ~l~ments de U sont les deux peque~os U = r 
O 

et U I . Ainsi U Iest un "ensemble" qui n'est ~l~ment dtaucun "univers". 

On a donc un module de la Th~orie des Ensembles oO (A~ est faux. 

c) Bourbaki a ~t~ trop prudent en se contentant de "presumer" que 

l'axiome de l'infini (A.5) est ind~pendant des axiomes et schemas 

precedents. Ii l'est effectivement, car l'univers d~nombrable U I des 

ensembles artiniens de type fini est un module o~ (A.5) est faux, et o~ 

les axiomes et schemas precedents sont vrais. 

d) Ii serait tr~s int~ressant de d~montrer que l'axiome (A.6) des univers 

est inoffensif. ~a paratt difficile et c'est m~me ind~montrable, dit 

Paul Cohen. 
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LTadjectif "vaseuses" dans le titre veut dire quTon ne 

s~est pas donn~ la peine~ en construisant des modules, de eanuler 

le symbole T de sorte qu'il n'en fasse pas sortir. La clef de qa, si 

on consid~re un module M, est de remplacer le ~x(~(x)) ordinaire par : 

~x(R(x) et x E 

Encore faut-il v4rifier que ~a transforme bien les quantificateurs ordinaires 

cn les quentificateurs eutrefois dits "typiques" : 

( V x E M) et (~ x E M) 

Exercices 

I) Soit nun entier ~ 1 . Montrer que l'ensemble des ensembles artiniens 

de type nest infini (les ensembles Zo = @ ' Zl = {~] ' Zq+l = [Zq] 

sont de type 1 ). 

2) Appelons hauteur d'un ensemble Ala borne sup4rieure (finie ou 

infinie) des entiers n tels qu'il existe une suite x n E Xn_ 1 ~ ... E Xo = 

Montrer que les ensembles de hauteur ~ n sont finis et forment un ensemble 

Pn 
fini, dont le cardinal Pn se calcule au moyen de Po 1 , Pn+l 2 

(proc~der par r4currenee sur n, en notant que les 414ments d'un ensemble 

A de hauteur ~ n sont des ensembles de hauteur ~ n - I). 

3) Soit Gun ensemble ordonn4 noeth4rien admettant un plus petit 414ment 

go et tel que pour tout h C G, l'ensemble de g ~ h sont fini et totalement 

ordonn4. 
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a) Montrer que tout ~l~ment h # go de G admet un pr~d~cesseur et un seul. 

b) Soit ~ l'application de G d~finie dans le lermne i (i.e, ~(g) est 

l~ensemble des ~(g') o~ gW parcourt l~ensemble des successeurs de g) . 

On pose A = ~(go ) . Montrer que A est un ensemble artinien. Pour 

= g E G , soit go < gl < "'" < gn g la suite des ~14ments ~ g ; posons 

f(g) = (~(go),~(gl),...,~(gn)) ; montrer que fest une application croissante 

et surjective de G sur l'ensemble ordonn~ G(A) du texte. Montrer que, 

si f est in.iective , c'est un isomorphisme de G sur G(A). 

c) Pour g E G, soit M iVensemble des majorants de g ~ On suppose que, 
g 

pour tout couple d'~l~men~distincts g , g' ayant m@me pr~d~cesseur p, 

les ensembles ordonn~s Mg et >~, sent non isomorphes. Montrer que 

l'application f de b) est alors un isomorphisme de G sur G(A). 

[Si f(g) = f(g') avec g # g' et si go < gl < ''" < gn = g et 

v < v < < v v go gl "'" gn' = g sent la suite des ~l~ments ~ get celles des 

~l~ments <- g', montrer que n = n', et qu'on peut supposer que get gf ont 

le m~me prdd~cesseur p ; consid4rer alors l'ensemble des p E G tels qu'il 

existe deux successeurs distincts g, g' de p tels que f(g) = f(g'), un 

~l~ment maximal q de cet ensemble, et deux successeurs distincts h , h I 

de q tels que f(h) = f(h') ;noter que les restrictions de f ~ ~. et 

Mh, sent injectives, donc (par b)) sent des isomorphismes de M h sur 

G(~(h)) et de Mh, sur G(~(h')) ; d4duire de l'hypoth~se de non-isomorphisme 

de M h et ~, qu'on a ~(h) # ~(h'), ce qui contredit f(h) = f(h') ~. 
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N.B. L'exerciee 3) donne des renseignements tr~s precis sur la mani~re 

dont sont "fabriqu~s u les ensembles artiniens. On savait d~j~ qu'un 

tel ensemble A est d~termin~ par la classe d'isomorphisme de l'ensemble 

ordonn~ G(A) (lemme i)~ On sait maintenant caract~riser les ensembles 

ordonn~s G isomorphes & des G(A) : 

~) G est noeth~rien et admet un plus petit ~l~ment ; 

~) Pour tout g E G , lWensemble des h ~ g est totalement ordonnd 

et fini(dto~ l'existence et l'unicit~ du pr~d~cesseur de g) ; 

y) Si g , g' sont des ~l~ments distincts ayant m~me pr~d~cesseur, 

iIensemble Ng des majorants de get celui Mg, des majorants de g ne sont 

pas isomorphes. 

4) Soit (Am)n~ O la suite des ordinaux finis, d~finie par A = 
O 

2 n An+ I = A U {An] . Montrer que l'ensemble ordonn~ G(A ) a ~l~ments, 
n n 

et que le nombre de ses ~l~ments de hauteur q (au sens de l'exerc. 2)) 

est (~) . 
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