SGA 4

EXPOSE I

PREFAISCEAUX

par A. Grothendieck et J.L. Verdier

(avec un appendice de N, Bourbaki)

Dans les numéros O 2 5 de cet exposé, on présente les propriétés
élémentaires, et le plus souvent bien connues, des catégories de préfais-
ceaux (¥).Cespropriétés sont utilisées constamment dans la suite du séminaire
et leur connaissance est essentielle pour la compréhension des exposés
suivants, Les démonstrations sont immédiates ; elles sont le plus souvent
omises, Dans les numéros 6 2 9 sont abordés quelques thémes utilisés 2
différentes reprises dans la suite. Le lecteur pressé pourra les omettre
en premidre lecture, Le numéro 10 fixe la terminologie employée, L'appen-

dice 11 est d0 2 N, Bourbaki.

Q. Univers
Un univers est un ensemble non-vide U qui jouit des propriétés

suivantes :

(U1) six€Uetsiy€xalorsy€U,

—~
[ [=}

2) Six,y€U, alors {x,y} € U.

,\
e

3) Six €U, alors $°(x) € u.

~~
1=}

4) $i (x;, 1 €1 €U) est une familled'&léments de U, alors L x €u.
1€1

(%) Le lecteur pourra aussi consulter SGA 3 I §§ 1 a 3,



Des axiomes précédents on déduit facilement les propriétés :
~ 8i x € U, 1l'ensemble {x} appartient 2 U,
~ 81 x est un sous-ensemble de y € U, alors x € U.
~ Si x,y € U, le couple (x,y) = {{x,y}, x} (définition de Kuratowski)
est un élément de U.
~ Si x,y € U, la réunion x U y et le produit x X y sont des éléments de U,

- Si (xi, i €I € U) est une famille d'éléments de U, le produit TTxi

i€r
est un élément de U.
~ Si x € U, alors card(x) < card(U) (strictement). En particulier la
relation U € U n'est pas vérifiée.

On peut donc faire toutes les opérations usuelles de la théorie
des ensembles 2 partir des éléments d'un univers sans, pour cela, que le
résultat final cesse d'&tre un élément de 1'univers,

La notion d'univers a pour premier interét de fournir une défi-
nition des catégories usuelles : la catégorie des ensembles appartencnt

a2 1'univers U (U~Ens), la catégorie des espaces topologiques appartenant

2 1'univers U, la catégorie des groupes commutatifs appartenant a 1'univers

{]

(U-2b), la catégorie des catégories appartenant a 1'univers U ..,
Cependant le seul univers connu est l'ensemble des symboles du
type {{#}, {{#), 8 }} etc. (tous les &léments de cet univers sont des en-
sembles finis et cet univers est dénombrable). En particulier, on ne
connatt pas d'univers qui contienne un élément de cardinal infini, On est
donc amené 3 ajouter aux axiomes de la théorie des ensembles 1'axiome

(UA) Pour tout ensemble x il existe un univers U tel que x € U,




L'intersection d'une famille d'univers étant un univers, on en
déduit immédiatement que tout ensemble est élément d'un plus petit univers,
On peut montrer que 1'axiome (UA) est indépendant des axiomes de la théorie
des ensembles,

On ajoutera aussi 1'axiome :

(UB) Soit R{x} une relation et U un univers, S$'il existe un élément y € U

tel que R{y}, alors -5XR{x} € u.

La non-contradiction des axiomes (UA) et (UB) par rapport aux
autres axiomes de la théorie des ensembles n'est pas démontrée ni démon
trable, semble-t-il.

Soit U un univers et c(g) la borne supérieure des cardinaux des
éléments de U (c(U) € card(U)), Le cardinal c(U) jouit des propriétés
suivantes :

(FI) $i a < c(U), alors 2% < c(u).
(FII) Si (ai, i€I) est une famille de cardinaux strictement inférieurs a
c{U) et si card(I) est strictement inférieur 2 c¢(U), % a, < c(U).
T oier * -
Les cardinaux qui possddent les propriétés (FI) et (FII) sont

appelés cardinaux fortement inaccessibles,

Le cardinal O et le cardinal infini dénombrable sont fortement
inacessibles
L'axiome (UA) implique

(UA') Tout cardinal est majoré strictement par un cardinal fortement

inaccessible,

On peut montrer (11) que réciproquement la non contradiction
de (UA") implique la non contradiction de (UA), et que la non contradic-

tion de ces axiomes entraine celle de l'axiome (UB) .



Appelons ensemble artinien tout ensemble E tel qu'il n'existe

i ini ¥, On peut
pas de familles infinies (xn, nEN) telle que X € E, X € n On p
alors montrer [loc., cit.] qu'il y a une correspondance biunivoque entre
les cardinaux fortement inaccessibles et les univers artiniens, définie

ainsi 2 & tout cardinal fortement inaccessible ¢ on fait correspondre

1'unique univers artinien Uc tel que
card(U ) = ¢ .
—c
Soient .c < ¢' deux cardinaux fortement inaccessibles, On a :

yu € u', .

=c —c
En particulier les univers artiniens de cardinaux inférieurs 2 un cardinal
donné forment un ensemble bien ordonné (pour la relation d'appartenance),

L'axiome (UA') est équivalent a 1'axiome :

(UA"). Tout ensemble artinien est élément d'un univers artinien,

Remarquons que tous les ensembles usuels ( Z , @, ...) sont

des ensembles artiniens.

1, U-catépories. Préfaisceaux d'ensembles

1.0. Dans la suite du séminaire et sauf mention expresse du contraire,

les univers considérés posséderont un élément de cardinal infini. Soit U

un univers, On dit qu'un ensemble est U-petit (ou, quand aucune confusion
n'en résulte, petit) s'il est isomorphe 2 un &lément de U, On utilise
aussi la terminologie : petit groupe, petit anneau, petite catégorie,..
On supposera souvent, sans mention explicite, que les schémas, espaces

topologiques, ensembles d'indices... avec lesquels on travaille sont € u,



ol tout au moins ont un cardinal € U ;cependant, de nombreuses catégories

avec lesquelles on travaillera ne seront pas € U.

Définition 1.1. Soient U un univers et C une catégorie, On dit que C est

une U-catégorie si pour tout couple (x,y) d'objets de C, 1'ensemble

Homc(x,y) est U-petit,

1.1.1. Soient C et D deux catégories et Fonct(C,D) la catégorie des fonc-
teurs de C dans D, On vérifie immédiatement les assertions suivantes :
a)Si C et D sont éléments d'un univers U (resp. U-petites) la catégorie
Fonct(C,D) est un élément de U (resp. est U-petite),

b)Si C est U-petite et si D est une U-catégorie, Fonct(C,D) est une

U~-catégorie,

Remarque 1.1.2, Soit D une catégorie possédant les propriétés suivantes
(C1) L'ensemble ob(D) est contenu dans 1'univers U,

(C2) Pour tout couple (x,y) d'objets de D, 1'ensemble HomD(x,y) est un
élément de U.

(Les catégories usuelles construites 3 partir d'un univers U possédent

ces deux propriétés : U-Ens, U-Ab, ... ). Soit C une catégorie apparte-
nant a U. Alors la catégorie Fonct(C,D) ne possdde pas en général les
propriétés (Cl1) et (C2). Par exemple la catégorie Fonct(C,U-Ens) ne possdde
aucune des propriétés (Cl) et (C2), C'est ce qui justifie la définition
adoptée de U-catégorie, de préférence 2 la notion plus restrictive par

les conditions (Cl) et (C2) ci-dessus.



Définition 1.2. Soit C une catégorie. On appelle catégorie des préfaisceaux

d'ensembles sur C relative & l'univers U (ou, lorsqu'aucune confusion n'en

résulte, catégorie des préfaisceaux sur C) la catégorie des foncteurs con-

travariants sur C & valeur dans la catégorie des U-ensembles,

On désigne par Cﬁ (ou plus simplement, lorsqu'aucune confusion

n'en résulte, par C°) la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur C rela-

tive 3 1'univers U, Les objets de CG sont appelés U-préfaisceaux (ou plus

-~

simplement préfaisceaux) sur C, Lorsque C est U-petite, la catégorie CU

est une U-catégorie. Lorsque C est une U-catégorie, CG n'est pas nécessai-~

rement une U-catégorie,

Construction-définition 1.3. Soit x un objet d'une U-catégorie C. On appelle

U-foncteur représenté par x le foncteur hu(x) : C° ~—> U-Ens dont la cons-
truction suit (*). Soit y un objet de C.

a) Si Homc(y,x) est un élément de U, alors :
hU(x)(y) = Homc(y,X)

b) Supposons que HomC(y,x) ne soit pas un é&lément de U et soit R(Z,x,y)
la relation : "L'ensemble Z est but d'un isomorphisme Homc(y,x) A

On pose alors :
hy(x) (y) =% ZR(Z)

(En vertu de 1'axiome (UB), hU(x)(y) est un élément de U). Soit R'(u,x,y)

la relation : "u est une bijection

u Homc(y,x) = ﬁg(X)(y) "

——

(¥) C° désignera toujours la catégorie opposée 2 C.



On pose alors :
o(y,x) = ‘cuR'(U) .
On remarquera qu'on a, dans les cas (a) et (b), un isomorphisme
canonique :
. ~
oly,x) : Homc(y,x) > h!(x)(y) .

(Dans le cas a) @(y,x) est 1'identité). Scit alors u ; y —> y' une fl2che
de C. Le morphisme u définit, par la composition des morphismes, une
application :

Homc(u,x) : Homc(y',x) — Homc(y,x)
On pose alors

hU(X)(‘J) = oy , x) Homc(x,u) oly , x)‘1

On vérifie immédiatement que hU(x), ainsi défini, est un foncteur

C* —» U-Ens.

1.3.1. De meme, on définit, A 1'aide des isomorphismes ¢ , pour tout mor-

phisme y : x — x' un morphisme de foncteurs :

b.u(y) : hU(X)—_)hU(x')

et on vérifie immédiatement qu'on a définit ainsi un foncteur

hU:C—_—)Cﬁ'

1.3.2. Soit maintenant V un univers tel que UC V. On a alors un foncteur
canonique pleinement fidéle :
U-Ens &——> V-Ens

d'oll un foncteur pleinement fidéle :

c*‘-—»c;]

[t



et le diagramme

%

est commutatif 3 isomorphisme canonique prés, Lorsque C est un &élément de

U, cet isomorphisme canonique est 1l'identité,.

1.3.3. Dans la pratique, l'univers U est fixé une fois pour toutes et

n'est pas mentionné, On utilise alors les notations C* (pour la catégorie

des U-préfaisceaux d'ensembles) et

h: —>CcC"
Pour tout objet x de C, le préfaisceau h(x) est appelé le préfaisceau
représenté par x et nous identifierons toujours la valeur en y € ob(C)

du préfaisceau h(x) avec Homc(y,x).

Proposition 1.4. Soient C une U-catégorie, F un préfaisceau sur C et X

un objet de C, Il existe un isomorphisme fonctoriel en X et en F :

£ @ Hom,.(h(X),F) <2 F(X) R

1'application i n'étant autre, lorsque F est de la forme h(Y), que 1'appli~

cation :
h : Hom(h(X),h(Y)) <~ Hom(X,Y)

En_particulier le foncteur h est pleinement fidele,

1.4.1. Cette proposition justifie les abus de langage habituels identi-

fiant un objet de C et le foncteur contravariant correspondant, Un préfais-



ceau isomorphe 3 un objet image par h (ou, en utilisant 1'abus de langage

signalé ci-dessus, isomorphe & un objet de C) est appelé préfaisceau repré-

sentable.

1.4,2, Soit V un univers contenant un univers U. La catégorie des U-préfais-
ceaux est une sous-catégorie pleine de la catégorie des V-préfaisceaux et
par suite un U-préfaisceau est représentable si et seulement si son image

dans la catégorie des V~préfaisceaux est un V-préfaisceau représentable,

2. Limites projectives et inductives

Soient C une U-catégorie et I une petite catégorie., Notons
Fonct(I,C) la catégorie des foncteurs de I dans C. La catégorie Fonct (I,C)
est une U-catégorie, A tout objet X de C associons la sous-catégorie X de C
ayant pour seul objet l'objet X et pour seule fldche 1'identité de X,
Désignons par i, : X —> C le foncteur d'inclusion. Il existe un et un seul

X

foncteur ey ¢ I — X, et nous désignerons par kx : I —> C le foncteur

ix o ey . ( On dira que kx est le foncteur constant de valeur X).
La correspondance X —> kX est visiblement fonctorielle en'X,ce qui nous

permet de définir,pour tout foncteur G : I —> C,le préfaisceau
—
X HomFonct(I,C)(kX’G)'

Définition 2.1. On appelle limite projective de G et _on note lim G 1
=raeste =

préfaisceau :

X > Hom, ear,0)M® -

Lorsque le préfaisceau lim G est représentable n désigne encore par lim G
q p 2 p » O 4 P =




- 10 - I

un objet de C qui le représente, L'objet lim G n'est donc défini qu'a
I

isomorphisme pr2s. Lorsqu'aucune confusion n'en résulte on emploie la

notation abrégée lim G.
€
Pour G variable, lim G est un foncteur de la catégorie Fonct(I,C)

a4 valeurs dans C~,

2,1.1. On définit de m8me par symétrie (renversement du sens des fléches
dans C) la limite inductive d'un foncteur : c'est un foncteur covariant sur
C a valeur dans la catégorie des U-ensembles. Nous emploierons les notations
lim G ou bien lim G,
T -
On notera que les produits, produits fibrés, noyaux sont des limites

projectives, De méme les sommes, sommes amalgamées, conoyaux sont des limites

inductives,

Définition 2.2, Soient I et C deux catégories et G : I —> C un foncteur,

On dit que la limite projective de G est représentable s'il existe un

univers U tel que :

1) La catégorie I soit U-petite.

2) La catégorie C soit une U-catégorie.

3) Le préfaisceau lim G 2 valeurs dans la catégorie des U-ensembles soit

représentable.

I1 résulte au n° 1 que 1l'objet éig G représentant le préfaisceau
%EE,G ne dépend pas, 3 isomorphisme prés, de l'univers U. Notons aussi
qu'il existe un plus petit univers U' possédant les propriétés (1) et (2),
et que le préfaisceau %if G est nécessairement & valeurs dans la catégorie

des U'-ensembles,

10
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2,2.1, Soient 1 et C deux catégories, On dit que les I-limites projectives

dans C sont représentables si pour tout foncteur G : I —> C, la limite

projective de G est représentable, Enfin soient C une catégorie et U un

univers, On dit que les U-limites projectives dans C sont représentables

si pour toute catégorie I U-petite et pour tout foncteur G : I —> C, la

limite projective de G est représentable,

Proposition 2.3, Soient C une catégorie et U un univers non vide. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

i) Les U-limites projectives dans C sont représentables.

ii) Les produits, indexés par un petit ensemble sont représentables, et

les noyaux de couples de fléches sont représentables,

(ag

iii) Les produits, indexés par un petit ensemble sont représentables, et

les produits fibrés sont représentables.

Preuve, Il suffit de remarquer qu'il existe un isomorphisme fonctoriel en

G limG=Ker ( TT ¢ W)—x%x TT G(but(u))), le couple de flaches
A 1€ob(1) wEF1(1)

étant défini par les morphismes

pr
o) —utlw) o o (put(u))
1€ob(1)

Pl source (y) G(u)
Tre(y) —32UECEMY ¢ (source (u)) == g(but(u)) .
i€ob(1)

u
De plus, il est clair que Ker (X == Y)

~ XXQYX , les deux morphismes

de X dans XXY étant idXXu et idxxv.

2,3.,1. 1l existe évidemment des définitions et assertions analogues pour

les limites inductives que nous n'expliciterons pas. De méme pour les limites

11
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projectives et inductives finies (i,e., relatives 2 une catégorie I finie),

Corollaire 2.3.2. Pésignons par U-Ens la catégorie des U-ensembles et par

U-Ab la catégorie des objets groupes abéliens de U-Ens, Les U-limites pro-

Jjectives et inductives dans U-Ens et dans U-Ab sont représentables,

Proposition 2.3.3. Soient I une petite catégorie, F : 1 —> U-Ens un_foncteur

et GEob I un petit ensemble d'objetsde I tel que pour tout objet X de T il

existe un objet YEG et un morphisme Y —> X (resp. X —> Y), Alors

lim F (resp. lim F) est représentable et on a caerd(lim F) < T card(F(Y))

I i T YEG
(zesp. card(liE;F) < T card(F(Y))).
1 YEG
Preuve. On vérifie immédiatement que lim F' (resp, lim F') est isomorphe
—_— —
I
3 un sous-objet (resp. un quotient de T F(Y) (resp. 1L F(Y)) ; d'ou
YEG YEG

la proposition,

Définition 2.4.1, Soient C une catégorie ot les limites projectives

(resp. inductives) finies soient représentables et u : C —> C' un fonc-

2 ‘ v §
teur, On dit que u est exact i gauche (resp. a droite) s'il "commute’ aux

limites projectives (resp. inductives) finies. Un foncteur exact 3 gauche

et 4 droite est appelé un foncteur exact.

2.4.2. 11 résulte de 2.3 que, pour qu'un foncteur soit exact, il faut et

i1 suffit qu'il transforme 1'objet final (= produit vide) en l'objet final,
le produit de deux objets en le produit des deux objets images, et le
noyaux des couples de deux flaches en le noyau des couples images ou encore,
qu'il transforme 1'objet final en l'objet final et les produits fibrés en

produits fibrés. (On suppose que dans C les 2&3 finies sont représentables.)

12
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2.5.0. Soient I,J et C trois catégories, G : I X J —> C un foncteur (i.e.
un foncteur de I & valeur dans la catégorie des foncteurs de J dans C).

"Supposons que les limites projectives des foncteurs

> ¢ i€ob (1)

j b= ¢ x j)
soient représentables, et que le foncteur :

i —— &imG
admette une limite projective représentable. Il est clair qu'alors le
foncteur G admet une limite projective représentable et qu'on a un iso-

morphisme canonique :

i 33 —_— 1; Lim Gi >

—
2

J

et que par suite on a un isomorphisme canonique

lim G, ———> lim lim G,
5t 5 T )

-
] e
5

Nous dirons par la suite plus briévement que les limites projectives
commutent aux limites projectives. On voit de méme que les limites induc~
tives commutent aux limites inductives., Mais il n'est pas vrai en général

que les limites inductives commutent aux limites projectives,

Définition 2.5, Soient C une catégorie & produits fibrés représentables,

I une catégorie, G : I —> C un foncteur, g : G —> X un _morphisme de G

dans un objet de C (i.e. un morphisme de G dans le foncteur constant

associé 3 X), m : ¥ —> X un morphisme de C,

13
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Soit G XXY : I —> C le foncteur

i b—> G(i)XXY

On dit que la limite inductive de G est universelle si pour tout objet X,

tout morphisme g : G —> X, tout morphisme m : Y — X,

a) la limite inductive du foncteur G XXY est représentable,

b) le morphisme canonique 1im§G XXY) —n (lEE§G) XXY est un isomorphisme.

Proposition 2.6. Soit U un univers. Les limites inductives dans U-Ens gqui

sont représentables (en particulier, les U-limites inductives (2.2.1) dans

U-Ens) sont universelles.

Nous utiliserons aussi un autre résultat de commutation entre

limites projectives et inductives que nous allons présenter maintenant.

Définition 2.7, Une catégorie I est pseudo-filtrante lorsqu'elle posséde

les propriétés suivantes

PS 1) Tout diagramme de la forme

J

/ N\

1

j

peut tre inséré dams un diagramme commutatif :

i ///”j
.

PS 2) Tout diagramme de la forme

~,
e

i

14
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peut 8tre inséré dans un diagramme

u w
i ""“‘3 j —>k
v
tel que
Wl = W,V

Une catégorie I est dite filtrante si elle est pseudo-filtrante, non vide et

connexe, i.e. si deux objets quelconques de I peuvent &tre reliés par une

suite de fléches (on n'impose aucune condition sur le sens des fléches) ;

cela signifie aussi, en présence de PS 2, que I # @ et que pour deux objets a,b

de T, il existe toujours un objet c de I et des fl&ches a cetb c. O

dit aussi qu'une catégorie I est cofiltrante si I° est filtrante.

Exemple 2.7.1. Si dans I les sommes amalgamées(resp., les sommes de deux
objets) et les conoyaux de doubles fléches sont représentables, alors I

est pseudo-filtrante (resp, filtrante),

Proposition 2,8, Soit U un univers. Les U-limites inductives filtrantes

dans U-Ens commutent aux limites projectives finies.

On se raméne immédiatement & démontrer que les U-limites filtrantes
commutent aux produits fibrés, La démonstration est laissée au lecteur. On

pourra utiliser la description de la limite donnée par le

Lemme 2.8.1. Soient I une petite catégorie filtrante, i +—> Xi un_ foncteur

de I dans U-Ens. Sur 1l'ensemble somme ] X., soit R la relation
i€ob I

(R) Deux éléments X € X, et x5 € X, sont reliés s'il existe un objet

]

k€ob I et deux morphismes u: i — k et v : j—> k tels que les images

dans Xk de x; et de xj par les applications de transition u et v respec-

tivement soient égales,

15
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Alors

1) R est une relation d'équivalence.

2) Le quotient 1l X./R est canoniquement isomorphe 3 lim X..
i€ob I I

3) Deux élémentgxiéxi et ijXj sont respectivement équivalents suivant R

2 deux éléments d'un méme X

K

4) Pour tout i€ob I, deux éléments et B de Xi sont &quivalents suivant

R si et seulement s'il existe un morphisme u : i —> j tel que u(@) = u(B).

L'assertion 1) résulte de (PS 1) (2.7). Pour démontrer 2), on
vérifie que 1 Xi/R posséde la propriété universelle de la limite
i€ob I

inductive (on n'utilise que (PS 1)). L'assertion 3) résulte du fait que I

est connexe. L'assertion 4) résulte de (PS 2),

Corollaire 2.9, Soit Y une espdce de structure algébrique "définie par

limites projectives finies", (Le lecteur est prié de donmer un sens ma-

thématique 3 la phrase précédente. Notons seulement que les structures

de groupes, groupes abéliens, anneaux, modules,etc... sont de telles

structures). Désignons par U-Y la catégorie des y-objets de U-Ens. Le

foncteur qui & chaque objet de U-Y associe 1'ensemble sous-jacent, commute

aux U-limites filtrantes. Par suite les U-limites filtrantes dans U-Y com-

mutent aux limites projectives finies.

Corollaire 2.10. Les U-limites pseudo-filtrantes dans U~Ab commutent aux

limites projectives finies.

(On se ramdne aux limites filtrantes en d&composant la catégorie

d'indices en composantes connexes).

16
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Notons maintenant un résultat que nous utiliserons constamment :
v

Soient C et C' deux U-catégories, u et v deux foncteurs C €—= C', u ad-
u

joint & gauche de v. Rappelons que ceci veut dire qu'il existe un isomor-

phisme entre les bifoncteurs 2 valeur dans U-Ens :

Homc,(u(X),X') - HomC(X,v(X')) .

Proposition 2,11, Le foncteur u commute aux limites inductives représen-

tables ; le foncteur v commute aux limites projectives représentables.

Cette assertion signifie que pour toute catégorie I et tout
foncteur G : I —> C' tel que la limite projective de G soit représen-
table, le foncteur v,G admet une limite projective représentable et que

l'on a un isomorphisme canonique :

v (lim G) —— lim (veG) .
— —
Le lecteur explicitera de lui-méme 1'assertion coucernant le foncteur u.
Signalons enfin un calcul de limites projectives dans le cas ol

la catégorie d'indices admet des produits,

Proposition 2,12, Svient I et C deux catégories, V un univers, On suppose

que les V-limites projectives dans C sont représentables et qu'il existe

dans I une famille d'objets (ia) oli A est un élément de V telle que :

QEA>—

1) les produits N iB soient représentables pour tout couple (a,B)€AxA,

2) tout objet de 1 s'envoie dans un au moins des ia.

Alors pour tout contra foncteur F de I dans C

F:1°———>G¢,

la limite projective de F existe et il existe un isomorphisme fonctoriel

en F :

17
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lim F === Ker (77 F(i ) - T T Flig x ig))

afa (a,B)€ axa

les deux fléches étant définies par les projectiens des produits %1 X iB

sur les facteurs,

3. Propriétés d'exactitude de la catégorie des préfaisceaux

Solent C une U-catégorie, C~ la catégorie des préfaisceaux sur C.
Les propriétés d'exactitude de C* se déduisent toutes de la proposition

suivante

Proposition 3.1. Les U-limites projectives et inductives dans C" sont

représentables. Pour tout objet X de C, le foncteur sur C" :

F ———> F(X) FeEc

commute aux limites inductives et projectives.

En d'autres termes, '"les limites inductives et projectives dans

C" se calculent argument par argument', Citons quelques corollaires.

Corollaire 3.2, Soit Y une structure algébrique définie par limites pro-

jectives finies., La catégorie des foncteurs contravariants 3 valeurs dans

U-Y est équivalente 3 la catégorie des y-objets de C~.

Corollaire 3.3. Un morphisme de C~ qui est 2 la fois un monomorphisme et

un_épimorphisme est un isomorphisme. Un morphisme de C~ se factorise de

manidre unique en un épimorphisme suivi d'un monomorphisme. Les limites

inductives dans C* qui sont représentables, sont universelles. Les U-limites

inductives filtrantes dans C° commutent aux limites projectives finies. Le

foncteur canonique C —> C” commute aux limites projectives représentables,

18



Plus généralement on peut dire que la catégorie C° hérite de
toutes les propriétés de la catégorie des U-ensembles faisant intervenir

des limites inductives et projectives,

3.4,0. Soit F un objet de C~, On désigne par C/F la catégorie suivante
Les objets de C/F sont les couples formés d'un objet X de C et d'un mor-
phisme u de X dans F, Soient (X,u) et (Y,v) deux objets., Un morphisme de
(X,u) dans (Y,v) est un morphisme g de X dans Y tel que le diagramme

ci-aprés soit commutatif :

X —E& >y

N

F

Proposition 3.4, Avec les notations de (3.4.0), le foncteur source

C/F —> C" admet une limite inductive représentable dans C". Le morphisme

canonique :

lim source (,) —=> F
C/F

est un isomorphisme,

Corollaire 3.5, Soient F et H deux objets de C, Il existe un jsomorphisme

canouique :

Hom (F,H) =—> 1lim H{X)
A
(X,u)€ob (C/F)

Preuve. Le corollaire se déduit immédiatement de 3.4 et de 1.2,
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Proposition 3.6. Soient C une U-catégorie, V un univers contenant U et

i Ca —_— C& le foncteur d'injection naturel des catégories de préfais~

ceaux correspondantes (1.3). Le foncteur i commute aux limites inductives

et projectives, De plus, pour tout objet F de Cﬁ, tout sous-objet de i(F)

est isomorphe & 1'image par i d'un unique sous-cbjet de F (de sorte qu'on

obtient une bijection de 1'ensemble des sous-objets de F avec 1l'ensemble

des sous-objets de i(F)).

4, Cribles

Définition 4.1, Soit C une catégorie. On appelle crible de la catégorie C

une sous-catégorie pleine D de C possédant la propriété suivante : tout

objet de € tel qu'jl existe un morphisme de cet objet dans un objet de D

est dans D, Soit X un objet de C ; on appelle (par abus de langage) cribles

de X les cribles de la catégorie C/X.

Soit U un univers tel que C soit une U-catégorie. Soit C” la caté-
gorie de préfaisceaux correspondante. A tout crible de X on associe un
sous-objet de X dans € de la maniére suivante : A tout objet Y de C, on
fait correspondre 1'ensemble des morphismesf : Y —> X tels que 1l'objet

{(Y,f) appartienne au crible.

Proposition 4,2, L'application définie ci-dessus, établit une bijection

entre 1'ensemble des cribles de X et 1'ensemble des sous-objets de X dans C”.

»
Preuve. Montrons seulement qu'elle est 1'application inverse, A tout sous-
foncteur R de X on associe la catégorie C/R des objets de C au-dessus de R

(3.4), On vérifie immédiatement que C/R est un crible de X.

20
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Remarque 4.2.1. On voit de méme que les cribles de C sont en correspon-
dance biunivoque canonique avec 1l'ensemble des sous-foncteurs du "foncteur

final" sur C (objet "final" de C°),

4.3, Soit C une U-catégorie. Par abus de langage nous appellerons aussi
cribles de X, les sous-objets de X dans la catégorie C*., Cet abus de lan-
gage nous permet pour tout préfaisceau F et tout crible R de X de définir
Homch(R,F) comme étant 1'ensemble des morphismes du foncteur R dans F, On
a d'ailleurs un isomorphisme canonique fonctoriel en F (3.5) :

HomCA(R,F) —— 1im F(.) ,
/R

ce qui permet d'en donner une définition directe. De méme,la proposition
4,2 nous permet de transposer aux cribles les opérations usuelles sur les

foncteurs, Citons

4.3.1. Changement de base. Soit R un crible de X et £ : Y —> X un morphisme

d'objets de C., Le produit fibré& R XXY est un crible de Y qu'on appelle

crible déduit de R par changement de base. La sous-catégorie correspondante

de C/Y est 1'image inverse de la sous-catégorie de C/X définie par R par

le foncteur canonique C/Y —> C/X défini par f.

4.3.2. Relation d'ordre, intersection, réunion. La relation d'inclusion

sur les sous-foncteurs de X est une relation d'ordre. Oun peut définir la
réunion et l'intersection d'une famille de cribles indexés par un ensem-
ble quelconque comme étant la borne supérieure et la borne inférieure de

la famille de sous-préfaisceaux correspondante,

21



- 22 -~ I

4.3.3. Image, crible engendré. Soient (Fa)aeA une famille de préfaisceaux
et pour chaque @ € A, un morphisme fa : Ea —> X ofl X est un objet de C.
On appelle image de cette famille de morphismes la réunion des images
des fa . L'image de cette famille est donc un crible de X, En particulier
si tous les FOL sont des objets de C, le crible image sera appelé le crible
engendré par les morphismes fa . La catégorie C/R est la sous-catégorie
pleine de C/X formée des objets X' —> X au-dessus de X tels qu'il existe
un X-morphisme de X' dans un des Fy

Le lecteur pourra, 2 titre d'exercice, traduire en termes des
catégories C/R les relations et opérations définies ici sur les sous-foncteurs,
I1 constatera alors que ces relations et opérations ne dépendent pas de
l'univers U tel que C soit une g-catégorie; et qu'elles sont par suite
définies pour toute catégorie, sans que 1'on soit obligé de préciser 1l'uni-
vers auquel les ensembles de morphismes appartiennent ; ce qu'on pouvait

d'ailleurs prévoir a priori grace a 3.6,

5. Fonctorialité des catégories de préfaisceaux

5.0. Soient C, C', D trois catégories et u : C —> C' un foncteur. On

désignera par u* le foncteur :

u* : Hom (C'°,D) —> Hom(C®,D) , G H+F> Gouw ,
obtenu en composant avec le foncteur u, Le foncteur u® commute aux limites

inductives et projectives,
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Proposition 5.1, Supposons que C soit petite, et que, dans D, les U-limites

inductives (resp. projectives) soient représentables, Le foncteur u* admet

un_adjoint 3 gauche u, (resp. & droite uy). On a donc un_isomorphisme

Homyom (e, py { F29H6 ) =57 Homy o ove py (0rFs €

. * = F .

(resp Homﬂom(C’,D)(u G,F) HomHom(C'°,D)(G’u* )

Preuve. Nous n'indiquerons que la démonstration de 1'existence du foncteur
adjoint & gauche. La partie resp. de la proposition s'en déduira alors

formellement grace aux isomorphismes

Hom (C*,D) ~=—> Hom (C,D°)° —=— Hom ((C°)°®,D®)°

Soit Y un objet de C', Désignons par Iz la catégorie suivante
Les objets de Iz sont les couples (X,m) ol X est un objet de C et m un
morphisme Y —> u(X)., Soient (X,m) et (X',m') deux objets de Iz . Un
morphisme de (X,m) dans (X',m') est un morphisme § : X —> X' tel que
m'=u(E)m . La composition des morphismes se définit de la mani2re évidente,

Soit £ : Y —> Y' un morphisme de C'. Le morphisme f définit par
composition un foncteur Ii : Iz —_— I§|

On a de plus un foncteur pr Iz —> C qui, 2 1'objet (X,m) associe

v :

1'objet X. Notons qu'alors le diagramme :

1
IY — If "IY
u u u
*) Pry Pry.
C

est commutatif,
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Soit maintenant F un préfaisceau sur C et posons !

(5.1.1) u,F(Y) = lim_ F pr (.)
. ~ Y

Y

1

u
La commutativité du diagramme (%*) et la fonctorialité de la limite induc-
tive font de u,F un préfaisceau sur C', Montrons que le foncteur u, est
un adjoint 2 gauche du foncteur u®, Pour cela montrons que pour tout pré-
faisceau G sur C', il existe un isomorphisme fonctoriel

Hom(u,F,G) ——> Hom(F,u*G). Soit £ € Hom(u,F,G). Pour tout objet X de C,

on a donc un morphisme :

§x o, (u(X)) — 6u(X)) .

6:9)

Mais (u(X),idu(X)) est un objet de Iz , et par définition de la limite

inductive, on a un morphisme canonique
F(X) ——— u,F(uX)}.
On en déduit pour tout objet X de C un morphisme

Ny F(X) —> ¢(u(X))
qui est visiblement fonctoriel en X. D'oll un morphisme
1 : F—> u¥¢
Réciproquement, soit 1 € Hom(F,u*G). On en déduit, pour tout

objet Y de C, un morphisme de foncteur

: —> (u*
g Fer (u G)prY s
d'ob, en composant avec le morphisme évident du foncteur (u*G)er dans le

foncteur constant G(Y), un morphisme

§Y 0 ou, F(Y) = c(Y)

qui est fonctoriel en Y, D'ol un morphisme :
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E: uF—>¢C

Le lecteur vérifiera que les deux applications ainsi définies

sont inverses l'une de 1l'autre, et acheévera ainsi la démonstration,

Proposition 5.2, Supposons que dans U, les U-limites inductives soient

représentables, les limites projectives finies soient représentables et

que les U-limites inductives filtrantes commutent aux limites projectives

finies., Supposons de plus que dans C les limites projectives finies soient

représentables et que le foncteur u soit exact 3 gauche (2,3,2). Alors les

limites projectives finies sont représentables dans Hom(C°,D) et dans

Hom(C'®,D), et le foncteur u, est exact & gauche,

Preuve, La premi2re assertion est triviale, Démontrons la seconde. D'aprés
la démonstration de 5,1, pour tout préfaisceau F sur C et tout objet Y de
C' on a :

u,F(Y) = lim Fpr

IY
u

¥ .

I1 suffit donc de montrer que la catégorie (Iz)° vérifie les
axiomes (PS 1) et (PS 2) (2.7) et que cette catégorie est connexe. La véri-

fication est laissée au lecteur.

5.3. En particularisant ces résultats au cas ol D est la catégorie des

U-ensembles, on obtient une suite de trois foncteurs :

U, u¥

3 Uy 3
qui est une "suite de foncteurs adjoints" dans le sens que pour deux fonc-

teurs consécutifs de la suite celui de droite est adjoint 2 droite de 1'autre.
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Leurs propriétés essentiellessont résumées dans la :

Proposition 5.4. Soient C une petite catégorie, C' une U-catégorie, et

u: C-—> C' un foncteur,

1) Le foncteur u¥ : C' ~ —>(C" commute aux limites inductives et projectives.

2) Le foncteur uy : C° —> C'~ commute aux limites projectives. Pour tout

préfaisceau F sur C et tout objet Y de C', on a :

u F(Y) > Homcﬁ(u*(Y),F)

3) Le foncteur u, : C* — C'" commute aux limites inductives. Le foncteur

u, n'est défini qu'a isomorphisme prds, mais on peut toujours le choisir

tel que le diagramme

C __.——l-l_———-—é C'

h h'

ul
¢t ——> C'"

(h et h' sont les foncteurs d'inclusion canonique) soit commutatif.

Pour tout préfaisceau F sur C, on a :

u,F —~—=—> lim h'u
: c/

4) Si les limites projectives finies sont représentables dans C et si u

est exact & gauche (2.3,2), le foncteur u, est exact 3 gauche,

Preuve. L'assertion (1) est triviale. L'assertion (2) se déduit du fait
que u, est un foncteur adjoint 2 droite par (2.11) et (1.4). Il en est
de méme pour 1'assertion (3) mais on applique em plus (3.4). Enfin 1'asser-

tion (4) n'est autre que 5.2 qu'on peut appliquer grace a (2.7).
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v
Proposition 5,5. Soient C et C' deux petites catégories et C el o un
u
couple de foncteurs, ol v est adjoint & gauche de u. Il existe alors des

isomorphismes, compatibles avec les isomorphismes d'adjonction :

. ~
W ———s
V*"_::‘—> u¥*

Preuve, 11 suffit d'exhiber un isomorphisme v¥ ——3 u, ; 1'autre isomor-

phisme s'en déduira par adjonction. Soient F un préfaisceau sur C et Y un

objet de C'. On a alors

v¥F(Y) —=—> Hom(v(Y),F)

Puis en utilisant (3.4)

Hom(v(Y),F) —~— lim Hom(v(Y),.)
C/F

Mais v est adjoint 2 gauche de u et par suite

lim Hom(v(Y),.) == 1lim Hom(Y,u( . ))

T o

Utilisant alors 5.4 3), il vient :

lim  Hom(Y,u( . )) =5 Hom(Y,u,F) = u,F(Y)
g : ~

On a donc déterminé, pour tout objet Y de C', un isomorphisme

v (Y) —= u ,F(Y) qui est visiblement fonctoriel en Y et en F, cqfd.

Corollaire 5.5.1. Soit u : ¢ —> C’ un foncteur qui admet un adjoint 2

gauche, Le foncteur u, : C° —> C'"~ commute aux limites projectives (rappe~

lons qu'il commute aux limites inductives par (1.4, 3)).
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Remarque 5.5.2., On trouve ainsi une "suite de quatre foncteurs adjoints "

(cf. 5.3)

_— = ¥
vy , vi=au,, v, =u¥ oy, ,

dont les trois premiers (resp. derniers) commutent donc aux lim (resp. lim).

Proposition 5.6. Les hypotheses sont celles de 5.4. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes

i) Le foncteur u est pleinement fidele.

ii) Le foncteur u, est pleinement fidéle.

iii) Le morphisme d'adjonction 1d.. —> u¥*u, est un isomorphisme.
P J C '

iv) Le foncteur u, est pleinement fidéle.

v) Le morphisme d'adjonction u¥uy, —> idC‘ est un isomorphisme.

Preuve, Il est clair que ii) <= iii) et iv <==> v) (propriétés générales
des foncteurs adjoints) et que ii) == i) (5.4 3)). Montrons que i) —> iii).
Les foncteurs idC" u* et U, commutent aux limites inductives, D'aprés (3.4),
il suffit donc de démontrer que H —> u¥u,H est un isomorphisme lorsque H
est représentable ce qui est évident., Montrons que iii) est équivalent a v).

Pour tout objet H (resp. K) de C* désignons par ¥(B) : H — u¥u,H (resp.

par ¥(X) : u*u, —> K) le morphisme d'adjonction. On a alors un diagramme

commutatif :
HomCA(H,u*u%K) Hom(H, ¥ (K)) Hoch(H,K)
b
Homch(u:H,u%K)
2[ Hom(& (H),K)

HomC,(u*u,H,K)
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Par suite $(H) est un isomorphisme pour tout H si et seulement si Y(K)

est un isomorphisme pour tout K, cgfd.

Remarque 5.7. a) Les équivalences ii) <= iii) ===P>iv) <e=> v) sont

des résultats généraux sur les foncteurs adjoints.

b) La forme explicite de u, resp. u, donnée dans la démons-
tration de 1.4 montre aussit8t que, sous les hypothéses générales de 1.1,
si u est pleinement fidele, alors le morphisme d'adjonction id —= u*u3
(resp. u¥u, —> id) est un isomorphisme, i.e. que u, (resp. u,) est

pleinement fidéle,

5.8.0. Soient Y une espdce de structure algébrique définie par limites
projectivesfinies U-y-Ens la catégorie des Y-objets de U-Ens,

esj : U-Y-Ens —> U-Ens le foncteur ensemble sous-jacent (pour simplifier
nous supposons que 1'espéce de structure envisagée a un Seul ensemble

de base). Soit C une catégorie, La composition avec esj fournit un foncteur

noté
esj”™ : Hom(Cq,g-Y-Ens) —> C~,

Comme dans C”, les limites projectives se calculent argument par argument,

le foncteur esj” se factorise en une équivalence.

(5.8.1) Hom(C®,U-Y-Ens) — > S

ol C; est la catégorie des Y-objets de C~, et un foncteur encore noté

et appelé le foncteur "préfaisceau d'ensembles sous-jacent',
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5.8.2. Supposons que le foncteur esj : U-y-Ens —> U-Ens admette un adjoint
4 gauche Lib : U-Ens — U-vY-Ens (*) (on peut montrer en fait que cette
condition est toujours satisfaite), La composition avec Lib fournit un

foncteur
Lib* : C° ——> Hom(c®,U-y-Ens)
et en composant avec l1'équivalence (5.8.1), un foncteur encore noté
Lib~ : C¢* —> (¢
et appelé le foncteur "préfaisceau de y-objets libres engendré”, Le fonc-

teur Lib" est adjoint 2 gauche au foncteur esj”.

Proposition 5.8.3, Soient Y une esp2ce de structure algdbrique définie par

limites projectives finies telle que dans la catégorie des Y-objets de

U-Ens, les U-limites inductives soient représentables (**), C une catégorie

appartenant 3 U, C' une U-catégorie, u : C —> C' un foncteur., Désignons

par C; (resp. C';) la catégorie des Y-oljets de C* (resp. C'") et par

u*Y le foncteur sur les Y-objets déduit du foncteur u*, Il résulte de 5.1

et de 1l'équivalence 5.8.1 qu'il existe un foncteur adjoint 3 gauche (resp.

Y .

3 droite) au foncteur u'

Ce foncteur est noté ury (resp. u*Y).

1) Le foncteur u*Y commute gux limites inductives et projectives, Le diagramme

oY
¢y = c;
(*) es}'~ esj”
%
cr- u c~

(*) Le foncteur Lib est le foncteur "y-objets libre engendré". Exemple
groupe libre, groupe commutatif libre, A-module libre, etc..,

(*#*) On peut montrer que cette condition est toujours satisfaite.
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est commutatif (esj'~ et esj” désignent les foncteurs "ensemble sous-jacent").

2) Le foncteur u commute aux limites projectives, Le diagramme
#y proj Ag

Use
Y -
c: c!
Y Y
(¥%) esj” esj'”
Yt
c c'-

est commutatif & isomorphisme prés.

3) Le foncteur u,  commute aux limites inductives. Supposons que esj” (resp.

<Y
esj'™) admette un adjoint A gauche Lib~ (resp. Lib'~) (5.8.2). Le diagramme

a4,
c- : ol
(F#3) Lib® Lib'"
ulY
o : crn
Y Y

est commutatif 3 isomorphisme prés.

Supposons que u, commute aux limites projectives finies (5.4 4)

et 5.6). Alors le diagramme

c* - ct-
Y

(3t esj” esj'"

u,
cr - c'"

est commutatif & isomorphisme prés, et u commute aux limites projectives

finies,

Preuve, L'assertion (1) est évidente. L'assertion (2) aussi car uy est un
adjoint a droite et par suite (2,11) commute aux limites projectives et,

en particulier, aux limites projectives finies ; d'ol la commutativité du

diagramme (¥%) La commutativité du diagramme (¥*¥) se déduit de l'unicité,
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a2 isomorphisme prés du foncteur adjoint a gauche, et enfin la commutativité
du diagramme (¥*¥¥¥) ge déduit immédiatement du fait que u, commute aux

limites projectives finies,

Notation 5.9. Par abus de notation, les foncteurs u* et Uy seront souvent
notés u¥ et u,,ce qui ne risque pas d'apporter des confusions en vertu de
la commutativité des diagrammes (*) et (*¥*), En revanche, lorsque u, ne
commute pas aux limites projectives finies, le diagramme (¥**¥) n'est pas
commutatif 2 isomorphisme prés, et les notations uy et u.,Y devront &tre

employées pour éviter des confusions,

5.10. Soit C une petite catégorie, Pour tout objet X de C*, on désigne par
C/X la catégorie des fléches de but X et de source un objet de C. Le foncteur
source définit un foncteur iy ¢ C/X —> C, Soit m : Y —> X un morphisme de C”
La composition des morphismes définit un foncteur j_ : Cc/Y —> C/X. Le

diagramme

c/Y c/X
Iy Ix
C
est commutatif, Il résulte de 5.1 que pour tout objet F de (C/X)" et tout

objet Y de C, on a :

(5.10.1) F(y) = L L F(u)

jX!
' uEHoch(Y,X)

La formule (5.10.1) permet de définir g lorsque C est une U-catégorie,et

on vérifie que le foncteur jX' ainsi défini est toujours adjoint a droite
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au foncteur j; : ¢t —> (¢/X)" (5.0).

Proposition 5.11. Soit C une U-catégorie, X un préfaisceau sur C.

1) Le foncteur
g (c/X)r ————>» ¢~

se factorise par la catégorie C*/X :

°x

(c/xy)~ ¢ /X c .

Le foncteur eX est une équivalence de catégories,.

2) Le foncteur eXoj§ : C° —> (/X est canoniquement isomorphe

r
au foncteur H —> (HXX .E_Z%>HX).

Preuve, 1) Soit f 1l'objet final de (C/X)~. On a un isomorphisme canonique

f = lim Y et par suite j_,(f) = lim 3.y (5.4), or i, (f) = X ;
YEobe/X X YeobC/Xx X X

d'ol la factorisation., Pour montrer que ey est une équivalence nous nous
contenterons d'exhiber un foncteur quasi-inverse : A tout objet H —> X

de C~/X on associe le préfaisceau sur C/X :

(Y — X) ——> Hom Yy — x), (H—> %N

c* /X

2) Le foncteur eX°j§ est adjoint & droite au foncteur d'oubli

et par suite le foncteur e

PT,
H +—> (HxX ———> X).

xoj* est canoniquement isomorphe au foncteur

5.12. Soit m : Y — X un morphisme de C~. D'aprés (5,11}, le morphisme m

est canoniquement isomorphe 2 1'image par e, d'un objet de (C/X)" que nous

X

noterons [m), Le foncteur ey définit, par restriction aux sous-catégories,
une équivalence

e
(c/x)/[m] —2— ¢/y
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Le diagramme

e
(c/x}/[m] ——> c/Y

m) \ c/xﬁm

est commutatif & isomorphisme canonique pres.

5.13. Signalons un résultat qui nous sera utile dans Exp. VI. Soit u : C - '
un foncteur entre petitescatégories. Pour tout objet H de C* désignons par

u/H : C/H—> C'/u,B le foncteur qui associe & tout morphisme m : X —> H
‘um
le morphisme u,X —> u,H (on sait (5.4) qu'on peut toujours poser

u,X = u¥). Le diagramme ci-aprés est commutatif :

u/H
C/H Cc'/u,H

(5.13.1) Iy ju'H

C s C'

On a donc un diagramme commutatif 2 isomorphisme prés :

(U/H)r ~
(¢c/w)- . - (C'/u'H)

(5.13.2
) (jH)! (ju!H%

¢ : —> ¢t~ ,

et comme (u/H), transforme 1'objet final de (C/H)" en 1l'objet final de

(C'/u,H)", le diagramme :
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(u/H),
(c/m) - (C’/uSH)"
(5.13.3) ey °, K
u,/H
c /4 - C'~/uH

est commutatif A isomorphisme pras (6.1).

Proposition 5.14, Soit u : C —> C' un foncteur entre petites catégories.

On_suppose que u poss2de la propriété suivante :

(PPF) Pour tout objet X de C le foncteur u/X : C/X — C'/uX est pleine-
ment fidéle,

Alors :
1) Soit f 1l'objet final de C~, Le foncteur u se factorise en

h]
u,f
c=c/f —E o C'/u, f ——t— ('

Le foncteur u/f est pleinement fid2le.

2) Le foncteur u, : C* —> C'~ se factorise en

(u/f), fu, £

cr=(¢/f)~ ————> (C'/u,f)~ ———> C'""/u,f —> C'"

ot le foncteur (u/f), est pleinement fidele, le foncteur e, ¢ une équiva-
. t

lence, et le foncteur C'~/u,f —> C'~ le foncteur d'oubli.

3) En particulier le foncteur u, est fiddle et par suite le morphisme

. . %
d'adjonction id —— u*u, est un monomorphisme. De plus, pour tout mor-~

phisme & : H —> K de ¢, le diagramme :

nc (1) u*u H
a l l u,u’ (@)
K¢ 3(K) utu K

est cartésien.
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Preuve, 1) La factorisation provient du diagramme (5.13.1). Le foncteur u
est fidele, Donc u/f est fiddle, Montrons qu'il est pleinement fidele,
Soient X et Y deux objets de C, can, : uX —> u,f (resp. cany : vy = u, f)

les morphismes canoniques et

uX m > uy
M /anY
u ' f
un morphisme de C'/u,f , On a u,f = 1lim uZ et par suite (3.1)

ZeobC

(uX,u,f) = 1lim Homc,(ux,uZ) .
) ZEobC

HomC,A

Par définition de la limite inductive, dire que can, m = cany équivaut a
dire qu'il existe
a) une suite finie d'objets de C, Xi , iefo,n], X0 = X, Xn =Y,

b t i i : —_— = i m =
) pour tout i, un morphisme m, uX uX, (mo 1dX, m m),

¢) pour tout couple (i,i+l) un morphisme £,0 X, —>X ) ou bien
H ——
£ X Xi
tels que les diagrammes
uX uX
V %1 ou bien V \iiﬂ
y U(f) u(fi)
uX, * uX, uX, < uX
1 i+l i i+l

scient commutatifs,
On démontre alors immédiatement, par récurrence sur i et en
utilisant la propriété (PPF), que m, est de la forme u(pi). En particulier

m = u(p) et par suite u/f est pleinement fidele,
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2) La factorisation est immédiate, Le foncteur (u/f), est pleinement fidéle
en vertu de 5.6, Les autres assertions résultent de 5.11,

3) Le foncteur u, est composé du foncteur d'oubli qui est fiddle, et de
foncteurs pleinement fideles. Il est par suite fidele, Il en résulte, d'apris
les propriétés générales des foncteurs adjoints, que le morphisme d'adjonc-
tion id —> u¥u, est un monomorphisme, D'aprés 2) le foncteur u, apparait
comme le composé d'un foncteur pleinement fid2le v : C° —> C'"/u,f et du
foncteur d'oubli. Le foncteur u¥, adjoint 2 droite de u, , est donc le com-
posé du foncteur "produit par u,f", adjoint 2 droite du foncteur d'oubli,

et d'un foncteur w adjoint & droite de v. De plus, v &tant pleinement fidele,
le morphisme d'adjonction id — wv est un isomorphisme, La dernire asser-

tion en résulte aisément,
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6. Foncteurs fideles et foncteurs conservatifs

Définition 6.1. Soient E une catégorie, (q& : E—> Fi)iEI une famille

de foncteurs

On dit que la famille de foncteurs (qﬁ) est fidéle si pour tout couple

d'objets X,Y, de E, et tout couple de fléches u,v: X =3Y, la relation

@i(U)=¢E(V) pour tout i € I implique u=v (en d'autres termes, si 1'appli-

cation Hom(X,Y) —> I Hom(mi(X),qﬁ(Y)) définie par (@i) est injective).
i

On dit que la famille de foncteurs (mi) est conservative si toute fléche

u de E, telle que mi(u) soit un isomorphisme pour tout i € I, est un

isomorphisme, On dit que (wi) est conservative pour les monomorphismes

(resp. pour les épimorphismes, resp., ....) si la condition précédente-

est vérifiée chaque fois que u est un monomorphisme (resp. un épimor-

phisme, resp. ....).

6.1.1, Si on introduit le foncteur unique

p: E~—>F= 1 F
i€l

défini par la famille de foncteurs (g, ), il est clair que celle-ci est
©; /s q

i

fidele (resp., conservative, resp. conservative pour les monomorphismes,
resp., ...) si et seulement si le foncteur ¢ est fideéle (resp. conservatif,
resp. ...) (par quoi on entend que la famille réduite au seul objet ¢

est fidéle, resp. conservative, resp. ...). On pourrait donc sans incon-
vénient majeur nous borner par la suite au cas d'une famille réduite 2 un
seul foncteur, Pour la commodité des futures références, nous donnerons

néanmoins les énoncés suivants pour les familles,
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Les noticns de 6,1 sont surtout utiles lorsque les tp; satis-
font & des propriétés d'exactitude convenables, et dans ce cas ont une

tendance & cofncider

Proposition 6,2, Les notations sont celles de 5.1.

1) S8i_les noyaux de doubles flaches, ou les conoyaux

de doubles fléches, sont représentables dans E, et si les w; ¥ commutent,

alors on a 1l'implication

(¢3) conservative —=> (mi) fidale .

(ii)  Supposons que les produits fibrés (resp. les sommes

amalpamées) soient représentables dans E, et que les ®; y _commutent,

Supposons (mi) fidele ou conmservative ; alors pour toute fléche u de E,

u est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seulement Si pour

tout i € I, il en est ainsi pour mi(u).

(iii) Supposons que dans E les produits fibrés et les sommes

amalgam’os sont représentables et que les © ¥ commutent, et que toute

fléche dans E qui est un bimorphisme (i.e. un monomorphisme et un

Spimorphisme) soit un isomorphisme. Alors on a 1'implication

(@i) fidele =—> (@i) conservative .

(iv) Supposons que dans E les produits fibrés (resp. les

sommes amalpamées) soient représentables, et que les o ¥ commutent,

Alors, si (mi) est conservative pour les monomorphismes (resp, pour

les épimorphismes) alors (@i) est m@me conservative,

(v) Soit D un type de diagramme, F: d > F(d) un diapramme

de type D dans E, X un objet de E et u=(ud) une famille de fleches

d€p
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X —> F(d) (resp. F(d) —>X) .

Supposons que (wi) soit conservative, que les limites projectives

(resp. inductives) de type D soient représentables dans E, et que les

mi y _commutent., Alors, pour que u fasse de X une limite projective

(resp., inductive) de F dans E, il faut et il suffit que pour tout i € I,

ci(u) fasse de qk(X) une limite projective (resp. inductive) de mi(D)

dans Ei .
Démonstration. (i) Pour 1'énoncé non respé, il suffit, pour une

double fl2che donnée u,v: X ==Y, d'exprimer 1'égalité u=v par la
condition que 1'inclusion Ker(u,v) —> X est un isomorphisme, Ici et

par la suite, on se dispense de répéter 1'argument dual pour 1'énoncé dual,

(ii)  si (qﬁ) est fidele, on exprime la condition que u:X > Y
soit un monomorphisme par 1'égalité pry=pr, pour le produit fibré XXYX .

Si (@i) est conservatif, on l'exprime par la condition que le morphisme
diagonal &:X —>» XXYX soit un isomorphisme,

(iv)  Comme dans ce dernier argument, le morphisme & est un
monomorphisme, on voit qu'il suffisait en fait de supposer (@i) conser-
vative pour les monomorphismes, Mais ceci implique alors que (@i) est
conservative tout court, En effet, si u € fl E est telle que les wi(u)
soient des isomorphismes, on en conclut que ce sont des monomorphismes
d'aprés ce qui précéde, donc des isomorphismes d'apres 1'hypothése sur (q&).

(iii) Est une conséquence triviale de (ii).

(v) Est une conséquence triviale des définitions,

Notons la conséquence suivante de (i) (ii) (iv)
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Corollaire 6,3, Supposons que dans E les produits fibrés et les sommes

amal camées soient représentables et que les % ¥ commutent, et que les

noyaux de double fléches ou les conoyaux de double fléches soient repré-

sentables et que les @, v commutent, (Il suffit par exemple que les limites

projectives finies et les limites inductives finies soient représentables

dans E, et que les ®; soient des foncteurs exacts.) Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

a) (mi) est fidele,

b) (wi) est_conservative,

c) (mi) est conservative pour les monomorphismes.

ch) (wi) est conservative pour les épimorphismes.

Signalons aussi pour mémoire :

Proposition 6.4. Soient ¢ : E —> F un foncteur admettant un adjoint &

droite § (donc Hom(ep(X),Y) == Hom(X,{(¥))). Pour que o (resp. §) soit

fidéle, il faut et il suffit que pour tout élément X de E (resp. tout

€lément Y de F), le morphisme d'adjonction X —> § (X) soit un mono-

morphisme . Pour que ¢ (resp. {) soit pleinement fidele, il faut et il

suffit que le morphisme d'adjonction précédent soit un isomorphisme,

En effet, si X', X sont deux objets de E, l'application
() Hom(X',X) —=> Hom(ep(X"), (X))
s'identifie 2 1'application déduite de

(%) X —> 1§ o (X)

par application du foncteur Hom(X',-), Donc pour que (¥*) soit un monomor-
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phisme (resp. un isomorphisme) pour tout X', X étant fixé, il faut et
il suffit que le morphisme d'adjonction (¥%) soit un monomorphisme

(resp. un isomorphisme).

Proposition 6.5, Soit p: E' —> E un foncteur. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(€D p est fid2le, conservatif et fibrant (5GA 1 VI 6.1).

(i1) p ¢st un foncteur fibrant & fibres des catégories discrétes.

. . . . ,
(iii) Pour tout X' € ob E', le foncteur Byt > E/p(X) induit

par p est une équivalence de catégories, surjective sur les objets.

(iv) (Lorsque E est une U~-catégorie), Il existe un élément

F € ob € et une équivalence de catégories sur E (SGA 1 VI 4,3)

E' 2> B, (od - i i B
/¥ (gg E/F est la sous-catégorie pleine de E/F formée des

fléches X —> F dont la source est dans E).

6.5.1. Rappelons qu'une catégorie C dite est discréte si c'est un groupofde
(i.e. toute flache y est inversible) et si elle est rigide (i.e. le groupe
des automorphismes de tout objet est réduit au groupe unité) ; il revient
au méme de dire que la catégorie est équivalente 2 la catégorie C' définie
par un ensemble I (avec ob C' = I, et comme seules fléches les flaches
identiques). Quand on suppose déja que C est un groupofde, alors dire

que C est discréte revient & dire que pour deux objets X,Y de C, il

existe au plus une fléche de X dans Y, i.e. que C est isomorphe 2 la

catégorie définie par un ensemble préordonné.
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L'équivalence des conditions (i) et (ii) de 6.5 est une consé=-

quence immédiate des rappels précédents et du

Lemme 6.5.2. Soit p: E' ~—> E un foncteur fibrant. Alors :

(i) Pour que p soit conservatif, il faut et il suffit que

ses catépories fibres soient des groupofdes.,

(1i) Pour que p soit fideéle, il faut et il suffit que ses

catépgories fibres soient des catégories ordounées,

Démonstration de 6.5.2. (i) Supposons p conservatif, Pour toute flache

u d'une fibre Ei s plu) = idx est un isomorphisme, donc u est un isomor-~
phisme dans E', donc aussi dans Ei (car un inverse de u dans E' sera
évidemment un inverse dans Ei). Donc Ei est un groupofde. Inversement,
supposons les Ei des groupoTdes, et soit u' une fléche de E' telle que
p(u') soit un isomorphisme, prouvons que u est un isomorphisme, Pour
ceci on note que, p étant fibrant, on peut factoriser u': X' —> Y!
en un composé X' —> u¥(Y!) —> Y', ol la premi2re fl2che est un
X-morphisme (NB X=p(X'), u=p(u')) et la deuxi2me est un morphisme
cartésien au-dessus de u, La premidre fldche est un isomorphisme puisque
Ei est un groupoY¥de, et la deuxi2me 1'est, car un morphisme cartésien
d'une catégorie fibrée est évidemment un isomorphisme dés que sa pro-
jection llest,

(ii) Supposons p fidale, et soient X', Y' deux objets d'une

catégorie fibre E, ., Alors deux fléches de X' dans Y' sont au-dessus de

X

ls m8me fléche idX de E, donc sont identiques, donc E, est ordonnée,

X
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Inversement, supposons les catégories fibres ordonnées, et prouvons
que p est fidéle, Soient donc u', v' : X! :::;Y' des fléches de E!
au~dessus d'une mme fleche u: X —> Y de E. Elles se factorisent alors
en X! 3\1*(\’) ~—> Y', ot les deux fléches X' =3, u*(Y') sont des
fléches de Ei de m8me source et m8me but ; celles-ci sont donc égales,
donc u'=v', cqfd.

Revenons & la démonstration de 6.5. On a prouvé (i) &= (ii).
D'autre part (ii) &> (iv) est assez claire : en effet, d'une part la

catégorie E/ est fibrée sur E & catégories fibres les catégories

F
discrates définies par les ensembles F(X), comme il résulte aussitdt

des définitions ; d'autre part, si p est comme dans (ii), alors en

vertu du sorite SGA 1 VI 8 la catégorie fibrée E' sur E est E~équivalente
3 la catégorie scindée sur E définie par le foncteur E —> (Cat) définie

par le foncteur F; E —> (Ens), associant 3 tout X € ob E l'ensemble

des classes d'isomorphie d'objets de Ei . Or cette catégorie scindée

»

est E-isomorphe & la catégorie E . Comme (iv) = (iii) est claire,

F
il reste a prouver (iii) === (i). Or il est clafr que pour que p soit
fidale (resp. conservatif) il faut et il suffit que les foncteurs induits

1 . P B . -ci s ia
E/X' —_> E/p(X) le soient, a fortiori il suffit que ceux=-ci soient plei
nement fidéles ; donc il reste & prouver seulement que (iii) implique
que p est fibrant, Mais on voit encore qu'un foncteur p est fibrant si

i n . 3 it ! ol .

et seulement si les foncteurs induits E/iy ey d /p(X1) le sont, Il en

est en particulier ainsi si ce sont des équivalences de catégories

surjectives sur les objets,
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7. Sous—~catégories génératrices et cogénératrices

Définition 7.1, Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine de E,

On _dit que C est une sous-catégorie de E génératrice par épimorphismes

stricts (resp. par épimorphismes) si pour tout objet X de E, la famille

des flaches de E de but X, de source X' € ob C, est épimorphique {(resp.

épimorphique stricte) ( 1,3 ) . On dit que C est une sous-catégorie

de E génératrice {resp. génératrice pour les monomorphismes, resp,

génératrice pour les monomorphismes stricts) si pour toute fléche

u: Y —> X (resp, tout monomorphisme de E, resp. tout monomorphisme

strict de E ( 10,5 ¥) , telle que pour tout X' € ob C, 1'application

correspondante Hom(X',Y) —> Hom(X',X) soit bijective, u est un isomor~

phisme, Enfin, on dit qu'une famille (Xi) d'objets de E est génératrice

par épimorphismes stricts (resp. .....) si la sous-catégorie pleine C

de E engendrée par cette femille est pénératrice par épimorphismes

stricts (resp. .v...).

7.1.1, MNotons qu'en termes de la famille (hy ) des foncteurs

X'€ ob C
by, + E —> (Ens) (X' € ob C)
représentés par les X' € ob C, on peut exprimer la condition que C soit
géndratrice (resp. génératrice pour les monomorphismes, resp, génératrice
pour les monomcrphismes stricts) par celle que la famille (hX') soit
conservative (resp. conservative pour les monomorphismes, resp. conser-
vative pour les monomorphismes stricts) (6.1), Il résulte également

immédiatement des définitions que C est génératrice par épimorphismes
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si ot seulement si la famille (hy,) est fidale (6.1). On

X' €ob C
donnera aussi ci-dessous (7.2 (1)) une interprétation analogue pour la

condition sur C d'@tre génératrice par épimorphismes stricts.

7.1.2, Comme pour les notions introduites dans 6.1, les notions de 7.1
sont surtout utiles lorsque E posséde des propriétés d'exactitude
convenables, auquel cas les diverses notions introduites ont une nette
tendance A 8tre toutes équivalentes (7.3). C'est pourquoi la question de
savoir laquelle de ces notions 7,1 doit &tre considérée comme la plus
importante ne se pose guére ; dans les cas les plus importants, ces
notions cofncident et le terme "sous~catégorie génératrice’ peut donc
8tre interprété indifféremment commz se rapportant & n'importe laquelle
des propriétés envisagées dans 7,1 (par exemple la premidre, qui est

la plus forte de toute comme nous allons voir (7.2 (ii))).

7.1.3. Supposons que E soit une U-cztégorie, et considérons le foncteur

canonique
{(7.1.3.1) ®w: E—> ¢ = Hom(C, U-Ens)

composé des foncteurs E —> B —> E, oli le premier foncteur ect le
foncteur canonique ( 1.3.3 ) , et le deuxiZme le foncteur restriction & C,
Notons qu'il est évidemt qu'il revient au méme de dire que le foncteur
précédent ¢ est conservatif {resp, fid2le), ou de dire que la famille

des fomcteurs hy, : X —> Hom(X',X) = @(X)(X'), pour X' € ob C variable,

est une famille conservative (resp. fidele), c'est-a-dire aussi (7.1.2)

que C est génératrice (resp. génératrice par épimorphisme). De mlme ¢p
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est conservative pour les monomorphismes (resp. pour les monomorphismes
stricts) si et seulement la famille des hy (X' € ob C) est conservative
pour les monomorphismes (resp. pour les monomorphismes stricts), i.e.

si et seulement si la sous-catégorie C de E est génératrice pour les

monomorphismes (resp, pour les monomorphismes stricts),

Proposition 7.2, Soient E une U-catégorie, C une sous-catégorie pleine,

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes

a) C est une sous~catégorie génératrice par épimorphismes

stricts,

b) Pour tout X € ob E, désignant par C/X la sous-catégorie

pleine de E/ formée des fléches X' —> X de source X' € ob C, la fléche

X

naturelle du foncteur d'inclusion j: C/X —> E dans_le foncteur comnstant

sur C/X de valeur X fait de X une limite inductive de j

X = 1im X'
€z

¢) Le foncteur canonique ¢ de(7.1.3.1) est pleinement

fidele,
(ii) On_a entre les notions de 7.1 les implications suivantes
1) C génératrice par épim, stricts
(¢ pleinement fiddle)
2) C génératrice par épimorphismes 3)C génératrice

(¢p fidele) (¢p congervatif)

s

4) C génératrice pour monomorphismes

(¢p conservatif pour mou,}

5) C génératrice pour mon. stricts)

(¢p conservatif pour mon. stricts) .
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(iii) On a les implications conditionnelles suivantes :

a) 8i dans E les familles épimorphiques de fléches sont

épimorphiques strictes, on a 2) =—>1). Si dans E les monomorphismes

sont stricts, on a 5) T>4),

b) Si dans E les noyaux de couples de fléches (resp.

les produits fibrés) sont représentables, alors on a 3) ==P2) (resp.

4) =23)).

c¢) Si dans E toute famille de morphismes X, —> X

de meme but X se factorise en une famille épimorphique stricte {(resp.

épimorphique) Xi —= Y guivie d'une monomorphisme (resp. d'une monomor-

phisme strict) Y —> X, alors on a 4) ==>1) (resp. 5) ==2)).
Signalons tout de suite le

Corollaire 7.3. Toutes les notions envisagSes dans 6,1 (et reprises dans

le diagromme d'implications de (ii) ci~-dessus) sont équivalentes_dansg

chacun des deux cas suivants

(i) Dans E, les noyoux de doubles fldches et les produits

fibrés sont représentables, les monomorphismes sont stricts et les

familles épimorphiques de fléches sont épimorphiques strictes,

(ii) Dans E, toute famille (Xi —> X),; €1 de flaches de méme

but X se factorise en une famille épimorphique (Xi —> Y) suivie d'un

monomorphisme Y —> X, tout monomorphisme de E est strict, et toute

famille épimorphique de flaches de E est stricte.
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En effet, dans le cas (i) on a 4) ==93) et 3) =—=>»2) grace
a b), et 5) =>4) et 2) = 1) grice 2 a), Dans le cas (ii) on a grace
3 c), les implications 4) ==1) et 5) ==y 2). On conclut donc grace

au diagramme d'implications 6.2 (ii).

Démonstration de 7.2, (i) L'implication b) Z==)a) résulte aussitdt

des définitions, Prouvons a) =>b), Donc sous 1'hypothzse a), il faut

prouver que pour tout X,Y € ob E, tout systéme de fléches

u ¢t X' —> Y

X!

indexé par les X' € ob C telle que 1'on ait u,,f = Uyy POUE toute

/X’ X!

fléche f: X" — X' dans C/X , se factorise par une flache (nécessaire-
ment unique par 1'hypotheése a)) X —> Y, D'aprés 1'hypothése a), il
suffit de vérifier que pour tout objet Z de E/X et tout couple de

morphismes v'! : Z —> X', v" : Z —> X" dans E avec X' et X" dans C/

/X’
on a LLX,V'=ux,,v". Or, grace & l'hypothése a}, la famille des fléches

X’

w: X" —> 2, avec X"' € ob C, est épimorphique, et il suffit donc de
vérifier que pour toute telle w, on a (uX,v')w = (ux,,v")W, ce qui
s'écrit aussi ux,(v'w) = uX,,(v"w) et résulte aussit®t de 1'hypoth2se
faite sur la famille des u .

Prouvons maintenant 1'équivalence des conditions b) et c). Pour
ceci notons que pour tout X € ob E, l'objet op(X) de ¢ est lim te induc~-
tive dans C du foncteur canconique a/w(x) — C (3,4 } ; or E/CQ(X)

est canoniquement isomorphe 2 C/ , de sorte qu'on a dans C

X

oX) = 1im X' ,

g

/X
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ol on identifie l'objet X' de C avec le foncteur € C qu'il représente,

On a par suite, pour un deuxi2me objet Y de E, un isomorphisme canonique

Hom{ep(X) ,p(Y)) = %Jl_m Hom(X',(Y)) 4%%9 oY) (X') (1.4)
/X X

(#) “klim Hom(X',Y) .

Ceci posé, 1'application
Hom(X,Y) —> Hom(p(X),p(Y))

définie par ¢ n'est autre, via l'isomorphisme entre les membres extrémes
de (%), que 1'application
Hom(X,Y) —> lim Hom(X',Y)
€

déduite du systeme inductif de fléches X' —> X indexé par C/ envisagé

X
dans 7.2 (i) b), Donc la premidre application est bijective pour tout Y

(X étant fixé) si et seulement si X est une limite inductive du foncteur

d'inclusion j: C/X —> E, ce qui prouve 1l'équivalence de b) et c),

(ii)  Les implications 1) ==92) et 3) —»4) ==»5) sont
triviales en vertu des définitions, L'implication 1) == 3) s'obtient
en interprétant la propriété 1) par la pleine fidélité de ¢ grace a (i},
et en observant qu'un foncteur pleinement fidele est comservatif, Or on

a déja observé (7.1.1) que 3) signifie que ¢ est conservatif,
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(iii) VL'assertion a) est une tautologie. L'assertion b)
résulte de 6.2 (i) (resp. 6.2 (iv)) appliqué au foncteur ¢, compte
tenu que ce dernier est exact 3 gauche, Prouvons enfin c¢), Considéroms,
pour un X € ob E, la famille de tous les morphismes Xi —~> X, avec
Xi € ob C ; par hypothese sur Eelle se factorise en une famille
Xi —> Y épimorphique effective (resp. épimorphique) suivie d'un mono-
morphieme (resp. d'un monomorphisme strict) Y —> X. Alors l%hypothése
4) (resp. 5)) implique que Y —> X est un isomorphisme, donc la famille

envisagée est épimorphique stricte (resp, épimorphique), cqfd,

Proposition 7.4. Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine

~

de E, X un objet de E. On suppose C génératrice dans E (resp. C généra-

trice pour les monomorphismes, et que le produit fibré de deux sous=—objets

de X sur X est représentable dans E). Alors un sous-—objet strict (10, 11)

(resp. un sous-objet) X' de X est connu quand on connalt, pour tout

T € ob C, la partie de Hom(T,X) image de Hom(T,X'). Par suite, le

cardipal de l'ensemble des sous-objets stricts (resp. de l'ensemble des

b
sous-objets} de X est majoré par ! [ pcard Hom(T,X,, et si X € ob C,
TE€obC

T,
il est majoré par anrd rc .

Prouvons d'abord 1'assertion respée, Soient X' ,X" deux sous-
objets de X tels que pour tout T € ob C, les images de Hom(T,X') et
Hom(T,X") dans Hom(T,X) soient égales. Elles sont donc aussi égales i
1'image de Hom(T,X"™ }, ol X"' est le produit fibré fibré de X' et X" sur X,

Comme C est génératrice pour les monomorphismes, il s'ensuit que les
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monomorphismes X"' —> X! et X"' —> X" sont des isomorphismes, donc

X' et X" sont égaux, étant séparément &gaux au sous-objet X'" de X .
Prouvons l'assertion non respée. Par définition de la notion

de sous-objet strict, il suffit de vérifier que la connaissance de la

partie Hom(T,X') de Hom(T,X) pour tout T € ob C implique la connaissance

de celles des doubles flaches X gééi T telles que ui = vi, od i:X' —>X

est l'injection canonique. Or comme C est génératrice, la relation

ui = vi équivaut & la relation (ui)f = (vi)f pour tout £ € Hom(T,X'),

i.e. a ug = vg pour tout g € Hom{T,X) provenant de Hom(T,X') (i.e, de

la forme if, avec f € Hom(T,X'}), ce qui prouve notre assertion.

Corollaire 7.5. Soient E une catégorie, C une sous-~catégorie pleine

génératrice, X un objet de C, Alors un quotient strict (10.8) X! de

2
X est connu quand on connaft, pour tout T € ob C, la partie de Hom(T,X)

formée des couples (u,v) tels que qu = qv, ou q: X —> X' est le morphisme

canonique. Donc le cardinal de 1l'ensemble des quotients stricts de X

card Hom(T,X)2

est majoré par , ] 2
T € ob C

En effet, par définitions, un quotient strict X' de X est connu
quand on connaft, pour tout objet Y de E, la partie de Hom{¥,X)XHom(Y,X}
formée des couples (u,v) tels que qu = qv, od q: X —> X' est le morphisme
canonique, Or la relation qu = qv équivaut 3 la relation (qu)f = (qv)f
pour tout morphisme f: T —> Y de source T dans C, puisque C est génératrice.

Cette relation s'éerit encore q(uf)=q(vf), ce qui prouve la premire

assertion de 7.5, La seconde en résulte aussitdt,
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7.5.1. On peut généraliser 7.5, en introduisant, pour une famille

de E, la notion de quotient strict dans E de 1a

-
d'objets (X)), €1

fanille, par quoi on entend une famille épimorphique stricte
(pi : Xi —_— X')i €1 de morphismes de E, - étant entendu, comme pour
les quotients ordinaires, qu'on identifie deux telles familles

(pi : X1 —> X') et (qi : Xi —= X") si on peut trouver un isomorphisme

v ¢ X' —> X" (nécessalrement unique) tel que l'on ait fpi = q, pour
tout { € I. Avec cette terminologie, la démonstration de 7.5 s'applique

ne varietur pour donner la

Variante 7.5.2, Soient E,C comme dans 7.5, et (Xi)iE une famille d'objets

I

de E. Alors un quotient strict X' de (Xi)iEI dans E {(7.5.1) est connu

quand on connaft, pour tout T € ob C, et tout couple (i,j) € IXI, la
partie de Hom(T,Xi)Xﬂom(T,Xj) formée des couples (u,v) tels que Pyt = PyVs

ol pour tout i€I, p; ¢ Xi ~> X' désigne le morphisme canonique. Par

suite, le cardinal de 1'ensemble des quotients stricts de (Xi)iEI dans

=gy
E est majoré par i T 1 jcard Hom(T,X; )xcard Hom(T,Xs3 ]

T € ob C i,j€I
7.5.3. On voit tout de suite que la conclusion analogue est vraie si
on suppose seulement que C est génératrice pour les monomorphismes stricts,
pourvu que 1l'on suppose que les produits Xiij sont représentables et

que 1'on se borne aux quotients effectifs de la famille (Xi) s, i.e,

i€l
aux quotients stricts X' tels que les produits fibrés XiXX'Xj soient

représentables dans E (ce qud n'est pas une restriction si E est stable

par produits fibrés).
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Proposition 7.6. Soient E une catégorie, C une sous-catégerie pleine

de E génératrice par épimorphismes (7.1), T, = un cardingl infini 2= card F1 C,

une famille épimorphique universelle

21T un_cardinal, {(u, : X, —> X),
0 —————— i i i€X

(10.3) dans E formée de morphismes quarrables (10.7) 2 sources Xi € ob C,

et telle que card I s 1M, Alors card Fl C/X < mo .

Soit T € ob C, il suffira de prouver qu'on a

(7.6.1) card Hom(T,X) s o s

¢sr on en conclura successivement

T T T
o o =0
card ob C/X < (m9) X card ob C/X < (m9)x n,=Te, enfin
Tio\ 2 m :
card F1 C/X < ((m*)x T, = T©°, puisque pour deux objets §,T de C, ,
on a card HomC (5,T) < car HomC(S,T) ST Pour prouver 7.6.1, notons
/%

d'abord le

Lemme 7.6.2, Soit J un ensemble tel que card J = T, - Pour tout objet

T de C, et tout homomorphisme £ : T —> X, il existe une famille

(vj : Sj —> T)jEJ épimorphique, 3 sources Sj € ob C, et _pour tout
i €J i(j : ! . = ..
j€Juni(j) €1 et un 8 Sj —_ Xi(j) tels que l'on ait Y5 (485 va

En effet, la famille des XixXT —> est épimorphique par hypothése,
d'autre part, comme C est génératrice par épimorphismes stricts, pour
tout i, la femille des fléches § —> XiXXT de source S & ob C est épimor-
phique, donc par transitivité la famille des fléches v: § —> T de
source dans ob C qui se factorisent par un des XiXXT est épimorphique,
Or ce sont les fléches v: § —> T de source dans C pour lesquelles il

existe un i € T et ung : § —> Xi tel que ug = fv . Comme 1'ensemble

54



- 55 - I

de ces fléches v: § —> T est contenu dans F1 ¢, donc de cardinal =< LA
il peut s'indexer par l'ensemble d'indices J, d'ol le lemme.

Notons maintenant qu'un morphisme f: T —> X est connu quand
on connait les fvj , qui sont connus quand on connait les gj . Donc
card Hom(T,X) est majoré par le cardinal de l'ensemble des familles

(i(3), Sj’ v., g.) comme le cardinal de l'ensemble des applications

i* By'er’
j —> I est s W©, et comme pour une telle application j > i(j) fixée,

f,,v, est
3773773
majoré par celui de l'ensemble des applications de J dans F1L C X F1 C,

m
qui est STBO puisque card(Fl1 C x F1 C) = ﬂoz =, on trouve que le

le cardinal de 1'ensemble des familles correspondantes S

. . . ;
premier membre de (7.6.1) est majoré par 7o x ﬂoﬂo = 10, ce qui achdve

la démonstration de 7.6.

Proposition 7,7, Soient E une catégorie ol les produits fibrés sont

- Vo . .
représentables, (Xa)aéA une famille d'objets de E génératrice, (cpi)iEI

une famille de foncteurs ®; E —> Ei commutant aux produits fibrés,

Pour que (@i) soit conservative (5.1}, il faut et il suffit que pour

tout @ € A et pour tout sous-objet X' de XOL distinct de Xq, il existe

un i € I tel que mi(X') — m,(Xa) pe_soit pas un isomorphisme, Dans

ce cas, si E est une U-catégorie et si A est U-petit, il existe ume

partie U-petiteJ de I telle que (cpj)jEJ soit déja une famille conser=-

vetive de foncteurs,

La nécessité de la condition envisagée de conservativité étant
évidente, prouvons sa suffisance, En vertu de 6.1 (iv), 11 suffit de

prouver que (mi) est conservative pour les monomorphismes, Soit
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u ¢ Y' —> Y un monomorphisme dans E qui n'est pas un isomorphisme,

il faut prouver qu'il existe i € I tel que @i(u) n'est pas un isomorphisme,
Par hypcthese sur (Xa), il existe un O et un morphisme Xa —> Y qui

ne se factorise pas par Y', en d'autres termes, tel que l'image inverse

X' de Y' soit un sous-objet de Xa distinct de Xa . Par hypothése, il
existe un i € 1 tel que @i(X') ~—> (X} ne soit pas un isomorphisme.

Comme @i(X') == wi(Xa)XqH(Y)

n'est pas un isomorphisme,

¢&(Y'), il s'ensuit bien que @i(Y') - @i(Y)

La deuxiéme assertion de 7,7 résulte aussitdt de la premiére,

compte tenu de 7.4.

Corollaire 7.7.1. Soient E une Y-catégorie ou les produits fibrés sont

représentables, et admettant une famille génératrice d'objets qui soit

U-petite, Alors pour toute famille génératrice (Yi)iEI de E, il existe

{card J€U).

une sous-famille génératrice U-petite (YJ.)jEJ
I1 suffit en effet d'appliquer 7.7 2 une U-petite famille

énératri (X E 3 i i -

génératrice ( a)aEA de E et 2 la famille des foncteurs g, (i€I) repré

sentés par les Yi .

Proposition 7.8, Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine

génératrice par épimorphismes stricts, D une catégorie, Hom'{(E,D} la

sous~catéporie pleine de Hom(E,D) formée des foncteurs qui commutent

™

aux limites inductives du type C/X , o X est un objet quelconque de T ,

Alors le foncteur F —> FlC induit un foncteur pleinement fidéle

Hom'(E,D) —> Hom(C,D) .
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Par suite, si Hom(C,D) est une U-catégorie (1.1.), par exemple (1.1.1. b))

si C est U-petite et D est une U~catéporie, alors Hom(E,D) est également

une U-catégorie.

Soient F,G: E —> D deux foncteurs dans le premier membre,
et u:F —> G un homomorphisme, Si X = lif;xi dans E et si F et G commutent
3 la limite inductive envisagée, alors u(X): F(X) —> G(X) s'identifie
3 la limite des morphismes u(Xi): F(Xi) — G(Xi)’ et est donec connu
quand on connait les u(Xi). Ceci montre que le foncteur envissegé dans 7.8
est fidele, compte tenu de l'implication a) ==»b) dans 7.2 (i). Soit
inversement v : F\D — G\D un homomorphisme, prouvons qu'il provient

d'un homomorphisme u: F —> G. On définira, pour tout X € ob E,

u(X) : FX) = é1m F(Xi) - G(X) = élm G(Xi)
/X /X
comme la limite inductive des V(Xi). 11 est immédiat que 1l'on obtient
bien un homomorphisme fonctoriel en X, donc un u: F —> G, en enfin que

le morphisme induit par u de F‘C' dans GlC' est v, ce qui achéve la

démonstration.

7.9, Familles et sous~catégories cogénératrices. Soient E une catégorie,

C une sous-catégorie pleine de E. On dit que C est cogénératrice par
monomorphismes stricts (resp, cogénératrice par monomorphismes, resp,
cogénératrice, resp, cogénératrice pour les épimorphismes, resp. cogéné~
ratrice pour les épimorphismes stricts) si la sous-catégorie pleine c®
de E° est génératrice par épimorphismes stricts (resp., ,....). Termino-

logie analogue pour les familles. Tous les résultats du présent numéro

57



- 58 - I

concernant la notion de soms-catégorie génératrice et ses variantes
(7.1), redonnent donc des résultats correspondants pour les notions
duales, que nous laissons au lecteur le soin de formuler pour sa

satisfaction personnelle,

Proposition 7.10. Scient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine

génératrice (7.1), D une sous-catégorie pleine de E , Pour _que D soit

cogénératrice (7.9), il faut et il suffit que pour toute double fléche
u,v
T ::::::; X dans E de source T € ob C, avec u#v, il existe une fléche

w: X —> 1 de but I € ob D, telle que wu # wv .

Par définition, dire que D est cogénératrice signifie que
pour toute double fléche Y ::;£§3>X dans E telle que u#v, il existe
une flache w: X —> I, avec 1 € ob D, telle que wu # wv, Donc 7.10
signifie simplement qu'il suffit de tester cette propriété lorsque
Y € ob C. Or comme C est génératrice, 1'hypothése u#v implique qu'il

existe f: T —> Y telle que uf # vf, d'od par hypothése l'existence

d'une w: X —> I de but I € ob D telle que w(uf)#w(vf), d'od wu = wv, cqfd.

Corollaire 7,11, Les notations étant celles de 7.10, supposons que les

objets I de D sont des objets injectifs de E, i.e. tels gque pour tout

monomorphisme X —> Y dans E, 1'application Hom(Y,I) —> Hom(X,I)

correspondante soit surjective. Supposons de plus que toute double fléche
a,v
T ==—3X dans E se factorise en une double fldche épimorphique (resp.
u',v'
épimorphique effective) T ==—=3 X' suivie d'un monomorphisme i: X' —=> X .

Alors dans le critére 7.10 éahr que D soit cogénératrice, on peut se

borner aux doubles fléches (u,v) qui_sont épimorphiques {resp. épimor-

phiques effectives).
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On en conclut :

Corollaire 7.12, Scit E une U-catégorie admettant une petite sous-catéporie

génératrice C, et telle que tout objet de E scit source d'un monomorphisme

dans un objet injectif de E. Supposons de plus que pour tout T € ob C,

la somme TUT dans E soit représentable, et que tout morphisme de source

TUT se factorise en un épimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme.

Alors E admet une petite sous-catégorie pleine D cogénératrice, De fagon

2
1
précise, on peut prendre D telle que card ob D < } anrd(Hom(T » TV

T,T'€ ob C

En effet, en vertu de 7.11, il suffit pour tout T € ob C et

pour tout quotient effectif X de TUT, de choisir un plongement de X
dans un objet injectif I de E, et de prendre pour D la sous-catégorie

pleine de E engendrée par ces I. La conclusion résalte alors de 7.5.

Exemples 7,13, Pour construire de petites sous-catégories cogénératrice
en termes de petites sous-catégories génératrices, on est donc amené 2
chercher des conditions pour qu'une U-catégorie E admette "suffisamment
d'injectifs", i.e, que tout objet se plonge dans un objet injectif (par
un monomorphisme), Il est bien connu [Tohokul que cetts condition est satis-
faite dans une U~catégorie abélienne 2 (petites) limites inductives
filtrantes exactes (axiome AB 5 de loc, cit,) admettant une petite
famille génératrice. La construction de loc, cit, n'est d'ailleurs pas
liée de fagon essentielle aux catégories abéliennes, et marche &galement
dans la catégorie des faisceaux de U-~ensembles sur un espace topologique
X € U. Nous n'énoncerons pas ici les propriétés d'exactitude qui font

marcher la construction en question, et nous bornerons 2 signaler que
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dans le cas particulier de la catégorie des faisceaux d'ensembles sur X,
on se raméne immédiatement au cas de loc, cit, de la fagon suivante,

On note que si QX est un Anneau sur X, alors tout objet injectif I de
la catégorie des QX-Modules est aussi injectif en tant qu'objet de la
catégorie des faisceaux d'ensembles, En effet, si F est un faisceaux

d'ensembles, et QX[F] le "QX-Module libre engendré par F ", on a par

définition un homomorphisme de faisceaux d'ensembles

() F ———> QX[F]

donnant lieu & un isomorphisme, fonctoriel en T

Hom,, (o [F], 1) = Hom(F,I) .

Comme le foncteur F +—> QX[F] transforme manifestement monomorphisme en
monomorphisme, il s'’ensuit aussitdt que si I est un QX-Module injectif,
c'est aussi un faisceau d'ensembles injectif. Il s'ensuit que si le
morphisme (¥) est un monomorphisme (ce qui est le cas si on prend pour
QX un Anneau constant de valeur um anneau A # 0), alors un plongement
de QX[F*]dans un QX-Mbdule injectif I donne un plongement de F dans le
faisceau d'ensembles injectif sous-jacent 3 I ,

Le méme argument s'applique, sans changement, au cas de la
catégorie des gﬁisceaux de U-ensembles sur un U-site, qui sera introduite
dans l'exposé suivant,

L'intérét de l'existence d'une petite sous-catégorie cogéné-
ratrice réside surtout dans le critére de représentabilité

8.12.7 plus bas.
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8, Ind-objets et pro-objets

8.1, Foncteurs cofinaux et sous~catégories cofinales

Définition 8.1.1, Soit

(8.1.1,1) w:I—>T1

un foncteur, On dit que ¢ est un foncteur cofinal si pour toute catégorie

Ce u. t ct : IV —> sidérant lim m et 1im uep comme
t _pour tout foncteur u: I C, considéra et ©

des objets de Hom(G(V-Ens))® (2.1, 2.3.1) (o V est un univers tel que

I,1'€ V, et que C soit une X—catégorie), le morphisme canonique

(8.1.1.2) lim ue —> lim u

est un isomorphisme, Lorsque ¢ est le foncteur d'inclusion d'une sous-

catégorie de I', on dit que I est une sous~catégorie cofinale si o

est cofinal,

8.1.2.Remarquons que pour @,u données, la bijectivité de (8.1.1.2) ne
dépend pas du choix de 1'univers V.

Revenant & la définition des termes figurant dans (§.1.1.2)
(2.1, 2.3,1), on voit que dire que ¢ est cofinal signifie aussi que

pour tout univers V tel que I et I' soient U~petits, et tout foncteur

v —s (V-Ens) ,

1'homomorphisme canonique

(8.1.2.1) lim v —> lim veg
T e

est un isomorphisme i.e. une bijection., Pour voir que cette condition est
. . o ' s i .
bien nécessaire, on observera, posant u=v , qu'elle signifie aussi que

la condition de la définition 8.1.1 est remplie quand on y fait C = (X-Ens)o
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(ce qui implique que les limites inductives envisagées dans (8.1.1.2) sont

représentables dans C).

8.1.2,2,11 est immédiat sur la définition que le composé de deux foncteurs

cofinaux est cofinal.

Proposition 8.1.3, Soit ¢ : I —> I' un foncteur,

a) Pour que ¢ soit cofinal, il faut gque ¢ satisfasse la

condition :

F 1) Pour tout objet i’ de I', il existe un objet i de I tel que (1)

majore 1' (i.e. tel que Hom(i',qp(1)) # @).

b) Supposons I filtrante. Pour que ¢ soit cofinal, il faut

et il suffit que ¢ satisfasse la condition F 1) ainsi que la condition

suivante :
fl’gl
F 2) Pour tout objet i de I et toute double fléche i' == (i) dans I’

de but (i), il existe une fldche h: i —> j dans I telle que w(h)f'=w(hlg'.

De plus, si o est cofinal, I' est filtrante,

¢) Supposons I' filtrante, et ¢ pleinement fidéle. Pour gue

¢ soit cofinal, il faut et il suffit qu'il satisfasse la condition F 1) de a).

Cela implique que I est filtrante,

Démonstration., Pour la nécessité dans a) et b), on utilisera la définition

8.1.1 dans le seul cas ol u est le foncteur d'inclusion canonique (1.3.3)
w: I'— 1’

(un univers U tel que I,I' soient U~petits &tant choisi). On peut alors

interpréter (8.1.1.2) comme une flache de I' (3.1), dont le but est le
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foncteur final sur I' (3.4), On voit immédiatement que la condition F 1)
exprime que cette fléche est un épimorphisme de i', i,e. est surjective sur
chaque argument (compte tenu que les limites inductives dans I' se cal-
culent "argument par argument "). Cela prouve a), Supposons maintenant

I filtrante et ¢ cofinal, Alors I est filtrante : en effet, la condition

que deux objets de I' soient majorés par un troisi2me résulte aussitdt

de la m@me condition sur I, et de F 1), et il faut seulement encore

prouver la condition PS 2) de 2.7, i.e. que pour toute double f£léche
£,g" ¢ i' —=3x 3"

dans I', il existe une flache h' : j' —> k' de I' telle que h'f'=h'g!,

Or en vertu de F 1) on peut supposer k' de la forme p(i). Mais comme

par 1'hypoth2se ¢ cofinal, pour tout objet i' de I' lim7Hom(i',m(i))

est 1'ensemble réduit 2 un élément, il résulte de la Sescription standard

des limites inductives filtrantes dans (Ens) (2.8.1) que cela implique

l'existence d'une fl2che h: 1 —> j dans I telle que o(h)f' = op(hlg' .

Cela achéve donc de prouver que I' est filtrant, et prouve en méme temps

la condition F 2),

Pour prouver que les conditions énoncées dans b) sont suffisantes
pour que ¢ soit cofinal, on utilise la forme 3.1.2 de la définition. Omn
constate aussit8t que la condition F 1) implique que (8.1.2.1) est un
monomorphisme i.e. est injectif sur chaque argument, tandis que la
condition F 2) (jointe a F 1) assure qu‘ii\est bijectif (compte tenu
du calcul des limites projectives dans ;10 argument par argument). Cela

prouve donc b),
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Enfin, si I' est filtrante et ¢ pleinement fidéle, alors il
est immédiat que la condition F 1) implique que I est filtrante, et

implique la condition F 2), Donc c) résulte de a) et de b).

8,1.4, Lorsque I' est une catégorie filtrante, I une sous-catégorie
pleine de I', on voit donc par 8.1.3 ¢) que la condition que I soit
cofinale dans I' ne dépend que de la partie Ob I de 1'ensemble préordonné
OB I' (pour la relation de préordre " x < y" &==>" Hom(x,y) # 8 ").

8i J' est un ensemble préordonné, J une partie de J', on dira parfois

que J est une partie cofinale de J' lorsque tout élément de J' est

majoré par un élément de J . Lorsque J' est filtrante, cela signifie
donc que le foncteur d'inclusion g‘l—> J' pour les catégories associées

est cofinal,

6.1.5, Dans la suite, nous n'utiliserons la notion de foncteur cofinal
que dans les cas ol les catégories I et I' sont filtrantes. Classiquement,
on se bornait méme A des catégories associées 3 des ensenbles préordonnés
(i.e. dans lesquelles il existe au plus une fléche de source et de but
donnés), Il apparatt cependant que cette restriction est glnante dans

les applications, les catégories filtrantes '"naturelles' qui s'intro-
duisent dans de nombreuses applications n'étant pas des catégories
ordonnées. Le résultat suivant, d@ 3 P, DELIGNE, montre cependant qu'il

n'y a pas de différence essentielle entre les deux points de vue :
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Proposition 8.1.6. Soit I une Bet&gg catégprie filtrante, Alors il existe

un petit ensemble ordonné E, et un foncteur cofinal ¢ : E—> 1, ot E

désigne la catégorie associée 3 E.

Supposons d'abrod que 1'ensemble préordonné Ob I n'ait pas de
plus grand élément., Appelons sous-diagramme de I un couple D = (O,F)
formé d'une partie F de FL (I) et d'une partie 0 de Ob I, tel que pour
toute £ € F, la source et le but de f appartiennent 2 0 . Un élément e
de O est appelé objet final du sous-diagramme D si pour tout x € D',
1'ensemble Hom(x,e)NF des fla2ches de D de source x et de but y a exacte-
ment un élément fx , si pour toute fléche g: x —> y de D, on a fx = fyog s
et si fe = ide . Soit E l'ensemble des sous-diagrammes finis D de I
ayant un élément final unique (D), et ordonnons E par inclusion. Si
D,D' sont deux éléments de E et D C D', alors il existe une unique
flache (D',D) de D' de source (D), de but ¢(D'), et si on a des
inclusions D < D' < D" dans E, on a évidemment ¢(D",D) = o(D",D )ep(D',D) ;

on a également ¢(D,D) = id (

(D) * On trouve donc un foncteur ¢ : E—> 1,

et tout revient & prouver que E est filtrant et que  est cofinal. Compte
tenu de 8.1.3 b), on doit faire trois vérifications :

1) Condition F 1) de 8.1.3 : pour tout i € I, on prend pour D le
sous~diagramme de I réduit 3 l'objet i et sa fléche identique, alors

i < (D) =1, Cette condition F 1) montre en meme temps que E # @ ,

2) Condition F 2) : Pour tout i € Ob I, tout D € E et toute double
fléche 1 ::::%qKD), trouver un diagramme D' € E, contenant D, tel que

o(D',D) : (D) —> (D') égalise la double flache, Or comme I est filtrant,
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il existe un objet j de I et une flache f: (D) —> j qui égalise la

double fl2che, Comme I n'a pas de plus grand élément, on peut supposer

que j est un majorant strict de w(D), ce qui implique qu'il est distinct

de tous les autres objets de D , Soit alors D' le sous-~diagramme de I

dont 1'ensemble d'objets est OU{j}, et 1l'ensemble des fleches est formé
f

des fléches de D,plus les composés x —— (D) £ j , olt x est un

objet de D et f est 1'unique fla2che de D de source x et de but (D),
et idj . Il est clair alors que D' est un sous-diagramme fini de I ,

qu'il admet j comme unique objet final, domc D' € E, et D' satisfait

a2 la condition voulue,

3° Deux sous-diagrammes D,D' C E sont contenus dans un méme D" € E .

On peut en effet trouver un majorant strict j de (D) et de (D'),

(D)

as)

[
CP(D') 3

et on prend pour D" le sous-diagramme dont 1l'ensemble des objets est la
réunion de 1'ensemble des objets de D, de D' et de {j}, et 1'ensemble
des fiéches est la réunion de 1'ensemble des fléches de D, de D', de
1'ensemble des composés fOfx (x objet de D) et f'°f'x, (x! objet de D'),
et {idj} . On obtient bien ainsi un sous~diagramme fini de E, montrons
que, quitte 3 remplacer j,f,f' par j',gf,gf' avec g:j —> j' convenable,
on peut obtenir que j soit un objet final de D' , Il revient au m2me

de dire que pour tout x qui est 2 la fois objet de D et de D', on a

ffx = f'f;, ., Or c'est 13 d'un ensemble fini de doubles~fléches qu'il

66



- 67 - I

s'agit d'égaliser par un g: j —> j', ce qui est possible puisque I
est filtrante.

Cela acheve la démonstration dans le cas envisagé, On raméne
le cas général 3 celui-ci, en introduisant la catégorie filtrante N
associée 2 l'ensemble ordonné N des entiers naturels, et en notant que
la catégorie N X I est filtrante, qu'elle n'a pas de plus grand élément,

et que la projection N X I ~—> I est un foncteur cofinal,

Corollaire 8.1.7, Soit I une U-catégorie. Pour qu'il existe un petit

ensemble ordomné filtrant E , et un foncteur cofinal E —> I, il faut et

il suffit que I soit filtrante &t que Ob I admette une petite partie

cofinale I' (8, 1.4).

C'est nécessaire en vertu de 8,1.3 a), et suffisant en vertu

de 8,1.6 appliqué a la sous-catégorie pleine de I définie par I' .

Définition 8.1.8. Soit I une catégorie filtrante, On dit que I est

essentiellement petite si I est une U-catégorie, et si elle satisfait

aux conditions équivalentes de 8.1.7.

8.2. Ind-objets et foncteurs ind-représentables.

8.2,1. Nous fixons dans la suite une U-catégorie C, que nous considérons
toujours comme plongée dans la catégorie C des U-préfaisceaux 2 1'aide

du foncteur canonique (1,3.1)

(8.2.1,1) h: C&——=C .

Nous appelerons ind-objet de C (ou syst2me inductif de C), tout foncteur
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(8.2.1.2) o:I~—>C N

od I est une catégorie filtrante (2.7), appelée la catégorie d'indices

du ind-objet. (I est par ailleurs quelconque, et nous n'exigeons pas,
notamment, que I soit une U-catégorie,) Il sera souvent commode de
désigner un ind-objet ¢ par la notation indicielle (Xi)ieob [+ o

méme (par nouveau abus de notation) (Xi)iEI , ou (Xi)i ou (Xi)’ of

Xi = (i) pour i € ob I, Cette notation n'est ni plus ni moins abusive

que la notation utilisée classiquement pour les systémes inductifs

indexés par les ensembles ordonnés filtrants (ot la mention des morphismes
de transition est également absente). Les Xi s'appellent les objets

composants du ind-objet X. On fera attention que dans le cas général

envisagé ici, les "morphismes de transition" ¢(f) du systeme inductif

sont indexés par l'ensemble F1 I des fléches de I, qui ne s'identifie
pas en général i une partie de Ob I X Ob I ; en d'autres termes, pour
i et j domnés, j majorant i, il peut exister plus d'un morphisme de

transition de Xi dans Xj .

0

8.2.2, Les ind-objets X = (Xi)iEI de C les plus utiles sont ceux pour

lesquels la catégorie d'indices I est essentiellement petite (8.1.8) ;

un tel ind~objet est appelé essentiellement petit, Si (xi)iél est ainsi,
utilisant le fait que dans C les petites limites inductives sont repré-

sentables (3,1), on peut considérer

dfn
(8.2.2.1) L(X) =— 1lim heX = 1lim X, € ob C ,
- - - T>?

od la dernidre limite est prise dans C . Donmc L{X} est le préfaisceau
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(8.2.2,2) LX) ¢  YF—> lim Hom(Y,X,)
.4 = i

sur C, On dit que ce préfaisceau est le préfaisceau ind-représenté par

le ind-objet X = (Xi)iEI de C . Un préfaisceau F sur C est appelé un

préfaisceau ind-représentable s'il est isomorphe & un préfaisceau L(X)

ind-représenté par un ind-objet essentiellement petit, Il résulte d'ailleurs
de 8,1.6 que dans cette définition, on peut supposer que I est une petite

catégorie, et mdme que I est associée & un ensemble ordonné € U.

8.2,3, Considérons un ind-objet X = (Xi) donné par un foncteur

i€l ?
®:: I —>C, et soit

u 1' ——>1
un foncteur, ol I'est une deuxidme catégorie filtrante, Alors le foncteur
®»°u est un ind-objet X' de C de catégorie d'indices I' , qui en notation

indicielle s'écrit (Xu(i'))' , qu'on appelle le ind-objet de C

iter!

déduit de (Xi) par changement de catégories d'indices a 1'aide du

i€l

foncteur u , S1 I et I' (i.e. X et X') sont essentiellement petits, on

trouve un morphisme canonique

1y = 14 - 14
(8.2.3.1) L&Y 1:r:lxu(i,)—>L(_)£) 1;mxi

entre les préfaisceaux ind-représentés par X' et X respectivement, Lorsque
u est un foncteur cofinal (8.1,1), alors X est essentiellement petit si
et seulement si X' l'est (8.1.7), et l'homomorphisme précédent (3.2.3.1)

est un isomorphisme

(8.2.3.2) L") = 1 .
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8.2.4, Soient

(8.2.4,1) X = (Xi)iEI , Y= (Yj)

jer
deux ind-objets de C essentiellement petits, indexés par des catégories

(filtrantes et essentiellement petites) I et J . On appelle morphisme

du ind-objet X dans le ind-objet Y tout morphisme
(8.2.4.2) L(X) ——> L()
entre les préfaisceaux qu'ils ind-représentent. On pose

(8.2,4.3) H ®,Y) = Homg(L(X),L(Y) .

™ nd=ob
(On supprime 1'indice ind-ob au Hom si on ne craint pas de confusion).
On définit la composition des ind-objets de C comme la composition des
morphismes des préfaisceaux qu'ils ind-représentent. Si V2 U est un
univers contenant U, et si on se borne aux ind-objets essentiellement
petits qui sont € V, ceux-ci forment donc 1l'ensemble d'objets d'ume
catégorie, dont l'ensemble des fl2ches est formé des triples (X,Y, u),
ot X et Y sont des imd—~objets essentiellement petits € V et oli u: X > Y
est un morphisme de ind-objets, i.e. un morphisme L(X) —> L(Y), La

catégorie ainsi obtenu est notée
(8.2.4,4) IndV(C,H) .

Lorsque V = U, on la note simplement

(8.2.4.5) IndU(C) ou Ind(C) ,

et on 1'appelle catégorie des ind-objets de C relativement 2 U, en

supprimant la mention de U quand aucune confusion n'est & craindre.
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Evidemment, si V C V' sont deux univers contenant U, IndV(C,g)

est une sous-catégorie pleine de Indv,(,g) 5 il résulte alors de 8.2.3 que

le foncteur d'inclusion est une équivalence de catégories :

(8.2.4.6) Ind, (C, 1) = Ind, (C,D) .

Cela montre en particulier que tout ind-objet essentiellement petit de C

définit un élément de Ind(C), & isomorphisme unique pra2s, Cette cons-

tation justifie 1'abus de langage, assez courant en pratique, consfstant
2 identifier tout ind-objet essentiellement petit de C & un objet de Ind(C).
I1 résulte aussitdt des définitions que pour tout univers V,

nous avons un foncteur canonique

(8.2.4,7) L : Ind (C,1) —s
qui est pleinement fid2le, Ces foncteurs sont évidemment connus a

isomorphisme unique prés, grace a (8.2.4.6), lorsqu'on connaft 1'un

d'eux, et en particulier lorsqu'on connalt le foncteur canonique
(8.2,4.8) L : Ind(C) —>C .

Comme ce foncteur est pleinement fiddle, on 1'utilise fréquemment pour
identifier un objet du premier membre avec le foncteur qu'il pro-représente,
voire pour identifier Ind(C) avec son image essentielle dans C, formée

des préfaisceaux ind-représentables, On fera attention cependant que

cette identification présente nettement plus d'inconvénients que 1l'iden-
tification analogue de C 2 une sous-catégorie pleine de ¢ par le foncteur

h (8.2.1.1), car contrairement 2 ce dermnier, le foncteur (8,2.4.8) n'est

pas en général injectif sur les objets,

71



- 72 - I

8.2,5. Explicitons la définition (8.2,4.3) en termes des expressions
indicielles (8.2.4.1) des ind-objets considérés. On trouve, compte tenu

de la définition (8.2.2,1)

dfn
Hom(X,Y) = lim Hom(Xi,X) = lim Hom(Xi,L(X)) = 1;m 1;m>ﬁomc(xi,Yj),

la derni2re égalité provenant de (8.2.2,2) appliqué 3 Y . On trouve donc

une bijection canonique

(8.2.5.1) Hom((Xi) == 1im lim Homn(Xi,Yj) .

ser Yy 5es o 3 c
i j€J

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter la composition des morphis-

mes de ind-objets sur cette formule, Notons qu'il résulte aussitdt de

cette formule que l'ensemble Hom (X,Y) d'homomorphismes de ind-objets

est U~petit, i.e. que les catégories (8.2,4.4) sont des U~catégories.

Il revient au m#me de dire (en vertu de (8.2.4.6)) que la catégorie

Ind(C} est une U-catégorie, i.e. que le deuxiéme membre de (8.2,5.1)

est petit lorsque I,J€U, ce qui résulte aussit8t du fait que C est une

U-eatégorie donc les Homc(xi’Yj) sont petits,

8.2,6. Soit I une catégorie filtrante essentiellement petite. Alors
on voit sur (8.2.5.1), ou sur la fonctorialité de la limite inductive
d'un foncteur I —> C par rapport au dit foncteur, qu'on a un foncteur

canonique

(8.2,6.1) Hom(I,C) ———> Ind(l) .
On fera attention que ce foncteur n'est pas en général pleinement fidele,

ni méme fidele,
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Remarque 8.2.7. Les définitions de 8.2.4 rendent claire la notion
d'isomorphie de deux ind-objets (essentiellement petits), qui signifie
aussi 1'isomorphie des préfaisceaux qu'ils ind-représentent, On fera
attention que c'est une notion d'isomorphie trés faible, si on la
compare & la notion d'isomorphie dans des catégories de la forme
Hom(I,C). Ainsi, un grand nombre de relations assez naturelles qu'on
peut imposer 2 un indwobjet (tel que celle d'avoir ses composantes
dans une sous-catégorie strictement pleine donnée, ou celle d'@tre
strict (8.12 ci-dessous)) ne_sont pas stables par isomorphisme,

I1 faudra donc, si on tient & travailler avec des notions stables par
isomorphisme de ind~objets, '"saturer" les notions envisagées en passant
a2 la sous-catégorie strictement pleine de Ind(C) engendrée par la
sous~-catégorie de Ind(C) formée des objets satisfaisant & la condition
envisagée, Voir par exemple la notion de ind-objet essentiellement

constant, introduite plus bas (8.4).

Exercice 8.2,8, Soient U C V deux univers et C un U-catégorie qui appar-
tienne 2 V , On désigne par SysInd(C) la catégorie suivante :

a) Les objets de SysInd(C) sont les foncteurs ¢ : I —> C ol I est

une catégorie filtrante essentiellement U-petite appartenant a3 V .

b) Soient (I,p) et (J,U) deux objets de SysInd(C). Un morphisme de
SysInd(C) de (I,q) dams (J,¥) est un couple (m,u),ot m : I —> J est

un foncteur et ot u : ¢ —> Yy°m est un morphisme de foncteurs. La

composition des morphismes dans SysInd(C) se définit de maniére évidente.
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Notons S l'ensemble des morphismes (m,u):(I,p) —> (J,§) de
SysInd(C) tel que m soit cofiral et u un isomorphisme. Soit (I,@) un
objet de SysInd(C). La catégorie F1(I) des flaches de I s'envoie par
deux foncteurs naturcls dans I : la source et le but, De plus
ces deux foncteurs sont liés par le morphisme canonique de foncteurs
v : source — but, D'oi deux morphismes dans SysInd(C) de(F1(I),posource}
dans (I,0) : pl(I,w) = (source, id), pz(I,m)=(but,¢*v : posource ~> obut),
Notons p : SysInd(C) — Ind(C) le foncteur évident, Soit B une catégorie,

Montrer que le foncteur F —> Fop :
Hom(Ind(C),B) —> Hom(SysInd(C),B)

est pleinement fidele, et qu'un foncteur G : SysInd(C) —> B appartient
2 1'image essentielle si et seulement s'il possidde les deux propriétés
suivantes :

1) Pour tout s € S, F(s) est un isomorphisme de B .

2) Pour tout objet (I,p) de SysInd(C), F(p,(I,p)) = F(p,(I,9)).
® 1 2

8.3. Caractérisation des foncteurs ind-représentables

Proposition 8.3.1. Soit F un préfaisceau ind-représentable sur C. Alors

F est exact A gauche, i.e. (2.3.2) pour toute catégorie finie J et tout

o .
¢ soit

f : q i i.e. (;_,
oncteur ©® : J —> C tel que lim ¢p soit représentable (i.e. lim

représentable), 1'application canonique

F (11 ) ~—> 1lim Fo
Lim o Feo

est bijective.
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En effet, les préfaisceaux représentables étant évidemment
exacts 3 gauche, il résulte aussitdt de 2.8 qu'il en est de m8me de

toute limite inductive filtrante de tels foncteurs, cqfd.

8,3.2, F étant un préfalsceau sur C, nous aurons 2 travailler souvent

avec la catégorie
(8.3.2.1) C e ¢y ,

qui désigne la sous=-catégorie pleine du deuxime membre formée des flaches
X —> F de source dans C . Il résulte de 1.4 que les objets de cette
catégorie s'identifient aux couples (X,u), ol X est un objet de C et

u € F(X), Un morphisme de (X,u) dans (X',u') s'interprite alors comme

une flédche £: X —> X' dans C telle que 1'on ait F(£)(u') = u ., Le

foncteur "oubli du but" de E/F dans E induit un foncteur (qualifié de
canonique),

(8.3.2.2) C, ———C

/¥
déja considéré dans 3.4, olt on prouve que la limite inductive de ce
foncteur existe dans C (sans condition de petitesse sur C/F 1) et est
isomorphe canoniquement & F ,

8.3,2,3, Notons que si dens C les limites inductives finies sont
représentables, et si F est exact & gauche (i.e. les transforme en
limites projectives finies de (Ens)), alors il en est de m@me dans C/F s

et fortiori (2,7.1) C,, est filtrante, Si, plus généralement, dans C

/¥
les sommes de deux objets et les conoyaux de doubles flaches sont

représentables, et si F les transforme en produits resp. en noyaux,
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alors C/F est stable sous les memes types de limites inductives finies,
donc elle est filtrante si et seulement si elle est non vide, i.e. si et

seulement si le foncteur F n'est pas le foncteur constant de valeurs ¢ .

Théoreme 8.3.3. Soient C une U-catégorie, et F € ob ¢, F: ¢© —> (U-Ens)

un U-préfaisceau sur C . Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) F est ind-représentable (8.2.2).

(ii) La_cztégorie C/F (8.3.2) est filtrante et essentiellement

petite.

(iii) (Si_dans C les limites inductives finies sont représen-

tables.)Le foncteur F est exact 3 gauche, et ob C/F admet une petite

partie €ofinale (8.1.4).

(iii bis) (Si dans C les sommes de deux objets et les conoyaux

de doubles fléches sont représentables.) Le foncteur F transforme somme

de deux objets de C en produits, conoyaux de doubles fldches de C en

noyaux, la catégorie C est non vide i.e. le foncteur F n'est pas le

/F

foncteur constant de valeur @, enfin il existe une petite famille

d'objets de C/ telle que tout objet X de C/ soit majoré par un cbjet

F F

Xi s 1.e. admette un F-morphisme Xi —>X .

(iv) (Si_la catégorie C est équivalente 3 une petite catégorie.)

est filtrante,

La catégorie C/F

(v) (Si la catégorie C est équivalente 2 une petite catéporie,

et si les limites junductives filtrantes y sont représentables.) Le

foncteur F est exact A gauche,
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Démonstration. (i) ===>(ii) . Supposons F ind-représenté par (Xi)iEI ,

avec 1 petit, Prouvons que C/ est filtrante, Soient X,X' deux objets

F
de C/F s i.,e. des objets de € munis de morphismes X —> F, X' —> F,
prouvons qu'ils sont majorés par un troisigme objet de C/F . Or les
morphismes X —> F, X' —> F proviennent de morphismes X —> Xi .

X! —> Xi , et quitte 3 remplacer i,i' par un majorant commun dans
Ob I, on peut supposer i=i', et on prend comme majorant commun de X,X'
1'objet Xi muni du morphisme canonique Xi —> F ., Soit maintenant

f,g
X :E:SXJ Jl> F une double fléche dans C , prouvons qu'elle est

/F

égalisée par une flache X! —> X" de C/ . 0r h: X' —> F est donné

F
par un morphisme hi : X! —> Xi , et la condition hf=hg signifie qu'il
existe @ : i —> j dans 1 tel que Qp((}.)hif) = cp(a)(hig), i.e, quitte 2a
rempl acer hi par m(a)hi , on égalise f et g . Cela prouve que C/F est
filtrante. Il est alors immédiat qu'elle est essentiellement petite

puisque les objets (Xi —> F) forment une petite famille dans

i€ob I
0b C/F qui est cofinale.

(i1) =3(i). Posons I = C/F , et considérons le foncteur
canonique (8.3,2.1)

p:I= C/F —>F .

On sait que le préfaisceau représenté par cet ind-objet de C est F (3.4),
donc F est ind-représentable par définition (8.2,2),
(11) &> (iii), En effet, (ii) == (iii) car un foncteur

ind-représentable est exact i gauche (8.3.1), et (iii) == (ii) car on

a signalé (8,3,1), que F exact & gauche implique que C/ est filtrante,

F
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et on applique la définition 8.1.8 pour conclure que cette catégorie
est essentiellement petite,
(11) &=»(iii bis) se prouve de meme que (ii)&=p(iii).
Les équivalences (ii)<= (iv) et (iii)<::;>(v) sont triviales,

puisque pour C équivalente a une petite catégorie, C/F est évidemment

équivalente également 3 une petite catégorie et a fortiori elle est
automatiquement essentiellement petite dés qu'elle est filtrante, Cela

achéve la démonstration de 8,3,3,

Remarque 8,3.4. Soit F: C' —> C" un foncteur entre U-catégories, Il
apparalt que la notion d'exactitude a gauche (2.3.2) ne présente gudre
d'intér@t en pratique que si dans C' les limites projectives finies sont
représentables, Dans le cas ot C" = (U-Ens), et od C' est U-petit,
écrivant C' sous la forme C° (donc C = C'O), il convient de considérer
que la "bonne notion" qui remplace, dans le cas général, celle d'exactitude
3 gauche est celle de ind-représentabilité de F (considéré comme préfais-
ceau sur C° ;5 i.e, celle de pro-représentabilité de F, considéré comme
foncteur sur C' , cf, 8,10). Cette notion cofncide bien avec celle
d'exactitude 3 gauche lorsque dans C' les limites projectives finies

sont représentables i,e, dans C les limites inductives finies sont
représentables (8.3.3), Lorsque 1'on ne suppose plus C' U-petit ou tout
au moins équivalente A une catégorie U-petite, alors les deux notions
pour un foncteur F, d'exactitude 3 gauche et de pro-représentabilité,

ne coIncident plus nécessairement, m@me si dans C' les limites projec-

tives finies sont représentables (cf, 8.12,9). En fait, il semble que
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dans ce cas, les foncteurs exacts a gauche non ind-représentables doivent
etre considérés comme étant de nature pathologique, les "bons" objets
restant les foncteurs ind-représentables ; comparer 8.13.3 , Pour le
cas des foncteurs F : C' —> C", avec C' et C" & nouveau des U-catégories
quelconques, nous développerons plus bas (8.11,5), plus généralement,
une notion qui "améliore" celle d'exactitude & gauche, (savoir celle

d'un foncteur admettant un foncteur pro-adjoint),

8.4, Ind-objets constants,essenticllement constants

Choisissons une catégorie finale e, i.e, telle que Ob e et F1 ¢
soient réduits 2 un élément (par exemple, on peut prendre pour e la
sous-catégorie pleine de (Ens) formée par l'ensemble vide, si on veut
un choix canonique), Cl'est évidemment une catégorie filtrante et petite,

Si X est un objet de C, on lui associe le ind-objet constant indexé par e ,
de valeur X, soit ¢(X), Il est clair que pour X variable, on trouve ainsi

un foncteur pleinement fidzle
(8.4.1) c : C == Ind(C) ,

d'ailleurs injectif sur les objets, et par lequel nous identifierons C
a une sous-catégorie pleine de Ind(C), On notera que le foncteur composé

(8.4.2) € —Ss 1nd(C) —2—>

est le foncteur canonique h (8,2.1.1),
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8.4,3. Plus généralement, soit I une catégorie filtrante, Le foncteur
constant sur I de valeur sur un objet X de C est aussi appelé le

ind-objet constant de valeur X indexé par I . Il est clair, si I est

essentiellement petit, que cet ind~objet ind-représente le foncteur h(X)

représenté par X, donc cet ind~objet est isomorphe a c(X).

8.4.4. Un ind-objet X de C est dit essentiellement constant s'il est

isomorphe {dans une catégorie IndV(C,y'), pour V,V' convenables) & un
ind-objet de la forme c(X), XEob—C. L'objet X, qui est alors déterminé
a4 isomorphisme canonique prés, est appelé la valeur du ind-objet essen-~
tiellement constant envisagé, Donc par définition, le foncteur c¢ de
(8.4.1) induit une équivalence de C avec la sous-catégorie pleine de
Ind(C) formée des ind-objets qui sont essentiellement constants, cette
sous-catégorie étant 1'image essentielle du foncteur c ,

Evidemment un ind-objet constant est essentiellement constant,
1'inverse n'étant vrai que dans le seul cas, trivial, oli C est vide ou

une catégorie ponctuelle,

8.5, Limites inductives filtrantes dans Ind(C)

Proposition 8.5.1. Soit C une U-catégorie. Dans Ind(C), les petites

limites inductives filtrantes sont représentasbles, et le foncteur canonique

(8.2.4.8)

L : Ind(C) —> €

y_commute.
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Compte tenu du fait que L est pleinement fidele, les assertions

de la proposition équivalent 2 la suivante :

Corollaire 8.5.2, Toute petite limite inductive filtrante (dans €) de

préfaisceaux ind-représentables est ind~représentable,

Cela résulte facilement du crit2re 8,3.3 (ii). Le détail de

la vérification est laissée au lecteur,

8.5.3, Le cas '"tautologique" de limites inductives filtrantes dans Ind(C)

’

est celui ol on part d'un ind-objet essentiellement petit X = (Xi)iEI

de C , On 2 alors, dans ¢ donc aussi dans Ind(C) (cu dams C) :
(8.5.3.1) X = lim X,

On fera attention, en écrivant cette formule, qu'il ne s'agit pas d'une
limite inductive dans C, et que méme lorsque cette derniére existe, elle
n'est pas isomorphe dans Ind(C) a X : en effet, le foncteur canonique

(8.4.,1) ¢: C —> Ind(C) ne commute pas en général aux limites inductives

filtrantes, (Cf, 8,5.5 ci~dessous,)
Pour obvier a cette possibilité de confusion dans 1'écriture

de (8,5.3.1), "certains auteurs" ( = P, Deligne) préférent 1l'écrire
(8.5,3.,2) X = "lim" X,
= ¥> 1

le r8le des guillemets étant d'indiquer que la limite inductive est prise
dans une catégorie de Ind-objets Ind(C). Par extension, il y aurait lieu
alors de dénoter par "lim" toute opération de limite inductive dans Ind(C)
(sans que les composants du systéme inductif envisagé dans Ind(C) soient

nécessairement dans l'image, ou 1'image essentielle, de c: C —= Ind{C)).
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8.5.,4, Pour calculer la limite inductive ou projective d'un foncteur
(8.,5.4.1) ¢ : J—> Ind(C) ,

ot J est maintenant une catégorie quelconque, il est souvent commode

d'expliciter ¢ 2 1'aide d'un foncteur
(8.5.4.2) §: gt —>c¢ |,

ot I est une catégorie filtrante essentiellement petite, ou de préférence

petite, Un tel ¢ définit en effet un foncteur
j=—> (i +>3%(,i)) : J —> Hom(I,C) ,

d'od, en composant avec la flache canonique (8.,2.6.1) Hom(I,C) —> Ind{(C),

un foncteur
(8.5.4.3) jr— (i —> §(j,i)) : J —> Ind(C) .

On pourra dire que ¢ est une expression indicielle de ¢ , indexée par la

catégorie (filtrante) I , si le foncteur correspondant (8.5.4.3) est

isomorphe a ¢ . Nous étudierons plus bas (8,8) des conditions générales
d'existence d'une expression indicielle pour un foncteur ¢ donné, et
nous bornerons ici i partir d'un foncteur ¢ donné sous forme indicielle
(8.5.4.3), dans le cas ol J est une petite catégorie filtrante, pour

indiquer dans ce cas le calcul de "lim" ¢ = " %gj o(j) . La formule
]

(8.5.3.2), et la formule d'associativité des limites inductives (2.5.0)

donne alors immédiatement le "calcul tautologique" de "lim" ¢ :

(8.5.4.4) "lim" ¢ = "Lim" &
g IXT
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i.e.
0yson : PR = My:on 5
(8.5.4.5) 1;m (i —> 3(4,1)) §1T $(5,1) .

Ainsi, le systéme inductif cherché n'est autre que ¢ lui-~mBme (la catégorie

d'indices étant JXI, qui est bien filtrante puisque J et I le sont),

Exercice 8.5.5. Soit C une U-catégorie

a) Prouver que les conditions suivantes sont &quivalentes

(i) Dans C les petites limites inductives‘sont représentables,
et le foncteur c: C —> Ind(C) y commute.

(iii) Le foncteur ¢ est une équivalence de catégories.

(ii) Dans C les petites limites inductives sont représentables,
et pour tout X € Ob C, le foncteur Y +—> Hom(X,Y) commute aux dites
limites,

(iv) Les petites limites inductives filtrantes sont repré-
sentables dans C, et le foncteur lim ¢ : Ind C —> C (cf. 8.7.1.5)
est pleinement fidéle (ou encore, une équivalence),

b1 Si C est une catégorie finie, prouver que les conditions

précédentes équivalent a la suivante : pour tout projecteur damns C (10, 6),

1'image est représentable dans C ,

8.6, Extension d'un foncteur aux ind-objets

8.6.1. Soit

(8.6.1.1) f:Cc—>c'
un foncteur entre U-catégories, Pour tout ind-objet

o I —>C
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de C (I une catégorie filtrante), le foncteur composé fop est un ind-objet
de C', noté aussi Ind(£)(ew). En notations indicielles, si g est écrit

= ti
sous la forme X (Xi)iEI , on cbtient

(8.6.1.2) Ind(f)(Xi)iE = (f(Xi))ieI .

I
Soit X?(Yj)jEJ un deuxidme systéme inductif de C ., On trouve alors une

application évidente, également notée u —> Ind(f)(u)

(8,6,1,3) Hom(X,Y) = lim 1lim Hom(X,,Y. ) —>
- = <?T_ ~3—> i’3

Hom(Ind(£)(X), Ind(£)(Y)) = é%g_{%g)ﬂom(f(xi),f(Yj)) .

On constate immédiatement que ces applications sont compatibles avec la
composition des morphismes de ind-objets, en se référant a la formule
non écrite de composition des morphismes de ind~objets (8,2,5), On a

ainsi obtenu, pour tout univers V, un foncteur
(8.6.1.4) Ind(f) : Ind,(C,¥) —> Ind (C',U)
(notations de (8.2.4.,5)), et en particulier un foncteur
(8.6.1.5) Tnd(£f) : Ind(C} —— Ind(C') .
Si on a un deuxi&me foncteur

g: Cl—> "

on a évidemment une identité de foncteurs entre catégories Ind

(ou IndV , au choix) :

(8.6.1.6) Ind(gf) = Ind(g)eInd(f) ,
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et pour C! = C, on a la sempiternelle formule

(8.6.1.7) Ind(idc) = idInd(C) .

De fagon imagée, on peut donc dire que la catégorie Ind(C) dépend foncto-
riellement de C (de fagon covariante) (¥), Nous laissons au lecteur le
soin d'expliciter m&me une dépendance 2~fonctorielle, en définissant,

pour tout couple de U-~catégories C,C' , un foncteur canonique

(8.6.1.8) Ind(£) : Hom(C,C') —> Hom(Ind(C), Ind(C'))

3

et en précisant la nature fonctorielle des isomorphismes identiques

(8.6.1.6) et (8,6,1.7).

8.6.2. Reprenons le foncteur (8,6.1.1), et considérons le foncteur

correspondant (5,1)

(8.6.2.1) £, 1 C—> ',
et le diagramme de foncteurs
Ind(C) ind(£) Ind(C!)
L Loy
(8.6.2.2) ¢ ¢
. fl ~
C = c!

ol les flaches verticales désignent les foncteurs canoniques L de (8.2.4.8),
Comme le foncteur f! "prolonge £ " et commute aux limites inductives
(5.4.3), et que les foncteurs L, et L., commutent aux patites limites
inductives filtrantes (8.5.1), il résulte de (8,5,3.2) que pour tout

ind-objet (Xi)iEI de C, on a dans C' un isomorphisme canonique

(*) Pour une dépendanme contravariante, sous certaines conditions, cf, 8.11.
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f!(LC((Xi)iEI)) = lim f!LC(Xi) = 1?“ LC,f(Xi) = LC,(f(Xi)iEI)
i.e. un isomorphisme canonique
£, Lc(g) == LC,(Ind(f)(p) .

On laisse au lecteur le soin de vérifier que ce dernier est fonctoriel,

i.e, qu'il correspond 2 un isomorphisme canonique

(8.6.2.3) £,L, = LC,OInd(f) .

En d'autres termes, le carré (8.6,2.2) est commutatif 2 isomorphisme

canonique prés, Compte tenu du fait que f, commute aux petites limites

inductives, et de 8,5.1, on conclut de ceci

Proposition 8.6,3, Soit f: C —> C' un foncteur entre U~catégories. Alors

le foncteur
Ind(f) : Ind(C) —> Ind(C')

comnute aux limites inductives filtrantes. De plus, il rend commutatif

le diagramme suivant

c £ c!
‘c Ccr
Ind(f) ‘
Ind(C) I Ind{(C') ,

ob_les flaches verticales ¢, , c sont les foncteurs canoniques (8.4.1).

c

Cl
La derniérc assertion est trivizle sur les définitions, et a été
mis pour la commodité des références. Noter d'ailleurs que les propriétés

énoncées dans 8,6,3 caractérisent le foncteur Ind(f) 2 isomorphisme unique
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prés, comme &tant induit par le foncteur £, (8.6.2.1), comme il résulte

de 1la démonstration qu'on vient de donner de (8.6,2,3).

Proposition 8.6.4. Les notations sont celles de 8.6.3.

a) Pour que Ind(f) soit fid2le (resp. pleinement fidéle),

il faut et il suffit que £ le soit,

b) Pour que Ind(f) soit une équivalence de catégories, il

faut et il suffit que f soit pleinement fidéle, et que tout objet de C'

soit isomorphe 3 un facteur direct (10,6) d'un objet dans l'image de f ,

Démonstration, a) La nécessité résulte &videmment du fait que f est
induit par Ind(f), Pour la suffisance, il suffit d'utiliser la forme
(8.6.1.3) de Ind(f) sur des ensembles Hom(X,Y), en se rappelant que
les limites inductives filtrantes d'ensembles, et les limites projec-~
tives quelconques, transforment monomorphismes en monomorphismes, isomor-
phismes en isomorphismes.

b) On peut supposer déja g donc Ind(f) pleinement fidele,
Comme tout objet de Ind(C') est une petite limite induetive filtrante
d'objets de C', la pleine fidelité de Ind(f) implique que pour ce foncteur
soit essentiellement surjectif, il revient au m@me que tout objet X' de

C' soit dans l'image essentielle, Or si on a un isomorphisme
X' == "1ip"f(X.) s
- i

cet isomorphisme se factorise par un des f(Xi), ce qui montre que X' est
un facteur direct de £(X,), ce qui prouve la nécessité dans b), Pour la
L

suffisance, utilisant la pleine fidelité de Ind(f), elle résulte aussitdBt du

87



- 88 - I

Corollaire 8.6,5, Dans Ind(E) les images de projecteurs (10.6) sont

représentables, et le foncteur Ind(f) : Ind(C) —> Ind(C') commute &

la formation desdites images.

Cela résulte en effet du fait que dans Ind(C) les petites
limites inductives filtrantes sont représentables (8.5.1) et que Ind(f)
y commute (8,.6.3), compte tenu que 1'image d'un projecteur p: X —> X
s'interpr2te comme la limite inductive d'un systéme inductif filtrant

indexé par IN

P P
X—>X—=>X—> ,.,..

ou au choix, comme limite inductive du foncteur qu'on devine sur la
catégorie filtrante P ayant un seul objet, et une fl2che non identique

T telle que ﬂ2= ™.

8,7. Le foncteur 1im: : Ind(C) —> C , Caractérisations universelles de

la catégorie Ind(C).

8.7.1. Reprenons une U-catégorie C, et le foncteur canonique

(8.7.1.1) c: C —> 1nd(C) .

Soit X =(Xi) un objet de Ind(C)., Il résulte immédiatement de la défi-

i€l
nition des limites inductives représentables (2.1, 2.1.1) que lig Xi
i

est représentable dans C si et seulement si l'adjoint & gauche de ¢

est défini en X, et que dans le cas lim Xi (calculé dans C) n'est autre
i -
que la valeur en X dudit afjoint a gauche :

(8.7.1.2) Hom ( lim X, , Y)
C -'-{-—) 1

- -

HomInd(C)( (Xi)iEI , c(Y)) .
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Si on désigne par

(8.7.1.3) Ind(C)' < Ind(C)
la sous-catégorie pleine de Ind(C) formée des ind-objets de C qui admettent
une limite inductive dans C, il résulte de 1'observation précédente que

cette sous-catégorie est strictement pleine, et que 1'on a un foncteur

canonique

(6.7.1.4) Lip. ¢ Ind(C)! —>C ,

dont la valeur en chague objet (Xi)iQI de Ind(C)!' est sa limite inductive

dans C , Dans le cas particulier ou dans C les petites limites inductives

filtrantes sont représentables, on obtient donc un foncteur naturel

(8.7.1,5) lim., : Ind(C) —> C ,

8.7.1.6. Bien entendu, on peut définir les foncteurs précédents égale~
ment sur des catégories du type IndV(C,E)' s IndV(C,g), mais,compte tenu
de (8.,2,4,6), ils sont déja déterminés (2 isomorphisme unique prés) par

la connaissance des foncteurs précédents, correspondants au cas V =U ,

8,7.1.7. De la construction précédente de lis comme un foncteur adjoint

C

a gauche, il résulte immédiatement que ce foncteur commute aux limites

industives quelconques, et en particulier aux petites limites inductives

filtrantes (ces dernidres étant représentables dans Ind(C) (8,5.1)).
Notons aussi que Ind(C)' contient toujours 1'image essentielle de ¢
(formée des ind-objets essentiellement constants), et que l'on a un

isomorphisme canonique fonctoriel en X € ob Ind(C)! :
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(8,7.1.8) EH;,‘ c X) =x ,

i,e.,, dans le cas favorable ot C est stable par petites limites inductives,

on a un isomorphisme canonique

(8,7.1.9) ﬂc“c = idC .

8.7.2., Considérons maintenant un foncteur

(8.7.2.1) f:C~——>E |,
ot E est une U-catégorie ol les petites limites inductives sont repré-

sentables, de sorte qu'on a un foncteur
ligE : Ind(E) —> E .
Comme on a défini é&galement (8,6)
Ind(£) : Ind(C) —> Ind(E) ,
on peut considérer le composé
(8.7.2.2) f = ligeeInd(f) : Ind(C) —>E

qu'on appelle parfois le prolongement canonique de f aux ind-objets (mais

qu'on se gardera de confondre avec Ind(f) !), Comme composé de deux
foncteurs commutant aux petites limites inductives filtrantes (8.6.3,
8.7.1.7), ce foncteur lui-m@me commute aux petites limites inductives
filtrantes. De plus, il résulte de 1'isomorphisme (8.7,1.9) appliqué

a E, et de (8.6,2.3), que f prolonge f 2 isomorphisme prés, i.e. qu'on

a un isomorphisme canonique

(8,7.2.3) foco, =¢ .
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Il est assez clair d'ailleurs, compte tenu du fait que tout objet de
Ind(C) est petite limite inductive filtrante d'objets de C, que les
deux propriétés précédentes caractérisent encore ?, 2 isomorphisme
unique pr2s, On peut préciser ce point pour obtenir en méme temps une
caractérisation universelle, & équivalence prés, de Ind(C) parmi les
U-catégories E odt les petites limites inductives filtrantes sont repré-

sentables, Si E et F sont deux telles U-~catégories, désignons par

(8,7.2.4) Bom(E,F)' < Hom(E,F)
la sous-catégorie pleine de Hom(E,F) formée des foncteurs qui commutent

aux petites limites inductives filtrantes. On a alors :

Proposition 8.7.3, Soit C une U-catéporie, et utilisons la notation

ci-dessus (8.7.2,4). Alors le foncteur canonique

cc ¢ —> 1nd(C)

est 2-universel parmi les foncteurs de source C et de but une U-catéporie

3 petites limites inductives filtrantes représentables., En d'autres

termes, Ind(C) est une telle catégorie (8.2.5, 8.5.1), et si E est une

telle catégorie, le foncteur

(8.7.3.1) g > goc, : Hom(Ind(C),E)* —> Hom(C,E)

C

"est une &quivalence de catégories,

Pour prouver ce dernier point, il suffit de vérifier que
1'application f > f définie par (8,7.2,2) peut se préciser par un

foucteur
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(8.7.3.2) fr—>f = lim +Ind(£) : Hom(C,E) —> Hom(Ind(©),E)* ,
_.’ — e ——

et que ce dernier est ausi-inverse de (8,7.3.1). Le détail de la vérifi-
cation, essentiellement triviale, est laissé au lecteur, On peut aussi
invoquer 7.8 pour conclure d'abord que (8.7.3.1) est pleinement fidile,

et (8.7.2.3) pour conclure qu'il est essentiellement surjectif.

8.7.4, Reprenons un foncteur entre U~catégories

(8.7.4.1) f:C—~>E .
ot E est une U-catégorie ol les petites limites inductives filtrantes

sont représentables, d'oll un foncteur

(8.7.4.2) f i (X.),, v+ 1lim £(X.) : Ind(C) —>E ,
i"i€l i i

Nous nous proposons d'étudier des conditions sur f qui assurent que k3
est pleinement fidéle, resp. une équivalence de catégories, Comme f est

isomorphe au composé foc et que c, : C —> Ind(C) est pleinement
A%

Cc?

fidéle, on voit que pour que f soit pleinement fidele, il faut que f

le soit, Quitte 3 remplacer C par son image essentielle dans E, on voit
donc qu'on ne perd pas en généralité, essentiellement, en supposant

que f est le foncteur d'inclusion d'une sous-catégorie C de E, ce

que nous supposerons par la suite, pour simplifier les notations,

Proposition 8.7.5, Les notations sont celles de 8.7.4,

a) Pour que le foncteur T soit pleinement fidéle, il faut et

il suffit que l'on ait :

(i) Tout objet X de C satisfait & la condition suivante :

(PF) Pour tout petit systéme inductif filtrant (Yi)iél dans ¢,
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de limite inductive lim Y, dans E, 1'application canonique

1
(8.7.5.1) 1im Hom(X,Y,) —> Hom(X, lim Y )
—i'El> . g

est bijective.

b) Pour que le foncteur T soit une équivalente de catégories,

il faut et il suffit que C satisfasse la condition (i), et les deux

conditions suivantes

(ii) C est une sous~catégoriec de E génératrice par épimor-

phismes stricts (7.1).

(iii) Pour tout objet X de E, la sous-catégorie pleine /x de

E/X , formée des objets X' au-dessus de X de source dans Ob C, est

filtrante et essentiellement petite.

La condition (iii)est vérifide en particulier si C est équi-

valente 3 une petite catégorie, et si les limites inductives finies dans

C sont représentables et le foncteur d'inclusion f: C —> E y commute

(i.e. pour tcute catégorie finie J et tout fometeur ¢ : J —> C la limite

inductive de fup est représentable et est isomorphe dans E & un objet de o).

Démonstration, a) Avec les notations de la condition (i), si Y désigne
le ind~objet (Yi)’ X le ind-objet constant défini par X, alors (8.7.5.1)
n'est autre que 1'application canonique

Hom(X,Y) —> Hem(£(X),E(Y)) s

donc si f est pleinement fidéle cette application est bien bijective.

Réciproquement, si X = (Xj)jEJ

quelconques de E, alors l'application u : Hom(X,Y) —> Hom (E(X), £(¥))

et Y = (Yi)iEI sont deux ind-objets
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est la limite projective sur j des applications
uy Hom(§j,z) g Hom(?(gj),l), ot Kj est le ind-objet constant de
valeur X, ; donc u est bijective si les uj le sont, et (i) implique
donc que f est pleinement fidele,

b) Supposons (i), (ii), (iii) vérifiées, et prouvons que f
est une équivalence. Il reste & prouver qu'il est essentiellement

surjectif, donc que tout X € ob E est dans l'image essentielle, Or

1'hypothése (ii) signifie que 1im 2 —> X est un isomorphisme, et

€/x
(1ii) que la catégorie C/X est filtrante et essentiellement petite,
donc X est l'image du ind-objet de E défini par le foncteur naturel
C/X ~—> E ., Inversement, supposons que T est une équivalence, donc
en vertu de a), il reste a vérifier (ii) et (iii). On peut supposer que
E = Ind(C), C étant identifiée & la sous-catégorie c(C) de E , Mais
on sait (8.3,3 (ii)) que pour tout X € Ind(C), identifié si on le

désire au foncteur F sur ¢° qu'il ind-représente, C/ = C, est une

X /F
catégorie filtrante essentiellement petite (ce qui prouve (iii)) et

que la limite inductive dans C du foncteur C/ —~—> C est F ., A fortiori,

F
il en est ainsi dans la sous-catfgorie pleine E de ¢ , puisque F=X est
dans E, ce qui prouve (ii)., Reste & prouver la dernidre assertion de b},
Or 1'hypothése faite sur C implique évidemment que dans la catégorie C/X s

les limites inductives finies sont représentables, a fortiori la catégorie

C/X est filtrante,
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Remarque 8,7,5.2, Le raisonnement qu'on vient de faire montre plus
généralement que lorsque la condition (i) est vérifide, alors 1'image
essentielle du foncteur pleinement fidéle f (8.7.4.2) est formée des

X € ob E tels que la catégorie C/X soit filtrante et essentiellement petite
(condition automatiquement satisfaite si C satisfait les conditions énoncées
a la fin de b)), et que la limite inductive du foncteur canonique

~ :
Crx —> E soit X .,

Corollaire 8.7.6. Soit EPF la sous-catégorie pleine de E formée des

objets satisfaisant la condition (PF) de 8,7.5 a), Alors pour tout

foncteur J —> E J une catégorie finie, qui admet une limite induc=-

PF °’

tive X dans E, on a X € ob EP . Le foncteur canonique

F

(x,)
1

. Vs . . .
ieI-—4> l%gE Xi déduit de 1'inclusjon g : EPFC—4> E

(8.7.6.1) g @ Ind(EPF) —> E

est pleinement fiddle, et si dans E les limites inductives finies sont

rerpésentables et si E_ _ est équivalente & une petite catégorie, alors

PF

1'inmage essentielle du foncteur f est formée des objets X de E tels

que le morphisme canonique 1iim

(EPF);X

on suppose de plus que la sous-catégorie E

Y —=> X soit un isomorphisme. Si

F de E est génératrice par

P

épimorphismes stricts (7,1), alors le foncteur (8.7.6.1) est une

équivalence de catégories,

Tous les faits sont évidents, dans l'ordre ol ils sont donnés,

compte tenu de 8,7,5, en utilisant 2,8 pour la premiére assertion.
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Corollaire 8.7,.7. Supposons que dans E les limites inductives finies

soient représentables, Soit C une sous-catégorie pleine de E, équivalente

2 une petite catégorie, et considérons le foncteur (Xi)iEI — linlEXi
(8.7.7.1) f: Ind(c) —E .

Soit EPF comme dans 8,7.6, Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) Le foncteur f : Ind(C) —> E est une équivalence,

(ii) La catégorie C dans E est génératrice par épimorphismes

stricts, contenue dans EPV , et tout objet de EPF est isomorphe dans E

(ou dans Epp » cela revient au meme (8.7.6)) 3 un facteur direct d'un

objet de C ,

Lorsque la sous-catégorie C de E est stable par facteurs

directs (10, 6), les conditions précédentes équivalent encore aux

suivantes :

(ii bis) C = Epp » £t C est génératrice dans E per épimor-

phisme stricts.

(iii) Lasous-catégorie C de E est génératrice par épimor-

phismes stricts, contenuc dans E et les limites inductives finies

PF °

y sont représentables.

Lorsque de plus dans E les limites inductives finies sont

représentables, ces conditions équivalent aussi a

(iii bis) Lg sous-catégorie C de E est péunératrice par épi-

morphismes stricts, contenue dans EP , et atable dans E par limites

F

inductives finies (ou ce qui revient au m@me, par sommes finies, et

par conoyaux de doubles fléches).
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On sait déja (8,7.5) que la condition (i) implique que
c C:EPF > et que C est génératrice par éplmorphismes stricts ; prouvons
aussi qu'alors tout objet X de EPF est isomorphe & un facteur direct
d'un objet de C , En effet on sait que X est une limite inductive
filtrante 133>Xi dans E d'objets de C, et par définition de E

i
voit que pour i convenable 1'homomorphisme canonique Xi~—ﬁ> X admet

pp * OO0
un inverse & gauche, de sorte que X est bien facteur direct de 1l'objet
X, de C . Cela prouve que (i) :::>(ii) (sans hypothgse sur C ni E,
d'ailleurs). Prouvons (ii) :::>(i). Comme C est équivalente 2 une

petite catégorie et tout objet de E__ est facteur direct d'un objet

PF

de C, on voit que E est également équivalente & une petite catégorie,

PF

donc en vertu de 8,7,6 le foncteur (8,7.6.1) est une équivalence de

catégories, et on conclut grace a 8.6.4 b) appliqué & 1'inclusion EC> Eop
Lorsque tout facteur direct dans E d'un objet de C est dans C,

il est clair que (ii)<==>(ii bis). D'autre part (ii bis) implique (iii)

resp, (iii bis) em vertu de £,7,6. Enfin, (iii) (et a fortiori (iii bis))

implique (i) en vertu de 8.7.5, Cela achéve la démonstration,

Exercice 8.7.8, (Enveloppes de Karoubi). Soient C une U-catégorie,

E = Ind(C), et E . D C la sous-catégorie pleine de E définie dans 8.7.6.

PF

a) Prouver que dans E ¥ les images de projecteurs sont repré-

P

sentables, et que tout objet de E est facteur direct d'un objet de C .

PF

b) Appelons karoubienne une catégorie F dans laquelle les

images de projecteurs sont représentables. Soit alors

p: C—>K
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un foncteur pleinement fidéle, tel que K soit karoubiemne et que tout
objet de K soit facteur direct d'un objet de l'image de C ., Prouver que
¢ est 2-universel parmi les foncteurs de C & valeurs dans des catégories
karoubiennes, de fagon précise : pour toute catégorie karoubienne F,

le foncteur
g F—> gey : Hom(K,F) ~—> Hom(K,F)

est une équivalence de catégories., (On utilisera le fait que tout foncteur
commute aux images de projecteurs,) La catégorie K munie de ¢, déterminée

a4 équivalence pr2s (elle-méme déterminée 2 isomorphisme unique prés)

par les propriétés précédentes, s'appelle 1'enveloppe de Karoubi TdecC .

(Comparer aussi IV 7.5,)

¢) Déduire de a) et b) que Ind(C)PF , munie du foncteur
C —> Ind(C)PF induit par c: C —> Ind(C), fait de Ind(C)PF une
enveloppe de Karoubi de C .

d) Montrer que tout foncteur f: C —> C' se prolonge de fagon
essentiellement unique en un foncteur ?: C—>C' des enveloppes de
Karoubi, et que si on prend ces enveloppes de Karoubi comme dans c),

T est le foncteur induit par Ind(f) : Ind(C) —> Ind(C'). Montrer que
les conditions de 8.5.4 b) équivalent encore 2 la suivante : T est une

équivalence de catégories,

Exercice 8.7.9. Soit E une U-catégorie.
a) Montrer que les conditions sont équivalentes
(i) E est équivalente & une catégorie de la forme Ind(C),

avec C une U-catégorie,
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(i bis) Comme (i), avec de plus C karoubienmne (8,7,8 b)),

(ii) La sous-catégorie E, . de E (8.7.6) est génératrice
par épimorphismes stricts, et pour tout objet X de E, (EPF)/X est une
catégorie filtrante essentiellement petite,

Montrer que si C est une U-catégorie karoubienne telle que E
soit équivalente 2 Ind{(C), alors C est équivalente 2 EPF (par une équi-
valence déterminée 3 isomorphisme unique pres). Btablir une 2-équivalence
entre la 2-catégorie formée des catégories E satisfaisant aux conditions

précédentes et les foncteurs entre icelles commutant aux petites limites

inductives filtrantes, et la 2~catégorie formée des U-catégories karou=

biennes et les foncteurs quelconques entre icelles,
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) E est équivalente 2 une catégorie de la forme Ind(C),
oli C est une U-catégorie ol les limites inductives finies sont repré-
sentables.
(i bis) Comme (i), mais avec de plus C karoubienne.
(i1) Les limites inductives finies dans E sont repré-

sentables, la sous-catégorie E__ de E est génératrice par épimorphismes

PF

stricts, et pour tout objet X de E, il existe une petite partie I de

Ob EPF /X telle que tout objet de E soit majoré par un objet de I .,

PF /X
(Utiliser 8,9.,5 b,)
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8.8. Représentation indicielle d'un foncteur J —> Ind(C)

8.8.1. Soit
¢ : J —> Ind(C) i.e. ¢fOb Hom(J,Ind(C))
un foncteur, C étant une U~-catégorie. Rappelons (8.5.4) qu'une repré-

sentation indicielle de o est par définition un ind-objet de Hom(J,C)

¥ : I —> Hom(J,C) ,
I catégorie filtrante essentiellement petite, dont la limite inductive
dans Hom(J,Ind(C)) soit isomorphe A @ par un isomorphisme donné, Donc
¢ admet une représentation indicielle si et seulement si il est isomorphe
2 une limite inductive filtrante essentiellement petite dans Hom(J,Ind(C))
d'objets de la sous-catégorie pleine Hom(J,C). Nous dirons que la caté-

gorie J est admissible pour C si tout foncteur ¢ : J —> Ind{(C) admet

une représentation indicielle,

Comme dans Ind(C) les petites limites inductives filtrantes
sont représentables (8,5.1), il en est de méme dans Hom(J,Ind(C)), et
elles se calculent "argument par argument', Par suite, le foncteur

dtinclusion

(8.8.1,1) Hom(J,C) “—> Hom(J,Ind(C))
se prolonge canoniquement en un foncteur

(8.8.1.2) Ind(Hom(J,C)) —> Hom(J,Ind(C))

(8.7.2). Les éléments de 1l'image essentielle de ce foncteur sont alors
précisément les ¢ admettant une représentation indicielle ; donc dire
que J est admissible pour C signifie aussi que le foncteur (8.8.1.2)

est essentiellement surjectif. Signalons a ce propos :
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Proposition 8.8.2. Si la catépgorie J est équivalente 3 une catégorie

finie, le foncteur canonique (8,8.1,2) est pleinement fiddle ; donc J

est admissible pour C si et seulement si c'est une équivalence de

catépories.

En vertu de 8.7,5 a) tout revient A prouver que pour tout
petit systdme inductif filtrant (q;i)ieI dans Hom(J,C) et tout objet ©

de Hom(C,J), 1'application canonique

(8.8.2.1) lim Hom(tp,p; ) — Hom(ep, E%E;qﬁ)

est bijective, ol l%g)wi désigne la limite inductive prise dans
Hom(J,Ind(C)). Or, si ¢,§ sont deux foncteurs J —> C, on a un diagramme
exact d'ensembles, fonctoriel en ¢ et | :
Hom{ep, §) —> l j Hom(ep(X), $(X)) ::j;j.h~T— Hom(ep(X),¥(¥)).
Xeob J ferl J
f:1X = Y
Corme les limites inductives filtrantes commutent aux noyaux de doubles
flzches et aux produits finis, la bijectivité de (8,8.2.1) s'ensuit
quand J est finie. Le cas ol J est équivalente 2 une catégorie finie

se raméne aussitdt au cas précédent,

Proposition 8.8.3. Soit & : J —> Ind(C) un foncteur, avec J équivalente

a_une petite catéporie, Pour que ¢ admette une représentation indicielle,

il suffit qu'il satisfasse aux deux conditions suivantes, et cela est

également nécessaire lorsque J est équivalente & une catégorie finie :

a) La catégorie Hom(J,C)/tp (formée des flaches de Hom{(J,Ind(C))

de but ¢ et de source dans Hom(J,C)) est filtrante,
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b) Pour tout objet j de J, le foncteur
(8.3.3.1) Y $(3) : EQE(J,C)/w —> C/w(j>

est cofinal, i.e. satisfaisant sux conditions F 1), F 2) de 8,1.3.

Démonstration, Supposons a) et b) vérifiées, prouvons que ¢ admet une

représentation indicielle. On peut supposer évidemment J petite. Soit
(2.8,3.2) I = Hom(J,C)/ s
- ®

qui est une catégorie filtrante par hypothése, et supposons d'abord I
essentiellement petite, de sorte que "1'inclusion" de I dans Hom(J,C)
définit un ind-objet de Hom(J,C), ib—> wi . De plus, on a un homomor-
phisme canonique
(8.8.3.3) 1im v, >
donné argument par argument par 1'homomorphisme
. : Y w1 X
I;m ¥, (3) —> o(3) élm)
I(§)
déduit du foncteur (8.8,3.1). Comme de dernier est cofinal, on en conclut
que (8.8.3.3) est un isomorphisme, d'od la conclusion, Dans le cas ob
on ne suppose pas I essentiellement petite, il suffit de construire une
sous-catégorie pleine essentiellement petite I', telle que (8.8.3.3)
reste un isomorphisme en prenant lim au lieu de lim_, Pour ceci, il

I' I
suffit que les foncteurs composés

1]
' —> 11— C/$(j)
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induits par les foncteurs (8.8,3.1) soient tous cofinsux. On conclut
alors par le lemme suivant, dont la démonstration est immédiate grice

au critére (8.1.3 b)), et est laissée au lecteur ;

Lemme 8.8.3.4, Soient I une U~catégorie filtrante, et

f, : 1 —>1, (jey)
J ]

une petite famille de foncteur cofinaux de I dans des catégories filtran-

tes essentiellement petites. Alors il existe une sous-catégorie pleine I'

de I qui est filtrante et essentiellement petite, et telle que les

foncteurs induits par les f, soient cofinaux.

3

Prouvons enfin la nécessité dans 8.8.3 lorsqu'on suppose J
équivalente 3 une catégorie finie. Une représentation indicielle de ¢
3 1'aide d'une catégorie d'indices filtrante essentiellement petite I

définit un foncteur y§

]
(8.8,3.5) I —— M(J’C)/cp
\\ I
N t
S8, !
Yoo
> '

h C
D % /g(h)

et il suffit de prouver que | et chacun des foncteurs Wj qui s'en déduit
sont cofinaux : en vertu de 8,1.3 b) il s'ensuivra bien que ﬂgg(J,C)/cp

est filtrante, et par définition 8.1.1 que la flache verticale de (8,8.3.5)
est également cofinale. En vertu de 8.8.2 on peut identifier ¢ & un objet

de Ind(E), od E = Hom(J,C), et le fait que le foncteur
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déduit du ind-objet ¢ de E indexé par I, est cofinal est un fait général,
qui se vérifie immédiatement 3 1'aide des criteres F 1) et F 2) de 8,1.3.
La méme raison (ot E,p sont remplacés par C, (j)) montre que wj est

cofinal, ce qui ach2ve la démonstration,

Remarques 8.8.4. a) Dans le cas ot J est équivalente 2 une catégorie
finie, si ¢ admet une représentation indicielle, on a vu que (8.8,3.5)
est un foncteur cofinal, ce qui impligue que la catégorie I;I_O_E(J,C)/cp
est elle-mme essentiellement petite.

b) Supposons que dans C les limites inductives finies
soient représentables, Alors il en est de m8me dans E = ggg(J,C), et
celles-cl se calculent argument par argument, et ce sont également des
limites inductives dans Hom(J,C) et a fortiori dams Hom(J,Ind(C)).

Il s'ensuit aussit8t que la condition a) de 8.8,3 est alors automati-~
quement satisfaite, et tout revient & regarder la condition b). J'ignore
si elle est automatiquement satisfaite lorsque de plus J est supposée
petite,

Nous en arrivons au résultat principal du présent numéro :

Proposition 8.8.5., Soit J une catégorie équivalente 3 une catégorie

finie, et supposons de plus J rigide i.e. que pour tout j € Ob J ,

tout endomorphisme de j soit 1'identité, Alors J est admissible pour C

(quelle que soit la U-catégorie C), i,e. tout foncteur J —> Ind(C)

admet une représentation indicielle.
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Quitte 2 remplacer J par une catégorie équivalente, nous

pouvons supposer que J est réduite i.e. que deux objets isomorphes de J
sont identiques. Alors J est m@me finie. Nous procédons par récurrence sur
card Ob J, le cas ol ce nombre est = O étant trivial ; nous le supposerons
donc 2 1 , Soit j° un objet maximal de J, i,e, tel que pour toute flache
jO —> j, il existe une fléche j —> jo ; compte tenu du fait que J est
rigide, cela implique que jo —> j est un isomorphisme, et comme J est
réduite, cela implique jO = j . Soit done J' la sous-catégorie pleine

déduite de J en lui enlevant l'objet J, s et J" la sous~catégorie pleine

réduite 2 1'objet jo . La proposition résulte alors du

Lemme 8,8,5.1. Soient J une catégorie finie, J' et J" deux sous-catépories

pleine telles que Ob J = 0b J' U Ob J" , et que pour tout j'€ Ob J' et
s q et

J" € 0b J", on ait Hom(3j",j') =@ . Si J' et J" sont admissibles pour C ,

il en est de méme de J ,

Tout revient & prouver les critéres a) et b) de 8.8.3, ce qui
revient 3 faire six vérifications élémentaires, savoir les deux dernieéres
conditions des catégories filtrantes pour E_qg(J,C)/cp , et les conditions
F 1) et F 2) pour les foncteurs (8,8.3.1), dans le cas j € Ob J' et
j € Ob J" successivement ; ces dernidres conditions impliquant d'ailleurs
que ggg(J,C)/tp est non vide, La vérification assez fastidieuse n'offre
pas de difficulté, et est laissée au lecteur., {Le rédacteur z vainement
cherché une démonstration élégante qui court-circuiterait ces déplai-

santes vérifications,)
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Exercice 8.8.6. a) Soient J,J' deux catégories admissibles pour C, 1'une
d'elles étant finie, Prouver que JXJ' est admissible pour C . (Utiliser
8.8.2,)

b) Prouver qu'une petite catégorie discrite est admis-
sible pour toute catégorie C .

¢) Soit J une catégorie satisfaisant les conditions
suivantes : (i) J est rigide, (ii) Ob J est dénombrable, (iii) Pour
deux objets quelconques j,j' de J, Hom(j,j') est fini, (iv) Pour tout
objet j de J, 1l'ensemble des objets de J qui sont majorés par j i.e.
qui sont source d'une Flache de but j, est fini, Montrer que J est
admissible pour toute U-catégorie C ., (Montrer d'abord qu'on peut
écrire J comme réunion filtrante de sous-catégories pleines finies Jn s
telles que tout objet de J majoré par un objet de Jn soit dans Jn .

Vérifier ensuite les critéres a), b) de 8,.8.3,)

Exercice 8.8,7. Nous identifions dans les notations un ensemble ordonné
et la catégorie qu'il définit,

a) Soit C un ensemble ordonné. SoitC 1'ensemble des parties
A de C qui sont filtrantes et telles que x € A et y < x implique y € A ,
Soit L, : C— C” 1'application qui associe 3 tout x € C 1'ensemble
Lo(x) des y € A tels que y < x . Montrer que L est une application
injective et que l'ordre de C est induit par celui de C™, Pour tout
A € C7, considérons ll'inclusion £f(A) : A —> C, c'est un ind-objet
de C ; pour tout ind-objet ¢ : I —> C de C, soit g(p) € C~ la partie

de C formée des éléments de C majorés par un élément de la forme ().
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Montrer qu'on obtient ainsi deux équivalences quasi-inverses 1'une
de 1l'autre
f,g
Ind(C) <—> ¢~
transformant le foncteur L0 en le foncteur canonique L: C -=> Ind(C).
b) Supposons que pour tout x € C, l'ensemble des &léments
majorant (resp. minorant) x est fini, Montrer que tout ind-objet
(resp. pro-objet) de C est essentiellement constant, et m@me que pour
tout tel ¢ : T —=> C (resp. @ : I° —= ) il existe un i €o0b1I

; soit constant (i.e. transforme
o

tel que le foncteur induit sur I/
toute fléche en un isomorphisme).

c) Prenons C C N XN formé des couples d'entiers naturels (j,i)
tels que i2j ., Montrer que N™ est isomorphe 2 1l'ensemble ordonné déduit
de N (identifié 3 un sous-ensemble ordonné de N~ comme dans a)) en

lui ajoutant un plus grand élément e« , Moptrer que C™ est isomorphe

A NOXN™. Considérons le foncteur
PN —>c~ , o) = (5, .

Montrer que : 1) la limite projective de ¢ n'est pas représentable dans
C™ , bien que les limites projectives filtrantes dans C soient repré-
sentables (et solent essentiellement constantes, en vertu de b)),

2) Pour tout fomcteur | W —> C, on a Hom{§,p) = @ , et a fortiori

le foncteur ¢ n'admet pas de représentation sous forme indicielle.
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Exercice 8.8.8, Soient X = NUN 1'ensemble somme de deux copies de N ,

s la symétrie de X, et pour tout i EN , soit Xi la partie Ai+lllAi de N
(ot by désigne la partie de IN formée des j tels que j<i), Soit C la
sous-catégorie de la catégorie des sous-ensembles de X, dont les objets
sont les Xi , et les flaches les applications entre des Xi qui sont
induites par l'identité de X ou par sa symétrie s, et €~ la catégorie
définie de fagon analogue, mais od on admet de plus l'objet X .

a) Montrer que Ind(C) est équivalente & C~ , le foncteur canonique

C —> Ind(C) correspondant & 1'inclusion C —> C~, Montrer qu'il
n'existe pas de couple (Y,f) d'un objet Y de C et d'un endomorphisme

f de Y, et de morphisme d'objets & endomorphisme de Ind(C) de (Y,f)

dans (X,s).

b) En conclure que si J est la catégorie ayant un seul objet, et en
plus de la flache identique une seule flache d'ordre 2, alors le foncteur

J —> Ind(C) défini par (X,s) n'admet pas de représentation indicielle.

8,9. Propriétés d'exactitude de Ind(C)

Proposition 8.9.1. Soit C uns U~catégorie.

a) Les foncteurs canoniquesL (8.2.4,8) et c (8.4.1)

¢ S~ Ind(c) 2—> ¢

commutent aux limites projectives.,

b) Supposons que dans C les limites inductives finies soient

représentables, et que C soit équivalente 3 une petite catégorie. Alors

dans Ind(C) les petites limites projectives sont représentables,
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c¢) 81 dans C les petites limites projectives (resp. les

limites projectives finies) sont représentables, alors il en est de

meme dans Ind(C)., Soit J une catéporie qui est finie et rigide, ou

discréte ; si les limites projectives de type J sont représentables

dans C, ce m@me type de limites projectives est représentables dans Ind(C),

d) Les petites limites inductives filtrantes dans Ind(C)

(elles sont représentables en vertu de 8.5.1) sont exacts 3 gauche,

i.e commutent aux limites projectives finies.

Démonstration, a) Le fait que L commute aux limites projectives résulte
du fait qu'il est pleinement fidele et du calcul des limites projectives
dans € "argument par argument", qui implique que pour vérifier qu'un
systéme projectif de morphismes F —> Fi (i€I) dans € fait de F une
limite projective des Fi , il suffit de vérifier que 1'assertion ana-
logue est vraie pour les systéme projectifs d'applications ensemblistes
Hom(X,F) —> Hom(X,Fi), pour tout X€0b C , Or C & Ind(C).

Le fait que c commute aux limites projectives résulte formelle~
ment du fait que L y commute, ainsi que le composé Lec : C —> ¢ .

b) Compte tenu de a), l'assertion revient & dire que toute
limite projective de préfaisceaux ind-représentables est ind-représen-
table, ce qui résulte aussit8t du critére 8.3.3 (v), compte tenu qu'une
limite projective de foncteurs exacts 2 gauche est exact 3 gauche

(ce qui résulte du fait que "les limites projectives commutent aux

limites projectives"(2,5,0)).
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¢) Résulte formellement de la propriété analogue de C (3.3),
et du fait que L est conservatif (étant pleinement fidele) et commute aux
limites du type envisagé ( a) et 8.5.1),

d) Il est bien connu (cf, 2.3) que la représentabilité des
limites projectives finies équivaut 3 celle des limites projectives

des types

vide , . . , \N l/

(correspondants 4 des ensembles ordonnés finis particuliers), et celle
des petites limites projectives revient & celle des produits et des
limites projectives finies. Donc la deuxilme assertion faite dans c)
implique la premiére.

Supposons_d'abord I fini. Utilisant lc résultat 8.8,5 sur la

représentabilité des foncteur ¢ : J ~—> Ind(C) sous forme indicielle (8,5.4)

(8.2.1.1) $ : IXI~——>C |,
l'existence des lim ¢ est donc un cas particulier du résultat plus

précis et plus général :

Corollaire 8.2,2, Considérons un foncteur ¢ : J —> Ind(C) donné sous

forme indicielle ¢ (8.9.1.1),J Stant une catégorie finie, Si pour tout

i € 0b I, le foncteur partiel j —> 3(j,i) a une limite projective

(resp. inductive) représentable dans C, alors ¢ a une limite projective

(resp. inductive)représentable dans Ind(C), et on a un isomorphisme

canonique
(8.9.2,1 { TP Tl P
) lim o Lin 1§m 8(3,1)

110



- 111 ~ I

(resp.
(8.9.2,2) lim ¢ Cf"lim" l%m 8(3,1) ) s
]
ot 1; (resp. lim) est calculé dans C.
J

Pour la premidre formule, on utilise simplement que dans Ind(C)

les limites inductives filtrantes commutent 2 %im s, et que c commute

J
a lim (8.9.1 d) et a)) :
lim ¢ = 1j:m "1im" 8(j,1) <= "1im"1§m1“d(0)§(j,i) = "lim"lz:mcf@(j,i).

La seconde se prouve de mfme, en utilisant la commutation des limites
inductives de type I aux limites inductives de type J (2,5.0) et le
fait que ¢ commute aux limites inductives de type J, prouvé dans 8.9.4
a) ciwdessous.
Cas J discret. Ce cas est contenu dans 1'assertion plus précise

suivante :

Corollaire 8,9,3. Soient Ia des catépories filtrantes essentiellement

petites indexées par un petit ensemble A, et pour tout Q€A, soit

x(a) = (X(a); ), ¢p un ind-objet de C indexé par I . Soit I la

o *atta
& . . c o (s
catégorie produit des Ia , et supposons que pour tout i (la)uEAEI N
le produit éEA X(CL)i soit représentable dans C , Alors le produit

o

GEA X(a) est représentable dans Ind(C), et il est canoniquement isomor-

phe 3 1'ind-objet indexé par I donné par la formule

(8.9.3.1) TTmMin® (), = "' (7 &, ) ,
aeh 1 BT o 1= ) €1 aca 1
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ot le produit du deuxi®me membre est le produit calculé dans C . (On

notera que I est filtrant et essentiellement petit, les Ia 1'étant,)

En effet, il est bien connu (et immédiat par réduction au cas
oli on travaille dans la catégorie des ensembles) que la formule envisagée
est valable quand on calcule les limites dans 6. La conclusion résulte

alors du fait que L commute aux limites envisagées (8.9.,1 2) et 8.5.1),

Remarques 8.9.4, La démonstration donnéede 8.9.2, 8.9.3 montre, plus
généralement, que si pour tout i € Ob I, Lim ¥(j,i) (resp. lig?@(j,i) b
calculé dans Ind(C) est représentable, alois il en est de mlme de lim ©

(resp. de_lyg ). Ceci et 1'argument de c) montre que pour une catégﬁrie donnée
J provenang d'un ensemble ordonné fini ou discret (ou plus généralement,

qui est C-admissible (8.3,1)), les limites projectives (resp. inductives)

de type J sont représentables dans Ind(C) si (et seulement si) pour

tout foncteur t : J —> C,la limite projective (resp., inductive) de o
calculée dans Ind(C) est représentable, Dans le cas non respé, cecla

signifie aussi, en vertu de a), que toute limite projective de type J

de préfaisceaux représentables sur C est ind-représentable,

Proposition 8,9.5. Soit € une U-catégorie,

a) Le foncteur canonique

c: C —> Ind(C)
est exact A droite {(donc exact, compte tenu de 8.9.1 a)).

—

b) 8i les limites inductives finies (resp. les_sommes finies)

sont représentables dans €, alors les petites limites inductives (resp.

les petites sommes) sont représentables dans Ind(C). Soit J un ensemble
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préordonné fini ou discret ; si les limites inductives de type J sont

représentables dans C, il en est de m@me dans Ind(C).

Démonstration. a) Supposons que dans C on ait X = lim X, , ou J est
ALl AT CL A 37 J

une catégorie finie, X et les Xj dans C. On a alors, pour tout ind-objet

Y= () e C:

i“ier d

Hom(X,Y) =~ 1:?m HOm(X,Yi) = 1lim H?m Hom(Xj,Yi)

i i 3
2.8
-~ %%_ 1im Hom(Xj,Yi) = 1§m Hom(Xj,X) ,

et la conclusion voulue résulte de la comparaison des termes extrémes.

b) On a déji noté dans 8.5.4 que les assertions faites résul-
tent de a) et de 8.9.2, du moins pour les limites inductives finies.
Pour prouver les conclusions faites dans les cas infinis, on est ramené
au cas des sommes, qui peut s'interpréter comme une limite inductive

filtrante de sommes finies, et on conclut donc gr2ce a 8.5.1.

Remarque 8.9.6. On a déja observé que le foncteur ¢ ne commute pas en
général aux limites inductives filtrantes, donc pas non plus aux sommes
infinies, contrairement 2 ce qui a lieu pour L: Ind(C) —> ¢ . Par
contre, & 1'exception de la commutation aux limites inductives filtrantes
(8.5.1), L n'a pratiquement jamais de propriétés de commutation & quelque
autre type de limites inductives (objet initial, somme de deux objets
conoyaux de doubles fléches), Ainsi, si C admet un objet initial ¢C s

qui est donc objet initial de Ind(C) en vertu de a), ¢C n'est jamais
objet initial de C (i.e. identique au préfaisceau constant de valeur @),

puisque Hom(ﬁc,ﬁc) #¢ 1
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Proposition 8,9.7. Soit
f:C—>¢cC!

un foncteur entre U-catépories, et soit J une catégorie finie et rigide

(8.8.5). S8i les limites inductives (resp. projectives) de_type J sont

représentables dans C et si £ y commute, alors Ind(f):Ind(C) —> Ind(C")

commute également 3 ce type de limites.

Cela résulte aussitdt de 8,8.5 et du calcul 8,9.2 des limites
finies dans une catégorie de ind-objets, pour un foncteur représenté

sous forme indicielle,

Corollaire 8.9,8, Si dans C les limites inductives (resp. projectives)

S

finies sont représentables, et si f est exact 4 droite (resp. 2 gauche)

alors il en est de m@me de Ind(f) ; dans le cas non respé, Ind(f)

commute méme aux petites limites inductives quelconques,

La premiére assertion résulte de 8.9,7 ., La deuxiéme résulte
de la premiére, compte tenu que Ind(f) commute aux limites inductives

filtrantes (8.6.3).

Exercice 8,9.9. Soit C une U-catégorie.

a) Supposons que dans C les sommes finies sont représentables.
Montrer que si dans C les sommes finies sont disjointes (resp. universelles)
(cf. I1 4,5), alors dans Ind(C) les petites sommes sont disjointes (resp.
universelles).

b) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un

épimorphisme suivi d'un monomorphisme (resp. en un épimorphisme effectif
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suivi d'un monomorphisme, resp. en un épimorphisme suivi d'un monomor-
phisme effectif, resp. un épimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme
effectif), Montrer que Ind(C) satisfait 2 la m@me proprieté, Dans le
dernier cas respé, on conclut donc que tout épimorphisme de Ind(C) est
effectif, tout monomorphisme de Ind(C) est effectif, tout bimorphisme

de Ind(C) est un isomorphisme ; montrer que dans ce cas tout épimorphisme
(resp, monomorphisme) de Ind(C) peut se représenter par un systéme induc~
tif d'épimorphismes (resp, de monomorphismes) de C. Si on suppose de

plus que dans C tout épimorphisme (resp, tout monomorphisme) est
universel, la m8me propriété est vraie dans Ind(C).

¢) Supposons C additive (resp., abéliemne),alors Ind(C) 1'est
également,

d) Soilent X = "_%g; X; un ind-objet de C, R =23 X une relation
d'équivalence dans X, Pour tout i € Ob I, soit Ri ::::3Xi la relation
d'équivalence dans X, (considéré comme objet de Ind(C)) induite par R
via Xi —> X . (On suppose que le produit fibré Ri = RXXXXXiXXi dans
(Ind(C))‘ est représentable par un objet de Ind{(C), ce qui est le cas
si dens C les limites projectives finies sont représentables.,) Montrer
que pour que R soit effective, il suffit que les Ri le soient,

e) Soient X un objet de C, R une relation d*équivalence dans
c¢(X) i,e. dans X considéré comme objet de Ind(C). Supposons que dans
C les produits fibrés soient représentables, Pour que R soit effective,
il faut que R soit de lz forme "{igy Ri , ob les Ri sont des relations

i
d'équivalence dans X (regardé comme un objet de C), et cette condition
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est suffisante si on suppose que dans C les relations d'équivalence
sont effectives,

f) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un
épimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme effectif, et que les
limites projectives finies soient représentables. Scit X un objet de
C, et R un sous~objet de XXX, regardé comme élément de Ind(C), Ecrivons
R sous la forme "lim" Z, , on (Z.), est une famille filtrante crois-

— i i“i€x
sante de sous-objets de XXX dans C (c'est possible grace a b)), Montrer
que pour que R soit une relation d'équivelence dans X, il faut et il
suffit que pour tout i€0b I, existe un j€Ob I qui contienne S(Zi) et
Ziozi , o0 s est la symétrie de XxX.

3) Supposons que dans C les limites projectives finies ainsi
que les sommes finies soient représentables, que toute relation d'équi-
valence y soit effective, et tout morphisme s'y factorise en épimorphisme
effectif suivi par un monomorphisme effectif. Montrer que dans Ind(C) les
relations d'équivalence sont universelles si et seulement si C satisfait
a la condition suivante :

ST) Pour tout objet X de C et tout sous-objet Z de XxX dans C,
si on définit par récurrence la suite de sous-objets Zn (n 2 0) de XXX
dans C par Z_ = Z, z = Sup(Zn,s(Zn),ZnoZn) (le Sup pris dans 1'ensemble
des sous-objets de XXX, qui existe grace aux hypothéses faites sur C),

alors la suite (Zn)nz est statiomnaire.

0
k) Montrer que dans Ind(Ens))}, les relations d'équivalence
ne sont pas nécessairement effectives.

* NB. Pour des critd@res pour que Ind(C) soit un topos,

cf. VI 8.9.9 .,
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Exercice 8.9.10, Soit C une U-catégorie, Posons Pro(C) = (1nd(c®))°
(cf. 8,11),

a) Supposons que dans C les sommes finies (resp. les petites
sommes) sont représentables. Montrer que si elles sont disjointes
(cf, II 4,5), alors Pro(C) satisfait la méme condition,

b) Soit J un petit ensemble, tel que les sommes indexées
par J soient représentables dans C, donc aussi dans Pro(C), Soit

VT - Mpao N
(X(a))OLeJ une famille d'éléments de Pro(C), avec X(a) ;m Xia .
a

Montrer que pour que la somme des X(a) dans Ind(C) soit universelle,

il suffit qu'il en soit de mfme pour chacune des familles lim X, ,
N

€11 I_ . En conclure que si dans C les sommes de type J

aeJ

sont universelles, pour qu'il en soit de m@me dans Pro(C), il faut et

o ) uer
il suffit que pour toute famille (X(a))QEJ comme dessus, avec Ia =1
pour tout 0€J, 1'homomorphisme canonique dans Pro(C)

"lim" 1) X(q), <— "%im" RER IR
‘T o t IJ aed o
soit un isomorphisme. En conclure que dans Pro({Ens)) les sommes de

type J sont universelles si et seulement si J est fini.

Exercice 8,9,11, Soit C une U-catégorie,

a) Soit (Xi —> X)iEI une famille de morphismes dans C, Montrer
que pour qu'elle soit épimorphique dans Ind(C), il suffit qu'il existe
une sous-famille finie qui soit épimorphique dans C. Prouver que cette
condition est également nécessaire lorsqu'on suppose que dans C toute

famille finie de morphismesde but Xi se factorise en une famille épimor-
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phique, suivie d'un monomorphisme effectif (10.5), (Pour cette
derniére assertion, soit P l'ensemble des parties finies de I, ordonné

par inclusion, et soit X' = (X le ind~objet formé des images des

E)JEP
sous~familles finies de la famille donnée, enfin soit
X" = XUX,X = "lim" XHX3X . Montrer que les deux morphismes canoniques
X ==X X" sont distincts, mais coTncident sur les X3 N

b) Supposons que dans C toute famille finie de morphismes
de mBme but se factorise en une famille épimorphique, suivie d'un
monomorphisme effectif. Prouver que Ind(C) admet une petite sous-catégoriz
génératrice par épimorphismes (7,1) si et seulement si C admet une
petite sous-catégorie C' telle que tout objet de C soit but d'une
famille épimorphique finie de source dans C'. Lorsqu'on suppose que
C admet une petite sous-catégorie génératrice { 7,1), alors Ind(C)
admet une petite sous-catégorie génératrice par épimorphismes si et
seulement si C est équivalente A une petite catégorie, (Pour ce dernier

énoncé, utiliser 7.5,2),

¢) Ind((Ens)) n'admet pas de petite sous~catégorie génératrice.

Exercice 8.9.12, Soit C une U-catégorie, et considérons Pro(C)=Ind(c)°.
a) Montrer que si Pro(C) admet une petite sous-catégorie P'

génératrice par &pimorphismes { 7.1), alors il existe une petite

sous~catégorie C' de C qui est génératrice par &pimorphismes dans Pro(C),

{Prendre la catégorie des composants des objets de P',)

118



- 119 =~ I

b) Montrer que la catégorie Pro((Ens)) n'a pas de petite
sous~catégorie génératrice par épimorphismes, (Si C' est comme dans a),
choisir un ensemble X dont le cardinal majore strictement les cardinaux
des éléments de C', et considérer le pro-ensemble X formé par les
complémentaires dans X des parties de cardinal < card(X), Montrer que
pour tout ensemble Y non vide de cardinal < card(X), on a Hom(Y,X)= @ ,

mais que X n'est pas isomorphe au pro-ensemble constant @ .)

8,10, Notions duales : proobjets, foncteurs pro-représentables

Soit C une U-catégorie. On appelle pro-objet de C tout foncteur

(8.10,1) p:1°—>cC ,

ot I est une catégorie filtrante essentiellement petite (appelée la
catégorie d'indices), et comme d‘'habitude I° désigne 1a catégorie
opposée, Soit ¥V un univers tel que VO U, On fera attention que les
pro-~objets de C indexés par des I€ V sont en correspondance biunivoque
avec les ind-objets de ¢° indexés par des I € V, en associant 2 tout

tel ind-objet § : I —> c® 1e pro=-objet ¢ = WO : 1°

—> C ., S'inspirant
de cette correspondance, on définit "par transport de structure et

renversement des fl2ches" la notion de morphisme entre pre-objets de C
2 partir de la notion analogue (8.2,.4.,2), (8,2,5,1) pour les in-objets,

et on définit en conséquence la catégoric des pro-objets de C indexés

par des T € V, et un isomorphisme canonique :

(8.10.2) Pro (€,1) == Ind (c°,1)° ;
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pour V=U on parle simplement de la catéporie des pro-objets de C , notée

ProU(C) ou simplement Pro(C), qui est donc définie par
(8.10.3) Pro(C) = Pro,(C,1) <= Ind(c®)°® .

51 deux pro-objets sont donnés sous forme indicielle

(8.10.4) = (X)) . Y= (Yj)jEJ )
la formule (8.2.5.1) prend ici la forme
(8.10.5) Hom(X,Y) = 1§m lim Hom(Xi,Yj) .

Le fonecteur (8,4,1) appliqué a c® donne, par passage aux catégories
opposées, un foncteur canonique (dénoté par la meme lettre ¢ s'il n'y
a pas risque de confusion), permettant d'identifier C & une sous-catégorie

pleine de Pro(C) :

(8.10.6) ¢: C ——> Pro(C) :
clest pour avoir un tel foncteur, et non C —> Pro(c)®, qu'on a

"renversé les fl2ches" dans la définition des morphismes de pro-objets
a partir de la définition analogue pour les ind-objets., Les pro-~objets

dans 1'image essentielle de (8.10.6) s'appellent encore pro-objets

essentiellement constants.

Posons

v O A
(8,10.7) ¢ = (C") = Hom(C,(Ens)) »
alors le foncteur (8,2.4.7) peut 2tre considéré comme un foncteur

canonique pleinement fideéle
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v
(8.10.8) L: Pro(€,1) —> C °
et on trouve en particulier

v
(8.10.9) L: Pro(0) ¢ ° .

Nous laisserons au lecteur le soin de traduire, au fur et
mesure des besoins, les résultats des sections précédentes et de celles
qui suivent du langage des ind-objets dans celui des pro-objets. Suivant
le contexte mathématique, c'est l'un ou 1'autre langage qui est le plus
utile, sans compter les cas ot les deux notions s'introduisent simul-
tanément, par exemple lorsqu'il y a lieu de considérer des catégories
complexes comme Pro{Ind(C)) ou Ind(Pro(C)). Nous nous contentons de
donner quelques indications supplémentaires, pour fixer la terminologie

et les notstions, et préciser le "yoga',

8.10.10, Un foncteur covariant F: C —> (Ens) est dit foncteur

pro-représentable s'il est dans 1'image essentielle de (8.10,9) (ou

\%
8.10.8, cela revient au méme) ; la sous-catégorie pleine de C formée
de ces foneteurs est donc équivalente 2 Pro(C)0 . On préferera géné-
ralement travailler dams la catégorie opposée, image essentielle

en tant_que sous=catégorie de (8.10.9), qui est donc équivalente 2

Pro(C) lui-méme, En accord avec cet usage, il est souvent préférable

de regarder les foncteurs covariants

F: ¢ —> (Eus)

(o]

v
comme des objets de Hom(C,(Ens))® = C © , et d'écfire en conséquence la

catégorie des homomorphismes
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Yo
X -——>F dans C ,

i.e, des couples (X,u) d'un objet X de C et d'un u € F(X), comme

(8.10,11) }s .

Avec cette convention, on trouvera donc un foncteur covariant (foncteur

source)

(8.10,12) N: —_ C ,

et 3.4 se récrit sous la forme

(8.10.13) F ~*=» "lig" X
Q

GO
8.10.,14, Le critére 8,3.3 appliqué 2 c° devient un critere de proreprésen~
tabilité pour F : il faut et il suffit que (ﬁ\s)o soit filtrante et
essentiellement petite, cette dernidre condition étant superflue si C
est équivalente 3 une petite catégorie ; si de plus dans C les limites
projectives finies sont représentables, il revient au meme de dire

que F y commute i.e. est exact & gauche.

8.10.15, Dans Pro(C) les petites limites projectives filtrantes sont
représentables et le foncteur (8.10.9) y commute ; en d'autres termes,

ce foncteur transforme limites projectives en Pro(C) en limites inductives
de E = Hom(C, (Ens), tout comme son composé C —> éo avec (8.10.6), qui
partage avec lui la facheuse propriété d'8tre contravariant quand on

v
le considére 3 valeurs dans C., On fera attention que les foncteurs
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pro-représentables de C dans (Ens) sont les foncteurs qui sont des
petites limites inductives filtrantes de foncteurs représentables

(et non des limites projectives, comme la terminologie pourrait éventuel-

lement le suggérer).

8.11. Ind-adjoints et pro-adjoints

8.11.1. Soit

(8.11.1.1) f:c—>C

un foncteur entre U-catégories, d'ot un foncteur F ~~—> Fof
(8.11,1.2) £ ; 0 —> ¢

On dit que f admet un ind-adjoint si le foncteur précédent transforme

foncteurs ind-représentables en foncteurs ind-représentables. Comme f¥*
commute aux limites inductives, et que la sous-catégorie pleine de C!
formée des foncteurs ind-représentables est stable par petites limites
inductives filtrantes, il revient au meme de dire que f admet un
ind-adjoint, ou que f* applique objets de C (ideutifié 3 une sous~catégorie

pleine de C) dans des foncteurs ind-représentables sur C, i.e.

(8.11.1.3) X —> Hom(£(X),Y') est ind-représentable pour tout Y'€Ob C',
Une autre fagon d'exprimer la condition que f admette un ind-adjoint

est de dire qu'il existe un foncteur
(3.11.1.4) g: Ind(C') ~———> Ind(C)

qui soit essentiellement induit par f¥ , i,e. tel qu'on ait un isomor~

phisme de bifoncteurs
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(8,11,1.5) HomInd(c)(X,g(X')) = Homlnd(c,)(f(x), o,

ot X € 0b C et Y' € Ob Ind(C'), En fait, il suffit méme d'avoir un

foncteur

(8,11.1.6) 8, ° C! ~—= Ind(C)

et un isomorphisme de bifoncteurs
1)) = '
(8.11.1.7) HomInd(C)(X,go(Y )) Homc,(f(X),Y )

en X € 0b C, Y' € Ob C' . Le foncteur g (resp. go) est évidemment déter=~
miné & isomorphisme unique pr2s par f, et inversement on réconstitue f
a isomorphisme canonique prés par la connaissance de ce g (resp. go).
Il est clair sur (8.11.1.5) que le foncteur g commute aux limites induc-
tives, et qu'il "prolonge" le foncteur g, 3 cela le détermine donc 2
isomorphisme unique prés en termes de gg (8.7.2). Le foncteur g, et
parfois aussi le foncteur 8, qu'il prolonge, est appelé le foncteur
ind-adjoint de f (inutile ici de préciser : & droite, car l'autre,s'il
existe, s'appellera le pro-adjoint, cf, 8,11.5 plus bas),

Bien entendu, lorsque f admet un adjoint & droite

fad s ¢! —>»C |,

il admet un ind-adjoint g, et celui-ci est isomorphe canoniquement au
prolongement canonique de f aux ind-~objets :

(8.11.1.8) g = 1nd(£2%)

La notion de ind-adjoint est donc une généralisation naturelle de la

notion d! adjoint a droite,
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Considérons maintenant le prolongement canonique
(8.11.1.9) Ind(£) : Ind(C) —> Ind(C') .

On a alors :

Proposition 8,11,2, Pour que le foncteur f: C —> C' admette un ind-adjoint,

il faut et il suffit que le foncteur Ind(f) (8,11.1.9) admette un adjoint

3 droite, Ce dernier est canoniquement isomorphe au ini-adjoint (8.,11.1.4).

La suffisance et la dernidre assertion sont triviales sur la
formule de ind-adjonction (8.11.1.5), Pour la nécessité, on note que
par passage a la limite projective sur cette formule sur des Xi , on

déduit un isomorphisme d'adjonction en les pro-objets X = (Xi)iEI et Y' :
' o dt 1]
(8.11.2,1) Homy (o) ® » 8(X")) == Homp .0y (Ind()(X),¥")

cqfd,

Corollaire 8.11.3, Si f admet un ind-adjoint, alors Ind(f) commute aux

limites inductives, et le ind-adjoint g commute aux limites projectives.

Proposition 8.11.4, Pour que le foncteur f: C —> C! admette un ind-adjoint,

il faut que f soit exact A gauche, et cette condition est suffisante

lorsque C est équivalente 3 une petite catégorie,

Cela résulte du critére (8.11.1.3), et de 8.3.1 et 8.3.3 (iv).
Pour un autre critére en termes de la notion de foncteur

accessible, cf, 8,13,3,
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8.11.5. Considérons maintenant le foncteur Ft+—> Fof

v iV
(8.11,5.1) 2% . ¢t —> ¢

induit par F ., On dira que £ admet un pro-adjoint si le foncteur précédent

applique foncteur pro-représentable en foncteur pro-représentable, i.e.

s'il existe un foncteur {appelé foncteur pro-adjecint de f)

(8.11,5.2) g: Pro(C) —= Pro(C')
et un isomorphisme de bifoncteurs

(8.11.5.3) HomPro(C)(g(Z')’x) <=~ Hom (x"),£(x) .

Pro{(C')
Bien entendu, dire que f zdmet un pro-adjoint signifie que £° admet

un ind-adjoint, de sorte que les notions et résultats pour les ind-adjoints
se traduisent trivialement en termes de pro-adjoints., Signalons seulement
que f admet un pro-adjoint si et seulement si Pro(f) : Pro{C) —> Pro{(C!)
admet un adjoint 3 droite, et que dans ce cas le foncteur g précédent

est un tel adjoint 2 droite de Pro(C) ; et qu'il faut pour ceci que f

soit exact & gauche, cette condition étant également suffisante lorsque

C est équivalente A une petite catégorie, Dans ce cas, f est donc exact

si et seulement si il admet & la fois un ind-adjoint et un pro-adjoint,

Exemple 8,11.6. Considérons le cas d'un foncteur

f : C~—> (Ens) .
Si ce foncteur admet un pro-adjoint, il est pro~-représentable, et la
v

réciproque est vraie si et seulement si la sous-catégorie pleine de C

formée des foncteurs pro-représentables est stable par petits produits ;
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clest le cas en particulier si C est équivalente 2 une petite catégorie
(8.10.14) ou si dans C les petits produits sont représentables (8.9.5 b)
appliquée 2a Co). A peu de choses prés, on peut donc dire que pour un
foncteur f£: C —> C', la notion d'existence d'un pro-adjoint est lz

généralisation naturelle de la notion de pro-représentabilité de f ,

qui est définie lorsque C' = (Ens),

8,12, Ind-objets et pro-objets stricts. Application 3 un critere de

représentabilité

8,121, Soit

X=X
x=( i)iEI
un ind-objet de la U-catégorie C, et soit F le préfaisceau qu'il ind~repré-

sente, On voit alors aussitBt qu'il revient au m&me de dire que les

morphismes canoniques

X, —>F = "lim" X,
1 T !

sont des monomorphismes de Ind(C) (ou, ce qui revient 2u meme, de ¢ ,
i.e. des monomorphismes de foncteurs "argument par zrgument”), ou de
dire que pour toute fléche i —> j de I, la fléche de transition

correspondante

X, —m—=> X,
i i
est un monomorphisme. Lorsque ces conditions sont remplies, et si de

plus I est une catégorie ordonnée, on dit que X est un ind-objet strict.
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On notera que cette condition n'est pas invariante par isomorphisme de
P p

ind-objets ; un ind-objet sera appelé essentiellement strict s'il est

isomorphe 2 un ind-objet strict, Un préfatsceau sera appelé strictement

ind-représentable s'il est ind-représentable par un ind-objet strict ;

donc F = "lim”Xi est strictement ind-représentable si et seulement si
i

X = (X,), . est essentiellement strict,

= i‘iex

8.12,1.1, Soit F un préfaisceau sur C, et considérons la sous-catégorie
pleine de C/F formée des fléches X —> F de source dans C qui sont des

monomorphismes, On 1'appelera la catégorie des sous-foncteurs représen-

tables de F ; c'est la catégorie associée 2 l'ensemble ordonné des
sous-foncteurs représentables de F, ordonné par l'ordre induit de celui
de 1'ensemble des sous-objets de F , Il résulte alors aussitdt des

définitions :

Proposition 8.12,2. Pour que le préfaisceau F sur C scit strictement

ind-représentable, il faut et il suffit que la catégorie (ordonnée) I

des sous-foncteurs représentables de F soit filtrante et essentiellement

petite et que l'on ait

(8.12.2.1) lim X, —~> F R
"—")I 1

Lorsque pour tout objet X de C, 1'ensemble des sous-objets de X dans

C est petit (par exemple si C admet une petite sous-catégorie génératrice

(7.4)), cela implique que la catégorie des sous-foncteurs représentables

8st méme petite.
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8.12,2.2, Si F est strictement ind-représentable, il y a donc une fagon
privilégiée de le ind-représenter par un ind-objet, et ce dernier est
méme un ind-objet strict : on prend la représentation (8,12.2,1), Un
ind-objet strict Y est dit saturé s'il est isomorphe 2 un ind-objet de
la forme (Xi) figurant dans (8,12.2,1), pour F convenable ; donc il
existe 2 isomorphisme unique pr2s, un seul ind-objet strict saturé
isomorphe au ind-objet strict donné, savoir celui envisagé dans 8,12.2,

en prenant F = lim Y (limite dans C).
LRl S

8.12,2,3, Supposons qu'on sache déja que l'on puisse trouver une petite

partie cofinale dans 1'ensemble Ob C/F , ce qui est le cas en particulier
si F est ind-représentable ; alors il s'ensuit que la m8me condition

est vérifiée dans la sous-catégorie pleine 1 envisagée dans 8,12.2, donc

on peut dans le critére 8.12.2 omettre la condition que I soit essentiel-

lement petite,

8.12,3, Soit F un préfaisceau sur C, et considérons un objet
u: X—>F

de C/F . On dit que u (ou le couple (X,n)) est minimal si pour toute

factorisation de u en
]
(8.12.3.1) x £ x' 2y r

avec p un épimorphisme strict (10,2), p est un isomorphisme, Considérent

u comme un objet de F(X) (1,4) , dire que u est minimal signifie donc
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que tout épimorphisme strict p: X —> X' tel que u € Im(F(p): F(X') —> F(X))
est un isomorphisme. Cette notion s'éclaire par la partie a) du lemme

suivant :

Lemme 8,12.4., Soit F un préfaisceau sur C .

a) Supposons que F transforme comoyaux €n noyaux et considérons

un_morphisme

u: X —> F s

avec X € Ob C , Pour que u soit un monomorphisme, il suffit,lorsque dans

C les conoyaux de doubles fleches sont représentables, que u soit

minimal ; cette condition est également nécessaire si dans C les produits

fibrés sont représentables.

b) Supposons que dans C les lim finies soient représentables.

Pour que le& sous-catégorie des sous-foncteurs représentables de F

(8,12,1.1) soit filtrante (pas nécessairement petite) et ait pour

limite inductive F , il suffit que F soit exact 3 gauche et que tout

morphisme u: X —> F, avec X € Ob C, se factorise _en
U'
X —> X! —>7F |,

avec u' minimal ; cette condition est &galement nécessaire si dang C les

produits fibrés sont représentables.

¢) Supposons que C admette une petite sous-catégorie génératrice

(7.1), et que I la catégorie des sous-foncteurs représentables de P soit

filtrante, alors I est petite.
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Démonstration, a) Supposons u minimal, prouvons que u est un mono-
morphisme, i.,e. que pour toute double-flache v,v' : Y ==XX telle que
uv = uv'! | on a v=v' . En effet, si X' = Coker(v,v'), alors u se factorise
en X B x! El—> F (F transformant conryaux en noyaux), et comme p
est un épimorphisme strict par construction, il s'ensuit que p est un
isomorphisme i.e., v=v' , Supposons que u est un monomorphisme, prouvons
qu'il est minimal. Considérons une factorisation (8.12.3.1) ; comme p
est un épimorphi sme strict, c'est le conoyaux de la double flache
canonique v,v' : X%y X =3X, et comme (u'p)v = (u'p)v' et que u'p=u
est un monomorphisme, on a v=v' donc p est un isomorphisme,

b) Suffisance : Comme F est exact a gauche, C/F est filtrante,

Comme on sait que F = lim X, on est ramené par 8,1,3 ¢) 2 prouver que
C
/F

la sous-catégorie pleine I de C,, des sous-objets de F est cofinale dans

/F
C/F ;3 or en vertu du "il suffit" dans a), c'est ce qu'assure 1'hypothése

que tout objet de C, est majoré par un objet "minimal', Nécessité

/F
Comme toute limite inductive filtrante de foncteurs exacts a droite
est itou, la premidre condition est trivialement nécessaire., La deuxiéme
résulte alors du "il faut" dans a).

c) Un sous-foncteur représentable X &> F de F est connu
quend on connatt la sous=-catégorie pleine C'/X de C'/F , ou C est une
petite sous-catégorie génératrice fixée de C , (Utiliser l'hypothdse I

filtrante.) Comme C'/F est petite, l'ensemble de ses sous-catégories

pleinesest petit, d'oli la conclusion.
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Proposition 8,12.5, Soit C une U-catégorie odt les limites inductives

finies sont représentables, et admettent une petite sous-catégorie géné-

ratrice (7.1). Soit F un préfaisceau sur C , Pour que F soit strictement

indereprésentable, il suffit qu’il satisfasse les deux conditions

suivantes, et celles-ci sont également nécessaires si dans C les produits

fibrés sont représentables :

a) F est exact 3 gauche,

b) Tout couple (X,u), avec X € 0Ob € et u € F(X), est majoré

dans C/F par un couple minimal (8,12,3), i.e. il existe un couple minimal

(X',u') (X' € 0b C, u' € F(X)) et . un morphisme f: X —> X' tel que

u = F(£)(u').

La suffisance résulte de 8,12,2 et de 8.12.4 b), ¢), la

nécessité de 8.3.1 et de 8,12.4 a).

Remarque 8.12,6, Lorsque F transforme sommes amalgamées de C an produits
fibrés, on voit aussitdt que pour un couple (X,u) donné comme dans b),
1'ensemble des quotients stricts X' de X tels que u € Im(F(X') —> F(X))
est filtrant décroissant, ce qui implique que si l’ensemble des quotients
stricts de X est artinien, alors la condition b) de 8.12.5 est automa-
tiquement satisfaite, Si donc la condition précédente sur X est satis-
faite pour tout objet X de C (on dit aussi alors, parfois, que les objets
de ¢® sont artiniens), alors il résulte de 8,12,5 que F est strictement
ind-représentable si et seulement si F est exact 2 gauche ; dans ce cas,
F est donc strictement ind-représentable d@s qu'il est ind~-représentable

(8.3.1).
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Corollaire 8,12.7, Soit C une U-catéporie ob les petites limites pro-

jectives sont représentables, et admettant une petite sous-catégorie

cogénératrice (7,9, 7.13), Alors un foncteur F: C —> (Ens) est repré-

sentable si et seulement si F commute aux petites limites projectives,

La nécessité est claire. Pour la suffisance, on applique 8.12.5
3 la catégorie opposée C° . Pour prouver d'abord que F est (strictement)
pro-représentable, on est ramené A prouver gque tout couple (X,u), X € 0b C
et u € F(X), est majoré par un couple "minimal", Or la famille (Xi)iEI
des sous-objets stricts de X tels que u € Im(F(Xi) —> F(X)) est petite
(7.5 sous forme duale). Grace au fait que F est exact 3 gauche, elle
est co~filtrante (8,12.6), et grice au fait que F commute aux petites
limites projectives on voit que X' = &i__xi est un plus petit objet de
cette famille., (Utiliser le fait que, ; étant exact A gauche, transforme
monomorphismes en monomorphismes.) Si u' € F(X') est l'unique élément
dont 1'image dans F(X) est u, on voit alors que (X',u")
est un couple minimal majorant (X,u). Cela prouve que F est pro-repré-

sentable, et la conclusion résulte alors du

Lemme 3,12.8.1., Seit F:C —> (Ens) un foncteur, ol C est une U-catégorie

ol _les petites limites projectives sont représentables, Pour que F soit

représentable, il faut et il suffit qu'il soit pro-représentable et qu'il

commute aux petites limites projectives,
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La nécessité est claire, prouvons la suffisance. Dire que F
est représentable signifie évidemment que ﬁ@ admet un élément initial
(en fait, les objets initiaux de ?Q sont précisément les isomorphismes
F —> X, {.e. les données de représentation pour F), Or F étant prorepré-
sentable,(ﬁgo)est filtrante et équivalente 2 une petite catégorie, donc

X = limo X est représentable dans C, et comme F commute & la limite
iﬁ@)

envisagée, il s'ensuit que X est un objet initial de ﬁQ , cqfd.

Corollaire 8.,12,8. Les hypothéses sur C étant celles de 8.12,7, soit

f: C—> C' un_foncteur de C dans une U-catégorie C' . Pour que f admette

un_adjoint 3 gauche, il faut et il suffit que f commute aux petites

limites projectives.

Cela se raméne en effet trivialement 2 8.12.7, en appliquant

cet énoncé aux foncteurs composés de la forme X b—> Hom(Y',£(X)).

Exemples 8.12,9, Comme on a signalé dans 7,13, les hypoth2ses sur E de
8,12.7 et 8.12.8 sont vérifiées si C est la catégorie des U-faisceaux
d'ensembles sur un espace topologique X € U (ou plus généralement, sur
un Y-site (II 3.0.2)). Donnons un exemple instructif (¥) qui montre que
1'hypothése d'existence d'une petite sous-catégorie cogénératrice D de
C n'est pas surabondante dans 8,12.7. Prenons pour C la catégorie des
groupes éléments de U . Soit J l'ensemble des classes d'isomorphie de
groupes simples € C, choisissons pour tout j € J un groupe simple Gj
dans la calsse de j, et soit I 1'ensemble ordonné filtrant des parties

U-petites de J, et pour i € I, soit Xi = Eég-G; . Les Xi forwent alors
J

(*} (da > H. BASS),
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un systéme projectif (X dans E, 3 morphismes de transition des

i)iEI

édpimorphismes, et le foncteur correspondant

(*) F(X) = %_iﬂ)}lom(}(i,)()

prend ses valeurs dans (U~Ens) (bien que l'ensemble d'indices I n'ait
évidemment pas un cardinal € U) ; plus précisément, montrons que pour
toute petite sous-catégorie pleine C0 de C, il existe un io €1 tel

que la restriction de F 3 Co soit représentable par X , €€ qui prouvera

i
o

4 la fois que F est 2 valeurs dans U-Ens, et qu'il commute aux petites
limites projectives. Pour prouver notre assertion, il suffit de noter

que pour tout X €0b CO, le cardinal de l'ensemble J(X) des j € J tels
qu'il existe un homomorphisme non trivial de Gj dans X est nécessairement
petit, puisque un tel morphisme est nécessairement un monomorphisme

(Gj étant simple) ; par suite, si i, est la partie de J réunion des J(X)
pour X € ob Co’ 10 est petit i,e. io € I, et il fait l'affaire. D'autre
part il est clair que F n'est pas représentable, puisque on a card I ¢ U .

De ceci et de 8.12.7 on conclut donc que la catégorie C des groupes € U

n'admet pas une petite sous-catégorie pleine cogénératrice, Comme 1'objet

Z de C est d'autre part un générateur, il résulte alors de la démomstration
de 7,12 qu'il existe un groupe G 3 deux générateurs qui ne se plonge pas
dans un objet injectif de la catégorie C des groupes € U. Il semble
d'ailleurs plausible que C n'admette pas d'autre objet injectif que

les groupes unités,
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8,13, Foncteurs proreprésentables et foncteurs accessibles

8.132,1. Dans le présent numéro, nous utilisons quelques notions et
résultats du paragraphe suivant, et notamment 9.11 et 9.13, pour obtenir
un critére de proreprésentabilité que nous utiliserons (incidemment)
dans IV 9.16 . C désigne par la suite une U-catégorie satisfaisant

la condition L de 9.1 b), cette condition étant remplie par exemple si

dans C les petites limites inductives filtrantes sont représentables,

Proposition 8.13.2. Soient C comme ci~dessus, et

f : ¢ —> (Ens)

un foncteur.

a) Supposons que chaque objet de C est accessible (9.3). Si

f est pro-représentzble, f est accessible (9.2) et exact a gauche.

b) Supposons que dans C les limites projectives finies soient

représentables, ¢t que C admette une filtration cardinale (9.12), Si f

est accessible et exact & gauche, alors f est proreprésentable,

Démonstration. a) L'hypoth&se sur C signifie que les foncteurs covariants
représentables de C dans (Ens) sont accessibles. Il en est donc de méme
de toute petite limite inductive de tels foncteurs (9.6 {i)), donc
aussi de tout foncteur pro-représentable,

b) En vertu de 8.3,3 (iii), il reste a prouver que dans
Ob(ﬁQ)o il y a une petite sous-catégorie cofinale, Cr par hypothése

il existe un cardinal 1 tel que f soit T~accessible, Soit alors
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(X,u), u € F(X), un objet de ﬁp . Avec les notations de 9,12 ¢) on a

alors X = lim X, , avec I filtrant grand devant 11 et les X, dans
—{—? 1 i

¢t = Filtﬂ(C), d'oll F(X) <= lim F(Xi)° Cela montre que la petite

i
sous-catégorie (M')° est cofinale dans (30)°, et achdve la démonstration,
e

Corollaire 8.13.3, Soit C une U-catégorie satisfaisant aux conditions
suivantes :

a) Dans C les limites projectives finies sont représentables,

b) Dans C les petites limites inductives filtrantes sont

représentables,

c) Le foncteur Ker sur la catégorie des doubles fléches de C

est accessible (par exemple, il commute =ux petites lim filtrantes).
N

d) Tout épimorphisme strict de C est strict universel (10.2),

e) Il existe une petite sous-catégorie de C génératrice par

épimorphismes stricts (7.1),

Sous ces conditions, un foncteur f: C —> (Ens) est proreprésentable si

et seulement si il est exact & gauche et accessible (9.2).

En effet, les conditions de 8.13.2 a) et b) sur C sont vérifiées,

en vertu de 9,11 et 9,13 respectivement.

Corollaire 8,13.4, Soit f: C —> C' un_foncteur entre U~-catégories

satisfaisant aux conditions a) 2 e) de 8.13.3. Pour que f admette un

pro-adjcint, il faut et il suffit que f soit exact 3 gouche et accessible.
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Comme les foncteurs représentables
hyy @ X' —> Hom(Y',X') : C' —> (Ens) sont exacts a gauche et
accessibles (9,11), si f a ces mBmes propriétés, il en est de méme
de ses composés avec les foncteurs précédents, qui sont donc pro-~
représentables par 8,13.3, i.e, f admet un proadjoint, Inversement,
supposons que f admet un proadjoint, et soient Ci une petite sous-~
catégorie génératrice de C,T un cardinal tel que les Y' € Ob C' soient
Taccessibles ; pour prouver que f est Tl-accessible, il suffit donc de
prouver qu'il en est ainsi de ses composés avec les hY' , YN € 0b C'
or par hypothese ces composés sont proreprésentables, donc ils sont
accessibles (8,13,3), donc T~accessibles pourvu qu'on prenne Tl assez

grand, cqfd.

9. Foncteurs accessibles, filtrations cardinales ct construction de

petites sous~catégories génératrices.

Le présent paragraphe, de nature plus technique que les autres
paragraphes de cet exposé, ne servira dans ce séminaire que dans IV ¢
et dans VI 4, qui ne sont pas utilieés ailleurs dans le Séminaire. Il
s'impose donc d'omettre la lecture du présent paragraphe, du moins en

premi2re lecture !

9.0, Toutes les catégories envisagées dans le présent numéro sont
supposées &tre des U-catégories, Sauf pour les petites catégories d'indices
I, J ... qQue nous aurons a utiliser, les développements qui suivent
s'appliqueront surtout i des "grosses" catégories E,F ... qui sont

stables par petites limites inductives filtrantes, 11 suffira cependant
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le plus souvent qu'une condition un peu plus faible soit vérifiée (condi-
tion L dans 9.1 ci~dessous). Tous les cardinaux envisagés dans le présent
numéro sont supposés € U .

Suivant une suggestion de P, DELIGNE, nous allons étudier,
pour un foncteur f£f: E —> F entre grosses catégories, une condition
de commutation de £ & certains types de limites inductives filtrantes,
condition remarquablement stable, et qui sera vérifiée pour les foncteurs
les plus importants qu'on rencontre dans la nature. Les applications
que nous avons en vue, pour notre séminaire, sont 9.13,3, 9.13.4(utilisée
dans VI 4) et surtout 9,25, qui domne, dans ur cas non trivial, l'exis-
tence d'une petite famille génératrice dans une catégorie de sections

d'une catégorie fibrée ; ce résultat sera utilisé dans IV G.16,

Définition $.1. a) Soient I un ensemble préordonné, 71 un cardinal, On

dit que I est grand devant 77 si I est filtrant, et si toute partie de I

de cardinal < 7T admet un majorant dans I .

b) Soit E une catégorie. Si T est un cardinal, on dit

que E satisfait la condition LTr si pour tout petit ensemble ordonné I

grand devant 11 , E est stable par les limites inductives de type I .

On dit que E satisfait & la condition L s'il existe un cardinal 7 € U

tel que E satisfasse 3 la condition LTT R

9.1.1, Lorsque dans 9.1 a) on a M 2 2, la deuxiéme condition énoncée
implique déja que I est filtrant, et si 17 est fini, I grand devant T
signifie simplement que I est filtrant. Nous ne nous intéresserons guére
par la suite qu'au cas ol T est infini. Notons que si T, T' sont deux
cardinaux tels que T'z T, alors I grand devant 7' implique évidemment I

grand devant 17 .,
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9,1.2, Comme annoncé dans 9.0, les conditions Lﬂ,, L doivent 8tre
considérées comme des variantes techniques de la condition plus forte
de stabilité par petites limites inductives filtrantes, Il est clair
que si T, ' sont des cardinaux tels que 11' 2 11, alors la condition

LTT implique la condition Lﬂ, .

Définition 9.2, Soit f: E —> F un foncteur, Si T est un cardinal, on

dit que f est T-préaccessible {resp. T~accessible) si E satisfait L.

(9.1) et si pour tout ensemble ordonné I € U grand devant T, et tout

systéme inductif (Xi)ie dans E de type I, le morphisme canonique

I

lim £(X.) —=> f (1im X,)
> i vk |

est un monomorphisme (resp, un isomorphisme). On dit que f est préacces-

sible (resp. accessible) (relativement a 1l'univers U) s'il existe un

cardinal ™ € U tel que f soit Ti-préaccessible (resp. T-accessible),

La catégorie des foncteurs T-accessibles {resp. accessibles)

de E dans F sera noté Hom(E,F)_ resp. Hom(E,F) .
—_— 1 -_— acc

9.2,1. Evidemment, un foncteur commutant aux petites lim filtrantes

(p. ex, un foncteur admettant un adjoint a droite) est Tl=accessible

pour tout cardinal =2 2 ,

Définition 9.3, Soient E une catégorie, X un objet de E ,

o

fy

: E —> (U-Ens)

le foncteur covariant qu'il représente, 7 € U un cardinal. On dit que X

est un objet T-préaccessible (resp. T-accessible) de E si le foncteur
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o]

hx est T-préaccessible (resp, T-accessible) ; on dit que X est préacces-

sible (resp. accessible) s'il existe un cardinal T € U tel que X soit

un objet m~préaccessible (resp, T-accessible) de E .

9.3.1, On désigne par Eﬂ la sous-catégorie pleine de E formée des objets
m~accessibles de E ,

Lorsqu'on applique la définition 9.3 2 une catégorie de la
forme Hom(C,F), la terminologie introduite présente a priori une
ambiguité avec la terminologie analogue introduite dans 9.2, lorsqu'on
interpréte les objets de Hom(C,F) comme des foncteurs ; il ne semble

pas cependant qu'il y ait un risque de confusion sérieux.

Définition 9.4, Soient E une catégorie, T € U un cardinal., On dit que E

est une catégorie Ti-préaccessible (resp, m-accessible) s'il existe dans

E une petite sous-catégorie pleine C qui est génératrice (7.1) et dont

les objets sont T-préaccessibles (resp. T-accessibles) (9.3). On dit

que E est une catégorie pré~accessible (resp. accessible) s'il existe

un cardinal 7 € U tel que E soit T~préaccessible (resp. T-accessible).

Pour des exemples importants, cf, 9.11,3 plus bas,

Proposition 9.5. Soit f: E ~—> F un foncteur entre catégories telles

que F soit accessible et que tout objet de E soit accessible. Alors,

si f admet un adjoint 2 gauche, f est accessible,
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En effet, par hypothése, F admet une petite famille conser~
vative de foncteurs représentables F —> (H-Ens) qui sont accessibles,
donc on est ramené aussit8t 3 montrer que le composé de f avec chacun
des foncteurs précédents est accessible, Or comme £ admet un adjoint

4 gauche, ces composés sont des foncteurs E —> (U-Ens) représentables,

donc accessibles d'aprés 1l'hypothése sur E ,

Proposition 9.6. Soient E et F deux catépories, T € U un cardinal et

considérons la sous-catégorie pleine Hom(E,F)TT de Hom(E,F) formée des

foncteurs T-accessibles (9.2) de E dans F.

(1) Cette sous-catégorie est stable par tout type de lim

qui est représentable dans F .,

(ii) Supposons F T-accessible (9.4), et soit J une catégorie

telle que card FL J < 1 et que les lim de type J soient représentables

dans F , donc les lim de type J sont représentables dans Hom(E,F), Alors

la sous-catégorie Hom(E,F)n est stable par les lim de type J .

Corollaire $.7., Soient E et F deux catépories, avec F accessible (9.4).

Alors la sous-catégorie pleine Hom(E,F)acc de Hom(E,F) formée des foncteurs

accessibles est stable par tout type de limite inductive ou projective,

relative a2 une petite catégorie d'indices J , qui est représentable

dans F (donc _dans Hom(E,F)),

Preuve de 9.6, L'assertion (i) résulte trivialement de la
commutation du foncteur liq;aux limites inductives quelconques. Pour (ii),

soit (fj)jEJ un systéme projectif de foncteurs Ti-accessibles E —> F ,
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f = 1lim fj sa limite projective, qui se calcule "argument par argument",

prouvons que f est T—accessible, i.e., que pour tout ensemble ordonné

I € U grand devant T, et tout systdme inductif (Xi)iE dans E, le mor-

X

phisme canonique

1> <3

Lim ((lim £ )(X.)) —> (lim £ )(lim X, )

— SaraasllN | 1 <j 3 i 1

est un isomorphisme, Or le calcul "argument par argument” du foncteur
lim fj nous permet d'identifier le morphisme canonique précédent au

3
morphisme canonique

lim lim £,(X,) —> lim lim £ (X,)
—I~><3—- 1 63—'—{-5 3 1

associé au bifoncteur
(1,3i) —> fj(xi) Iy —>F .

Donc 9.6 est une conséquence de l'assertion plus générale

Corollaire 9.8. Soient F une catégorie T-accessible, I un ensemble

ordonné grand devant T, J une petite catégorie telle que card FL < 11,

et que les lim de type J soient représentables dans F , h: IXJ > F

un_ foncteur ; alors le morphisme canonique

(9.8.1) lim }_Jl_m hii,j) —> 1§m 1im h(i,j)

est un isomorphisme. En d'autres termes, le foncteur

(9.8.2) 1im : Hom(I,F) —> F

commute aux limites projectives de type J (pour toute petite catégorie
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J telle que card FA(J) < 11 et telle que les limites projectives de type

J soient représentables dans F), Qu encore, pour toute J comme ci-dessus,

le foncteur

(5.8.3) lim : Hom(J, F) —> F
<-j—* —

est Teaccessible.

Comme par hypothése F admet une famille conservative de
foncteurs covariants représentables T-accessibles g: F —> (U-Ens), on
voit aussitBt qu'on est ramené & prouver 9.8 dans le cas od F = U-Ens,
Nous prouverons alors l'assertion sous la forme de la commutation de
(9.8.2) aux éigide type J, avec card F4 J £ 7, Comme I est filtrant,
nous savons que (9.8,2) commute aux limites projectives finies (2.8).
On est donc ramené par un argument standard (cf, 2,3) 2 prouver qu'il
commute aux produits indexés par un ensemble J tel que card J = 17 .
Cela nous ram@ne 3 prouver la bijectivité de (9.8.1) lorsque J est
discréte, Prouvons l'injectivité : considérons deux éléments a,b du
premier membre, ils proviennent donc de TTh(io,j) pour iOEI convenable,
soient 1TT a(io,j) et'Tgb(io,j) ; supposgns que les éléments Tfrﬁ(w,j)
du deuxiéme membre qu'ils définissent soient égaux, i.e. que piur tout
j, 11 existe i(j) = i tel que a(i ,j) et b(io,j) aient m@me image dans
h{i,j). Comme I est grand devant card J, il s’ensuit qu'il existe un
majorant commun i, € I de tous les i(j), ce qui implique que les deux
éléments envisagés de TTTh(io,j) ont md¢me image dans —tYh(il’j)’ donc

3 J
définissent le mlme élément du premier membre de (9.8,1), ce qui établit
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1'injectivité, Pour 1= surjectivité, soit | |a(w,j) un élément du second
membre ; donc pour tout j € J, a(«x,j) proviint d'un élément de h(i(3),i),
pour un i(j) € I convenable, Comme précédemment, on peut trouver un
majorant commun i € I des i(j), donc | |a(=,j) provient d'un &lément
TTali, i) de“trh(i,j), donc est dans 1%image de (9.8,1), Cela achéve

j 3

J
la démonstration.

Corollaire 9.9, Soit F une catégorie T~accessible (resp. accessible),

alors_pour toute catégorie J teclle que card FL J s 7 (resp. toute petite

catégorie J) et pour tout foncteur (Xj)jEJ : J—> F dont la limite

inductive dans F est représentable, si les Xj sont T=accessibles

(resp. accessibles) il en est de méme de lim X, .
< ]

En effet, le foncteur F —> (U-Ens) représente par lim Xj ast
= —
la limite projective des foncteurs représentés par les Xj’ et on applique

9.6 {ii) au systéme projectif formé par ces foncteurs.

Remerque 9.1C, Dans lcs énoncés 9,6, 9.7, 9.8 et 5,9 on peut remplacer
partout les mots “r-accessibles', "accessibles" par "T-préaccessible’,
"préaccessibles". La démonstration donnée prouve en effet également

cette variante des énoncés précédents,

Proposition 9,11. Soit E une catégorie, satisfaisant la condition L (9.1,

I'ed

C unc_petite sous-catégorie pleine génératrice (7.1). On suppose satisfaite

la condition :

a) L est stable par noyaux de doubles fléches, et le foncteur

Ker sur la catdgorie des doubles fléches de E est accessible (par exemple,
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il commute aux petites limites inductives filtrantes),

Alors tout obiet de E est priaccessible (9.3), a_fortiori E

est préaccessible, Supposons que C soit meme génératrice par &pimor-

phisme stricts (7,1), et supposons que E satisfasse aux conditions :

b) E est stable par produits fibrés,

¢) Toute petite famille épimorphique stricte dans E est

épimorphique stricte universelle (10.3 ) , ou dans E les petites

sommes directes sont représentables, et tout &épimorphisme strict de E

est un épimorphisme strict universel.

Alors tout objet de E est accessible, a fortiori E est accessi-

Le fait que, moyennant a), tout objet de E soit accessible,
résulte du fait que pour tout objet X de E, 1l'ensemble des sous-objets

stricts de E est petit (7.4), et du

Lemme 9.11.1, Sous les conditions de 9,11 a), soient X € ob E et T un

cardinal tels que E satisfasse L, (9.1), que le foncteur Ker dans 9.11 a)

soit m~accessible, et que 1'ensemble des sous-objets stricts de X

soit de cardianl majoré par T . Alors X est T=préaccessible,

En effet, si I est un ensemble grand devant I, (Yi)iEI un
systéme inductif dans E de limite inductive Y, et (ui,vi : X ;::$Yi)
u,v
une double fléche telle que la double fléche composée X ::f::;Y satis-

fasse u=v, prouvons qu'il existe j = i dans I tel que uj = Vj . Pour
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ceci, considérons le systeme inductif des doubles fléches
(uj,vj: X :::%‘Ij)jZi , dont la limite inductive est (u,v). Par

hypoth2se on a X = Ker(u,v) = lim Ker(u,,v,) = lim X, oa X, = Ker(u,,v,).
P ’ 5 3’3 Ead ’ 3 it

Or les Xj sont des sous-objets stricts de X, donc il existe une partie
I' de I formée d'indices j = i, telle que card J £ 11 et que tout Xj

soit égal a un des Xi' (i'€ 1'). Comme I est grand devant T, il existe
un majorant j de I' dans I , Alors Xj contient tous les Xj' pour j' 2 i,
donc Xj —> X est un épimorphisme (puisque la famille des Xj' —> X

est épimorphique), donc un isomorphisme puisque c¢'est un monomorphisme
strict, Donc on a uj=vj , ce qui prouve 9.11.,1,

La deuxiéme assertion de 9.11 résulte de la premidre, et du

Lemme 9,11,2. Sous les conditions de 9.11 a), b), c), soient X un objet

de E, et 1 un cardinal infini tels que E satisfasse L. (9.1), que 1'on

ait card ob C/X < 1, que pour deux objets X' —> X et X" —> X de C/X .

X'XXX" soit T~préaccessible, enfin que X soit T=-préadmissible., Alors

X est un T—accessible,

Avec les notations de la démonstration de 9.11.1, il suffit
de prouver que tout morphisme u: X —> Y provient d'un morphisme
ug X —> Yi . Or considérons la famille des morphismes Yi —> Y,
qui est épimorphique stricte ; gr2ce & b) et ¢), la famille des
YiXYX —> X est également épimorphique stricte ; d'autre part, pour

tout i, comme C est génératrice par épimorphismes stricts, la famille

des fléches
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T ——> YiXYX
de source dans C est épimorphique stricte. Dans la deuxidme alternative
eyvisagée dans ¢), on peut trouver une telle fl2che épimorphique stricte,
de source, une (petite) somme d'objets de C. En vertu de la transitivité
de la notion de famille épimorphique stricte universelle (II 2.5)
il s'ensuit alors que la famille des fléches TCL fg—> X de source dans C
qui se factorisent par un des YixYX est épimorphique stricte. Soit J
1'ensemble d'indices de cette famille, qui est de cardinal majoré par

card ob C/ < 11, Choisissons pour tout o € J un i= i{a) € I et un

p:4
X-mo is T i i : T = Y.

mor phisme o > YiXYX’ ou ce qui revient au méme, un Vo, o i
tel que PV, = ufOL s 00 P Yi —> Y est le morphisme canonique, Comme

I est grand deveant T, on peut choisir i(a) indépendant de &, soit i .

Pour tout couple d'indices ¢, B € J, considérons les composés

PYy Vgs PT, vB : T(:L)S(TB __—~;>7Yi .
Leurs composés avec Yi'——> Y sont égaux, donc, comme TaXXTB est
m-préaccessible par hypoth2se, il existe un indice i'= i(a,B) = i
tel que les composés des fléches envisagées avec Yi —> Yi' soient
égales, Comme l'ensemble des couples @,B est de cardinal < ﬂz =T
(11 étant infini), il s'emsuit encore que 1l'on peut choisir i' indépendant
de a,B . On peut évidemment supposer i'=i . Mais alors, la famille
(fCL : TG‘-—> X) étant épimorphique stricte, on peut trouver un morphisme
u, X —> Yi tel que 1'on ait u, £f = v, On a alors p,u; = p, car

Q

pour tout a on a (piui)fa = pi(uifa) = p = u fa , et la famille des

Y
i«

fa est épimorphique. Cela achéve laz démonstration de 9.11.2,
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Remarque 9.11.3, On voit, comme cas particulier de 9.11, que dans la
catégorie E tout objet est accessible, dans chacun des deux cas suivants
1) E est une U-catégorie abélienne & limites inductives filtrantes
exactes et admettant une petite sous-catégorie génératrice (ici, c'est
la deuxiéme alternative de c¢), qui s'applique)., 2) E est la catégorie

des faisceaux d'ensembles sur un espace topologique X € U. Plus géné-
ralement, il suffit que E soit la catégorie des faisceaux d'ensembles

sur un U-site (II 2.1), ou encore, que E soit un U-topos {IV 1.1).

Définition 9.12, Soit E une catégorie., On appelle filtration cardinale

. . . L, T - .
de E une filtration croissante (Filt (E))ﬂ>ﬂ de E par des sous-catégories
o
. . 1.1 . .
strictement pleines Filt (E), indexée par les cardinaux 1 € U tels que

ﬂzﬂo (ot T, est un cardinal infini fixé, dépendant de la filtration

cardinale envisagée), et satisfaisant aux conditions suivantes

a) Pour tout =, Filt (E) est équivalente 3 une petite

catégorie.

p
b) E satisfait 2 L. (9.3), et pour tout =, Filt (E)
o
est stable dans E pour les limites inductives filtrantes indexées par

des ensembles ordonnés I grands devant WO tels que card I=m .

c) Pour_ tout ﬁzﬂo , et tout X& ob E, on peut trouver un

isomorphisme

X = 1lim X,
-1

gf_.t__(Xi)i61 est un systéme inductif dans E indexé par un ensemble ordonné
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I grand devant 7 (9.1), et ou les Xi sont dans Filt (E). De plus, si

X € ob Filtﬂ(E), n'2m, on peut prendre I tel que card I = o

6.12.1. On notera qu'il résulte de b) et ¢) que tout X € ob E apparticent 3

T
un Filt (E), pour 1 assez grand.

L, T < .
Exemple 9.12.2, Premons E = (U-Ens), s =f§0, Filt (E) = sous-catégorie

pleine de E formée des enscembles tels que card X £ 1, Plus généralcment

Proposition 9.13. Scit E une U-catégorie, On suppose que E est stable

per petites lim filtrantes, par somme de deux objets et par conoyaux de

doubles fléches, que E est stable par produits fibrés, et que les

morphismes épimorphiques dens E sont épimorphiques stricts universels.

Soit C une petite sous~catégorie pleine de E qui est génératrice par

épimorphismes stricts, Soit T, un cardinal infini = card F1 C . Pour

tout cardinal T 2 T, s soit Filtﬂ(E) la sous-catégorie strictement pleine

de E formée des objets X de E tels qu'il existe une fomille épimorphique

~

de but X, telle que card I < T et que Xi € ob C

trict X, —>
stricte ( 1 X)iEI

pour tout i € I, Alors (Filtn(E))nzﬂ est une filtration cardinale de E .

)
De plus, pour tout X € ob Filtﬂ(E), le cardianl de 1'ensemble des fléches

de C

. . i x Apt
/x (et a fortiori, de 1'ensemble des objets de C/X) est majoré par M ° .,

Cette derniére assertion n'est autre que 7.6.
Pour montrer qu'on a une filtration cardinale, il faut prouver
les conditions a), b) et c¢) de .12, La condition a) résulte aussitdt

de 7,5.2. Pour b), supposons qu'on ait X = lim X, , avec card 1T £ 7 et
T
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les Xi € ob Filtﬂ(E). Donc la famille des morphismes canoniques X, —> X
est épimorphique stricte, et par hypothése sur les Xi , 11 existe pour

tout i € I une famille épimorphique stricte (Xij —> Xi)jE avec

3
Ji
card Ji < 1, Passant aux sommes 11X et AL Xi' , on voit par tran-

i 1]
sitivité des épimorphismes stricts universels (II 2.5 ) que la famille
des composés Xij -—> Xi —> X (indexée par 1l'ensemble somme des Ji s
2
pour i€I) est épimorphique stricte, Or on a card J £ 11 =1, d'ou la
conclusion, (NB. on a seulement utilisé le fait que lim X, existe, et
T2 1

non le fait que I soit grand devant T ni méme filtrant,) Prouvons
enfin c¢). Notons que pour tout X € ob E, la famille des fliches Xi —> X
de source dans ob C est strictement épimorphique, puisque C est généra-
trice par épimorphiemes stricts, et évidemment petite, donc il existe

un cardinal ﬂzﬁo tel que X € ob Filtﬂ(E). I1 reste 2 prouver que si on

1
a des cardinaux ﬂ'ZWZT%,Ht si X € ob FiltTT (E), alors on a un isomorphisme
X = 11m>Xi s
I
T .7
avec I grand devant 11, card I < 11", les Xi dans ob Filt (E), Or on a,
C étant génératrice par épimorphismes stricts,
() X = lim T .

/X

Notons aussi qu'en rajoutant successivement 2 C des sommes et des
conoyaux de doubles fléches de C, et de m8me pour la catégorie ainsi
obtenue etc, on se raméne au cas ol C est stable par somme de deux objets
dans E et par conoyaux de doubles fl2ches dens E, et ceci sans détruire

1'hypothese T, Z card F1 C, On peut supposer de plus que, si E contient
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un objet initial fixé ¢E , on ait ¢E € ob C . Ceci implique que la

catégorie C/ est stable par somme de deux objets et conoyaux de doubles

X
fléches, Elle est alors filtrante, car elle est non vide, puisque si
elle était vide, la relation (*) montrerait que X est un objet initial,
donc C/X contient la fléche ﬁE --> X, une contradiction, Soit alors I
1'ensemble, ordonné par inclusion, des sous-catégories pleines i de

C/X qui sont filtrantes et telles que card ob i < T , Pour tout i € I,

soit Xi € ob E la limite inductive du foncteur composé i —> C/X - E,

qui existe par hypothése., Alors on a évidemment

lim Xi = 1im T =X .
I c/X

D'autre part, on a déjd noté que card ob C/X <m0 . I1 s'ensuit que 1

n,ﬂﬂ

Tioy T ™
est grand devant T, et que card I < (11" ©) = © = 1' en vertu du

lemme suivant, dont la démonstration est laissé au lecteur (ol on fera

m
I=C/X,c=TT'O)

Lemme 9,13.1. Soient J une catégorie filtrante, c et T deux cardinaux

tels que ¢ = Sup(card F1 J,m), et telle que card Hom(j,j') < T, pour

tout couple d'objets j,j' de J. Soit I 1l'ensemble des sous-catégories

pleines filtrantes i de J telles que card ob i < 1, Alors, ordonné

. i
par_inclusion, I est grand devant T, et on a card I < c .

Ceci acheéve la démonstration de 9,13,
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Remarque 9,13,2, Un léger effort supplémentaire doit permettre de rem-
placer dans 9,13 1'hypothése que E est stable par petites limites induc~-
tives filtrantes par 1'hypothése que E satisfait & L (9.1), si on suppose
E stable par petites sommes, ou que dans E toute famille épimorphique

est &pimorphique universelle, 11 faut alors, dans la démonstration de c),

choisir m tel que E satisfasse a LTT , et se borner aux sous-catégories
o

pleines i de C/X qui sont non seulement filtrantes, mais telles que
1l'ensemble préordonné ob i soit grand devant T, - Utilisant 8, et
1'hypothése que E satisfait & L , on trouve alors que les X, existent,
i 1
(o]

et on devrait conclure par une variante convenable de 9.13.1, que le

rédacteur n'a pas vérifiée,

Proposition 9.14, Soient f: E ~—> F un foncteur accessible (9.2} entra

deux catégories munies de filtrations cardinales (Filtﬂ(E))l et
o
T . . . .
(Filt (F’)ﬂZﬂ' . Alors il existe un cardinal T 2 Sup(m ,m) tel que
pour tout cardinal T 2 ﬂl , on ait
i e
(9.14.1) £ (Filt (E))  Filt® (F) .
En particulier, si l'on a T = 2% avec ¢ = ™o d'ol ﬂﬂl = 2Tl = 9% = ¢ s
on a
(5.14.2) £ (rilt™(B)) C Filt (F) .

Signalons tout de suite le
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Corollaire 9.15, Soit E une catégorie, munie de deux filtrations car-

dinales (Filv:TT(E))ﬂZﬂ_0 et (Filt'ﬂ(E))nzﬂs . Alors il existe un cardinal

m oz Sup(ﬂo,ﬂé) tel que, pour tout cardinmal c¢ = T , posant T = 2¢

on ait Filt'(E) = Filt'(E).

Preuve de 9.14. Soit ¢ un cardinal tel que ¢ 2 Sup(ﬂo,ﬂg), et tel que

f sott c-admissible, Soit d'autre part 1, 2 ¢ tel que l'on ait

1

(+) £ (FileS®)) < Filt ' I(F) .

11 existe un tel o grace au fait que Filt®(E) est équivalente 2 une
petite catégorie (9.12 2)), donc f (Filt“(E)) 1'est également, de sorte
qu'on peut appliquer 9,12,1 aux objets de cette derni2re pour trouver
une Filt (F) qui les contient tous (compte tenu que les Filtn(F) sont

Lo T
des sous-catégories pleines). Soit donc M 2z T, , et X € ob Filt (E),

" 1
1
prouvons que f(X) € Filt" (F), Ecrivons en effet

X = lim X, ,
n
avec les X, € ob Filt(E), I grand devant c, card I < T < m 1 (9.12 ¢)).

Comme f est c-admissible, I grand devant c, on a

£(X) = 1lim £(X,) ,
=
1 m
T Tr 7l
et comme card I < 1 1 et f(Xi) € ob Filt L(F) c ob Filt (F) par (¥),

™l
on a f(X) € Filt "~ (F) par 9.12 b), cqfd.

9.15,1. La notion de filtration cardinale 9,12 n'a guére d'intérét
que lorsque les objets de E sont accessibles. Signaloms qu'il résulte

de 9.11 que cette condition est satisfaite lorsque, en plus des hypothéses
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de 9.13, on suppose que le foncteur Ker sur la catégorie des doubles

fléches de E est accessible, Signalons d'autre part :

Proposition 9.16, BSoit E une catégorie munie d'une filtration cardinale

(Filtﬂ(E))ﬂzﬂ . Supposons que les éléments de Filt ©(E) soient des
o

objets accessibles de E ; alors il existe un cardinal ] =T dans U

tel que les objets de Filtno(E) soient T, -accessibles ; si ™ est choisi

1

ainsi, alors pour tout cardinal T = T , on a (avec les notations de 9,3.1):

1

. m
(9.16.1) Eﬂc Filt (E) E(nﬂo) .

i
L'existence de ™ résulte immédiatement du fait que Filt °(E)

est équivalente 2 une petite catégorie (9.12 a)). Soit alors T = ™o
m
Si X est dans Filtﬂ(E), écrivant X <= lim X, avec card I <7 © ,
T
X, € ob Filt'°(E) pour tout i (9,12 c¢)), alors il résulte de 9.9 que

T,
X est 1 o—accessible, d'olt 1a deuxi®me inclusion (S.16.1). Supposons
que X soit T-accessible, et écrivons X = lim?Xi , avec I grand devant
I
Tet les X; € ob Fi1t"(E) (9,12 ¢)). Par hypoth&se sur X, 1'isomorphisme
donné X == lim X, se factorise par un des X, , donc X est isomorphe 2 un
T‘)l i
facteur direct de cet Xi. On en conclut que X € ob Filtﬂ(E), donc la

premi2re inclusion (9,16,1), grace au

Lemme 9.16.2, Tout objet de E qui est un facteur direct d'un objet de

File (E) est dens Filt™(E),
En effet, si X est 1'image d'un projecteur p dans l'objet Y

de E (i,e, d'un endomorphisme p tel que p2 = p), et si I est un ensemble
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ordonné filtrant,X est limite inductive du systéme inductif filtrant

(Yi) défini par Y, =Y pour tout i € I, p: ¥, —> Yj si i<3.

i€l
b
Prenant I grand devant T et card I < T, on voit donc que si Y € Filt (8},

il en est de ma@me de X en vertu de 9,12 b).

Corollaire ©.17. Sous les conditions de 9,16, pour tout cardinal c¢ = nl R

posant T = 2 , Filtﬂ(E) est identique 3 la sous-catégorie strictement

pleine de Eﬂ de E formée des objets m~accessibles,

Corollaire 9.18, Soient E une catégorie satisfaisant la condition Lﬂ

(9.1), od ™ est un cardinal, et C une sous-catégorie pleine de E .

On désigne par Ind(C)Tr la sous-catégorie pleine de la catégorie Ind(C)

des ind-objets de C (8,2) formée des ind-objets de la forme (Xi)iEI s

ot I est un ensemble ordonné grand devant 1 , Considéromns le foncteur

canonique
(5.18.1) (xi)i€I|—> 1;m X, o: Ind(c)n———>E .

a) Pour que ce foncteur soit pleinement fid2le, il faut et

il suffit que tout objet X de C soit un objet T~accessible (9,3) de E .

b) _Placons-nous sous les conditions de 9.17, en particulier

me= 2%, et prenons C = Filt'(E). Alors le foncteur (9,18.1) est_une

équivalence de catégories,

L'assertion a)} est une généralisation immédiate de 8.7.5 a),
et se prouve de la meme fagon., Alors b) résulte de 9.17 et de la condi~
tion 9.12 c) des filtrations cardinales, qui implique que le foncteur

envisagé est essentiellement surjectif.
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Corollaire 9,19, Sous les conditions de 9.17, soient C = Filtﬂ(E),

F une U-catéporie, et considérons le foncteur

(5.19.1) gg_rg(E,F)n ~—> Hom(C,F)

induit par le foncteur "restriction 3 C " f+—> f\C), ot la source de

N

(9.19,1) est la catégorie des foncteurs T-accessibles de E dans F (9.2},

Le foncteur précédent est pleinement fidele., Si F satisfait 3 la condi-

tion Lﬂ (9.1), alors le foncteur (9.19.1) est une équivalence de catégories.

La premi2re assertion se prouve comme 7,8, en utilisant $9.18 b).

La deuxiéme s'obtient en construisant un foncteur quasi-inverse de (9.19.1),

en associant 2 tout foncteur f: ¢ —> F le foncteur (X.),. . —> lim f(X.)
i7i€ 5 i
de Ind(Eﬁ) dans F, et en utilisant $.18 b) pour en déduire un foncteur

I

f + E —> F, Tout revient & montre que de dernier est T-accessible, Or

cela se prouve comme 1l'assertion analogue 8,7.3.

Corollaire 9.20. Soient E une catégorie admettant une filtration cardi-

nale et telle que tout objet de E soit accessible {cf. 9.16), F une

catégorie,. Alors

a) La catégorie Hom(E,F)acc des foncteurs accessibles de E

dans F (9.2) est une U-catégorie. (NB on_rappelle (9.0) que les catégories

données E,F sont supposées &tre des U-catégories.)

b) Supposons que F soit stable par petites limites inductives

filtrantes. Pour toute sous-catégorie pleine C de E équivalente 3 une

petite catégorie, 3 foncteur d'inclusion i: C —> 2, considérons le

foncteur correspondant
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i, : Hom(C,F) —> Hom(E,TF)

(5.1)., Pour qu'un foncteur f: E —> F soit accessible, il faut et il

suffit qu'il existe une petite sous-catégorie C de E, telle que f soit

dans 1'image essentielle du foncteur précédent i, .

Démonstration. a) Il suffit de prouver que pour tout cardinsl
™ tel que E satisfasse L_, la sous-catégorie pleine ggg(E,F)n de
Hgg(E,F)acc est une U-catégorie, Il suffit évidemment de le vérifier
pour les cardinaux de la forme 2¢ , avec ¢ assez grand, Mais alors
cela résulte de 9.19, puisque (C = Filt(E) étant essentiellement
petite) Hom(C,F) est évidemment une U-catégorie.

b) Par transitivité de la formation des foncteurs i! , on
peut dans 1'énoncé se borner aux sous-catégories C de la forme Filtn(E),
ot T est comme dans $,17. On voit alors aisément que le foncteur compo-
sé Hom(Filt (E),F) —> Hom(2,F)  —> Hom(E,F), oh la premiére flache
est quasi-inverse de (9.19.1), et la deuxiéme est l'inclusion, n'est
autre que le foncteur i, , & isomorphisme prés, Donc l'assertion b)

résulte de 9.19.

#Exercice 9,20.1, (Le présent exercice utilise les notions de site et
de topos, développés dans les exposés II et IV,) Soient E un U-topos,
V un univers tel que UEV, C ure petite sous-catégorie pleine génératrice
du U~topos E, ﬂb € U un cardinal infini tel que ﬂo & card F{ C , Pour
tout cardinal T2 T, T € U, soit Filt (E) la sous-catdgorie strictement

pleine de E formée des objets X tels qu'il existe une famille épimorphique
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stricte (Xi——~> X)iEI de but X, telle que card I < T et que X, € 0b C
pour tout i € I ,

a) Montrer que (Filtﬂ(E)), est une filtration cardinale
)

de la U-catégorie E, et qu'on peut choisir ﬂo tel que pour tout ﬂzﬂo R

on ait les inclusions
E_C Filt'(E) CE ,
m o
ot pour tout cardinal c, Ec désigne la sous-catégorie strictement pleine
de E formée des objets c-accessibles.
i
b) Choisissant un cardinal Tem tel que T =T © (par exemple

< cq 17
7 de la forme 27, avec c > ﬂo), et posant C=Filt (E), montrer qu'on a

une équivelence de catégories
nd(c) ——> E

(notation Ind(C)ﬂ de 9,18).

c) Gardons les notations de b), et soient V un univers tel

~

que UC V, Ev

le V-topos de V~-faisceaux sur le site E (muni de sa
topologie canonique). Désignons par Ind(C,y)TT la catégorie des V-Ind-objets

de C indexés par des ensemble d'indices préordonnés grands devant T .

Montrer qu'on a une équivalence de catégories

Ind(C,_\l)n —_— E! .
d) Soient ¢ € V un cardinal, Ind(E,y)é la sous=-catégorie
pleine de Ind(E,V) formée des V-ind-objets de E indexés par un ensemble

préordonné qui est grand devant tout cardinal < ¢, Prenant ¢ = card U ,
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montrer qu'on a une équivalence de catégories

Ind(E, V) —> ET . %

9.21, La présente section 9,21 développe des préliminaires techniques
pour la démonstration du théoréme 9.22 ci-dessous, qui constitue le

résultat principal du présent paragraphe 9. Soit
(9.21,1) p: E—=> B

un foncteur fibrant, ol B est une petite catégorie, et oh les foncteurs

images inverses

associés aux fleches f: g —> B de B sont accessibles (9.2). En parti-
culier, les catégories fibres Ea (0 € ob B) satisfont & la condition L
(9.1), donc, B étant petite, il existe un cardinal né € U tel que toutes

les catégories Ea satisfont a la condition Lﬂ, . Soit T, €U un cardinal
o

infini > ﬂé s, de sorte que 1'on a

(9.21.2) mo>m  , B satisfait L_, pour tout o € ob B,
o 0 a e
D'ailleurs, les hypotheses faites impliquent aussit8t l'existence d'un

cardinal ¢ € U satisfaisant aux conditions suivantes

a) ¢ est infini,
(9.21.3) b) ¢ 2 card Fl1 B,
¢) pour toute fldche £: ¢ —> B dans B, le

foncteur % ; E, —> Ea est c-accessible,

B
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Supposons de plus qu'on puisse trouver, pour chaque a € ob B, une

sous~catégorie pleine COL de Ea , satisfaisant les conditions suivantes

a) Pour tout X € ob C, » X est c-accessible dans

B (9.3).

(9.21.4) b) Pour tout X € ob E(1 s

isomorphisme X -~ lim Xi dans E(I , ol les

I

Xi sont dans Ca et ot I est un ensemble ordonné

grand devant c,
Soit T un cardinal tel que l'on ait
(9.21.5) ™2 , donc T > Tf(') s
et pour tout a € ob B, soit

(9.21.,6) C c E

formée des objets qui se peuvent représenter sous la forme lim Xi s ol

1

on peut trouver un

~,

I est un ensemble ordonné grand devant ﬂé , tel que card I £ T, et ol

i
les Xi sont dans C(1 . Il est clair alors, grace a 7.5.2, que COL est

essentiellement petite, i,e, est équivalente 2 une petite catégorie,

Soit
(9.21.7) F = HomB(B,E)
la catégorie des scctions de E sur B, et soit

(9.21.8) Fl © F

la sous-catégorie strictement pleine de F forméz des sections X:a b> X{(a)

telles que pour tout ¢ € ob B on ait

161



- 162 - I

ka
X(a) € Cy .

I1 est clair, les CZ étant essentiellement petites, qu'il en est de
méme de la catégorie Fﬂ . Nous allons montrer que cette catégorie est

génératrice, et plus précisément

Lemme 2.21.9., Sous les conditions et avec les notations précédentes,

on_a ce qui suit

(i) Tout objet de F est accessible (9.3}, 5i d est un

cardinal 2 ﬂg, et si o —> X(a) est un élément de F tel que pour tout

a, X{(a) soit d-accessible dans E, » alors X est d~accessible dans F ,

(ii) Supposons T £ ¢, ou que m! soit fini (i.e. les B,

stables par petites lim filtrantes) Alors tout objet X de F est iso-
— ge b g3t 15

N . s N - Al N
morphe 3 un objet de la forme lim X, , ot les X, sont dans F et ou
51 i

I est grand devant 17 ,

Pour prouver (i), notons qu'en vertu de (9.21.4) et de 9.9,
tout objet de Ea est accessible, D'autre part, F satisfait & la condition

L en vertu du

’ﬂ'"
[o]

Lemme 9.21,10, Soit p: E —> B un foncteur fibrant, F = HomB(B,E),

I une catégorie, i F—> xi un foncteur

de I dans F , Pour que lim X, soit représentable dans ¥, il suffit
== -1

I
que pour tout @ € ob B, lim Xi(a) soit représentable dans la catégorie
I
fibre E_; lorsqu'il en est ainsi, alors lim X, "se calcule argument
— QL 3 1

I
par argument" , En particulier, si les catégories fibres satisfont & la

conditicn L (ﬂg étant un cardinal donné) il en est de méme de F ,
o
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Nous laissons le détail de la démonstration (facile) de
9.21,1C au lecteur, en nous contentant de remarquer qu'il est commode

d*utiliser le résultat suivant, dont la démonstration est immédiate :

Corollaire 9,21.10.1. Avec les hypothéses et notations de 5,21,10 pour

p: E—> B, et pour I , pour tout & € ob B, le foncteur d'inclusion

Ea —> E commute aux limites inductives de type 1 .

Revenant alors aux conditions générales de 9.21.9, soit X un
objet de F ., Comme pour tout & € ob B, X(a) est accessible dans E@ , il
existe un cardinal d € U tel que pour tout & , X{(a) soit d-accessible
dans Ea . On peut choisir dzﬂé , de sorte que F satisfait & Ld en vertu
de 9,21,1C, Utilisant encore ©.21.10 pour le calcul des limites induc-
tives lim Yi dans F, avec I grand devant d, on constate aussitdt que

I
X est d-accessible, Cela prouve (i),

Nous allons prouver maintenant 9.21.9 (ii) en plusieurs étapes
({9.21.113 a 9.21.16)).
Soit donc
X ab—> i

un objet de F, En vertu de (2.21.4 b)), on peut, pour tout & £ ob B,
trouver un ensemble ordonné Ia grand devant ¢, et un isomorphisme

X(a) = %EI X(a)i , ot it—> X(O,)i est un systeme inductif de type
E

o

o

Ia dans , les X(OL)i dans Ca . Coneldérons 1'ensemble ordonné produit

a

I =1 Ia 3 11 est clair qu'il est grand devant c, et que les systémes
a
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inductifs précédents donnent naissance i des systémes inductifs dens les E ,
(9.21.11) ir>x(@).€obC , i€obl ,

indexés par le m@me ensemble ordonné I, et a des isomorphismes

(9.21.12) X(a) ==> lim X(a), dans E

I

pour tout O € ob B . Nous supposons fixées par la suite des données

{9.21.11) et (9.21,12),

Lemme 9.21,13, Sous les conditions précédentes, on peut trouver une

application ¢ : I —> I telle que (i) = i pour tout i € I, et une

application (i,f) +—> )\(i,f) de IXFL B dans FL E, satisfaisant aux

conditions suivantes

a) Pour i € I, (f:a—>B8) € FL B, A{i,f) est un f-morphisme

de X(a)i dans X(B)m(i) , rendant commutatif le diagramme

X(£)

X(a) X(B)
N, ) X(B)@(i>
X{oy,
1
a f ﬁ I}

od les fléches verticales sont les morphismes canoniques déduits de

(9.21.123,
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b) Pour tout i € I, et (f: o —> B) € FL B, on a_commuta-

tivité dans le diagramme

X®)23)
Aep(i), £ T
X(O“)cp(i) x(s)cp(i)
T A, £)
x(a),
1
o £ g .

¢) Pour tout couple de fléches consécutives Q £—> B §—> Y de B,

on a commutativité dans le diagramme suivant

X(q) — £ x(g) —2& oy
X(Y)sz(i)
Meop(i),g) T
X(B) s) XV 1)

oi les fléches verticales sont celles déduites de (5.21.12).
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On notera d'ailleurs que la commutativité des deux trapdzes
supérieurs dans b) est déja contenu dans a), de sorte que b) affirme
en fait la commutativité du triangle inférieur du diagramme envisagé.
Prouvons 9,21.13. Soient i € I, et f: o —> f une fléche dans B,
Considérons le composé x(ai) —> x(a) ~§££; X(g) = £3E3X(B)j , il

]
définit un morphisme dans E :

x(a)i —> f* (X(B)) == f*(;§g7 X(B)j) = 1§m f*(X(S)j) s

ot la dernidre &galité provient du fait que f¥ est c-accessible (9,21.,3 c)
et que I est grand devant c¢. En vertu de (9.21.4 a)), comme X(0) € ob CCL s
le morphisme envisagé se factorise par un f*(X(a)j), ot j a priori

dépend de i et de f € FL(B). Mais en vertu de (9.21.3 b)), et comme I

est grand devant ¢), on peut choisir j indépendant de f, soit j = ofi).

I étant filtrant, on peut supposer (i) 2 i. On trouve ainsi, pour

i €I et f€ FL F, un morphisme

x(a)i —~——e»f*(x(3)w(i)) s

ou ce qui revient au m@me, un f-morphisme

AL, £) : X(cx)i —> X(B)@(i)

qui par construction rend commutatif le diagramme

X(f)
X(a) - X(g)
- ,,/iii:fiz,//”/’%y X(B)m(i)
X(a),
1
a £ B .
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Considérons alors, pour i,f,g donnés, le triangle inférieur du diagramme

envisagé dans 9,21,13 ¢) ; il n'est pas clair qu'il est commutatif, mais
d prtmac. devi é e i-

les deux composés X(OL)i '”‘*Sx(ﬂ)mz(i) eviennent égaux aprés composi

tion avec X(B) , ——> X(B), comme il résulte de la commutativité
W3

i
des deux trapézes supérieurs, et du trapéze contour global, qui sont

les diagrammes D(£),D(g) et D(gf) respectivement, Donc, comme X(a)wz(i)
est c~accessible (9.21.4 a)) et que X(a) = Lim X(a), , avec I

grand devant ¢, il s'ensuit qu'on peut trouveiein élément j 2 q?(i)

de I, tel que les deux fléches envisagées deviennent égales aprés
composition avec X(B)qg(i) —_— X(B)j . A priori, j dépend de i,f et g,
Mais pour i fixé, 1'ensemble des couples possibles f,g est de cardinal
zc? = ¢, en vertu de (5.21,3 a) et b)), donc, I étant grand devant c,

on peut choisir j indépendant de £ et de g, soit j = ¢'(i) =2 wz(i) z (i),

Soit alors, pour tout i € I et f: o« —> B,

| 4 .
MG, E) X(B)i —> X(B)w'(i)
le f-morphisme composé X(CL)i — X(e)@(i) —_ X(B)@’(i) , ot la deuxieme
fleche est le morphisme de transition. Il est alors immédiat, par
construction, que (g',\') satisfait les conditions 9.21,13 a) et c¢),
pour (¢,\). Procédant de meme pour la condition b}, on voit qu'on peut

choisir ¢' de telle fagon que cette condition soit également satisfait

pour {g',\'). Cela achtve la preuve de 9.21.13),
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9.21.14., Soit maintenant

J c I
une partie de I satisfaisant les conditions suivantes
a) J est fiitrante,
b} pour tout j € J, on a (i) € J,

¢) pour tout @ € ob B, X _(a) = lim X(a), est représentable
J T—J) L

=

dans E_ .,
o
Les conditions a) et c¢) sont satisfaites en particulier si J est grand
devent n {9.21.2). 11 résulte alors de $,21,10.1 que pour tout
o € ob B, XJ(&) est la limite inductive lim_ X(a), dans E . Or pour
ieJ
une flache f: a —> 8 de B, les fléches A(i,f), pour i variable dans J,

définissent grace 2 9,21,13 b) un morphisme de ind-objets de (X(OL)1.)i€J

. 1 .
dans (X(B)i)iEJ , d'o un homomorphisme
.
XJ(f, : XJ(a) —_— XJ(B)

sur les limites inductives, qui est manifestement un f~homomorphisme.

Utilisant 9,21.13 ¢), on trouve que l'on a des relations de transitivité
XJ(gf) = XJ(g) XJ(f) s

de sorte que l'on 2z défini une section XJ € ob F de E sur B ., Enfin

9,21.13 2) nous montre que les homomorphismes canoniques

XJ(a) —=> X{a) , o € ob B,

sont fonctoriels en o , de sorte qu'on a un homomorphisme canonique

: —
u XJ X
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D'autre part, si
J' > J
est une autre partie de I satisfaisant aux conditions a),b),c) ci~dessus,

on trouve un homomorphisme canonique

uJ,,J : XJ —— XJ, ,

de sorte que les XJ forment un systéme inductif dans F, paramétré par
1'ensemble (ordonné par inclusion) des parties J de I satisfaisant les
conditions envisagées, Enfin, les homomorphismes uy ci~dessus définis~
sent un homomorphismes de ce systéme inductif dans (le syst2me inductif

constant défini par) X .

9.21.15. Soit maintenant K un ensemble de parties J de I, satisfaisant
aux conditions a),b),c) envisagées dans 9.21.14, et supposons que K

soit filtrant, et de réunion I, Alors il est clair que l'on a

lim X —=—> X ,
= J
J€
en utilisant 9,21.10.1 qui nous raméne a vérifier qu'on a un isomorphisme
argument par argument,
Prenons par exemple pour K l'ensemble de toutes les parties
J de I qui sont grandes devant ﬂé , stables par ¢, et telles que
card J =1, Alors par définition (9,21.6) de CZ , on a, pour tout
o € ob B, X (@) € ob cg , done X € ob F' . Par suite, 9.21.9 (ii)
sera prouvé si nous &tablissons que K est grand devant T (donc filtrant)

et de réunion I , Il suffira évidemment, pour ceci, de prouver que toute

partie S de I telle que card S < T est contenue dans une J € K . Ceci
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résultera en effet de 1'hypothése préliminaire énoncée dans 9.21.9 (ii),

et du

Lemme 9,21.16. Soient T un ensemble ordonné, T un cardinal infini,

@+ I —> 1 une application de I dans lui-méme,

a) Supposons I filtrant, Alors pour toute partie S de I

telle que card 8 < 1, il existe une partie filtrante J O S de I, telle

que cp(J) CJ et card(J) < 1 ,

b) Soit ﬂg un cardinal < 11, et supposons I grand devant T ,

Alors pour toute partie S de I telle que card S < 1, il existe une

partie J O S de T grande devant T , telle que @(J) & J et card J =1 .

Prouvons par exemple b) (la démonstration de a) étant analogue
et plus simple), Soit P l'ensemble des parties de I de cardinal < 1,
et soit T ph—> iT : P—> 1 une application telle que pour T € P , iT
soit un majorant de T dans I ; l'existence de cette application exprime
simplement 1'hypoth&se que I est grand T , Soit A un ensemble bien ordonné

tel que card A = T, et tel que pour tout a € A, 1l'ensemble des a' < a

soit de cardinal < T , Il s'ensuit en particulier, comme ﬂé <1, que A

est grand devant ﬂé . Définissons par récurrence transfinie des appli-

cations
Sp—>5_: P—>P (a €4

par les formulessuivantes :

$,5 5,8, = SaU$(Sa) U{lsa} » 8, =z S,siaunordinal limite,
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Posons alors, pour S € P,

J(s) = U S

acA Ta h
Il est clair alors que J(S) D 8§, que J(S) est stable par @, que
card J(S) < 7 (puisque card A = 1), enfin que J(S) est grand devant

ﬂé (en utilisant le fait que A est grand devant ﬂé).

Cela démontre 9,21.16 et achdve la démonstration de 9.21.9,

Signalons aussi une variante de $.21.9 :

Lemme 9.21.16. Les notations sont celles de 9.21,9. On désigne par F'

la sous-catégorie pleine Homecart (B,E) de F = HomB(B,E) formée des

sections cartésiennes de E sur F , Alors :

(i) Tout objet de F' est accessible., Plus précisément, soit

or——> X(a) un élément de F', et soit d un cardinal tel que d = ﬂg s

d 2 ¢, et tel que pour tout & € ob B, X(a) soit un objet d-accessible

de E . Alors X est un objet d-accessible de F',

(ii) Supposons T < c et que les foncteurs f* : EB — Ea

soient ﬂg-accessibles, ou que les catégories Ea soient stables par

petites limites inductives filtrantes, et que les foncteurs f*:EB —> E&

commutent aux dites limites inductives. Alors tout objet X de F' est

|

o
w
(a4

isomorphe & un obijet de la forme 1im>Xi , O pour tout i € I, Xi
1
un objet de la sous-catégorie pleine F'TT = F'N Fno de F', et ot I

est grand devant T .

171



- 172 -

b

La démonstration étant toute analogue 3 celle de 9.21.9, nous
nous contentons d'indiquer les points ol une modification de cette

dernidre est nécessaire. On note d'abord :

Lerme 6.21,18. L'énoncé 9,21,10 reste valable lorsqu'on y remplace

F = HomB(B,E) par F' = HomcartB(B,E), pourvu que 1l'on suppose que les

foncteurs images inverse f¥* ; E, —> EOL commutent aux limites inductives

B
de type I .

Si donc sous les conditions de 9,21.17, d est un cardinal tel
que d 2 c et d 2 ﬂg , i1 résulte de ce qui précdde et de 1'hypoth&se
(9.21.3 ¢)}) que pour tout ensemble ordonné I grand devant d, les limites
inductives de type I sont représentables dans F' et se calculent argument
par argument, d'ol la conclusion 9.21.17 (i) par un argument immédiat.

Pour prouver (ii), il faut donner un complément a $,21.13

Lemme 9.21.19. Sous les conditions de 9.21,13, supposons que X € ob F!

i.e. que X soit une section cartésienne de E sur B . Alors on peut

R AR

renforcer la conclusion par 1l'assertion qu'il existe une fonction W qui,

a tout i € I et toute fleche f: o —> B de B, associe un morphisme

i,£) : £% X 'on ait :
pi, £) f (B)i —_ X(a)@(i) dans E(1 , de telle facon que 1l'on ait

d) Pour tout i € I et toute fléche f: o —> B de B, les

deux diagrammes suivants sont commutatifs :
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£%(8) 2 X(a) 2
My (0,07 @@ ® We i), )
N \
x(o,)cp(i) f*X(a>cp(i)
w(i, ) ISCERD
f*X(B)i X(a)i .

Pour le prouver, on procéde comme dans 9.21.,3, en considérant
le morphisme composé f*(X(B)i) —> £*(X(8)) ——Kiﬁl:£—> X(a), ott (comme
déja dans 1'écriture de la condition d)) on identifie dans les notations
un f-morphisme R —> S de E avec le morphisme correspondant R —> £¥(S)
de E, . Comme X(a) = lig7X(a)j , et I grand devant c, on peut factoriser
le morphisme précédent par un des X(a)j , ot j a priori dépend de i et
de f, mais peut &tre choisi indépendant de f, soit §(i). Quitte 2 agrandir
la fonction ¢ de $,.21.13, on peut supposer que § = ¢ , En procédant
comme pour les conditions b} et ¢) de 9.21,13, on voit que, quitte 2
agrandir encore l'application ¢ , on peut supposer que les deux diagrammes

de 9.21,19 d) sont commutatifs,

9.21,20, L'application ¢ étant choisie comme dans 9.21.19, reprenons
1'argument de 9,21,14, ot il faut cependant supposer que J satisfeait,
en plus des conditions énoncées a) b) c¢), & la condition :

d) Pour tout fléche f: @ —> § dans B, le foncteur

£ 2 EB —> Ea commute aux limites inductives de type J .,
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Je dis que, moyennant cette condition supplémentaire, la
section XJ de E sur B est cartésienne, i.e. pour toute flache

f: @ —> B de B, le morphisme
%) xJ(a) —_— f*XJ(B)

est un isomorphisme, En effet, en vertu de la condition d) ci-dessus,

le but du morphisme envisagé s'identifie 2 1im> f*(X(B)i), et le
ieJ
morphisme s'obtient par passage aux lim_ 2 partir du morphisme de
J

ind-objets dans ECL

(X(a)i)iEJ —_— (f*)(X(B)i))iEJ s

déduit des morphismes )\(i,f):X(a)i — f*(X(ﬁ)w(i)) pour i € J, Or les
conditions explicitées dans 9,21.19 nous assurent que 1'homomorphisme
précédent de ind-objets est en fait un isomorphisme, un inverse étant
obtenu par 1'homomorphisme déduit du systéme des u(i,f), pour i € J.
Cela prouve notre assertion que (%) est un isomorphismes, donc que

X € ob F',

9.21,21, Nous allons supposer maintenant que les foncteurs f*:EB —_> Ea
sont ﬂé-accessibles. Alors les conditions sur J envisagées dans 5$,21.20
sont satisfaites si J est grand devant ﬂé’ stable par @ et tel que

card J £ 11, et on achéve la démonstration de 9.,21.,17 comme en 9.21.15.
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Théordme 9.22. Soit p: E —> B un foncteur fibrant, o B est une catéporie

essentiellement équivalente & une petite catégorie, et ol pour toute

fléche f: ¢ —> B dans B le foncteur image inverse f¥*: E

—> E est
a ===

B
accessible (9.2), Supposons de plus que pour tout o € ob E, la catégorie

fibre Ea admette une filtration cardinale (9.12) et que tout objet de

E_ soit accessible (9.3). Alors chacune des catégories F = Hom_(B,E)
D

Q
et F' = Homcart_(B,E) admet une petite sous-catégorie pleine génératrice
D

par_ épimorphismes stricts (7.1), et chacun de ses objets est accessible.

Il est immédiat que 1'énoncé ne change pas essentiellement
quand on remplace B par une sous-catégorie pleine B, telle que le
foncteur d'inclusion BO —> B soit une équivalence, et E par E0=E><BBO .
Cela nous permet de supposer que B est une petite catégorie,

Soit, pour tout o € ob B, (Filtﬂ(E))ﬂzﬂ une filtration cardi-

o
nale de Ea . Soit c, € U un cardinal satisfaisant les conditions suivantes

c, 2 Sup T s ¢, 2 card FL B }
0€ob B
(9.22.1) pour toute flache f: a —> B de B, f*:EB —> B est

co-accessible;

i)
pour toute a € ob B, lecs objets de Filt a(Ea) sont ¢ _-acces~
sibles, e

Posons
2%

c = )

de sorte que ¢ > ¢, » et pour tout « € ob B, soit

. ..C
C(1 = Filt (Ea) .
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Je dis que les conditions préliminaires a 9.21.,9 et 9.21.17 sont vérifiées,
en faisant T = mo=c. Clest clair pour (9.21.2) et (9.21,3), Pour
(9.21.4 a)), cela résulte de 9,17, et (9.21.4 b)) résulte de la condi~
tion 9.12 c¢) pour une filtration cardinale. Notons d'ailleurs que la
condition 9,12 b) des filtrations cardinales implique que pour tout
@ EobB, onaC = C =Filt“(E), ot C| est défini dans (9,21.6)

’ a a a’? a e
Par suite, 9.22 résulte de 9.21.9 et de 9.21.17, et de fagon plus

précise, on a prouvé le

Corollaire 9.23, Sous les conditions de 9.22, si cO € U est un _cardinal

c
satisfaisant aux conditions (9,22.1), et si ¢ = 2 0, alors la sous-caté-~

gorie Fclgg F (resp. ' de F') formée des X tels que X(a) € ob Filt (E)

pour tout o € ob B est essentiellement petite et génératrice par épimor-

phismes stricts ; plus précisément, tout objet X de F (resp. F') est

s . . c
isomorphe 3 un objet de la forme lim X. , od les X, sont dans F (resp.
T *
dans F' ), et ot I est un ensemble ordonné grand devant c .

Moyennant des hypothéses légdrement plus fortes dans 9.22, on

peut d'ailleurs préciser considérablement 9.22 et 9.23 :

Corollaire 9.24, Sous les conditions de 9,22, supposons que chacune des

catégories Ea (0 € ob E) est stable par petites limites inductives

filtrantes, et que pour tout T1 = Ty s Filtﬂ(Ea) est stable par limites

inductives filtrantes indexées par des ensembles ordonnés filtrants I

tels que card I < 7 (ce qui renforce légerement lz conditiom $.12 b)
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des filtrations cardinales). Dans le cas o c'est F' qu'on considére,

supposons_de plus que pour toute fléche f: o —> B de B, le foncteur

f* : E, —> E0~ commute aux petites limites inductives filtrantes. Scit

B

enfin <, € U un cardinal satisfaisant aux conditions (9.22,1), et

c
considérons, pour tout cardinal T = c= 2 ©, la sous-catégorie stricte-~

ment pleine P (resp. g1 de F (resp. de F') formée des X tels que 1'on

. ... ; ;
ait X(a) € Filt (Ea) pour_tout & € ob B, Alors les sous-catégories

envisagées définissent une filtration cardinale (9.12) de F (resp. de F'),

Il faut vérifier les conditions a), b), ¢) de 9,12, Les
conditions a) et b) résultent des conditions analogues pour les filtra-
tions cardinales données des Ea’ et de 9.21.10 (resp. 9.21.18, compte
tenu de la deuxidme des conditioms (9.,22.1)). Reste 2 prouver c¢), dont
la premidre partie résulte aussit8t de 9,21.9 (resp. 9.21.17), en
faisant ﬂé = 0, ﬂo = ¢ , Il reste & prouver que si on a deux cardinaux

! ! ~
211 2 ¢, alors pour tout X dans F (resp. F' ' ) on a ¥ == lim X
€x
<

ﬂ'ﬁ

i
avec les Xi dans F (resp. F‘ﬂ), K grand devant T , et card K
Pour ceci, reprenons les démonstrations de 9,21.9 (ii) et de 9,21.17 (ii).
On peut supposer que chaque Ia est de cardinal < 1' en vertu de la

condition 9,12 ¢) sur la filtration cardinale de Ea , donc on aura

¢TTycard ob B

Ty ¢ TIC T
card I < (') s (mt)" =

= ! .
L'ensemble d'indices K utilisé dans 9.21.15 resp. 9.21.21 est l'ensemble

des parties J de I qui sont filtrantes (i.e. grandes devant o= 0),

stables par o et telles que card J < 1, Il est alors immédiat que l'on a
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(o]

2 T
card K s(card )" = (m™T = ™ =T ’

ce qui achéve la démonstration de 9.24,

Pour terminer, il convient de donner un énoncé débarassé des hypohtéses

un peu techniques de 9.22, en remplagant celles-ci par la conjonction,
pour les Ea,des hypothéses qui interviennent dans 9,11 (qui assurent
1'accessibilité des objets des E) et dans 9,13 (qui assurent l'existence

d'une filtration cardinale dans E)

Corollaire 9,25, Soit p: E —> B un foncteur fibrant, ol B est une

catégorie équivalente a3 une petite catégorie, et ol pour toute fléche

f: o —> B de B, le foncteur f¥ : EB —>E est accessible (9.2), On

suppose de plus que, pour tout o € ob B, la catégorie fibre Ea satisfait

aux conditions suivantes

w

a) E, admet une petite sous=-catégorie pleine, génératrice par

épimorphismes stricts (7,1).

b) Ea est stable par produits fibrés, par noyaux de doubles

fléches, par sommes de deux objets et par conoyaux de doubles fléches,

enfin par petites limites inductives filtrantes (%),

c¢) Le foncteur Ker(u,v) sur la catégorie des doubles fléches

de Ea est accessible (par exemple, commute aux petites limites inductives

filtrantes).

d) Tout épimorphisme strict de Ea (10.2 ) est un Spimorphisme

strict universel.

Sous ces conditions, chacune des catégories F = Hom, {(B,E} et
D

F! = Homecart (B,E) admet une petite sous-catégorie pénératrice par épimor-
D

phismes stricts, et tous ses objets sont accessibles (9.3).

{(#) Cette dernidre condition étant probablement inutile, cf, 9.13.2,
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De plus, $.24 nous donne

Corollaire 9.26, Sous les conditions de 9,25, et dans le cas ol on

considére F' = Homcart_ (B,E), supposons que les foncteurs £¥% : E_ > Ey
D

8

commutent aux petites limites inductives filtrantes, Alors F (resp. F')

admet une filtration cardinale, qu'on peut expliciter par le procédé de 9.24.

10, Glossaire,

Pour la commodité du lecteur, nous rassemblons ici les
définitions de quelques termes utilisés dans les numéros précédents,

Nous désignons par C une catégorie,

10,1. Cartésien, Cocartésien : Un diagramme de C

A ————> 3B

¢ ————>D

est dit cartésien s'il est commutatif et si le morphisme canonique

de A dans le produit fibré Cx B est un isomorphisme, Il est dit cocar-

D
tésien si le diagramme correspondant de la catégorie opposée 2 A est

cartésien.
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10,2, Epimorphisme, épimorphisme strict etc. Cf, 10,3.

10,3, Famille épimorohique, épimorphique stricte etc, : Une famille

€, 1A, —=B, ic€1,
1 1

de fléches de m®mebut dans C est dite famille épimorphique, 8i pour

tout objet C de €, l'application induite par les fi

(10,3.1) Hom A(B,c) ————> 1[I Hom A(Ai,C)

est inmjective.

On dit que la famille envisagée est épimorphique stricte si

1'image de 1l'application (10,3.1) est formée des familles (gi) telles
que pour tout objet R de C, tout couple d'indices i,j € I et tout
couple de fléches u: R —> Ai’ v: R — Aj avec fiu = fjv, on a

{ = . i ibrés A Xx_A ésen—
aussi g;u 8,V Lorsque les produits fibrés iXB 3 sont représen
tables pour i,j € I, il revient au méme de dire que 1'image essentielle
de (1C.3,1) est formée des (gi) telles que pour tout couple d'indices
i,j € I, on ait 8;PTy = 8,PT, » ot pry, PI, sont les deux projections

A . . . P hi
de iXBAj . On dit que la famille (fi)iGI est une famille épimorphique

effective si la condition précédente est vérifiéde, i.e, 8i elle est

épimorphique stricte, et si les produits fibrés AiXAAj sont représentables,

On dit que la famille (fi)iEI est une famille épimorphique

universelle, (resp. épimorphique effective universelle) si les morphismes

£, sont quarrables (10.3), et si pour toute flache B' —> B, la famille
pX 1 . A' " ] =4 A 0 i

des flaches £1 3 Al —> AixBB s i€I, déduite de la famille (fi)i€I

par changement de bzse B' — B, est épimorphique (resp. épimorphique

effective),
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La notion de famille épimorphique stricte universelle sera

définie dans (I1 2.5, 2,6). Notons que lorsque les morphismes fi sont
quarrables (par exemple si dans C les produits fibrés sont représentables)
cette notion cofncide avec celle de famille épimorphique effective uni-
verselle (utiliser II 2,4). Dans le cas général, on a entre les six

variantes envisagées de la notion d'&pimorphicité les implications logiques

épimorphique effective universelle

épimorphique effective épimorphique stricte universelle
épimorphique stricte épimorphique universelle
\ /<///
épimorphique

Un morphisme f: A —> B de A s'appelle un &pimorphi sme

(resp. un épimorphisme strict, resp. un_épimorphisme effectif, resp.

un épimorphisme universel, resp. un épimorphisme effectif universel,

resp. un épimorphisme strict universel) si la famille de morphisme

réduit au seul élément f est épimorphique {(resp. ....).

10.4, Famille monomorphique, monomorphique stricte etc, Une famille

de fléches fi : Ai —=> B de C est dite monomorphique (resp. monomor-
phique stricte, ....) si en tant que famille de fléches de la catégorie
opposée c® alle est épimorphique (resp. épimorphique stricte, ...)

Une fléche f: A —> B de A est appelée un monomorphisme (resp. un mono-

morphisme strict, ...) si la famille réduite a f est monomorphique
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(resp. monomorphique stricte , ...), i.e, si f en tant que fléche de
la catégorie opposée c® est un épimorphisme (resp, un épimorphisme

strict, ....).

10.5. Monomorphisme, monomorphisme strict etc, Cf, 10.4.

10.6, Projecteur, image d'un projecteur, facteur direct d'un objet,

Soit f: X —> X un endomorphisme d'un objet de C, On dit que
f est un projecteur si on a f2 = f , Alors le couple (f,idx)admet un
conoyau représentable X! si et seulement si il admet un noyau repré-
sentable X", et lorsqu'il en est ainsi, il existe un unique iIsomorphisme
u: X' —> X" dans C tel que iup = f , od p: X —> X' et i: X" —> X
sont les morphismes canoniques. On identifie alors généralement X' et

X", et on 1l'appelle 1'image du projecteur f ; on dit que le projecteur

f admet une image si Ker(f,idx) est représentable i.e., Coker (f,idx)
est représentable, Un sous-objet (resp., un quotient} Y de X est appelé
un facteur direct de X si on peut trouver un projecteur f dans X se
factorisant par Y, et admettant Y comme image en tant que sous-objet
(resp. en tant que quotient) de X. On dit parfois, par abus de langage,

qulun objet de C est un facteur direct de X, s'il est isomorphe &

1'image d'un projecteur dans X.

10.7. Quarrable : Une fléche f: A —> B de C est dite guarrable si
pour toute fldche B'=—> B de C, le produit fibré AXBB' est représen-~

table dans C ,
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10,8, Quotient, gquotient strict etc,

Soit A un objet de C . Deux épimorphismes f: A —> B,
£': A —> B' de source A sont dits équivalents s'il existe un iso-
morphisme u: B == B! tel que uf=f', On obtient ainsi une relation
d'équivalence dans 1'ensemble des épimorphismes de source A, dont les

classes sont appelées les quotients,ou objets quotients,de A . Pour

tout quotient de A, on suppose généralement choisi un élément de cette
classe, soit f: A —> B, et on parle souvent (par abus de langage)

du quotient B de A (ou du quotient f: A —> B de A). On dit que B est

un quotient strict (resp. un quotient effectif, resp. un quotient

universel, ..,.) si le morphisme £: A —> B est un épimorphisme strict

(resp., un épimorphisme effectif, resp. un épimorphisme universel, ,..) (10.3),

10.9. Relations d'équivalence. Soient F,G deux préfaisceaux d'ensembles

sur C , Un diagramme p,,p, : F =G est appelé une relation d'équiva-
8 1P

lence sur G si pour tout objet A de C, 1'application
(pl(A),pz(A)) : F(A) —= G(AYXG(A)

induit une bijection de F(A) sur le graphe d'une relation d'équivalence
sur 1'ensemble G(A).

Un diagramme P sPy ¢ B ::zgc dans C est appelé une relation
d'équivalence sur C si le diagramme de préfaisceaux correspondant est
une relation d'équivalence. Lorsque dans C les produits finis et produits
fibrés sont représentables, un foncteur § : C —> C' commutant aux produits
finis et produits fibrés transforme les relations d'équivalence sur C

en relation d'équivalence sur 3(C),
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Soit 7 : C —> D un morphisme de A tel que le produit fibré
CxDC soit représentable. Alors le diagramme Pr; 5 PT, CXDC —3c

est une relation d'équivalence sur C .,

10,10, Relation d'équivalence effective, effective universelle, Une

———

%A sur un objet A de C est dite

relation d'équivalence PysPy ¢ R

relation d'équivalence effective s'il existe un morphisme 7w : A —> B

R A
A B

soit cartésien et cocertésien. (Le morphisme T est le conoyau du couple

tel que le carré

Py
_—2
—-—————-—————>

(pl,pz), et est donc déterminé A isomorphisme unique prés). Le morphisme
T est alors un épimorphicme effectif ; si c'est un épimorphisme effectif

universel (10.3) on dit que la relation d'équivalence est effective

universelle,

10,11. Sous-~objet, sous-objet strict etc. Ce sont les notions duales

de celles de quotient, quotient strict etc (10,8).
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SGA &

EXPOSE I

11. Appendice : Univers (par N, BOURBAKI (%))

1, Définition et premidres propriétés des univers

DEFINITION 1, Un ensemble U est appelé un univers s'il satisfait aux

conditions :

(v.D) six €Uet siy€x, alorsy €U
(U.11) si %, y € U, alors {x,y} €U ;
(U,I11) si x € U, alors P(x) € U ;

(v.1vy  si (x)) est une famille d'éléments de U, et si I € U, alors

Xa ael

la réunion (_J xa appartient a U ;
acl

u.?) six, y €U, alors le couple (x,y) € U .

N.B, Comme il a été je crois décidé pour les prochaines éditions, on
définit le couple 2 la Kuratowsd par (x,y) ={{x,y}, {x]}} , la condition

(U,?) est inutile car elle résulte de (U.II).

Exemples,

1) L'ensemble vide est un univers noté u, .
2) Considérons les mots finis non vides formés avec les quatre

symboles " { ", " J', " | " et " ¢ " (cf. Alg. I). Définissons, par

(*) Nous reproduisons ici, avec son accord, des papiers secrets de

N, BOURBAKI., Les références de ce texte se rapportent & son savant ouvrage,
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récurrence sur la longueur n d'un tel mot, la notion de mot significatif :

a) Pour n =1, seul le mot ¢ est significatif ;

b) pour qu'un mot A de longueur n soit significatif, il faut et suffit
1000

qu'il existe p mots significatifs distincts A Ap (p 2z 1) de longueurs

< n tels que
A= {Al, Az,...,Ap} .

Par exemple (), {6, {{¥},{{¢}}, {4, {¢11} sont des mots significatifs,

I1 est clair, par récurrence sur la longueur, que tout mot significatif
désigne un terme de la Théorie des Ensembles ; par exemple, si

A = {Al, AZ""’Ap}’ A désigne 1'ensemble dont les éléments sont

A, A

17 Bgreees et Ap ; ces termes sont évidemment des ensembles finis.
Soit U1 l'ensemble des ensembles ainsi obtenus, On vérifie aisément
que U, satisfait aux conditions (U.I), (U.ID), (U.IID) et (U.IV) de
la déf. 1 (mais non & cette idiote de (U.?), ce qui n'est pas grave si

on veut bien décanuler le couple). Donc U, est un univers. On notera

1

que les éléments de U, sont finis, et que U, est dénombrable,

1 1

Dans les énoncés qui suivent, U désigne un univers,

PROPOSITION 1., Si X € U et si yC x, alorsy €U ,

En effet, on a P(x) € U par (U.II1), d'oa y € #(x) et y € U par (U,I).

COROLLAIRE, Si x € U, tout ensemble quotient y de x est élément de U .

En effet y est une partie de P(x). D'od y € U par (U,III1) et

la prop. 1.
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PROPOSITION 2. Si x € U, on a {x} €U .

Ca résulte de (U.II) appliqué pour y = x .

PROPOSITION 3. Tout couple, tout triplet, tout quadruplet d'éléments

de U est un €lément de U .

C'est vrai pour les couples d'aprés le N, B. ou (U.?). On
en déduit le cas des triplets car (x,y,z) = ((x,y),z), puis celui des

quadruplets car (x,y,z,t) = ((x,y,z),t).
PROPOSITION 4, Si X, Y € U, alors X x Y € U,

En effet, pour x € X, {x] X Y est la réunion de la famille
{(x,y)}y ¢ y 3 comme on a {(x,y)} € v a'apres (U.1), (U.I1) et la prop.3,
on a {x} Xx Y € U d'aprés (U,IV). Enfin X X Y est la réunion de la famille

({x} x v

xex’ c'est donc un élément de U d'apreés (U.IV) encore.

COROLLAIRE 1. Si X, Y, Z,... sont des éléments de U, tous les ensembles

de 1'échelle construite sur X, Y, Z,... sont des &léments de U (cf. chap.IV,$

¢a résulte en effet d'applications successives de la prop, 4

et de (U,111).

COROLLAIRE 2. Si (xa)ael est une famille d'éléments de U et si I € U,

1'ensemble somme ¥ X est un élément de U .
act

En effet, cet ensemble somme est une partie du produit

( L_} xa) X I (chap, II), produit dont les deux facteurs sont éléments
acl
de U (par (U.IV) et l'hypothése). On applique alors les prop. 4 et 1,
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PROPOSITION 5. Si X et Y sont des éléments de U, toute correspondance

entre X et Y (en particulier toute application de X dans Y) est un

éléments de U .

En effet, une telle correspondance C est un triplet (X,Y,T)
olt T est une partie de X X Y (le graphe de C) (chap. II, § ). On a

T € U d'apres les prop. 4 et 1. D'olt C € U par la prop, 3.

PROPOSITION 6. Si X, Y € U, tout ensemble Z de correspondances entre

X et Y (en particulier d'applications de X dans Y) est élément de U .

En effet, Z est une partie de {X} x {¥} x P(X x ¥). Or ce
produit est élément de U d'aprés la prop., 2 et le cor. & la prop, 4, On

a donc Z ¢ U par la prop, 1.

COROLLAIRE. Si (xa)a est une famille d'éléments de U, et si I € U ,

€1

on a I x ¢€U.
acr &

En effet, ce produit est un ensemble d'applications de I dans

L_) X, » et cette réunion est élément de U par (U.1IV).
a€l

PROPOSITION 7. Si X est une partie de U dont le cardinal est au plus

celui d'un élément de U, alors X est un élément de U .

Soit I un élément de U tel que card(X) < card(I). On a une
surjection i —> X, d'une partie I' de I sur X, Alors X est la réunion de

la famille ({xi}) ; or cette réunion est élément de U par la prop, 1,

ier!
la prop, 2 et (U.IV).
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COROLLAIRE, Si U est non vide toute partie finie de U est un élément

de U, et U a des éléments de cardinal fini aorbitraire,

Par contre, si U = @, ¢ est une partie finie de @ mais non
un élément de ¢ .
En effet, si U est non vide, la prop, 2 montre qu'un ensemble
X a2 un élément appartient & U ., Par récurrence sur n , posons
X = P(Xn). On a x €U par (U.111), et card(xn+1) = zcard(xn), de
sorte que U a des éléments de cardinal fini arbitrairement grand,
Remarque. Il résulte de la prop. 2 et du cor. a2 la prop. 7 que
tout univers non vide U contient l'univers U1 de 1'ex, 2 ; en

effet on a @ € U d'aprés la prop. 1 . Ainsi U; est 1'intersection

de tous les univers non vides, Plus généralement :

PROPOSITION 8. Si (Ux)x ¢ 1 st une famille non vide d'univers, alors
U= (’\\ UX est un univers,
A EL

Ceci résulte aussitdt de la déf. 1.

2, Univers et espéces de structures

Soit & une esp2ce de structure ; supposons, pour fixer les
idées et alléger 1'exposé, que chaque structure d'espéce £ est définie
sur un ensemble de base, Soit (X,S) une structure d'espece £ (X étant
1'ensemble de base, et S la structure), et soit U un univers. $i X € U,
alors tous les objets constitutifs de la structure 3 sur X sont €léments
de U (par le cor,lde la prop. 4, n® 1 et par (U,1)) de sorte que la

structure (X,S) est élément de U .,
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Supposons maintenant que € soit une espéce de structure
avec morphismes, X et X' sont des éléments de U munis de structures
d'espéce € , alors l'ensemble des morphismes de X dans X' est encore
un élément de U (n® 1, prop. 6).
Considérons alors la catégorie (U - &) définie au § 1, n® 2, ex, c).
Comme les objets et les flaches de (U - €) sont des é&léments de U, (U - &)

est un couple de parties de U, muni d'un quadruplet d'applications ;

ce n'est pas, en général, un élément de U , La notation X € (U - €)

voudra dire que X est un élément de U muni d'une structure d'espéce & .
La catégorie (U - £) est stable pour de nombreuses opérations

a) Si X € (U - £), et si X' est une partie de X qui admet une structure

induite, alors X' ¢ (U - &). Ca résulte de la prop. 1, n° 1.

b) Si X € (U - &), et si X" est un ensemble quotient de X qui admet

une structure quotient, alors X" € (U - &) (cor, de la prop. 1, n°l).

c) Si X, Y€ (U -8, et si X X Y admet une structure produit, alors

X XY € (U ~ &) (prop. 4, n°l). Plus généralement, si (Xi)iEI est une

famille d'éléments de (U ~ &), si on a I € U, et si T X, admet une
i€l
structure produit, alors [I X, € (U - &) (cor. de la prop. 6). Assertions
ier
analogues pour les structures sommes (cor, 2 de la prop. 4).

d) Soient I un ensemble préordonné, et (X, , f,.), ,__ un Systime

i ij71,j€l
projectif (resp. inductif) d'ensembles munis de structures d'espéce &
et de morphismes ; soit L la limite de ce systdme, au sens du chap, III

Si Xi € Upour tout i , si I € U, et si L admet une structure limite

projective (resp. inductive), alors on a L € (U - &) : en effet L est
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une partie de Tl X, (resp. un ensemble quotient de ¥ X.(), et est
i€I ier *
donc un élément de U d'aprés le n° 1 .

Donnons encore quelques exemples plus particuliers

¥ 1) Soient X, Y € (U - Top) deux espaces localement compacts. Alors

1'ensemble % (X,Y) des applications continues de X dans Y, muni de la
topologie de la convergence compacte (Top. Géné, X), est un élément de

(U - Top). En effet on a G (X,Y) € U d'aprés la prop. 6 du n° 1.,

¥ 2) Soient X, Y € (U ~ Ab), Alors le groupe Hon&Z(X,Y) est un élément
de (U ~ Ab) par la prop., 6 du n® 1 . Si on suppose de plus qu'on a
Z € Y, le produit tensoriel X @%ZY est un élément de (U - Ab) ; en

(X x 1)

effet ce produit tensoriel est un quotient de Z lequel est

X xY

une partie de Z y qui lui-m@me est un élément de U par les prop. 4

et 6 du n® 1 w

% 3) Soit X € (U ~ Unif) un espace uniforme. Alors son complété X est
un élément de (U ~ Unif), En effet X est un ensemble de classes d'équi~
valences de filtres de Cauchy sur X ; or un filtre sur X est un élément
de P(P(X)), donc une classe d'équivalence de filtresest un &lément de
PE(P(X))), de sorte que X est un élément de P(F(R(E(X)))), donc un

€lément de U par (U.III) et (U.I).,

N,B., Moralité, Bourbaki devra veiller 2 bien "canonifier"
ses constructions. Par exemple, dans celles ou on adjoint un élément =

(compactifié d'Alexandroff, corps projectif), il y aura intér2t 3 prendre
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o= ¢ (car ¢ est élément de tout univers non vide) et 2 former
1'ensemble somme de {#} et de l'ensemble donné, Bien entendu il
faudrait aussi "canonifier" 1'ensemble a deux éléments servant A
construire les ensembles sommes ; ainsi {# , {#}} me paratt un bon

candidat car il appartient A tout univers non vide,

3, Univers et catégories

Soient U un univers et C une catégorie, Nous écrivons C € U
si on a Ob(C) € U et F1(C) € U . Cette écriture est justifiée du fait
que C est le sextuplet formé de 0b(C), de F1(C) et des quatre applications
structurales ; donc si 0b{(C) € U et F1(C) € U , ces quatre applications
sont €léments de U (n® 1, cor. 1 de la prop. 4), donc aussi le sextuplet C
(n® 1, prop. 3, cum grano salis), Ceci est d'ailleurs un cas particulier
du n® 2, si 1l'on considére 1'espice de structure "cat" de catégorie.
Avec les notations du n° 2, la relation C € U s'écrit aussi C € (U - cat),
Cn notera qu'une catégorie comme (U - Ens), (U - 0rd), (U - Top)
ou (U - Gr) n'est pas, en général, un élément de U ,
Soient C, D deux catégories et U un univers tels que C, D € U .

Si C' est une sous-catégorie de C, on a C' € U ; la catégorie produit

C X D, la catégorie somme de C et D, les catégories opposées c® et D°

sont aussi éléments de U (cf. n°® 2), La catégorie de foncteurs E = Hom(C,D)

est également un élément de U : en effet Ob(E) est un eunsemble de couples

d'applications 0b(C) —= 0b(D), F1(C) —> F1(D), donc Ob(E) € U par le
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n® 1 ; quant 3 F1(E), c'est un ensemble de morphisme fonctoriels,
c'est-a-dire d'applications Cb(C) —> F1(D), d'ou F1(E) € U par

la prop., 6 du n° 1 ,

PROPOSITION 9. Soient € une espéce de structure avec morphismes, et

U, U' deux univers tels que U' < U . Alors (U' - £) est une sous-catégorie
L —

pleine de (U -~ £€).

En effet, si x et y sont des objets de (U' - &), ce sont
par définition des objets de (U - €). Quant 2 Hom(x,y), c'est le meme
ensemble dans las deux catégories (cf, §1, n°2, ex, c)).

N.B. On notera que l'hypothése que U et U' sont des univers
est inutile, de sorte que la prop. 9 remonterait avantageusement au

§ 1, n® 4, Mais la Tribu z demandé qu'elle soit ici.

Remarque, Il arrive que les axiomes de 1'espéce de structure £ impliquent
que les cardinaux des ensembles munis de structures d'espéce € soient
bornés par un cardinal fixe, soit ¢ (* par exemple l'espdece de structure
de groupe fini, de groupe de type fini, de module de type fini sur un

anneau fixe A, ou d'algeébre de type fini sur A s

+) . Supposons alors qu'il

existe un élément z de U' tel que ¢ < card(z), Alors, pour tout ensemble
x muni d'une structure d'espdce €, il existe un élément x' de U' équipotent
a2 x, par exemple une partie de z ; munissons x' de la structure déduite

de celle de x par transport de structure ; on obtient ainsi un élément

de (U' - &). 11 s'ensuit que le foncteur d'inclusion de (U' - &) dans

(U - &) est alors essentiellement surjectif (§4, n°2, d6f.2) et est donc
3 3 i i

une équivalence de catéporie (§4, n°3, th.1).
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4, L'axiome des univers

Les fort agréables résultats de stabilité du n® 2 n'ont
d'intér&t que si on peut les appliquer 2 autre chose qu'aux deux
petits univers U, et Ul décrits au n” 1, Nous ajouterons donc aux

axiomes de la Théorie des Ensembles 1'axiome suivant :

(A,6) Pour tout ensemble x, il existe un univers U tel que x € U .

Cet axiome implique que, si (Xa)aél est une famille d'ensembles,
il existe un univers U tel que xa € U pour tout ¢ € I : il suffit,
en effet, d'appliquer (A.6) a x = é@% x et d'appliquer la prop. 1 du n°l,

En particulier, étant donnée une catégorie C, il existe un
univers U tel que C € U au sens du n°3 : on applique ce qui précéde
a4 la famille (0Ob(C), F1(C)), Ceci s'applique aux catégories de la forme

(V -~ £) ol € est une espéce de structure avec morphismes et V un ensemble,

un univers par exemple ; en général on a V # U ,

Par exemple, si V est un univers, on a Ob(V - Ens} = V et
F1(V - Ens) c V (n® 1, prop. 5). Les univers U tels que (V - Ens) € U
sont donc ceux tels que V € U, Or la relation V € V est impossible pour
un univers : en effet, pour toute partie A de V, on aurait A € V

(n® 1, prop. 1), d'od card(£(V)) < card(V), ce qui est impossible.
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5, Univers et cardinaux fortement inaccessibles

Soit U un univers, D'aprés la condition (U.I) de la déf, 1
tout élément x de U est yne partie de U ; on a donc card(x) < card(U).
Comme les cardinaux des parties de U forment un ensemble bien ordonné,

le cardinal

(D c(v) = card{x)

SUP_
existe, Notons que, pour tout cardinal ¢ < c(U), il existe un élément
x de U tel que card(x) = c ; en effet, il existe par définition y € U
tel que ¢ < card(y) < ¢(U), et 1'on prend pour x une partie convenable
de y ., Réciproquement, si x € U, on a card(x) < ¢(U) ; en effet on a
card(x) _

P(x) € U par (U,III), d'od 2 < ¢{U). Le cardinal ¢(U) a donc

les propriétés suivantes :

1) 5i ¢ est un cardinal < ¢(U), on a 2§ < c(U) ; en effet, si x est
un élément de U de cardinal g , on a §(x) € U par application de (U.III),

dtot 22 < ¢(U),

2) si (EX)XEI est une famille de cardinaux telle que & < ¢(U) pour
tout A € I et que card(I) < ¢(U), alors le cardinal somme T gy est
A€l

< ¢(U). En effet soit x, € U tel que card(xk) =c quitte & remplacer

A A
I par un ensemble d'indices équipotent, on peut supposer qu'on a 1 € U ;
alors 1l'ensemble somme des %y est élément de U (cor, 2 de la propo. 4 du n°l),

ce qui démontre notre assertion,

Posons la définition suivante

195



DEFINITION 2. Un cardinal d est dit fortement inaccessible si

(F1.1) Si ¢ est un cardinal tel que ¢ <d , on a 2£ < d.

(F1.2) si (gX)XEI est une famille de cardinaux telle que g <d
pour tout X € I et si card(I) < d, alors % ¢, <d .,
pour omt == B o h e

Exemples, Le cardinal O et le cardinal infini dénombrable sont fortement
inaccessibles. Aucun cardinal fini non nul n'est fortement inaccessible,
Ainsi nous venons de démontrer que 1l'axiome (A.6) des univers implique
la relation :

(A',6) Tout cardinal est strictement maioré par un cardinegl fortemeut

inaccessible,

Inversement

THECREME 1, La relation (A',6) implique 1'axiome (A,6) des univers,

En effet soit A un ensemble, Il s'agit de construire un univers
U dont A est élément. Dé&finissons par récurrence une suite (An)nZO
d'ensembles au moyen de

(2) Ao =A, A 4= réunion des éléments de An = ensemble des

éléments de An .
Posons B = ij A Soit, per (A'.6), ¢ un cardinal fortement inaccessible
tel que cargzg) <g¢.

I1 existe un ensemble bien ordonné I tel que card(I) = ¢ .

Quitte & remplacer I par son plus petit segment de cerdinal ¢ , on

peut supposer que tout segment de I distinct de I a un cardinal < ¢ .
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Nous noterons ¢ le plus petit §lément de I ., Il résulte de l'hypothése

sur les segments que I n'a pas de plus grand élément (sinon on 1'enle-
verait), donc que tout élément de I admet un successeur ; pour @ € I,
nous noterons s(a) le successeur de o

Ceci étant, définissons, par récurrence transfinie, une famille

'
(B&)GEI d'ensembles au moyen de
B =B
€
(3 B =B UPB)
s(a) o a
B = L~) B, si o n'a pas de prédécesseur,
a <t 8

Posons U = \uj Ba . Nous allons montrer que U est l'univers cherché,
acl

On a d'abord A € U, car A = Ao est une partie de B = B€ , donc

un élément de P(B ) C B .
€ s(e)
Notons ensuite que, pour tout g € I, on a @
(4) card(Ba) <c .

Procédons en effet par récurrence transfinie sur ¢ . C'est vrai pour

card(Bg)< e

o = ¢ par hypoth&se, De (4) on déduit card(Bs(a>} < card(Ba) + 2
(par (FI.1)) = ¢ (car ¢ est infind., Enfin, si o n'a pas de prédécesseur,
l'ensemble I' des B < @ a un cardinal < ¢ par construction ; d'od

(si card(BB) < ¢ pour tout B < qa), card(Ba) = card(k\} B) = T eard(B )<

BEI 1 B BEI 1 L4
(par (FI.2)). Ceci démontre (4),
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Montrons maintenant qu'on a

(5) card(x) < ¢ pour tout x €U .,

En effet, il suffit de montrer que, pour tout o € I, on a "card(x) < ¢

i

pour tout x € Bu . Procédons encore par récurrence transfinie sur a .

C'est vrai pour @ = ¢, car, si x € Be = B, il existe n =2 0 tel que x € An 5
d'ol X C A, par (2), x € B et card(x) < card(B) < ¢ , Le cas o «a

n'a pas de prédécesseur est évident, Enfin, si x € Ba et si a = 8{g),

on a soit x € B, et 1'assertion "card(x) < ¢ " est vraie par récurrence
= 3

B

soit x € P (BB), d'ol x C BB

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que U est bien

" est vraie par {4).

et 1'assertion "card(x) < ¢
un univers :
(U.1) Soient x € Uet y € x , Il s'agit de montrer qu'on y € U, Autrement

dit i1 s'agit de montrer que, pour tout ¢ € I, on a la relation :
17 B t N # B LE} .
X € o €Y € x y € o

On procéde encore par récurrence transfinie sur o . C'est vrai pour
@ =€ car x € B€ = B implique x € An pour un certain n ; donc, si y € X,
on ay € An+1 , d'lot y € B = B€ . Le passage 3 un élément (. sans

prédécesseur est évident. Passons enfin de o 2 s(a) : si x € Bo(w)

et si y € x, on a, soit x € Ba , d'oh y € BG,C Bs(a) par récurrence,

. d' ol
soit x € P(Ba)’ ol encore y € BG.C:Bs(a)

(U.11) Soient x, y € U, Comme la famille (Ba)QE est croissante par (3),

1

il existe o € I tel que x, y € By - Alors {x , y} € F (Ba) CBy EV -

a)
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(U.III) Soit x € U . Il existe alors o € I tel que X € Ba , I1 suffit

donc de montrer que, pour tout o € I, on a la relation :
n ==, o B n .
* € By elx) € s(s(a)

On procéde encore par récurrence transfinie sur @ . Si @ = €, on a

X € An pour un certain n, d'ou y C An+ CB= B€ pour toute partie y

1
de x ; ainsi on ay € P(Be) c Bs(e) pour tout y € £(x), d'on 9(x) C Bs(e)
et °(x) € F(Bs(e)) c Bs(s(e)) , de sorte que notre assertion est vraie
pour o = ¢ . La passage 2 un élément o sans prédécesseur est immédiat,
car 8 < o implique alors s(s(B)) < o . Passons enfin de o & s(a) ;

. oo o c
soit x € Bs(a) ; six € Ba , on a £(x) € Bs(s(a)) Bs(s(s(q))) par

récurrence ; si x € P(Ba), on a X C Ba , d'oa P(x) P(Ba) et

£x) € P(P(Ba)) € Bs(s(s(u))) .

(U.1V) Soit (XX)X ¢ g une famille d'éléments de U telle que K € U .,
I1 s'agit de montrer que la réunion x = \w) XX est élément de U . Pour
A€K

tout A € K, choisissons un a(}) € I tel que Xy € Ba(x) . Montrons
que 1'cnsemble afK) des a(}) est majoré dans I : en effet, s'il ne

1'était pas, on aurait :

1 = U[e,a()\)] )

AakK

ce qui contredirait (FI,2) car card(K) < ¢ et card([ e , a())]) < ¢ pour

tout A € K , Soit donc B un majorant de oK) ; on a X, € BB pour

est croissante, On a donc x, C B
ol A 8

d'aprés ce qu'on a vu dans la démonstration de €U.I), d'ou

tout % € K car la famille (Ba)

x = L_) x. € B_ , Par (3) il s'ensuit qu'on a x € B , d'ou x € U. C.Q.F.D.
NeK X B s(B)
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DEFINITION 3. Soient x , y deux ensembles et n un entier 2 0 , On

dit que y est un composant d'ordre n de x s'il existe une suite

(Xj)j=0,...,n telle que X =X, X =y, —E-Xj+1 € % pour j = 0,...,n-1,

Ainsi x est le seul composant d'ordre 0 de x , Les composants
d'ordre 1 (resp. 2) de x sont les éléments de x (resp, les éléments
des éléments de x). On dit que y est un composant de x s'il existe

1

n 2 0 tel que y soit composant d'ordre n de x . La relation " y est

un composant de x " est une relation de préordre, Dl'aprés le schéma

de sélection-réunion (chap. II, ...) la relation " y est un composant de x
est collectivisante par rapport a y, de sorte que les composants de x

forment un ensemble .,

DEFINITION 4, Soit ¢ un cardinal. On dit qu'un ensemble x gst _de type ¢

(resp. de type strict € , de type fini) si tous les composants de x ont

des cardinaux < ¢ (resp, < ¢,finis),

Exemples, Les éléments de 1'univers U1 (n® 1, ex. 2) sont tous de type

fini, Si ¢ est un cardinal, et si x est de type ¢ (resp. type strict €

type fini), alors tout composant de X et toute partie de x sont de type
c

¢ (resp. type strict ¢ , type fini) ; de meme P(x) est de type 2%

(resp, de type strict 22, de type fini). Si x est de type ¢ et si

o
A
e

alors x est de type c'
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LEMME, Soient ¢ un cardinal fortement inaccessible non_dénombrable,

et X un ensemble de type strict ¢ . Alors il existe un cardinal d < ¢

tel que X soit de type d.

En effet, pour tout entier n , notons gn le cardinal de

1'ensemble Xn des composants d'ordre n de X , On a go =1,
91 = card(X) < ¢ , et, comme X = L_) y, on en déduit, par récurrence
yEXn__1
sur n et usage de (FI.2), qu'lon a gn < ¢ pour tout n . Alors les gn
sont majorés par le cardinal d = I gj , qui est < ¢ par (FI.2)
320

et 1'hypoth2se de non dénombrabilité de ¢ . Alors, si Y est un composant

d'ordre n de X, on a card(Y) < card(Xn+ ) £d . C.Q.F.D.

1

PROPOSITION 1G. Soient i un univers et ¢ un cardinal fortement inaccessible,

Alors l'ensemble U' des x € U qui_sont de type strict ¢ est un univers,

En effet, si x, y € U' et si z € x, on a évidemment z € U' et
fx , yl€eu'. si x€U', on acard(x) <¢, d'on card(P(x)) < ¢ par
(FI.1) ; comme un composant de P(x) est, ou bien (%), ou bien une
partie de x , ou bien un composant de x, on a ©(x) € V', Enfin si

(

Xa)a£1 est une famille d'éléments de U' telle que I € U', on a
card(%i Xa) < ¢ par (FI1,2) ; comme tout composant d'ordre > 0 de Lg x

est un composant d'un X, s Ona bien kg Xy € u! C.Q.F.D.

Remarque sur le cardinal ¢(U) . Soient U un univers et c(U) le cardinal

défini par (1), i.e.

ilg}

v) = SUP, card(x) .
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On a évidemment ¢(U) < card(U}, car, rappelons-le, x € U implique x < U .
Mais 1'égalité c(U) = card(U) n'est pas toujours vraie. Par exemple soit

(xa)aEI une famille non dénombrable de symboles avec les axiomes :

"x = {xa} pour tout g € T ", " X #x, sia#B"

a B

(autrement dit X est un ensemble 3 un seul élément, 3 savoir lui-méme).
Formons, comme dans l'ex, 2 du n® 1, les "mots significatifs" formés
avec les symboles ¢ , L {, }et, . Chacun désigne un ensemble fini.
Soit U 1'ensemble de ceux-ci. On vérifie aisément que les conditions
de la déf, 1 sont satisfaites, de sorte que U est un univers, Comme les
mots significatifs sont des suites finies d'éléments d'un ensemble de
cardinal card(I) + 4 = card(I) ; on a card(U) = card(I) (chap. III ;
en fait card(U) z card(I) suffit, et c'est évident). D'autre part,
¢(U) est le cardinal dénombrable, d'ob ¢(U) < card(U).

L'inégalité stricte ¢(U) < card(U) tient a4 ce qu'on a introduit
ici des ensembles xOL tels que xCL € xa . Si on interdit des horreurs de
ce genre, on obtient card(U) = ¢(U) pour tout univers U, ainsi que d'autres
fort jolis résultats "ne pouvant servir a rien". C'est ce qu'on va faire

au numéro suivant,

6., Ensembles et univers artiniens

DEFINITION 5. On dit qu'un ensemble x est artinien s'il n'existe aucune

suite infinie (x e e = t X X pour tout n = O .,
ie ( n)nZO telle qu X, = x et que x ., € N

Exemples. Les ensembles ¢ , { 0 }, { 0,{d 1}, plus généralement les

éléments de 1'univers Uy du n® 1,sont artiniens,
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En termes imagés, si x est artinien, et si on prend un
élément % de x, puis un élément x, de X s etc., le processus doit
s'arr@ter, et on arrive & un composant xn de x qui est vide. Autrement
dit les ensembles artiniens sont "construits 2 partir de ¢ '; ceci
sera précisé plus tard (cf, (#) dans la démonstration du th. 2),

Les ensembles artiniens jouissent évidemment des propriétés
suivantes :

(AR,I) Si x est artinien, toute partie de x et tout composant de x sont
artiniens. Pour gque x soit artinien, il faut et il suffit que tout élément
de x soit artinien,

(AR.I1) Si x et y sont artiniens, alors {x,y} est artinien,

(AR.III) 5i x est artinien, ©(x) est artinien.

(AR,1V) Toute réunion d'ensembles artiniens est un ensemble artinien,

Ces propriétés montrent aussitdt qu'on a la

PROPOSITION 11. Si U est un univers, l'ensemble des éléments artimiens

de U est un univers, nécessairement artinien.

COROLLAIRE. Si x est un ensemble artinien, il existe un univers artinien

U tel que x € U .,

En effet, par 1'axiome (A,6), x est élément d'un univers V ;
on prend pour U 1'ensemble des éléments artiniens de V .

La proposition suivante est encore moins utile que le reste du n°

203
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PROPOSITION 12, Soit A un ensemble artinien. Alors :
a) Pour tout x € A, on ax £ x ;

b) Si x, y € A, on ne peut avoir & la fois x € y et y € x ;

c) Pour tout x € A, la relation " y est un composant de z " entre

composants y , z de x est une relation d'ordre ;

d) Pour tout élément non vide x de A, il existe y € x tel que x Ny =0 .

En effet la négation de a) (resp. de b)) entrafne l'existence

d'une suite infinie (Xn)nz contredisant la d6f, 5, & savoir (%,%,%,...)

0

(resp. (%,y,%X,¥,%,¥,...) ). La négation de ¢) veut dire qu'il existe

x € A, des composants y , z de x distincts, et des suites d'appartenances
yEyle...EquZ,zEzle...Eery;
d'otr, comme dans b), une suite infinie (xn)n contredisant la déf., 5 .

=0

Enfin, si d) est fausse, il existe un élément non vide x ce A tel que
x Ny #@ pour tout y € x ; on pose x = x, eton prend pour X, un

élément de x ; comme X N xl # @ , on prend pour X, un élément de x N xl

etcétera ; plus formellement on défirit par récurrence une suite infinie
(x?
n

d'éléments de x au moyen de %X, € X, X €x Nxpour nz1l;
1 n

nz] n+l

alors la suite (xn)n contredit la déf, 5 .

20
Remarque. Soit B un ensemble, Pour que B soit artinien, il faut et
il suffit que tout ensemble A d'ensembles de composants de B satisfasse

3 la condition d) de la prop. 12, En effet la nécessité résulte de (AR.I}
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et de la prop. 12, Réciproquement, si B n'est pas artinien, il existe

une suite infinie (xn)n avec x =B et x 1 € X pour tout n = 0

=0 o n+
on prend alors pour A la partie réduite 2 l'ensemble X des X5 ainsi

A contient un élément non vide X tel que, pour tout élément y de X ,

on ait y NX # ¢ (en effet y est de la forme X, etonax . €y nx.

THEOREME 2. Soit ¢ un cardinal infini. Alors

a) La relation " x est un ensemble artinien de type o (resp. de type

strict ¢)" est collectivisante par rapport a x ; 1'ensemble A, des

L . c
ensembles artiniens de type ¢ a pour cardinal 2=

b) Si ¢ est fortement inaccessible, 1'ensemble Uc des ensembles

artiniens de type strict ¢ est un univers de cardinal ¢ ; le cardinal

g(Ug) = supXEUC card(x) est ¢

¢) Si un univers U admet un élément de cardinal ¢, tout ensemble

artinien de type ¢ appartient 3 U (autrement dit Ac c .

¢') Si un univers U est non vide, tout ensemble artinien de type fini

est élément de U ,
Avant de démontrer le th, 2, déduisons en quelques corollaires

illuminants

COROLLAIRE 1., 5Si un univers U est artinien, alors card(U) est fortement

inaccessible, et U est 1'ensemble des ensembles artiniens de type strict

card(U).
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En effet posons g(U)=supx€Ucard(x). C'est un cardinal fortement
inaccessible (début du n° 5). Supposons le d'abord non dénombrable ;
alors, pour tout cardinal infini ¢ < ¢(U), tout ensemble artinien de
type ¢ est élément de U par c) ; donc tout ensemble artinien de type
strict g(U) est €lément de U par le lemme du n°® 5 , Cette derniére
assertion reste valable si g(U) est dénombrable par c'), Inversement,
d'aprés (U.I), tout ensemble de U est de type strict ¢(U). Donc U est
1'univers Uc(U) de b), d'oir ¢(U) = card(U) par b).

II résulte du cor, 1 qu'un univers artinien est déterminé
de fagon unique par son cardinal (d'ailleurs fortement inaccessible).
On a donc une "correspondance biunivoque" entre univers artiniens et

cardinaux fortement inaccessibles. En particulier

CCROLLAIRE 2, La relation d'inclusion U C U' entre univers artiniens

est une relation de bon ordre,

En effet la relation ¢ s ¢' entre cardinaux est une relation
de bon ordre (chap. III) et, avec les notatioms du b) du th, 2, les

, sont équivalentes,

relations ¢ £ ¢' et Uc c Uc

Notons que le th, 2, b) donne une seconde démonstration du

th., 1 (n° 5).

Passons & la démonstration du th, 2 , Etant donné un ensemble A,

nous appellerons chafine de A toute suite finie (Xj)j= telle que

0,...,0

X = A et que x,

o j+1 S xj pour i = 0,..,., n - 1, Les chatnes de A forment
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un ensemble, d'aprés le schéma de sélection-réunion ; notons le G(A),

Etant donnée une chaine X = (xj) , les chatnes de la forme

j=0)-'-sn

(xi)i"O q avec q £ n seront dites plus petites que X ; on obtient
yesas

ainsi, sur G(A), une structure d'ensemble ordonné. Pour que A soit

artinien, il faut et il suffit que G(A) soit un ensemble ordonné
"noethérien" (c.2.d. satisfaisant aux conditions équivalentes du chap. III,
§ 6, n° 5).

Nous allons montrer que

(#) Si A est artinien, il est déterminé de facon unique par la classe

d'isomorphisme de 1'ensemble ordonné G(A).

En effet, étant donnés un ensemble ordonné G et un élément
g € G, nous noterons S{(g) l'ensemble des g' € G tels que g < g!' et
que g < h < g' implique h = g ou h = g' (autrement dit l'ensemble
des "successeurs immédiats" de g). Considérons 1'application § qui,

a toute chafne X = (xo,...,xn) de G(A) fait correspondre 1'ensemble X3

on a alors, pour tout X € G(A)
8 (x) = { 8] X' € s(x)} .

Comme A est 1'image par § du plus petit élément X, = (A) de 6(a), il
va nous suffire de montrer que § est uniquement déterminée par la
classe d'isomorphisme de l'ensemble ordonné G(A). Or ceci résulte

du lemme suivant
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LEMME 1., Soient G un_ensemble ordonné noethérien et ¢ une application

de G telle que, pour tout g € G, on ait :

(1) olg) = {og] g € s} .

Alors ¢ est déterminée de fagon unique, De plus, si U est un univers

contenant un élément équipotent & G , ¢ prend ses valeurs dans U ,

L'hypothése implique qu'on a p(g) = @ si g est un élément
maximal de G .,

Soient, en effet, ¢ et ¢' deux applications telles que (1)
soit vraie ; si ¢ # ', l'ensemble des g € G tels que o(g) # o' (g)
est non-vide, donc admet un élément maximal h car G est noethérien ;
on a alors o(g) = '(g) pour tout g > h , en particulier pour tout
"successeur”" g € S(h) ; d'od w(h) = @' (h) par (1), ce qui est une
contradiction ; on a donc bien ¢ = ' . Soit maintenant U un univers
contenant un élément x équipotent & G ; montrons que ¢ prend ses valeurs
dans U ; sinon soit h un élément maximal parmi les g € G tels que

ow(g) € U ; on aglg') € U pour tout g' € S(g) de sorte que

o) = { olgD]| &' € s(n) }

est une partie de U ; or, comme son cardinal est inférieur 2 card(G)
donc au cardinal d'un élément de U, on a o(h) € U (n° 1, prop. 7) ;

cette contradiction montre que ¢p prend ses valeurs dans U .
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Ceci étant, démontrons le a) du th, 2, On peut se borner

4 l'assertion non-respée, car l'autre en découle aussit8t, Soit

o

un cardinal infini. Si A est un ensemble de type g on a:
(2) card(G(A)) < ¢ .

En effet, si on note An l'ensemble des composants d'ordre n de A , on a

card(A,) = ¢ et card(A_ ) < ¢ ,card(A ), d'od card(A ) = c¢” par
1 = n+l = n n =
récurrence ; or gn = ¢ car ¢ est infini (chap. III) ; d'od

-1

card( L_J A) Scard(N) .c
n=C 1 =

]
o

(chap, IIT1) ; or G(A) est un ensemble de

suites finies d'éléments de Lﬁ An , de sorte qu'on a bien l'inégalité (2)
(chap. II1). Ceci étant, si E est un ensemble de cardinal ¢ , la donnée d'une
structure d'ordresur une partie E' de E équivaut 4 la donnée de la partie

de E x E formée des (x,y) tels que x € E' , y € E' et x £ y, Donc,

en vertu de (2), les classes d'isomorphisme des ensembles ordonnés

G(A) (od A est de type ¢) forment un ensemble Sc , et on a

card(ﬁc) < card(P(E x E)) = 25 , Soit Bé la partie de §  formée

des classes d'ensembles ordonnés nocthériens ayant un plus petit

N

élément ; si, i tout

[’»]

€ 7! , on fait correspondre la valeur de la

fonction ¢p du lemme 2 au plus petit élément de G , on obtient une

application § de ¢!

1
=

dont 1'image contient tous les ensembles artiniens
de type ¢ . Ces derniers forment donc bien un ensemble AC , et on a

card(Ag) < card(Bé) < card(gg) < 25,
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Reste & voir qu'on a card(AC) = 2% . Pour cela il suffit

de voir qu'il existe un ensemble artinien B de type ¢ et de cardinal ¢ ,
car les parties de B seront alors des éléments de AC . Cette existence

résulte du lemme suivant :

LEMME 2, Pour tout cardinal ¢ , il existe un ensemble artinien B

de type ¢ et de cardinal

o
.

On procéde par induction transfinie sur ¢ . Pour ¢ = U on
n'a pas le choix, et on prend B = ¢ . Si ¢ & un prédécesseur ¢' ,
soit B' un ensemble artinien de type c¢' et de cardinal ¢' ; on a

'
£ , de sorte qu'il existe une partie B de 9(B') de

alors ¢ < 2
cardinal ¢ ; les éléments de B sont des parties de B' et ont donc

des cardinaux < ¢' < ¢ ; les composants d'ordre supérieur de B sont

des composants de B', et ont donc aussi des cardinaux < ¢! <

[iLe]
.

Enfin, si ¢ n'a pas de prédécesseur, on choisit, pour tout cardinal

o

< ¢ , un ensemble artinien B, de type c

X X X

alors B =‘\{ BX répond & la question, Ceci démontre le lemme 2, et

et de cardinal gx H

achéve la démonstration de la partie a).

Passons a b), Soit ¢ un cardinal fortement inaccessible, On
sait déja, par a), que les ensembles artiniens de type strict ¢ forment
un ensemble Ug . Le fait que Uc est un univers résulte aussitdt

des propriétés (AR.I) a (AR,IV) des ensembles artiniens (début du n°),
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s

et de majorations de cardinaux analogues & celles de la prop. 10 du n® 5,

La relation SUPXEU card(x) = ¢ résulte du lemme 2, appliqué aux
£

cardinaux < ¢ ., Enfin, pour montrer que card(UC) = ¢ , supposons

d'abord ¢ non dénombrable ; d'aprés le lemme du n° 5, Uc est la

réunion k\_} Ad , ol Ad désigne l'ensemble des ensembles artiniens
d<c £ &

d

de type d ; or on a card(Ad) = 2= < ¢ (par a)) ; d'autre part 1'ensemble

des cardinaux d < ¢ a un cardinal <

o
no

(chap, II1) ; d'od card(U) s c.c = ¢,

=N

i{e]
%
e o

et aussi card(UC) z car card(Uc) card(Ad) = 2= pour tout d < ¢ .

Le cas ¢ = O étant trivial, reste le cas ol ¢ est le cardinal

infini dénombrable, Dans ce cas UC est l'ensemble des ensembles artiniens

de type fini (i.e. finis ainsi que tous leurs composants), et on utilise

un joli résultat de nature combinatoire.

co 9 . as . C e
LEMME 3. (D. Kbnig ?)., Considérons deux suites infinies (En)n21 (¢h)n21

d'ensembles finis E et d'applications £ : E —=>E ., S§'il n'existe
n n n+l n ' ——————
aucune suite infinie (Xn)nzl telle que x € E_ et que fn(xm_l) = x_ pour

tout n , alors En est vide pour n assez grand.

Autrement dit, si toutes les suites (x_) telles que f (x_ .) = x
n n “ntl n
sont finies, leurs longueurs sont bornées. {a peut s'exprimer en termes

de limites projectives : une limite projective d'ensembles finis non

vides est non vide (cf, Top. Géné., Chap, I, 2e &d. §9, n°6, prop.8, 2°)).
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Raisonnons, en effet, par 1'absurde. S'il existe des En non
vides pour n arbitrairement grand, aucun En n'est vide (car En =0

- 1 : .
entralne En+1 @ vu 1'existence de fn : En+1 —> En)' Appelons

j+l) =%

pour j =1,,.,.,, n~ 1, Démontrons, par récurrence sur n , 1l'existence

“cohérentes" les suites finies (x.), .
j 1%3%n

telles que fj(x

d'une suite cohérente (a, ,..., a ) (a, € E,) qui, pour tout ¢ 2 n ,
1° > “n i i

> X))

t i X e
peut 8tre prolongée en une suite cohérente (a a ? Xael ! q

1 2w @

de longueur q , C'est évident pour n = 0 , car aucun Eq n'est vide.

Passons de n @ n + 1 ., 8i, pour tout x € f;l({an}) CE, toutes

1
des suites cohérentes prolongeant (al seees 8 x) avaient des longueurs
bornées par un entier q(x), alors toutes les suites cohérentes
prolongeant (a1 yeres an) seraient de longueurs bornées (par sup, q(x))

. Lo . -1 .
car En est fini ; il existe donc 8 € fn ({an}) tel que la suite

+1
cohérente (al seens A an+1) admette des prolongements de longueur

arbitraire, Ceci étant on a une suite infinie (an) qui contredit

nzl
1'hypothese.

Il résulte du lemme 3 que si A est un ensemble artinien de
type fini, alors l'ensemble ordonné G(A) de ses chafnes est fini : on
prend, en effet, pour En l'ensemble des chalnes (xn € LN € ... €% €N
an+ 1 termes (qui est fini car les composants de A d'ordre < n + 1
sont en nombre fini et sont tous finis), et pour fn 1'application

]
(Xn+1 € X € X1 e > (xn € X € ...). Or l'ensemble des classes

-1
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d'isomorphisme d'ensembles ordonnés finis est dénombrable : en effet,

la donnée d'une structure d'ordre sur une partie finie de JQJ équivaut

a3 celle de son graphe, qui est une partie finie de J§JxJ§J; d'autre

part l'ensemble des parties finies d'un ensemble dénombrable est
dénombrable (chap, III). Il résulte de (%) et du lemme 1, que l'ensemble
G des ensembles artiniens de type fimi est dénombrable, Il est infini
par le lemme 2 (ou, plus simplement, par usage de la suite (zn)n

20

définie au moyen de z_ =40 , Z.1 = {zn}). Ceci termine la démonstration de b).

Remarque, On vient de démontrer que, si A est un ensemble artinien
de type fini, il n'a qu'un nombre fini de composants, Il existe donc¢ un

entier n tel que A soit de type n .,

Passons a la démonstration de c¢), Soient ¢ un cardinal
infini, U un univers admettant un élément de cardinal ¢ , et A un
ensemble artinien de type ¢ . Alors 1l'ensemble ordonné G(A) a un
cardinal < ¢ (formule (2) ci-dessus). La seconde assertion du lemme 1,
appliquée a G(A) , montre que 1'application (xo yeves xn)AA~—> x de G(A)
prend ses valeurs dans U , Autrement dit tous les composants de A sont
éléments de U , Ceci démontre c¢). La démonstration de c¢') est analogue :
si A est un ensemble artinien de type fini, on vient de voir que G(A)
est fini ; comme U est non-vide, il contient un élément équipotent A G(A)

par le cor, a la prop. 7 (n° 1). C.Q,F.D.
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7. Remarques métamathématiques vaseuses

a) L'axiome "tout ensemble est artinien" est inoffensif, En effet, si on a

un modéle M de la Théorie des Ensembles, l'ensemble M' deséléments
artiniens de M est aussi un modéle (cf. prop. 11).

b) L'axiome (A.6) des univers (et 1'axiome équivalent (A'.6) des cardinaux
fortement inaccessibles) est indépendant du reste de la Théorie des
Ensembles, En effet soit ¢ le premier cardinal fortement inaccessible

non dénombrable, L'univers UC des ensembles artiniens de type strict ¢

(th, 2, b)) est un modéle de la Théorie des Ensembles sans (A,6) :

on appelle "ensembles" les éléments de u. s la "relation d'appartenance"

est la restriction a U, de 1'ordinaire, etc, Les "univers" du modéle sont

donc les univers ordinaires qui sont éléments de UC . Or on a vu que les

seuls univers qui sont éléments de UC sont les deux pequefios U0 =¢
et U, ., Ainsi U, est un "ensemble" qui n'est élément d'aucun "univers",
On a donc un modéle de la Théorie des Ensembles ot (A.6) est faux,

c) Bourbaki a été trop prudent en se contentant de "présumer" que

1'axiome de 1'infini (A,5) est indépendant des axiomes et schémas

précédents, Il l'est effectivement, car l'univers dénombrable Uy des
ensembles artiniens de type fini est un mod2le ou (A.5) est faux, et o
les axiomes et schémas précédents sont vrais.

d) 11 serait tr2s intéressant de démontrer que 1'axiome (A,6) des univers
est inoffensif, Ca paralt difficile et c'est méme indémontrable, dit

Paul Cohen,
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L'adjectif "vaseuses'" dans le titre veut dire qu'on ne
stest pas donné la peine, en construisant des modéles, de canuler
le symbole 7T de sorte qu'il n'en fasse pas sortir, La clef de ¢a, si

on considere un modéle M, est de remplacer le Tx(g(x)) ordinaire par

T (Rx) etxenm .

Encore faut-il vérifier que ¢a transforme bien les quantificateurs ordinaires

cn les quantificateurs autrefois dits "typiques"
(YxeM et (ExeM .
Exercices

1) Soit n un entier = 1 . Montrer que 1'ensemble des ensembles artiniens
dt t‘f‘. = = =
e type n est infini (les ensembles z =0, z, {e} , zq+1 {zq}

sont de type 1 ).

2) Appelons hauteur d'un ensemble A la borne supérieure (finie ou

€ ... €Ex = .

infinie) des entiers n tels qu'il existe une suite X, € X 1 o

Montrer que les ensembles de hauteur < n sont finis et forment un ensemble
fini, dont le cardinal P, se calcule au moyen de P, = 1, p =2
(procéder par récurrence sur n, en notant que les éléments d'un ensemble

A de hauteur < n sont des engembles de hauteur < n - 1),

3) Soit G un ensemble ordonné noethérien admettant un plus petit élément
& et tel que pour tout h € G, l'ensemble de g < h sont fini et totalement

ordonné.
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a) Montrer que tout élément h # g, de G admet un prédécesseur et un seul,
b) Soit ¢ l'application de G définie dans le lemme 1 (i.e, w(g) est
1'ensemble des ¢(g') ol g' parcourt l'ensemble des successeurs de g) .

On pose A = @(go) . Montrer que A est un ensemble artinien, Pour

g € G, soit g, < 8y < ... < gy, = 8 la suite des éléments < g ; posons
f(g) = (w(go),w(gl),...,@(gn)) ; montrer que f est une application croissante
et surjective de G sur l'ensemble ordonné G(A) du texte. Montrer que,

si f est injective, c'est un isomorphisme de G sur G(A).

c¢) Pour g € G, soit Mg l'ensemble des majorants de g . On suppose que,
pour tout couple d'élémentsdistincts g , g' ayant méme prédécesseur p,

les ensembles ordonnés Mg et Mg' sont non isomorphes, Montrer que
1'application f de b) est alors un isomorphisme de G sur G(4).

[si £(g) = f(g') avec g # g' et si 8y, <8 € ... <8 =8 et

n

gé < 8{ < L.l < g;, = g' sont la suite des éléments < g et celles des

éléments < g', montrer que n = n', et qu'on peut supposer que g et g' ont

le m@me prédécesseur p ; considérer alors l'ensemble des p € G tels qu'il
existe deux successeurs distincts g, g' de p tels que f(g) = £(g'), un
élément 'maximal q de cet ensemble, et deux successeurs distincts h , h!

de q tels que f(h) = f(h') ; noter que les restrictions de f 2 Mh et a

Mh' sont injectives, donc (par b)) sont des isomorphismes de Mh sur

G(ep(h)) et de M, sur G(p(h')) ; déduire de 1'hypothése de non-isomorphisme

de M, et Mh' qu'on a p(h) # ¢(h'), ce qui contredit f(h) = £(h') 7,
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N.,B, L'exercice 3) donne des renseignements trés précis sur la maniére
dont sont "fabriqués" les ensembles artiniens, On savait déja qu'un

tel ensemble A est déterminé par la classe d'isomorphisme de 1'ensemble
ordonné G(A) (lemme 1), On sait maintenant caractériser les ensembles

ordonnés G isomorphes 3 des G(A)

) G est noethérien et admet un plus petit &lément ;

B) Pour tout g € G, l'ensemble des h < g est totalement ordonné
et fini(d'od l'existence et 1'unicité du prédécesseur de g) ;

Y) Si g, g' sont des 8léments distincts ayant meme prédécesseur,
1'ensemble Mg des majorants de g et celui Mg' des majorants de g ne sont

pas isomorphes,

4) Soit (An)nZO la suite des ordinaux finis, définie par AO =g,
= f n
A=A U {An} . Montrer que 1'ensemble ordonné G(A ) a 2= éléments,

et que le nombre de ses éléments de hauteur q (au sens de llexerc, 2))

n
est (q) .
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