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1. Invariance topologique du topos étale

Théordme 1.l. Soit f t X! —» X un morphisme entier surjectif

radiciel. Alors le foncteur changement de base

#
s X, — X},

est une équivalence de sites (i.g. une équivalence de catégorie, qui est

continue ainsi que tout foncteur quasi-inverse). Par suite les foncteurs

~J ~7
f* : xét — Xgy
~/

sont des équivalences de catégories, quasi-inverses l'une de l'antre.

La premidre assertion est bien commue (SGA IX 4.10 et 4.11 )
lorsque f est de présentation finie ou que £ est plat; le cas général
se réduit & celui ol f est de présentation finie, En effet, on sait déja
que le foncteur f£¥* est pleinement fiddle (SGA 1 IX 3.4). Il suffit

de prouver
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-2 - VIII

que f* est essentiellement surjectif, i.e. que tout 2Z' étale sur X!
tprovient¥ d'un 2 étale sur X . Utilisant le fait que f est un
homéomorphisme universel, et ls pleine £idé€lité de £¥*, on est ramené au
cas ob X , X', Z' sont affines, spectres d'ameaux A, A', B!'. Ecrivant
At comme limite inductive de ses sous-A-glgébres de type fini A:!L, B!
provient d'ume algibre étale ZB:!L sur un A]!_ (cf. I3A IV 8), ce gqui nous
raméne au cas ol A' est entidre et de fype fini sur A , donc finie sur
A. On a alors un A isomorphisme A'ZX AM/J, ou A"= 4 [t,l,...tn} et
J est un idéal de A" , Eorivant J comme limite inductive de ses sous-
idéaux J,; de type fini, et posant A! = A"/J, , on sura encore
Al = 1_;3; Al ;donc B' provient d'une algdbre étale B} sur un Al {ioco
citato). Dlautre part, comme Spec A! —» Spec A est swjectif, il en est
de méme des Spec Ai -3 Spec A , de plus on vérifie facilement que puisque
Spec A' —) Spec A est radiciel, il en est de méme de Spec A{ -3 Spec A
pour i assez grand (appliquer FGA IV 1.9.9 & Spec A(%*)), Cela nous raméne
au cas ol A' est un des A}, donc de prégsentation finie sur A .

Cela prouve la premiére assertion de 2.1. Le fait que f* et
% soient des équivalences quasi-inverses ltune de l'autre en résulte

aussitdt.

Corollaire 1.2. Scient F un faisceau sbélien sur X , F! son image

inverse sur X', alors les homomorphismes canoniques

(%) (X, F) — #i(x,5)

sont des isomorphismes. De méme,si F! est un faisceau abélien sur X',

F son image sur X , les homomorphismes canoniques (*) sont des isomor-

phismes.

(*) Soit S, C S=Spec A l'ensemble des s € S tels que la fibre de
Xi=Spec A; ens soit derang séparable 1. Alors, les Si sont des parties

constructibles de § (EGA IV 9,7.9) formant une famille croissante, leur
réunion est S d'aprés 1l'hypoth2se sur S'=Spec A' —> S et le fait que les
fibres de 5] sont des schémas noethériens, On a donc S=Si pour i assez
grand, par EGA IV 1.9.9, cqfd.
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Exemples 1.3. Voici des exemples d'application fréquents de 1.1 3

a) X' est un sous-schéma de X ayant méme ensemble sous-jacent

que X, i.,e. défini par un nil-Idéal I,

b) X est un schéma swr un corpas séparablement clos k, k' est

une cldture algébrique de k, et X' = x@k k' .

¢) Soit X un schéma géométriquement unibranche {par exemple
une courbe algébrique sur un corps Xk , n'syant comme singularités que
des singularités "cuspidales", 2 l'exclusion en particulier de points
doubles ordinmires). Alors, si X' est le normalisé de X q Par défi-

nition X' —» X est radiciel, done 2.1 stapplique.

Remarques 1.4. Un morphisme f domme dans 1.1 est un homéomorphisme
universel, i.e. est un homéomorphisme et reste tel par toute extension de

la base. Réciproguement, si f est un homéomorphisme universel

on prouvé que f satisfait aux hypoth&ses de 2,1 (¥), ce qui explique

le titre du présent numéro,

Signalons expressément, & propos de llexemple 2.3 c¢), que si
X est une courbe algébrique (sur un corps algébriquement clos k pour
fixer les idées) syant au moins un point singulier qui ntest pas "uni-
branche" (par exemple un point double ordinaire), alors (X! désigrant
le normalisé de xred) la conclusion de 2.2 est déja en défaut pour leg

B! et des coefficients constants (comparer SGA 1 I 11 a) et SGA 1 IX 5).

(*) Cf. EGA IV 8,11.6 si f est de présentation finie, et EGA IV 18.12.11
dans le cas général.
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2. Paiscesux sur le spectre d'un corps

Proposition 2.1. Soient k wun corps, X une clBture séparable de k ,

T = Gal (k/k) son groupe de Galois topologigue, X = Spec k, X = Spec k

{sur lequel T opdre & gauche). Considérons le foncteur canonigue

. ’\/
1 Xgy > Xgy

(défini par i{(X")(x") = Homx(x',x") ), et le foncteur canonigue

o~
J: Xétﬁﬁw

de la catégorie des faisceaux sur xét dans la aatégorie 65“ (cf. IV 2.7)

des ensembles (discrets) sur lesquels U op2re continliment 3 gauche, défini
par

3(F) = Z_L%F(Spec(kok)) '

o k « Darcourt les sous-extensions finies de kX . Alors i et j sont

Ve 2 s > i 3
des équivalences de catégories. (Par suite, le topos Xét est équivalent

(IV 3.4) au “"topos classifiant" Bgp2

Le foncteur composé ~
jis Xét—) Xét -> (W-—Ens)

est une équivalence de catégories, d'apris le théoréme fondamental de la
théorie de Galois (sous 1z forme de SGA 1 V). Comme G;Sn est évi-

demment un topos (II 4.14 ), il en est donc de méme de Xé . Dlgilleurs

t
une famille (Xi -3 X} de morphismesdans Xét est couvrante si et seu~
lement si elle est surjective, i.e. son image dans Q{)n_ est sur~
Jective, ou ce qui revient au méme, couvrente pour la topologie canonique
de ng_ ce gui montre que la topologie

de xét est bien sa topologie canonigue. Par suite i est

une équivalence, et il en est donc de méme de j .
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Corollaire 2.2. Le foncteur § de 2.1 induit une équivalence de la

catégorie des faisceaux abéliens sur X = Spec k , et la catégorie des

TW-modules galoisiens.

En effet, ces derniers sont justement les “groupes gbéliens"

du topos B . On voit de méme, par “transport de structure" :

Corollaire 2.3, Soient F un faisceau abélien sur X = Spec k, M = j(F)

le Tt -module galoisien associé, alors on a un isomorphisme canonique de

D -foncteurs en F
¥ X,F) =~ ®%(®w.,n) ,

(oh le deuxi®me membre désigne 1la cohomologie galoisiemne, étudiée par

exemple dans le cours de Serre C.G.).

Corollaire 2.4. Supposons k séparablement clos. Alors le foncieur

~t

r: Xét —> (Ens)

est une équivalence de catégorie. Si F est un faisceau abélien sur

X = Spec k, on a Hi(X,F) =0 pour i £ 0. (En d'autres termes, le topos

X;tl est un "topos ponctuel” (IV 2,2).)

Corollaire 2.5. Soit k! une extension séparablement close d'un corps

séparablement clos k, X = Spec k, X! = Spec k', u + X' - X le morphisme

canonique. Alors le foncteur

~

* g 1
u :xét-—yxét

est une équivalence de catégories,
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3. Foncteursfibresrelatifsaux points géométriques d'un schéma

3.1. Soit X un gschéms,. Nous appellerons point géom€trique de X

tout X schéma § qui est le speotre d'un corps 1 séparablement clos.
La dommée dwun tel point équivaut donc & celle d'un point ordinaire x € X,
et d'une extension séparablement close f1 du corps résiduel k(x) de x.

Le cas le plus fréquent pour nous sera celui ol {l est une cl8ture sépa-
rable de k(x), que nous dénoterons alors généralement par T:_(;). y 1le
point géométrique correspomlant de X étant alors noté X .Powr x€ X
donné, les k(x) (resp. x) sont déterminés & k-isomorphisme (resp. X-

isomorphisme) non unigue prés.

Remarques 3,2, Dans la plupart des questions géométriques, il est plus

naturel de se borner au casfialgébriquement clos, La convention différente

utilisée ici est spéeciale 3 1'étude de la topologie étale,

Clest la convention que nous avions adoptée dans la définition du groupe
fondamental SGA 1 V 7,Mais on notera que les développements de loco
citato sont également valables avec la convention adopiée ici {car la
propriété de £ qui y est utilisée est que tout revétement étale du

spectre {1 est trivial, i.e. justement que ) est séparablement clos).

Définition 3.3. Soient X un gchéma , § un point géométrique de

X, uzs E -» X son morphisme structural. On appelle foncteur fibre

(géométrique) relatif & § » €t on note Fl——>F§ y le foncteur

N
composé de

~ ¢ T~ T
Xt — St 5 (ams)

On peut dire aussi que, gréce a 2.4, un point géométrique §
de X définit un point du topos X;:: (1V 6.1), dont on prend simplement le

foncteur fibre associé (loc.cit).
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3.4, Comme lo foncteur f"f (fore teur sectionssur E ) est une équiva-
lence de catégories (12.4 ), la connaiseance des foncteurs fibres
F}——)Fg équivaut essentiellement & celle des foncteurs images réci-
proques u¥*. Notons dlailleurs qu'il résulte aussitdt de 2.5 que si f
est un point géométrique de X tel qu'il existe un X-morphisme
i’ - § (i.e. E ' correspond & une extension séparablement close §2!
de £2 ) alors l'homomorphisme cenonique F? - F§ : 8t un isomorphisme
fonctoriel

F§ =3 F j' .
Cela montre que pour l'étude des foncteurs fibres, on peut (quitte &
remplacer $§1 par la cl8ture algébrique sépareble de k dans §1) se
borner au cas ot 2 = k(§) est une cl8ture séparable k(x) de k(x),
et que les foncteurs fibres correspondant aux points géométriques de X
localisés en un méme x € X sont isomorphes entre eux (de facon non
unique),

On désignera, conformément aux conventions de 3.1 , par 2
un foncteur fibre correspondant au choix d'une cl8ture séparable
k(x) de x(x).

Sigralons une propriété de transitivité évidente (qui montre
1'utilité technique & ne pas se borner exclusivement & des points géo-
métriques définis par des cl8tures séparables de corps résiduels) s
Soient f = X' —y X un morphisme de schémas, ut E t -3 X' un
point géométrique de X , alors u = f ut :5* -3 X est un point géo-
métrique de X que nous noterons } 3 relativement & ces points géomé-

o
triques on a un isomorphisme fonctoriel en F & Ob Xét ?
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5
Cela résulte en effet de la formule de transitivité des foncteurs images

:E‘*(F);.-"—" F, .

inverses
* * %
(fu) " =yu" £
Théoréme 3,5. Seit X un schéms,,

a) Pour tout point géométrique 3 de X, le foncteur fibre

F'_)F"f /JQ; -y (Ens) commute aux 1_13 qQuelcongues (indexées par des

catégories € U ) et aux lim finies (*). En particulier, il transforme

faisceaux en groupes (resp. faisceaux abéliens, etc...) en groupes

{resp. groupes abéliens, etc...).

b) Lorsque x parcourt les points de X , les foncteurs fibres

E: forment une famille de foncteurs “conservative",i.e. 31 u:t F = &

est un homomorphisme de faisceaux sur X , u est un isomorphisme si et

seulement si pour tout x € X , l'homomorphisme correspondant

u: F, —> G llest (¥%),
X X XK mm——
Notons tout de suite, compte tenu des propriétés dlexactitude

de a), les conséquences formelles suivantes de b) t

Corollaire 3.6. Soit w : P —» G un homomorphisme de faisceaux.

Alors u est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seulement

si pour tout x € X , ug @ Fi - G'i est injectif {resp. surjectif).

Corollaire 3.7. Soient u, v : F —» G deux morphismes de faisceaux sur

Xy alors u =v s5i et seulement si pour tout x & X, ona

us = vl F;: '—)G':'c « Bn particulier, si u,v sont deux sections de F,

(*) C'est donc bien un "foncteur fibre" au sens de Exp. IV

(*¥)I1 y a donc "suffisamment de foncteurs fibres" de la forme F —> Fo ,
dans la terminologie de IV 6.5.
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ena u=v si et seulement si on a up = Ve dans F:'E pour tout =x & X.

Corollaire 3.8. Soit F — G —> H une suite de deux homomorphismes

de faisceaux sur X , alors la suite est exacte si et seulement si pour

tout x ¢ X , la suite correspordante F} - Gi - Hi ltest,

Nous laisserons au lecteur le soin de déduire les corollaires (¥),qui seront
dlailleurs prouvés partiellement dans la démonstration qui suit.
L'assertion a) résulte des propriétés d'exectitude déjh signalées dans
( 1 4) . % ot [ W9]
VII 1.4) pour t:\u)t foncteur image réciproque, tel u¥: Xét —_ % &t
et du fait que fét — {Ens) est une équivalence. Pour prouver b),
notons la formule suivante, qui donne un procédé de calcul des foncteurs

fibres 1

Proposition 3.9 (¥¥), Soitf -*1—‘1—-) X un point géométrique de X , et soit

CE la catégorie des " X-_ schémas étales g—pomtués ", i.e. des cou-

ples (X', u'), ou X' € Ob Xgy estun  schéma étale sur X, et u'

un X-morphisme § -3 X!, Alors la catégorie opposée C% est filtrante

et pour un faigsceau P (resp. gréfaisceau P) varigble

sur X, on & un isomorphisme fonctoriel canonigue

F_ =< 1lim F(X!), (resp. (aP), = 1lim P(X') ),
§ cg

(ot aP = faisceau associé & P).

En effet, notons d'abord que pour tout préfaisceau P sur gé 7

si aP est le faisceau associé, 1l'homomorphisme naturel
P(i ) —> aP(E )

est un isomorphisme, comme il résulte par exemple aussitdt du calcul

(%) Cf. IV 6.5.2.
(¥*)Cf, IV 6.8.3,
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NN N
explicite de aP comme L(LP) (II 3.19.). Soit ¢t Xg —> %ét le

foncteur " image réciproque ", alors u*=(P* n'est autre (111 2.3.(4))
~ e,
que le composé a (.f i, o 1 xe‘t — Xét est le foncteur inclusion,

A ~
et a §ét - gét le foncteur "faisceau associé". Par la remarque
précédente on trouve

u* (F) (g) = ($°i(F) S

de sorte qu'il suffit d'appliquer l'expression explicite de ¢° domnée
dans la démonstration de Le cas respé, ou on part avec un
préfaisceau P sur X , se prouve de mdme, en utilisant l'isomorphisme
fonctoriel qi*e.(P) o a xP(P) . Le fait que la catégorie c}
est filtrante (qui reste valable pour tout X= schéma § s Das nécessai-
rement réduit & un point géoms trique) résulte aussitdt du fait que dans
C§ les limites projectives finies existent, ce qui résulte du fait
gque Xét est une sous-catégorie de (Sch) /X stable par limitesprojec-
tivesfinies,

Soit mintenant uw ¢ F — G un homomorphisme de faisceaux sur
X, tel que pour tout x €X, ug Fi - G}-: soit un monomorphisme,
prouvons que u est un monomorphisme. Pour ceci, on doit prouver que si
Xt € Ob Xy » 9y Y €F (X1) sont tels que u (CP) =u (), ona
@=\. Remplagant X par X! et utilisant la transitivité des foncteurs
fibres, on peut supposer X = X' , Pour tout x & X , on aurs
u ((‘?)i = u (W)i i.e. u (qi) = us (\)1:-[) , done ¢ = =\§9 5 puisque
Us est un monomorphisme, Utilisant 3.9 il s'ensuit qu'il existe un
xa‘c € 0b xét y dont 1'image contient x , tel ¢ et Y aient méme image
inverse sur X)': + Comme pour x variable dans X , les X:'C forment une

famille couvrente de X , il s'ensuit que ¢ = ¥ .
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Cela prouve que si les ug sont des monomorphismes, il en est
de méme de u. Supposons de plus que les us soient des épimorphismes,
prouvons qu'il en est de mdme de u , donc que u est wn isomorphisme.
I1 reste & prouver que pour tout X' € Ob Xgqr et tout \? € ¢ (X}, i1
existe ¢ € F(X') tel que u(X')(q;) = 4) On peut encore supposer
Xt=X, et utilisant 3.9 on voit qQue pour tout x € X , existe X:'c& Ob xét
tel que 1l'image de XJ': dans X contienne x , et un L{)x & F(X;c) dont
l'image dans & (X;:) soit 1'image inverse de U . Utilisant le fait que
u est un monomorphisme, on voit que les Py coIncident sur les
X x y X (%, & X) donc provienrent dlun  § € F(X) bien déterning,
et on aura alors u(q:) = q.) puisque les images inverses sur les X;c

coincident. ¢ q £ d.

Scholie 3.10. Le théordme 3.5 dimplique que la collection des "foncteurs
fibres" pour la topologie Stale jouit des mémes propriétés essentielles
gue dans la théorie des faisceaux habituelle sur un espace topologique.
Nous utiliserons trés fréquemment 3.5 et ses corollaires, et pour cette

raison nous dispenserons généralement d'y référer explicitement.

3.11. Pour tout x € X nous désignerons sussi, par abus de langage,
paer x le X- schéma Spec k(x), pour le morphisme structural habituel
1,: x = Spec k(x) — X .
Il donne lien & un foncteur canonique
3* P~ g
i Xeg = Xgy o

8i F est un faisceau sur X , nous poserons Fx = i; (P), ctlest donc un

faisceau sur x = Spec k(x) (et & ce titre peut s'identifier sussi & un
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schéma &tale sur x , en vertu de 2.1 }. Il dépend fonctoriellement de

*
X

et EIl:im finies, en vertu de VII 1.4.

F , et le foncteur i "t F ’——>Fx commute encore pux l_nﬂ quel congues,
Si X = Spec k{x), le foncteur fibre F F‘?Fi est canoniquement
isomorphe au composé du foncteur FH—> Fx et du foncteur J de 1.1
{compte tenu que ce dernier est isomorphe au foncteur fibre relatif au
point géométrique Spec k de Spec k). Il résulte aussitdt de ceci et de
3.5 que le systdme des foncteurs (F —> Fx) (x € X) est encore conser-
vatif, D'ailleurs, si k{x) est séparablement clos, i.e. x = X , les
nota tions F, et F. sont en toute rigueur contradictoires (1a premidre
désigmnt un objet de ;:: » la deuxidme un ensemble), mais en vertu de

1.1 c'est 1a une contradiction inessentielle.

3.12. On voit par les remarques qui précddent que si X = Spec k(x),
alors pour tout faisceau F sur X , le groupe W _ =Gal x(x)/x(x))
opére de fagon naturelle (& gauche) sur 1'ensemble fibre Fi s de sorte

que Ff—)Fi peut en fait &tre considéré comme un foncteur

N
Ly — atrx

dont la conmissance équivaut essentiellement (grfce & 1.1 ) & celle du
fone teur Fl—-)Fx.

Cela montre, dans un cas particulier important, que contraire-
ment & co qui a lieu dens le cas des faisceaux sur les espaces topolo-
giques, les "foncteurs fibres" mdmettent en général des automorphismes
non triviaux. De fagon générale, nous déterminerons dans 7.9 tous les

homomorphismes dtun foncteur fibre dans un autre.
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Remargue 3.13. Voici une géréralisation parfois utile de 3.5 b). Considé-
rons une partie E de X telle que pour tout morphisme étale
fiX 353X B = T (B) soit "trdés dense" dens X* (EGA IV 10.1.3 ),
i.e. que pour tout f comme ci-dessus, tout ouvert U de X' qui contient
E! soit égal & X'. Alors les foncteurs fibres F;-: sur ge:; + pour
x € E, forment d6j: une "famille conservative® (et par suite les corcl-
laires 3.6 , 3.7 et 3.8 restent valables en se bornant & y choisir
X € E). Cela se voit immédiatement en reprerant la démonstration donnée
de 3.5 b}. Le résultat précédent s'applique notamment dans les
situations suivantes 3

a) X est un  schéma de Jacobson (EGA IV 10.4.1.), par exemple
locelement de type fini sur un ocorps, ou sur Spec(Z), et & est 1l'ensem-
ble des points fermés de X.

b) X est localement de type fini sur un schéma S, et E est
l'ensemble des points de X qui sont fermés dans leur fibre.

c) X est localement noethérien, et E est ll'ensemble des x ¢ X
tels que X soit un ensemble fini (i.e. un schéma semi-local de dimen-

sion { 1) ecf. HA IV 10,5.3 et 10.5.5.

4. Anneaux et schémas strictement locaux

4.1, Rappelons qu'on dit, avec Azumaya, qu'un ameau local A est

hensélien s'il satisfait aux corditions équivalentes suivantes :

{i) Toute algdbre B finie sur A est composéde directe T;{’Bi

d'amneaux locaux {les Bi sont alors nécessairement isomorphes aux
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B . ot m 4 Parcourt les idéaux maximaux de B ).
i
(ii) Toute algbbre B sur A qui est localisée d'une algdbre de
type fini C sur A en un idéal premier P au-dessus de 1'idéal maximalm.

do A, et telle que BMB soit fini sur k = A/# , est finie sur A.

(iii) Comme (ii). mais en supposant C étale sur A en f et

k - B/M B un isomorphisme.

{iv) Le "lemme de Hensel" sous la forme classique est walable
pour A , i.e, pour tout polynbme unitaire F € A [T], désignant par

FPek [‘1‘_} le polynome réduit correspondant, et pour toute décomposition

F= F1F2

de 1;‘ en produit de deux polyndmes unitaires étrangers, F‘l et 1;‘2 se
relévent (de fagon nécessairement unique) en des FF,€ A (1], tels
que F = F1 F2 .

Pour la démonstration de ces équivalences et les propriétés
générales des anneaux henséliens, of. B34 IV 18,5.11. Rappelons que si A est
un anneau local quelcongue, on montre {(Nagata) que lton peut trouver un

homomorphisme local,
A — P

avec Ah hensélien, qui est universel pour les homomorphismes lcecaux

de A dans des amneaux locaux noethériens. L'anneau Ah est appelé le
hensélisé de A, La construction donnée dans EGA IV 18.6 (diffé-
rente de celle de Nagata) consiste & poser

h s
Ty =1§mAi s

ol Ai parcourt les A-algébres essentiellement de type fini et
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essentiellement étales sur A (i.e. localisées d'une algdbre étale sur A)
tellesque A ~> Ai soit un homomorphisme local et l'extension résiduelle
k(Ai)/k(A) soit triviale. Cette construction montre en particulier que

Ah est plat sur A et que si A est noethérien, il en est de méme de sa

cl8ture henséliemne.

Définition 4.2. Un anneau local A est dit strictement local s'il

satisfait l'une des conditions équivalentes suivantes i

(i) A est hensélien (4.1 ) et son corps résiduel est sépara-

blement clos.

(ii) Tout homomorphisme local A —3 B, oli B est localisé

d'une algébre étale sur A, est un isomorphisme.

Un schéma est dit schéma strictement local s'il est isomorphe

au spectre d'un anneau strictement local.

L'équivalence de (i) et (ii) résulte auseitdt de 4.1. Notons que,
sous forme géomStrique,4.2 (ii) (resp. 4.1 (iii)) s'exprime en disant
que pour tout schéma étale X sur Y = Spec 4, et tout point x de la
fibre Xy (respectivement tout point de Xy rationnel sur k(y)), o ¥y
est le point fermé de ¥ , il existe une section de X sur Y passant par
¥y (section qui est d'ailleurs nécessairement unique).

Définition 4.3. Soient X un schéma, 0X le faisceau sur X.t
Xy é

défini par

.Qxét(x‘) - r‘(X', .gx|)

(comparer VII 2, ¢) ), u :E = Spec (1) — X un point géométrique de X.

On appelle anneau strictememt local de X en E s €t on note _Qx ou
————— ———— $ ]

;=



- 16 - ¥III

simplement O, , la fibre du faiscesu -QI en le point E » Son_spectre
ét
est appelé localisé strict de X en '% .

En vertu de 3.9, on a la description de la fibre Oy
3

= 1
(%) _Qx,}. lim (X', &) »
oli X' parcourt la catégorie filtrante epposée de la catégorie Jes
schémas  étales sur X qui sont g -ponotuds, i,e. munis dtun
X-morphisme j ~3 X'. Dtaprés la transitivité dea limites inductives,
on peut remplacer au deuxidme membre [ (X', Oy,) par Ofr gt » 8 X'

est ltimage de § dans X', et on trouve l'expression

() Qx’ 5 = %@,Ai

ol A; parcourt les algibres essentiellement de type fini et étales sur

A = Oy _ munies d!un k-homomorphisme k(4;)~» 9 . (N.B. x désigne
4

1'image de g dans X). Bien entendu les homomorphismes de transition

entre les Ai sont les homomorphismes locaux de A-algébres Ai —p A:j

qui rendent commutatif le triangle correspondant

k(4;) —> k(Aj)
\ l
n

ce qui impligue que s'il existe un homomorphisme admissible de Ai dans

Aj’ ce dernier est unique. Donc la limite inductive (%) est une limite

relative & un ensemble d'indices ordomné filtrant croissant.
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4.4, La description {x») mentre que l!'annegu local sirict de X en }
ne dépend essentiellement que de 1'annesu local hebituel A =0 . (x=u(3 )),
4

et de 1'bxtension {1 de k = k{A) . On l'appelle aussi annesu hensdlisé

strict de A {(relativement h 1'extension séparsblement close considérée {2

de k) et on le notera A’ ., On renvoie & BGA IV 18.8 pour les propriétés
générales de Ahs . Signalons simplement que la construction donnée montre
encore que Ahs est plat sur A, et qu'il est noethérien si A 1'est.

D'autre part, on montre facilement (loe. cit.) que 1'homomorphisme local

A—)Ahs

muni du  k-homomorphisme

k(%) - N
est solution du probléme universel, relatif & la dormée de A et de
ltextension §? de k, correspondant 2 la recherche des homomorphismes
locaux

A —y A',

avee A' strictement local, munis d'un k-homomorphisme

k(at) —» SV,

En particulier, Ahs est bien un anneau strictement local (ce qui justifie

la temminologie 4.3 ).

4.5, Gardons les notations des 4.3 et choisissons un voisinage
ouvert affine U de x . Notons que dans 3.9 on peut évidemment se bor-
ner aux X' qui sont affines au-dessus de VU, Ces derniers forment alors

un systéme projeotif pseudo-filtrant de schémas affines, de sorte que nous
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sommes dans la situation générale de VII 5 (ef. VII 5.12 b). En vertu de
ltexpression (x) pour Oy E, on eura un X-isomorphisme
¥
-k | I
() lim X! =< Spec Ox’i
Xt éinle
affine sur U,

X'?-pomtué

ce qui précise la signification géométrique intuitive de Spec(ng)

comme "limite des voisinages étales de E ",

Proposition 4.6. Soit X un schéma strictement local, x son point

fermé, qui est donc un point géométrique de X. Alors le foncteur

A
Ft—> P(X,F)s xét —> (Ens) est canoniquement isomorphe au foncteur

fibre F HFX, et par suite commute aux 1lim quelcongues (¥),

En effet, en vertu de déf. 4.2 (ii),l'objet final X de la
catégorie des X' étales x-ponctuéds sur X envisagée dans 3.9 majore
tous les autres objets, donc %F(X') est canoniquement isomorphe & F(X),
cgfd.

En particulier, le foncteur induit par [ sur la catégorie des

faisceaux abéliens est exact, donc on conclut

Corollsire 4.7. Sous les conditions des 4.6 on a pour tout faisceau

a_.bélien P sur X 3

EYX,F) = O pour q £ O.

Corollaire 4.8, Soient X un schéma, § un point géométrique de X,

X = Spec OX x le schéma localisé strict correspordant, F un faisceau
s

variable sur X, P son image inverse sur X , alors on a un isomorphisme

;E‘onctcriel

FFb ~IMEPH .

§

(*) pas nécessairement filtrantes |
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En effet, § peut 8tre considéré comme un point géométrique de X éga-

lement, et 11 suffit d'appliquer 4.6 et la transitivité des fibres (3.4 ).

5. Application au calcul des fibres des qu‘*

5.1. Soient
fsX DY

un morphisme de schémas, F un faisceau abélien sur X , on se pro-
pose de déterminer les qu*(F). En vertu de 3.5 , il revient au méme, &
peu de choses prés, de comnaitre les fibres géométriques Rq:t‘* (F)i , pour
yEY . O0r (V5.1) qu*(F) est le faisceau associé su préfaisceau

AN ¥ —>EY (XY, F)
sur Y, et par suite (3.9 )

Rq'f*(F)i = %'A %Q(Y ! ) ’

olt 1a limite inductive est prise suivant la catégorie filtrante opposée
de la catégorie des Y'!' étales sur Y ponctués par y . Choisissant un
voisinage ouvert affine U de y , on peut se limiter dans la limite du

deuxidme membre & la catégorie cofinale des Y' qui sont affines et au-

dessus de U. On obtient ainsi

(5.1.1 ) qu*(F)i o~ ﬂﬂq(mY',F) ,
ot Y' wvarie dans la catégorie précédente.

Introduisons

]
L]

Spec (QY,SF) =%_‘1£Y'
(of 4.5 ), et

é
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Notons que dans le systéme projectif des XxYY‘ (déduit de celui des Y!
par changement de base X —3 ¥) les morphismes de transition sont affines,
on est donc dans les conditions générales de VII 5.1 , et on voit aussitds,
par construction de (l_i;n dans loc.cit., que l'on a un isomorphisme
canonigue

X= }_:_l_mi_lbcy‘.{‘ .
Désignons par P le faisceau sur X image réciprogue de F , alors on

obtient un homomorphisme canonique

1}1(13 Hq(XxYY’,F) —s 14X, F)

dtolt en comparant avec 5.1.1 , un homomorphisme canonique
(5.1.2 ) i, (P> —BEF ,
évidemment fonctoriel en F,
Supposons maintenant f:X -—» ¥ quasi-compact et quasi-séparé,

alors il en est de méme de A2 Y'—3 Y, et comme Y' eet affine, les Xz, Y

sont quasi-compacts et quasi-séparés, Utilisant (5.1.1 ) et le théoréme

de passage & la limite VII 5.8 , on obtient alors

Théordme 5.2. Soient f3X —> Y un morphisme quasi-compact et quasi-

séparé de schémas, F un faisceau abélien sur X , y un point de

Y,y 1le point géométrique au-dessus de y , relatif & une cl8ture

séparable k(y) de k(y), Y = Spec (_gy,;r-) le schéma localisé sirict cor-

respondant, X = Xxy?, ¥ 1'image inverse de F sur X . Alors homomor-

phisme canonique (5.1.2 ) est un isomorphisme

R (F) ; = BE,F .

Cet énoncé raméne pratiquement le détermination des fibres d'un
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faisceau qu*(F) 4 la détemination de la cohomologie d’un préschéma au
dessus d'un schéma strictement local, et sera constamment utilisé par la
suite., Techniguement, clest 5.2 qui explique le rBle important des
anneaux henséliens et des anneaux strictement locaux dans 1l!étude de la

cohomologie étgle.

Remarque 5.3. L'énoncé reste walable pour Rof*(F) = f*(F), pour un
faisceau dtensembles quelconque, Dlautre part, 5.2 reste également
valable pour Rif*(F), lorsque F est un faisceau en groupes (pas né-
cesseirement commutatif), en prenant la définition habituelle du R'f, (F)

{af, Thése de Giraud).

5. Supposons maintenant que f soit un morphisme fini. Alors
Tt i—) Y est un morphisme fini, et comme Y est strictement local,
il stensuit que X est une somme finie de schémas strictement locaux

Ei‘ Par suite, ntilisant 4,7 on trouve

(5.4.1 ) BE,F) =0 pour q £ 0.

Dtautre part, notons que les composantes Ei de X correspondent gux
points 'J?i de X au-~dessus du point fermé 'fr' de -Y-, i.e. aux points de
X = JS; (ak(y)’k(i), » Dtailleurs, ces points peuvent 8tre considérés’
comme des points géométriques de X , et ii ntest alors autre que le

schéma localisé striect de X en ;i' On a donc (4.8 )
I°X,,F) o< F-
i Tx
i
dlol

(5-4-2 ) Ho(iyf) = Tl—{ F;: ’
i
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qui est un isomorphisme fonctoriel en le faisceau d'ensembles F (imutile
ici de se restreindre sux faisceaux abéliens). Tenant compte de 5.2 et

5.3 , les formules précédentes {5.4.1 ) et (5.4.2 ) domment :

Proposition 5.5. Soient f: X —Y un morphisme fini de préschémas,

¥ un point de Y . Alors pour tout faisceau F sur X , on a un isomor-

phisme (fonctoriel en F)

(P = _| | I
xeX @ k{y)
Tely)

(par suite la formation de f*(F) commute & tout changement de base

Yt —3Y), et 8i F est un faisceau abélien, on a

R (F) =0 si q > 0.

On notera que la premidre formule 5.5 est en fait indépendante
de 5.2. et du théordme dc passage & la limite générsl VII 5.7 , et qu'elle
implique (grice & 3.5 ) que PH—>f, (F) est un foncteur exact sur la
catégorie des faisceaux abéliens, d'ou encore qu* (F) = 0 pour- g ;4 0.

Voici une 1légére variante de 5.5 ¢

Corollaire 5.6. Soit f£:X—>Y un morphisme entier. Alors pour tout

faisceau abélien F sur X, on a

qu*(F)ao pour g £ 0.

De plus, le foncteur f* sur les faisceaux d'ensembles commute & tout

changement de base Y!' —37Y .,

En effet, on est ramené grice & 5.2 & prouver que lorsque Y
est strictement local, on a Eq(X,F) = 0 pour tout faisceau abélien sur

X. Oronaura Y = Spec A, X=Spec B, B étant une algébre entidre, et
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écrivant B = _H’Bi s O Bi parcourt les sous-algdtbres de type fini de
B, {(qui sont méme finies sur A), on aura X = E13'{.m X; , o X; = Spec Bj.
En vertu de VII 5.13 , on est remené & prouver que qu*(Fi) = O pour

q £0, F; un faiscesu abélien sur X,, ce qui résulte de 5.5. La dernidre

assertion de 5.6 se prouve par la méme méthode de réduction & 5.5.

Corollaire 5.7. Soit £: X —>Y un morphisme d'immersion. Alors pour

tout faisceau F sur X, le morphisme canonique

f*f*(F) — F
est un isomorphisme.

Comme f so factorise en le preduit d'une immersion ouverte et
d'une immersion fermée, et que 5.7 est triviel dans le cas dtune immer-
sion ouverte (IV n° 3),on est ramend au cas ot f est une immersion
fermée. On est ramené & prouver que pour tout x ¢ X , lthomomorphisme
correspondant

("5(M); —
est bijectif, or par transitivité des fibres (3.4 ) le premier membre
nlest autre que la fibre £, (F)i , donc il faut vérifier que 1l'homo-
morphisme canonique

(M — F5
est bijectif, ce gqui résulte aussitdt de 5.5.
Remargue 5.8. Utilisant 5.5 et procédant encore comme dans 5.6 , on
prouve facilement que si f: X — Y est un morphisme entier, F un

faisceau en groupes sur X (pas nécessairement commutatif), alors

Rl £,(F) est le faisceau finsl sur Y (comperer remarque 5.3 ).
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6. Supports
Soit U un ouvert de Zariski du schéma X . Alors U €& bee.t,
et en fait U est un sous-objet de ltobjet final X de Xét' donc définit
o~ Pt
un sous-objet U de llobjet final de xe't’ i.e. un Youvert" du topos
étale X, de X (IV 8.3 ).

~

Proposition 6.1. L'application précédente Uj(—3U est un isomorphisme de

1ltensemble ordonné des ouverts (au sens de Zariski) de X, sur 1l'ensemble

N
des ouverts du topos étale xét'

Comme xét —_> i;; est pleinement fiddle, on voit aussitdt que
1'application Ul——ﬁ]’ conserve les structures d'ordre i.e. (U [ V)@(I\I'C V),
en particulier 1l'application précédente est injective. Pour prouver qu'elle
est surjective, considérons un sous-faisceau F du faisceau final ?(/ , et
considérons les objets de Xét/F’ i.e. les gchémas étales X' sur X
tels que F(X') #§ . Comme X'—» X est étale, c'est une application
ouverte (EGA IV 2,4.6 ), en particulier son image (au sens ensembliste)
In(X') est ouverte. Soit U 1'cuvert réunion des Im(X') (X* € Ob Xy /F).
Comme la famille des X' — U (X' & Ob Xét /’F) est surjective, donc cou~
vrante, on conclut que U &€ Ob Xét/F' done xét/F = xét/U’ done

F=1U, cqfd.

Compte tenu de 6,1, nous pouvons donc parler sans ambiguité dfun
"ouvert" de X , sans préciser si nous entendons cetie notion au sens

habituel de Zariski ou au sens de la topologie étale.

Corollaire 6.2. Soient U un ouvert de X, j:U—>X 1'immersion cano-

nique, slors le foncteur
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o~

% § Xl
o1 Xy — Tgy
induit une équivalence de catégories
(e o~
Xeofi —> Ugy -

En effet on vérifie aussitdt que pour tout site C ol les lim

finies existent, et pour tout sous-objet U de llobjet fimal e de C,
considérant le foncteur j : ¢ — c/U aéfini par 3(8) =SxU, j est
un morphisme de sites et j* : 6' - E\/; induit une équivalence

E'/ﬁ-' - 67; . Il suffit alors de conjuguer ce fait général et le fait
que Uét est canoniquement isomorphe 3 Xé " /U .

De fagon imsgée, on peut exprimer 6.2 en disant que les opé-
rations de "s'induire sur un ouvert', au sens habituel des achémas
d'une part, et au sens des topos de ltautre, sont compatibles.
Voici une compatibilité analogune pour les opérations de "restriction

3 un fermé" :

Théoréme 6.3, Soient X un schémg, Y un sous-schéma femé de

X, U0U=X«Y munide la structure induite, 1 s Y — X et J:1U0-X

les immersions canoniques. Alors le foncteur

-~ "
Lt Yep = X4y

est pleinement fiddle, et si F € Ob ;(;;, ¥ est isomorphe & un faisceau

~
de la forme i (G) sss §*(F) est isomorphe au faisceau final U gur U.

Démonstration. Comme i* et i* sont adjoints 1humn de 1'autre,

le fait que i* s0it pleinement fidéle équivaut aussi au fait que 1l'homo-
morphisme fonctoriel

1%(1,(6)) —> G
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ezt un isomorphisme, ce qui n'est autre que 5.7. Dtautre part, si
G &€0b i\é-,; , alors on vérifie trivialement gréce & 6.2 que
j*(i*(G ) est le faisceau final sur U. Inversement, si F € Ob ié\;
est tel que j*(F) soit le faisceau fingl, prouvons que F west iso-
morphe & un faisceau de la forme 1,(G), ou ce qui revient au méme, que
1thomomorphisme canonique
¢ — 1%

est un isomorphisme. Or il suffit de vérifier encore que pour tout x & X,
1'homomorphisme induit sur les fibres géométriques en x est un iso-
morphisme. Lorsque x € U , cela n'est autre que l'hypothése faite sur
G ., Lorsque x €Y, par transitivité des fibres on est ramené & vérifier
que 1'homomorphisme sur les fibres en X induit par

i¥G) —» i%(i, 1%(6)
est un isomorphisme, or l'homomorphisme précédent est un isomorphisme
d'aprés 5.7 appliqué 2 F = i et & i . Cela achdve la démonstration
de 6.3.

Corollaire 6.4. Le foncteur i " induit une équivalence de la catégorie

des faisceaux abéliens sur Y avec la catégorie des faisceaux abéliens

sur X dont la restrictiond U =X -Y est mulle.
Conformément & 1l'usage courant nous identifierons done sogvent

un faisceau abélien sur Y 2 un faisceau abélien sur X mul sur TU.

6.5. BEn vertn de 6.1 nous savons donc (si X est un  echéma)
~
interpréter les “ouverts" du topos E-= xét comme ouverts U de X au

sens habituel, et en vertu de 6.3 avec cette identification le "topos
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~~v
résidnel? ECU de IV 3 est équivalent canoniquement au topos Y &t?

ot Y =X-U est muni d'une structure induite gquelconaue, faisant de
Y un schéma. Nous pouvons par sulte appliquer & cette situation les
résultats de IV 3. y notamment la description IV 3.3 des faisceaux F
sur X en terme des triplets (F', F", u) ot F' est un faisceau sur Y,
F" un faisceau sur U et u un homomorphisme de F' dans i*j*(F' ).
Nous utiliserons librement par la suite les notations il, jl de IV.3 ,

qui désignent des fonoteurs

("v E\../
3, e (U — (X p
! ét)Etb ét)ab

i X, — (.
H Py
ét)ab et)ab

4
ol l'indice "ab" dénote la catégorie des faisceaux abéliens. Ces foncteurs

donnent lieu aux deux suites exactes IV 3.7.

6.6, Compte tenu des développements qui précédent et de la termino-
logie générale introduite dans IV 8.5 y 11 y a lieu d'introduire, pour
un faisceau abélien F sur X, ou une section ¢ d'un tel faijsceau, la
notion de support de F resp. de ¢, comme étant le fermé (au sens
hgbituel, i.e. de Zariski) complémentaire du plus grand ouvert sur le«
quel l'objet en question stannule.

Dans la situation actuelle, il s'impose également de remplacer
les notations générales V 4.3 HYE o ", g%U(F) par les notations
E%(X,F)', Q%(F), le premier désigrant un groupe abélien, le deuxidme un
faisceau abélien sur Y (ou encore un faisoceau abélien sur X, nul
sur U). Ainsi, ona EY =2%' ete...

Je renvoie 2 V { pour les propriétés générales des foncteurs

précédents,
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7. Morphismes de spécialisation des foncteurs fibres

T.1. Nous avons vu au N° 4 comment on associe,d tout point géométrique
E du  schéma X,un  X-schéme strictement local

E(E) = Spec -QX,} ’
ne dépendant, en fait,que du point géomdtrique au-dessus de ltimege x
de E défini par la cl8ture séparable k(x) de k(x) dans 0 = k(% ).
Nous nous restreindrons souvent par la suite aux points géométriques

§ = Spec 2 aleébriques séperables sur X , i.e. tels que 1 soit une

cl8ture séparable de k{x), i.e. i = X. Appelons un X-schéma Z un
locelisé strict de X  s'il est X-isomorphe & un schéma de la forme

Spec (91( - , on voit donc que
X

iHSpeo Qx’f =X(§)

est une équivalence de la catégorie des points gécmétriques algébriques
géparables sur X , avec la catégorie des X-schémas qui sont des
locelisés stricts de X , quand on prend comme morphismes dans 1l'une
et l'autre catégorie les seuls isomorphismes.

Ce dernjer énoncé n'est plus exsct quand on prend comme mor-
phismes tous les X-morphismes,car dans la seconde catégorie il peut y
avoir des X-morphismes qui ne sont pas des isomorphismes.

On pose alors la

Définition 7.2. Soient E, E' deux points géométriques du schéma

X, on appells flache de svpe’cialisa.tion de f LI} E tout X-morphisme

entre les localisés stricts correspondants

'f(j‘) ~—‘)rf(g) .
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On dit que ggt une spécialisation de t ou que ' est une géné-
48 cu_gque est une

risation de § , 8'il existe une fldche de spécialisation de §roaf.
On notera que les fldches de spéeialisation se composent de
fagon évidente, de sorte qu'en prenant pour morphismes les flaches de

spécinlisation, les points géométriques de X forment une catégonie,

équivalente (ainsi que la sous-catégorie pleine formée des points géoméiri-
ques algébriques et séparables sur X) & la sous-catégorie pleine de

(Sch) /x formée des localisds stricts de X .

Lemme 7.3. Sodent X un schéma, 2 un X-schéma qui est isomor-

phe & une limite projective pseudo-filtrante de X -schémas étales Xi,

avec des morphismes de transition affines (VII 5.1 ), E ! un point

géométrique de X, 2! = x( §') le localisé strict correspondant. Alors:

a) L'application de restriction

Homx(Z',Z) —> Homy( g 1,2)
est bijective.

b) Pour que les deux membres soient non vides, il faut et il suffit que

1llimege x! d_e_E t dans X soit dans celle de Z.

¢) Soit T un Z-schéma, pour que T soit un localisé strict de 7 ,

il faut et il suffit qu'il soit un localisé strict de X .

Démonstration. a) on est ramené aussitdt au cas ol Z est
un des X, i.e. ol Z est étale sur X. et par le changement de base
2! ~>» X on peut supposer que Z! =% X , d'ol la conclusion par 4.2 (ii),
b) On note que si x' est L'imege d'un point z de % , alors k(z) est
nécessairement une extension algébrique séparable de k{(x!), donc il existe

un k(x')~homomorphisme de cette dernidére dans k( 'f 1), d'ol la conclusion.
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c) La démonstration est un exercice facile laissé au lecteur.

On conclut de 7.2 et 7.3

Proposition 7.4. Soient E ' E ! deux points géométriques du schéma

X. Alors 1'application de restriction définit une bijection de 1l!ensemble

Homy (i(f‘) ,E(E )}) des fliches de spécialisation de ;" dans E , avec

ltensemble des X-morphismes de §' dans T('(E).

Corollaire 7.5. Pour que j soit une spécialisation de i', il faut et

il suffit qu'il en soit de méme pour les images x,x! de E ’ g' dans

X, i.e. que x appartienne & 1'adhérence de {x'} .

Comme Spec @X ¢ —> Spec OX est fideélement plat (4.4 )
'3 ' X
il est suwrjectif, et il suffit donc d'appliquer la deuxi®me assertion

de 7.3.
Corollaire 7.6. Pour tout schéma X , soit Pt(X) la catégorie des

points géométriques sur X (ou encore, des points géométriques algébriques

séparables sur X), les morphismes Stant les fldches de spécialisation.

Soit alors f un point géométrique d'un  schéma X, 5{-('5' ) le localisé

strict correspondant, on a alors une équivalence des catégories

P(X( £)) = pi(x) /5 ,

obterueen associant,a tout point géomtrique ¥ ' de X(% ), le point
) —_— ——

géométrique correspondent sur X , avec le morphisme de spécialisation

dans § déduit du morphisme structural E' - E(E) grice & 7.4.

En d'autres termes,la donnée d'une générisation E' du point

géamé trique E équivaut essentiellement & la domnée d'un point géométrique

de Y(E ). Notons d'ailleurs qu'en vertu de 7.3 o), 1'homomorphisme
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correspordant X( g‘) - i{g) fait de i(é*) le localisé strict de

'i{; ), relativement & E'.

T Interprétons mintenant, pour tout point géométrique Ede X et
tout faisceau F sur X, la fibre P, comme étant [ (-f(g ), §(§ )), ot
'i'-(f) est 1'image inverse de P sur f(z) (4.8 ). Alors on voit que
toute fléche de spécialisation
'

o
induit un homomorphisme, fonctoriel en F:

*

u's F‘E —_— F,g, s

appelé homomorphisme de spScislisation associé & la fléche de spécia-

lisation u. Il est évident, dlaprés la transitivité des images inverses

de faisceaux, que l'on a pour une fléche de spécimlisation composée 3

* o ¥

(wu)* =u*w* .

T.8. 8i E est un topos, rappelons (IV ) qu'on a appelé "foncteur
fibre", ou (par abus de langage) "point" du topos E, tout morphisme

du "topos final" (Ens) (isomorphe 2 la catégorie des faisceaux sur un

espace réduit 2 un point!) dans E, i.e. tout foncteur

¢ =E — (Bns)
qui commute aux lim, irductives quelconques, et aux lim, projectives finies.
Il ¥y a lieu de considérer l'ensemble des foncteurs fibres de E comme

l'ensemble des objets d'une sous~catégorie pleine de Hom (E,(Ens)), appelée

catégorie des foncteurs fibres du topos E, dont l'opposée est appelée

catéporie des points de E, et notée Pt(E), cf, (IV 6.1),

—~
Lorsque E est de la forme Xét oui X est un schéma,
’
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nous avons défini dans 3.3 et 7.7 un foncteur

(%) B (X) — Bt (X))

ol le premier membre est défini dans 7.6. Ceci posé, on a le

Théortme 7.9. Soit X un schéma. Le foncteur précédent (x) est une

équivalence de la catégorie des points géométriques sur X (avec

comme morphismes les fléches de spécialisation ) avec la catégorie des
~ ~_ .
points du topos étale Xgp (opposée de celle des foncteurs fibres sur Xét)'

Comme ce théoréme ne servira plus dans la suite du séminaire,

nous nous bornons ici & une esquisse de démonstration, oll nous nous
permettrons certaines libertés awvec les questions dtunivers,

a) Le_foncteur envisagé est pleinement fiddle. Pour tout

. v, ™~ s
X €0b X, soit XV Xgp = (Ens) défini par
v
X (F) = Hom(X,F) = P(X) .
Notons que le foncteur fibre
5Y t F —> F;
peut s'écrire
A v

g, =~ m, X )

‘§ 1
ol les X; sont des schémas affines §tales sur X, indexés par une
certaine catégorie filtrante (cf.4.3 et 4.5 ). On a donmo pour

~
tout fonoteur p: X —> (Ens):
Hom(éf ,‘f):\_’éﬂ Hom(xj‘_',tf) R
i
dtautre part il est bien connu que l'on a un isomorphisme bifonctoriel

Hom(x‘j’_,\f) ~ tp(xi) .
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Lorsque ‘f ¢st de la forme L, , done

Qs X,

on a done une bijection maturelle

(%) Hom (E'E , E’f') L’el_::'l‘.-_m 1Tm’ Hom 4 (x;,xi) .

Dlautre part on a (dans la catégorie des schénas)
X = lim X, , X(%') =lim X!
(E) % i (; ) é;:_‘l. 3 ?
dtolr

Homy (X(§ 1), X(§) ) o= da Eony (g1 %)

d'eutre part, comme X, est locaiement de présentation finie sur X , on

a
Hom, (X (f')’ X)) =~ };,B’ Homy, (xj, xi) '
dtol
(%%) Hom, &( ;-), X ('E) ) z(l% ;_;5 Homx(x5, XD .
La comparaison de (#) et (%#) donne la conclusion voulue (moyennant une
vérification de compatibilités, laissée su lecteur).

b) Le foncteur envisegé est essentiellement surjectif .

T.9.1. Remarquons d'abord que si C est un site ol les ]{._:LI_II finies sont
—~
représentables, C =E le topos correspondant,alors tout foncteur fibre

$ sur E peut se représenter comme une "limite inductive filtrante"

de foncteurs de la forme

Y(F) - F(I) =Hom ¥, F), Y €O0bC,

(od Y est le faisceaun associé & Y), de la fagon suivante (¥), On considare

(*) C'est un cas particulier de IV 6.8,3,
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~
la catégorie C/(P des couples (Y,E), avec Y € 0b ¢, gé ¢ (¥)
{les morphismes se définissant de la fagon évidente), et on note qu'on
a un homomorphisme évident

(%) }1@’;_>LP

L)
(¥, § )€ C/(P
en remarquant que
v v . ~
Hom (lim Y, )~ 1lim Hom (Y,qz)f;’ lim @ (Y) .
Cy S Cfy
Or on a un élément canonigue dans lim @(Y), en associant & tout (Y,§ )
(P
1161ément E de € (Y). Utilisant le fait que les lim finies existent
~
dans C, et que le foncteur Y I—> LP(Y) y commute, on voit que dans
c les lim fini istent fortiori € st filtrant,
fp e 2o es existent; a forti 7(Pe an
Utilisant que tout faisceau F est limite inductive des faisceaux de
o~
la forme Y , et utilisant le fait que ¢ commte aux limites inductives,
on conclut aisément que 1lthomomorphisme de foncteurs (¥) est bijectif, et

donne donc la représentation annoncée.

T+9.2. Remarquons également que si E est un topos, Y un objet de
E, dtol un topos -’-E-/Y’ alors lg donnée d'un foncteur fibre & pour -E/Y
équivaut & la dormée d'un couple ((P,E )y ol (p est un foncteur fibre
pour E, et E € (Y). Au foncteur fibre ‘P;E—/Y —> (Ens) on associe
ls couple (t{;,i )» od ¢ est le composé Z |—> @ (2) =\;J(ZxY), et ol

E € @(v) = \P(YxY) est 1l'image de l'unique élément de (Y) par le

morphisme diagonal de YxY.

L
T79.3. Revenons maintenant au cas du site € = Xeyr € 801t

~S
¢t Xgp —> (Ens) un foncteur fibre sur le topos étale de X.
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Considérant la restriction de \f a la sous-catégorie pleine de Xé t
formée des ouverts de ce topos, ou ¢e qui revient au méme (6.1 ) des
ouverts U de X, on trouve une application

¢, s U@ > {o, 1}
commtant aux sup quelcongues et aux inf finis. (On note que pour
U €U(X) , (U) est vide ou réduit 2 un point, et on prend cFO(U) =0
ou 1 suivant qu'on est dans l'un ou l'autre cas).

On voit facilement, grace au fait gque tout fermé irréductible de X a
un point générique et un seul (¥), que (Foest défini & ltaide d'un unique
x € X, par la condition

@, =1 sss xet¥
i.e.
wU +~ ¢ & xeT .
Soit F € Obig; , alors llimage de F dans le faisceau final X est

un ouvert; et comme

@ (F) —> ¢(v)

est surjectif, on voit que @ (F) £6 sse @(U) £P, ie. sss x €T,

Soit elors C/(? la catégorie des couples (X', f ) ob X' € ObX et

ét?

S € YE') . 0nasignelé dans 7.9.1 que C}q’ est filtrante connexe.

De plus, gréice & 7.9.2 et & ce qui précéde appliqué 3 X' au lieude X,

si (X',f) € 0b Xét , il lui est associé un unique point x' € X' , tel

que pour un morphisme étele X" —p X' , f est dens 1'image de

@ (X") = @ (X') sss x' est dans celle de X" . On conclut de ceci que

le schéma ‘Exg des X' suivent la catégorie C des (X',§ ) existe st

est un localisé strict Z de X, correspondant donc & un point géométrique f

? .

(¥} i,e. X est sobre dans la terminologie de IV 4,2.1, L'assertion faite
est un cas particulier de IV 4,2.3,

et un foncteur fibre ¢
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Pour tout faisceau F , on a alors

g‘;(F) o~ 1lim_ P(X') .
C
(f
Compte tenu de 7.9.1 on en conclut que ¢ est isomorphe & 6} '

¢e qui achdéve la démonsiration de 7.9.

8. Deux suites spectrales pour les morphismes entiers

Proposition 8.1. Soient f : X —3 Y un morphisme entier surjectif,

F un faisceau abélien sur Y. Pour tout entier i, soit gel(F) le

préfaisceau sur (Sch) A défini par

®H® (@) = #iz,r) ,

ol F, est l'image inverse de F sur Z . Alors il existe une suite

spectrale (fonctorielle en F)
B*(X,F) &= Epg = BP(x/x, X4F) )

(vsuite spectrale de descente").

Bien entendu, le symbole HP(X/Y, G), pour un préfaiscesu G
sur (Sch) i) désigne le p.dme groupe de cohomologie de Cech relatif,
défini & 1'aide du complexe des C(XA,G) =G(X**), ot X® aésigne la

Xn-v-l

puissance m,idme dans (Sch)/! . Pour éteblir 8.1 , soit p_3 — Y

n

la projection, et posons

n

AM=p (.Z_xm-l) ,
ok Zyn+l désigne le faisceau corstant Z sur ™, Alors les A" sont
les composantes d'un faisceau abélien simplicial sur Y , donc d'un
complexe de faisceaux abéliens & sur Y. Notons qu'on a un homo-

morphisme évident
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(*) éf—-ﬁﬂc.

Ceci posé, on a le

Lemme 8.2. Le complexe (A*) muni de l'homomorphisme (%) est une résolu-

tion de gl . Plus généralement pour tout faisceau gbélien F sur Y,

A* QZF est une résolution de F.

Démomstration : On peut supposer Y affine, donc Y = Spec 4,
X = Spec B, ot B est une A algdbre entitre. Onaura B = linm B; ,
1
ol Bi parcourt les sous-glgdbres de type fini donc finies de B , d'ol
X= !‘l:im X; ol X; = Spec B; . Utilisant VII 5.11 , on voit que le
complexe augmenté A¥(X/Y) est alors la limite inductive des complexes

sugmentés A*(Xi/Y J. Cela nous ramdne su cas ot f est fini. Il suffit

de prouver que pour tout point géométrique y de Y , le complexe A§

ast une résolution de gi , ot le reste aprés tensorisation par un F.
Mais si X; est la fibre de X.en ¥ , il résulte de 5.5 que le
complexe A*i niest autre que le complexe analogue A*(Xr;, /¥). Cela nous
raméne au cas ol Y est le spectre d'un corps séparablement clos k.
Otilisant 1,3 a) et b), on peut méme supposer k slgébriquement clos,

ot X réduit, donc X de la forme L; , ob I estun ensemble fini,
Mais alors le complexe A*@YF s'identifie au complexe de cochaines trivial
de l'ensemble d'indices I & coefficient dans FB-Y' donc c'est bien une
vésolution de F§ .

Nous obtenons donc, comme conséquence de 8.2, une suite spec-

trale
(1P =] = 5°@Yy,4 oF) ),

et il reste & oxpliciter le terme initial. Or on a un homomorphisme
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esnonique
AT QF — py pp(F)
et ce dernier est un isomorphisme, comme on voit encore par réduction au
cas f fini et passage aux fibres., Utilisant 5.5, on en conclut
B(r,a"0F) = BIM, px (1) = ¥ Uw) ™),

ce qui donne bien le terme initial annoncé dans 8.1,

Remarque 8.3. a) Lorsque llon se donne un recouvrement localement
fini de Y per des emsembles fermés Y, , et qu'on pose X = _LL Y,
alors le morphisme canonique f : X -> Y est fini, et la suitelspec-
trale 8.1 a un terme initial qui s'explicite comme la cohomologie du

complexe défini par les Hq(Yi 3 o FIYy N )y ot
oo ip o+ ip

Yio' Li- Yion cee N Yjp. Clest donc 12 l'analogue de la suite spectrale
de Leray pour un recouvrement fermé localement fini d'un espace topolo-
gique ordinaire (TF Chapitre II 5.2.4 ). Cette dernidre peut d'ailleurs se
généraliser également en une suite spectrale relative A un morphisme "fini"

i.e. propre & fibres finies, en procédant comme dans 8,1,

b) On noteras llanalogie de la Buite spectrale de 8.1
avec la suite spectrale de Leray d'un recouvrement (Xi) de Y (en
ltoceurrence par des X5 étales sur Y); cette dernidre s'obtiendrait
formellement en Sorivant la suite spectrale 8.1 pour X = _ITL X .

I1 est probable en fait que ces deux suites spectrales admettent une
généralisation commune, qui serait wvalable chaque fois qu'on aurait une
famille de morphismes (X; —> Y), qui soit "famille de descente effec-

tive universelle” pour la catégorie fibrée des faisceaux étales sur un
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schéma de base variable (cf n° 9 ci~dessous), La question analogue se
pose d'ailleurs en topologie ordinaire, & propos d'une généralisation commune
des deux espéces de suites spectrales de Leray d'un recouvrement, supposé

soit ouvert, soit fermé localement fini (%),

Proposition 8.4. Soient Y un schéma, T un groupe profini, (Tfl) i

le systdme projectif des groupes quotients finis discrets de T,

(xi)i ¢ 1 un systéme projectif de revdtements principaux de Y , de

groupes les T, les homomorphismes de itrensition Xj — Xi étant

conpatibles avec les homomorphismes Kj — Tl':L sur les groupes

dlopérateurs, X = lim X, {cf. VII 5.1 ), de sorte que le groupe V¢

opdre sur le Y-schéma X, F un faisceau abélien sur Y. Alors on a

une suite spectrale "de Hochschild-Serre" (fonctorielle en F)

B*(¥,F) & B -8P(7,g il (xR ) ),
1 ~ 1

oh Py st l'imege inverse de F sur X, et HP(TT, - ) aésigne ls
i
cohomologie galoisienne.

Le terme Epg écrit ici est éganlement (par définition de

BEP( T, - ) et transitivité des limites- inductives) isomorphe 2
Epg‘ = _]_-El_) Hp( Ty oy Hq(xi!Fx' ) ) ’
i i
ce qui nous montre qu'il suffit de trouver un systéme inductif de suites
spectrales (dépendant de 1'indice i )
B, F )= 'B'5 = BY T, Hq(X-i, R
i

Cela nous ramine & définir la suite spectrale dans le cas ol ' est fini.

Alors f : X -~ Y est un morphisme couvrant dans Yét’ donc on peut

(*) Depuis la rédaction de ces lignes, P.Deligne a fait une théorie générale
des "suites spectrales de descente", cf, Exp. phia .
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derire la suite spectrale de Leray de ce morphisme. Compte tenu des iso-
morphismes canoniques :

o~ x%e®
un calcul bien comnu montre alors que pour tout préfaisceau & sur
Xgs » transformant somme en produits, c*(x/Y,36) n'est autre que le
commplexe des cochaines homogénes de G & coefficients dans 36(}{), dtol
ls forme annoncée pour le terme initial.

Une variante de cette démonstration, évitant tout calcul,
consiste & considérer E p—>»X x n E comme un morphisme du site des
Tt-ensembles finis dans le site étale de Y, et & écrire la suite
spectrale de Leray de ce morphisme, Enfin, lorsque 1t est fini,
on peut également regarder la suite spectrale de Hochschild-Serre comme

étant un cas particulier de 8,1 relativement au morphisme f : X — Y .

Corollaire 8.5. Supposons Y quasi-compact et quasi-séparé, alors la

suite spectrale de 8.4 s'Sorit

B*Y,F) &= ¥} =8(T, BY(x,R) ) .

En effet, en vertu de VII 5.8 , on a alors des isomorphismes

canoniques

lim mY(x,, in ) = 84, 7)) .

Corollaire 8.6. Soient Y un schéme local hensélien de point fermé y ,

P un faiscenu abélien sur Y, P, 1le faisceau induit sur Y °=Spec(k(y)).

Alors les homomorphismes canoniques

406



-4 - Vil
EYY,F) —> an(tc,ro)

sont des isomorphismes.

Soit en effet ¥ un point géométrique sur y , correspondant &
une cldture séparable k(y) = k(¥) de k(y); comme Y est hensélien, le
localisé strict X de Y en ¥ est la limite projective des revétements
étales galoisiens connexes y-ponctués J(:L , de sorte gqu'on est sous les
conditions d'application de 8.5, Comme Eq(X,FX) =0 pour q> 0 en vertu

de 4.7 , on en conclut des isomorphismes
Hn(YyF) (:Hn(“:F(X)) s

ob T est le "groupe de Galois" de X sur Y , isomorphe & celui de

k(y) sur k =k(y) . On trouve de méme (ou par 2.3 )
Hn(Yo,Fo) Plad En(TF,FO(Xo)) ,

oi X =Xz, Yz Spec (x(¥)) . Or 1'homomorphisme de restriction
°

x) —> Fo(xo) est un isomorphisme en vertu de 4.8 , d'ou résulte aussi-

t6t 1la conclusion 8.6.

9. Descente de faisceaux étales

Le présent numéro ne servira plus dans la suite de ce Séminaire,

ot peut 8tre omis en premidre lecturs.

407



- 42 - VIIL

Proposition 9.1. Soit f : X! —) X un morphisme surjectif (resp. uni-

versellement submersif (SGA 1 IX 2,1)) de schémas . Alors le foncteur

£* 3 Xgy —> X}, est fidele et “"conservatif" (cf. 3.6 ) (vesp.

induit un fonecteur pleinement fidéle de la catégorie des faisceaux sur

. . . . i ' .
Xét dans la catégoriec des faisceaux sur xét minis d'une donnée de

descente relativement 3 f : X! —> X ).

Le premier point résulte aussitdt de la trangitivité des fonoc-
teurs fibres (3.4 ) et de (3.7 ), le deuxi®me (qui s'énonce aussi en di-

sant que f est un morphisme de descente relativement & la catégorie

fibrée des faisceaux étales sur des schémas variables), signifie aussi

que pour deux faisceaux ¥ , G sur Y , le diagramme naturel
(%) Hom (P, G} —s Hom (F', G!') =% Hom (F", G")

est exact, ot F' et G! (resp. I et G" ) sont les images inverses
de P et G sur X' (resp, sur X" =X'xxX') . Prenant pour F le

faisceau final, 1'énoncé donne le

Corollaire 9.2. Soit f 3 X'-—3X un morphisme universellement submer~

sif. Alors pour tout faisceau F sur X , le diagramme

O F) — r(x, F) =3 ©x, )

est exmot, ol X" = X! Xx Xt , et ot F', ' sont les imeges inverses

EF sur X' , X" ,

Nous prouverons 9.1 en utilisant le

Lemme 9.3. Supposons f universellement submersif. Soit F un

faisceau sur X , désignons par S(F) 1'ensemble des sous-faisceaux de
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X , et définissons de fagon analogue S(F') , S(F") . Alors le diagramme

d'applicationsnaturelles

S(F) — s(r1) =3 s(m)

est exact.

Démonstration. Le fait que S(F) —> S(P') est injeetif résulte
aussitdt du fait que le foncteur f£* est conservatif; car si Fi
(1i=1, 2) sont deux sous-faisceaux de F tels que f*(F;) = f*(Fz) ,
alors les inclusions F3 = F1 N F >F (i =1, 2 ) sont des isomor-
phismes, car elles deviennent telles aprés application du foncteur f ¥,
donc F1 = F2 . 11 reste &4 prouver que si G' est un sous-faisceau de
F' tel que pr1*((}') = pr'g(G') , alors G' est l'image inverse d'un
sous-feisceau de F . Notons que l'on peut trouver un épimorphisme
F1 —-F dans xét , Ou F1 est représentable par un schéma étale

sur X . Introduisons F2 =P F1 , et de méme F! , PV , F! , Fs ’

1 *¥§ 10 %30 %2

faisceaux donnant lieu & un diasgramme d'ensembles

S(F) —> s(r') =3 s(®)

{ b y

8(F,) — 8(r) =3 s(®)

H W s

8(F,) —> s(7)) 3 s(®y)

dans lequel les colonned sont exactes, grice aux propriétés dlexamctitude
dans la catégorie des faisceaux sur X, X', X" respectivement. Un
diagram~chasing standard montre alors que, pour prouver que la premiére
ligne est exacte, il suffit de le prouver pour les lignes 2 et 3 . Or

pour la ligne 2 cela résulte du fait que F1 est représentable, X' — X
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universellement submersif, et de SGA IX 2,3. D'autre part, F2 est éga-
lement représentable, car c'est un sous~faisceau de F1 Xx F1 qui est repré-

senteble, et on applique 6.1. Donc 1la ligne 3 est sussi exacte, cqgfd.

Prouvons maintenant 9.1 , i.e. gque tout morphisme
uts F' —> G', compatible avec les dormées de descente sur P!, G*', u!
provient d'un morphisme u: F — G . Soit H=PF x G , donc H' = F' x G,
H" = F* x G" , alors le graphe de u! est un sous-faisceaun ' qe H',
dont les deux images inverses sont égales au graphe d'un méme morphisme
u' ¢ Pt —3 G" , Donc en vertu de 9.3. ™ provient d'un sous-faisceau
"de H . Je dis que [ eost le graphe d'un morphisme u : F -3 G ,
i.e. que le morphisme p ¢ [ —> P induit par pry est un isomorphisme 3
en effet, il devient un isomorphisme aprés le changement de base X!'-—— X,
et on applique la partie déja prouvée de 9.1. Le morphisme u : F —>§

répond alors & la question, cqfd.

Théortme 9.4. Soit f : X!'—» X un morphisme surjectif de schémas,

On suppose que 1'une des hypothdses suivantes est vérifiée :

a) f est entier.
b) £ est propre.

c¢) f est plat et localement de présentation finie (¥).

d) X est discret (p.ex. le spectre d'un corps).

Alors f est un morphisme de descente effective pour la caté-

gorie fibrée g sur (Sch) des faisceaux étales sur des schémas

varisbles, i.e. le foncteur f£* induit une équivalence de la catégorie

(¥) Il est probable que cette deuxidme hypoth2se est en fait superflue,
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des faisceaux sur X avec la ca.tégorie des faisceaux sur X' , munis

d'une donnée de descente relativement & £ : X' =X .

9.4.1. Soit F! un faisceau sur X', muni d'une donnée de descente

relativement &8 f ;3 X' —> X ., On définit alors un foncteur

G: X;7 —> (Ens)
par la formule
¢(Y) =Ker (Fr(Y') J 1 () .
On constate aussitdt que G est un faisceau pour la topologie étale,
dlautre part on a un homomorphisme canonique injectif G — f*(F!) s
dtoll un homomorphisme f’*(G) —» F! , et ce demier est évidemment compa-
tible avec les donnfes de descente. Il reste & examiner si cet homomor-
phisme est un isomorphisme. Noter que G est aussi définissable par
ltexactitude de
¢ —1£ (F) 3 e, () ,

donc pour tout changement de hase Y -.-1-1--) X qui commute & la formation

de £ (F') et g*(F"), (D) =Gy~ s'identifie au faisceau "descendu"
de F'y, par Y'—Y , et bien entendu 1'homomorphisme i‘Y*(GY) - (FY)'
est celui déduit de f£¥G) —> F' par changement de base, Or supposons

que le changement de base f : ¥ = X! —3> X commite & 1a formation de

f*(F') et g*(F"), et notons que comme Y' = X! Xy X' g une section sur
Y!' = X', donc Y! —> Y est un morphisme de descente effective pour
toute catégorie fibrée, en particulier pour &F , il stensuit que

f;(GY) —>(Fy)' est un isomorphisme, donc £*(¢) — F' devient un
isomorphisme aprés changement de base Y! = X! Xy Xt — Xt . Corme ce

dernier a une section, I*(G)—3 F' est un isomorphisme, donc la dormée
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de descente envisagée sur F! est effective.

9.4.2. Ceci prouve le théordme 9.4 dans le cas a), grice & 5.6.
Le cas b) résulte également du fait que si f est propre, alors f,
commite & tout changement de base Y! —3» Y, (qui sera prouvé dans un

exposé ultérieur (XII 5,1 (1))).

9.4.3. Dans le cas c), la question étant locale sur X on peut sup-
poser X affine,et qu'il existe un schéma affine X,; , de présentation
finle, quasi fini et fiddlement plat sur X , et un X-morphisme N - X,
ce qui nous ramtne gu cas ot f est quasi-fini. Quitte & localiser encore
sur X , su sens de la topologie étale cette fois, on voit qutil existers
un ouvert X1' de X' tel que x; —> X so0it fini et surjectif, ce qui
nous raméne au cas od f est fini et surjectif, déja traité dans a),.
9.4.4, Dans le cas d), on peut supposer (en se localisant sur X ) que

X est réduit 3 un seul point, et m@me compte tenu de 1,1, qu'il est
spectre d'un corps k. De plus, f est universellement ouvert (EGA IV 2.4,9)
donc on est sous les conditions de 9.1, et le raisonnement de 9.4.1 s'appli-
que encore, en prenant un changement de base avec Y = Spec k, o R=k(x),
pour un x € X, Mais alors il est encore vrai que £, commute au changement

de base Y —> X, comme nous verrons ultérieurement (XVI 1.4 et 1.5).

Ceci achdve la démonstration de 9.4.
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