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I. Invariance top01ogique du topos 4tale 

Th4or~me I.i. S oit f I X t ~ X un morphisme entier surjectif 

radieiel. Alors le foncteur changement de base 

f* : X4t ---9 X~t 

eet une 4quivalence de sites (i.e_. une 4quivalence de cat4gorie, qui est 

continue ainsi que tout foncteur quasi-inverse). Par suite les foncteurs 

f* : X4t ---) X~t 

sont des 4quivalences be ~at4gories, quasi-inverses l'une be l'autre. 

La premiere assertion est bien connue (SGA IX 4.10 et 4.11 ) 

lorsque fest be pr@sentation finie ou que f est plat; le cas g4n4ral 

se r4duit ~ celui oG f est de pr4sentation finie. En effet, on salt d@j~ 

que le foncteur f* est pleinement fiddle (SGA i IX 3.4). II suffic 

de prouver 
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que f~ est essentiellement surJectif, i.e. que tout Z' 4tale sur X' 

"provient" d'un Z 4tale sur X . Utilisant le fait que f est un 

hom4omorphisme universel, et la plains fid41it~ de f*, on est ramen~ au 

eas oG X , X', Z' sont affines, speetres dlarmeaux A, A t , B'. Ecrivaut 

A' comme limite inductive de ses sous-A-alg~bres de type fini Ai, B' 

provient d'une alg~bre 4tale B! sur un A! (cf.E~A IV 8), ce qui nous 
1 i 

ram~ne sm cas oG A' est enti~re et de ~ype fini sur A , donc finie sur 

A. On a alors un A isomorphisme A'=~ A"/J, ou A ''~-- A [tl,...tn! et 

J est un id4al de A" . Ecrivant J comme limite inductive de see sous- 

id4aux Ji de type fini~ et posant A!l = A"/Ji ' on aura encore 

A' = li~i. Ai' , donc B' provient d'une alg~bre gtale B!l sur un A!l (loco 

citato). D'autre part, comme Spec A'--~Spec A est surjectif, il enest 

de m~me des Spec A~ -,Spec A , de plus on v~rifie facilement qua puisque 

Spec A' --)Spec A est radiciel, il en est de mSme de Spec A~ -~ Spec A 

pour i assez grand (appliquer E~A IV 1.9.9 ~ Spec A(*)). Cela nous ram&ne 

au cam o~ A' est un des A~ ,donc de pr4sentation finie sur A . 

Cela prouve la premiere assertion de 2.1. Le fait que % et 

f* soient des 6quivalences quasi-inverses l'une de l'autre en r~sulte 

aussitSt. 

Oorollaire 1.2. Soient F un faisceauab41ien sur X , F t son image 

inverse sur X', alors les homomorphismes cauoniques 

(.) Ri(X,F) --3 ~i(x,,~,) 
sont des isomorphismes. De mSme, si F I est un faisceau ab61ien sur X', 

F son image sur X , les homomorphismes canoniques (,) sont des isomor- 

phismes. 

(*) Soit S. c S=Spec A l~ensemble des s E S tels que la fibre de 
i 

X.=Spec A~ ens soit derang s~parable i. Alors, les S. sont des parties 
1 1 1 

constructibles de S (EGA IV 9.7.9) formant une famille croissante, leur 
r~union est S d'apr~s l'hypoth~se sur S'=Spec A' > Set le fait que les 
fibres de S~ sont des schemas noeth~riens. On a donc S=S i pour i assez 
grand, par EGA IV 1.9.9, cqfd. 
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Exemples 1.3. Voici des exemples d'application fr6quents de I.i : 

a) X' est un sous-sch@ma le X a~nt ~@me ensemble sous-jacent 

que X , i.e. d~fini par un nil-ld~al I. 

b) X est un schema sur tun corps s~p~rablement clos k, k' est 

une clSture alg@brique de k, et X' = X~ k k' . 

c) Soit X un schema g~om~triquement unibranohe (par exemple 

une oourbe al~brique sur uncorps k , n'ayant comme singularit~s que 

des singularit~s "cuspidales", ~ l'exclusion en particulier de points 

doubles ordlnaires). Alorsp si X' est le normalis~ de Xred, par d~fi- 

nition X' --~ X est radiciel, done 2.1 s'applique. 

Re~rques 1.4. Un morphisme f ~on~e dans i.I est un hom~omorphisme 

universe l, i.e. est un hom@omorphisme et reste tel par toute extension de 

labase. R@ciprequement, si f est un hom~omorphismeuniversel 

on prouve que f satisfait aux hypotheses de 2.1 (*), ce qui explique 

le titre du present num4ro. 

8igmalons express4ment, ~ propos de l'exemple 2.3 c), que si 

X est une courbe alg@brique (sur un corps alg~briquement cles k pour 

fixer les id@es) s~vant aumoins un point singulier qui n'est pas "uni- 

brauche" (par exemple un point double ordinaire), alors (X' d~sigmnt 

le normalis~ de Xred) la conclusion de 2.2 est d~j~ en d~faut pour les 

H Iet des coefficients constants (comparer SGA I I II a) et SGA i IX 5). 

(*) Cf. EGA IV 8.11.6 si f est de presentation finie, et EGA IV 18.12.11 
dans le cas g~n~ral. 
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2. Faisqeaux sur I? spectre d'un corps 

Proposition 2.1. Soient k un cor~s, ~ une clSture s@parable de k , 

= Gal E/k) son groups de Galois topologique, X = Spec k, X = Spec 

(sur lequel E op~re ~ ~uche). Consid4rons le foncteur canonique 

i : X4t --> X4t 

(d4fini paw i(X')(X") = Homx(X',X") ), et le foncteur canonique 

de la cat4gorie des faisoeaux sur X@t dans la cat4gorie 6~ (of. IV 2.7) 

des ensembles (discrets) sur lesquels, K op~re continOment ~ g~auch_£e, d~fini 
par 

j (F) = ~ F(Spec(k~<)) , 

O~ kp( parcourt les sous-extensions finies de ~ . Alors i st j son% 

des 4quivalenoes de cat@gories. (Par suite, le topos X~t est ~quivalent 

(IV 3.4) au "topos classifiant" ~-[.) 

Le foncteur compos~ 
ji: X4t---> X@t --9 (TC-Ens) 

est une 4quivalence de cat4gories, d'apr~s le th4or~me fondamental de-la 

%h4orie de Galois (sous la forms de SGA I V). Come ~]r est 4vi- 

demment un topos (II 4.14 ), il en est dono de mSme de X4t. D'ailleurs 

une famille (X i --) X) de morphismesdans X4t est couvrante si et seu- 

lement si ells est surjective~ i.e. son image dans ~r est sur- 

Jeotive, ou oe qui revien% au m@me, oouvrante pour la topologie canonique 

de ~YC ce qui montre que la topologie 

de X4t est bien sa topologie canonique. Par suite i est 

une 4quivalenoe, et il en est donc de mSme de j . 

370 



- 5 - Viii 

Corolla.ire 2.2. Le foncteur j de 

~t~gorie des faisceaux ab~liens sur 

2.1 induit une 4quivalence de la 

X = Speck , et la cat4gorie des 

T-modules geloisiens. 

En effet, ces derniers sont justement les "groupes ab41iens" 

du topos ~ T~. On volt de m~me, par "transport de structure" : 

Corollaire 2.3. Soient F un faisceau ab41ien sur X = Spec k, M = j(F) 

l_ee I~-module 6~loisien associ4, alors on a un isomorphisme canonique de 

-foncteurs en F : 

H*(X,F) ~ H*(~ ,M) , 

(oGle deuxi~me membre d4signe la cohomologie galoisienne, ~tudi~e par 

exemple dans le cours de Serfs C.G.). 

Coroll~ire 2.4. Supposons k s4parablement clos. Alors le foncteur 

r: x~t -, (Ens) 

est une 4quivalence de cat~gorie. S i F est un faisceau ab41ien sur 

X = Spec k, on a Hi(X,F) = 0 pour i ~ 0. (En d'autres termes, le topos 

X@t est un "topos ponctuel" (IV 2.2).) 

Corollaire 2.5. Soit kt une extension s@parablement close d'un corps 

s@parablement clos k, X = Spec k, X' = Spec k', u : XI -4 X le morphisme 

canonique. Alors le foncteur 

u* : X4t --~ X~t 

est une 4quivalence de categories. 
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~. Toncteursfibresrel~tifsaux points ' 8~om~triques d'un schema 

3.1. Soit X un schema. Nous appellerons point g~om~trique de X 

tout X schema ~ qui est le speotre d'un corps 0 s~parablement clos. 

La donn@e dmn tel point ~quivaut donc ~ cells d'un point ordinaire x ~ X , 

et d'une extension s~parablement close /I du corps r~siduel k(x) de x. 

Le cas le plus f?%quent pour nous sera celui c~ ~ est une clSture s~a- 

rable de k(x), que nous d~noterons alors g~n~ralement par ~ , le 

point g~om~trique corresporllant de X @rant alors not~ ~-. Pour x ~ X 

donn@, les ~ (resp. ~) sont d~termin@s ~ k-isomorphisme (resp. X- 

isomorphisme) non unique pr~s. 

Remar~ues 3.2. Dans la plupart des questions g~om~triques, il est plus 

naturel de se homer au cas ~ al~bri~uement clos. La convention diff~rente 

utilis~e iciest sp~ciale ~ l'~tude de la topologie ~tale. 

C'est la conv~mtion que nous avions adopt~e dans la d~finition du groupe 

fondamental SGA I V %Nais on notera que lee d@vsloppements de loco 

citato sont ~galement valables avec la convention adopt~e ici (car la 

propri~t~ de ~ qui y est utilis~e est que tout revStement ~tale du 

spectre ~ est trivial, i.e. justement que ~ est s~p~rablement clos). 

D@finition 3.3. Soient X un sch@m~ , ~ un point g~omgtrique de 

X, u : ~ --> X son morphisme structural. On appelle foncteur fibre 

(g~om@tri~ue) relatif ~ ~ , et on note F. )F , le foncteur 

x~t -+ (me) 
compos4 de 

t u*, i L% ~t 

On peut dire aussi que, grace ~ 2.4, un point g~0m~trique 

"~ (IV 6.1), dont on prend simplement le de X d~finit un point du topos X~t 

foncteur fibre associ~ (loc.citO. 
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3.4. le foncte r (fo, teur seotio ,s  ) 

lence de cat.cries (12.4), la connaissance des foncteurs fibres 

F~ >F~ 4quivaut essentiellement ~ cells des foncteurs images r~ci- 

proques u*. Notons dtailleurs qu'il r~sulte aussitSt de 2.5 que si 

est un point g4om~trique de X tel qu'il existe un X-morphisme 

~' -. ~ (i.e. ~ ! correspond ~ une extension s~parablement close ~! 

de ~ ) alors l'homomorphisme ca~onique F~ --~ F~ , est un isomorphisme 

J 
foncteriel 

F I ,  . 

Cela montre que pour l'4tude dee foncteurs fibres, on peut (quitte 

remplacer ~ par la clSture alg~brique s4parable de k dans ~) se 

borner au cas o~ ~ = k(~ ) est une clSture s4parable k--~ de k(x), 

et que les foncteurs fibres correspondant a~ points g~om4triques de X 

localis4s en un m~me x E X sent isomorphes e~tre eux (de felon non 

unique ). 

On d4signera, conform~ment aux conv~tions de 3.1 , par . F~ 

un fonc%eur fibre correspondant au choix d'une clSture s4parable 

Sigralons une propri4~4 de transitivit4 4vidente (qui montre 

llutili%4 technique ~ ne passe homer exclusivement ~ des points g4o- 

m4triques d~finis par des clStures s4parables de corps r4siduels) - 

Soient f = X' -~ X un morphisme de sch4m~s, u t : ~ I -9 X t un 

point g4om4trique de X , alors u = f u' I ~ t  - ~  X est un point g4o- 

m4trique de X que nous noterons ~ ! relativ~ment ~ ces points g@om4- 

triques on a un isomorphisms for~toriel en F ~ Ob X4t 

373 



- 8 - VIII 

. 

Cela r~sulte en effet de la formule de transitivit4 des foncteurs images 

inverses 

(~)*~+u*f*. 

Thgor&me 5.5. Soit X un sch4ma. 

a) Pour tout point g~om4trique ~ dee X , le fonoteur fibre 

P ~--~F~ X4 t -~ (Ens) commute aux l~ queloonque s (index4es par des 

c~t4~ories ~ ~ ) et aux lira finies (*). En particulier, il transforme 

faisceaux en grouPes (resp. faisceaux ab~liens, etc...) en groupes 

(resp. groupes ab4!iens , etc...). 

b) Lors~ue x parcourt les points de X , les foncteurs fibres 

F~x forment une famille de foncteurs "conservative",i.e. si u : F --> G 

set un homomorphisme de faisceaux sur X , u est un isomorphisme si et 

seulement si pour tout x E X , l'homomorphisme correspondant 

u_: F_ > G_ l'est (**). 
X X X 

Notons tout de suite, compte tenu des propri4t4s dlexactitude 

de a), les cons4quences formelles suivantes de b) : 

Corollaire 3.6. Soit u : F --> G un homomorphisme de faisoeaux. 

Alore u est un monomorphisme (resp. un 6pimorphisme) si et seulement 

si pour tout x ~ X , u S : F~ --) G~ est injectif (resp. surjectif). 

Corollaire 5.7. Soient u, v : F --~ G deux moz?hismes de faisceaux sur 

X, alors u = v si et seulement si pour tout x ~ X , on a 

u~ = vR: F~ ---@ G~ . E n particulier, si u,v sont deux sections de F , 

(*) CVest donc bien un "foncteur fibre" au sens de Exp. IV 

(**)II y a donc "suffisamment de foncteurs fibres" de la forme F t > F- , 
dane la terminologie de IV 6.5. x 
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on a u = v si et seulement si on a u~ = v~ dans F~ ~our tout x ~ X. 

C orollaire 3.8. Soit F --~ G --* H une suite de deu x homomorphismes 

de faisceaux sur X , s/ors la suite est exacte si et seulement si pour 

tout x e X , la suite correspondante F~ --~ G~ -, H~ l'est. 

Nous lsisserons au lecteur le soin de d~duire les corollaires(*),quiseront 

dlailleurs prouv~s partiellement daus la d4monstration qui suit. 

L'assertiom a) r4sulte des propri~t~s d'exectitude d4j~ signal4es dane 

(VII 1.4) pour tout foncteur image r4ciproque, tel 11": X4t ) ~ 4t' 

et dufait que ~ 4t --)(Ens) est une 4quivalence. Pour prouver b), 

notons la formule suivante, qui donne un proc4d4 de calcul des fcncteurs 

fibres s 

Proposition 3.9(**). Soit ~ u > X u n point ~om4trique de X , et soit 

C~ la cat4gorie des " X- sch4mas 4tales ~-ponctu4s ", i.e. des cou- 

ples (X', u'), o__uu X' £ Ob X4t est un sch4ma 4tale sur X , et u' 

u_nn X-morphisme ~ --)X'. Alors la cat4gorie oppos4e C~ est fi!trante 

et pour un faisceau F (resp. p~faisceau P) variable 

sur X , on a un isomorphisme fonctoriel canonique 

F "~ lim F(X'), (resp. (aP) ~--- lim P(X') ), 
O ~ c~ c 

aP = faisceau assoc,6 ~ P). 

En effet, notons d'abord que pour tout pr4faisceau P sur 

si aP est le faisceau associ~, l'homomorphisme naturel 

est un isomorphisme, comme il r~sulte par exemple aussit6t du calcul 

~4t ' 

(*) Cf. IV 6.5.2. 
(**)Cf. IV 6.8.3. 
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explicite de ~ comma L(LP) (II 3.19.). Soit ~s X4% --) ~ 4t le 

foncteur " image r4ciproque ", alors u*=~* n'est autre (III 2.5.(d)) 

que le compos4 a ~" i~ o~ i : X4t --9 X4t est le foncteur inclusion, 

pr4c~dente on trouve 

de sorte qulil suffit dmappliquer l'expression explioite de ~" donn4e 

daus la d4mormtration de Le cas resp4, oh on part avec un 

pr6faisceau P sur X , se prouve de mSme, en utilisant ltisomorphisme 

fonctoriel ~*a(P) "~ a ~'(P) . Le fait qua la eat6gorie C~ 
F 

est filtmnte (qui rests valable pour tout X- sch4ma ~ , pas n6cessai- 

rement r4duit ~ un point g~om~trique) r4sulte aussitSt du fair que dans 

C~ les limites p~ojectives finies existent, ce qui r4sulte du fait 
J 

qua X4t est une sous-cat4gorie de (Sch)/x stable par limitesprojec- 

t ires f inies. 

Soit maintenant u s F -9 G un homomorphisme de faisceaux sur 

X , tel que pour tout x ~X , u~ : F~ -@ G~ soit un monomorphisme, 

prouvons qua u est un monomorphisme. Pour ceci, on dolt prouver que si 

X' ~ 0b X6t , ~, ~ 6 F (X') sont tels qua u (~) = u (W), on a 

~ ~. Remplagant X par Xt et utilisaut la transitivit~ des foncteurs 

fibres, on peut supposer X = X' . Pour tout x~ X 2 on aura 

= u  i . e .  puis s 

u~ est un monomorphisme. Utilisant 5.9 il sWensuit qulil existe un 

X~ ~ 0b X4t , dont l'image contient x , tel ~ et ~ slant mSme image 

inverse sur X' . Comme pour x variable dans X ~ les X' forment une 
x x 

famille couvraute de X , il s'ensuit qua ~ = ~ . 
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Cela prouve que ei lee u~ sont des monomorphismes, il en est 

de mSme de u. Supposons de plus que les u- soient des @pimorphismes, 
X 

prouvons qu' il enest de mSme de u ,donc que u est un isomorphisme. 

I1 reste A prouver que pour tout X' ~ Ob X~t, et tout ~ ~ G(X'), il 

exists ~0 q F(X') tel que u(X')(~) = ¢. On peut encore supposer 

X'=X, et utilisant 3.9 on volt que pour tout x ~ X , existe X' @_ 0b x X~t 

tel que l'image de X'x dens X contienne x , et un ~x ~ F(X~) dont 

l'image dans G (X~) soit l'image inverse de ~ . Utilisant le fair que 

u est un monomorphisme, on volt que les ~x coincident sur les 

Xx' x X' (x,y ~ X) donc proviennent d'un ~ ~ F(X) bien d~termin~, 
X y • 

et on aura alors u(~) = ~ puisque les images inverses sur les X' 
X 

coincident, c q f d. 

Scholie 3.10. Le th~or~me 3.5 implique que la collection des "foncteurs 

fibres" pour la topologie ~tale jouit des mSmes propri~t~s essentielles 

que drams i~ th~orie des faisceaux habituelle sur un espace topologique. 

Nous utiliserons tr~s fr~quem~ent 3.5 et ses corollaires, et pour cette 

raison nous dispemserons g~n~ralement d'y r~f~rer explicitement. 

3.11, Pour tout x ~ X nous d~signerons aussi, par abus de fan,age, 

par x le X- schema Spec k(x), pour le morphisme structural habituel 

ix: x = Spec k(x) ~ X . 

II donne lieu ~ un foncteur canonique 

i : --* • x -  x~t x~t 

Si F est un faisceau sur X , noue poserons 

fais ceau sur 

-- i* (P), crest dono un Fx x 

x = Spec k(x) (st ~ ce tit-re peut s,identifier aussi ~ un 

377 



- 12 - VIII 

sch@ma ~tale sur x , ~ verSa de 2.1 ). Ii d~pend fonctoriellement de 

F , et le foncteur ix*| F 5 > F x commute encore aux l~ quelconques, 

et }ira finies, em vertu de VII 1.4. 

Si x = Spec k-~V, le foncteur fibre F e-->F~ est canoniquement 

isomorphe au oompos@ du foncteur F ! ) F et du foncteur j de 1.1 
X 

(compte temu que ce dernier est isomorphe au foncteur fibre relatif au 

point g~om~trique Speck de Spec k). II r6sulte aussit8t de ceci et de 

3.5 que le syst~me des foncteurs (F ~ Fx) (x ~ X) est encore conser- 

vatif. D'ailleurs, si 

notations F x et F~ 

d@sigmnt un objet de 

1.1 

k(x) est s~parablement clos, i.e. x = x , les 

sont en route rigueur contradictoires (la premiere 

x~t , la deuxiAme un ensemble), mais en vertu de 

c'est I~ une contradiction inessentielle. 

3.12. On voit par les ren~rques qui pr@c~dent que si x = Spec k(x), 

alors pour tout faisceau F sur X , le groupe ~x = Gal ~-~)/k(x)) 

op~re de fagon naturelle (~ gauche) sur l'ensemble fibre F~ , de sorte 

que F ~ F~ peut ~ fait @tre comsid@r@ comme un foncteur 

dont la conraissance ~quivaut essentiellement (grace ~ i.I ) ~ celle du 

fonc teur F ~-->F x. 

Cela montre, dans un cas particulier important, que contraire- 

ment ~ ce qui a lieu dans le cas des faisceaux sur les espaces topolo- 

giques, les "foncteurs fibres" admettent en g~n~ral des automorphismes 

non triviaux. De fagon g~n6rale, nous d~terminerons dans 7.9 tousles 

homomorphismes d'un fomcteur fibre dans un autre. 
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Remar~ue 3.13. Voici une g@n~ralisation parfois utile de 3.5 b). Co~id~- 

rons une p~rtie E de X telle que pour tout morphisme 4tale 

f : X'-@ X, E' -- f-1 (E) soit "tr~s d~se" dens X I (~A IV lO.1.3 ), 

i.e. que pour tout f comme ci-dessus, tout ouvert U de X~ qui contient 

El soit ~gal ~ X'. Alors les foncteurs fibres F~ sur X4t . pour 

x ~ E, forment d~j~ tune "famille conservative" (et par suite les corol- 

laires 3.6 , 3.7 et 3.8 restent valables en se bornant ~ y choisir 

x ~ E). Cela se volt imm~diatement en repremnt la d~monstration dorm, s 

de 3-5 b). Le r~sultat pr4c4dent s~applique nota~nent darts les 

situations suivantes : 

a) X est un sch4ma de Jacobson (EGA IV lO.4.1.), par exemple 

localement de ~pe fini sur un eorps, ou sur Spec(Z), et E est l'ensem- 

ble des points ferm4s de X. 

b) X est localement de type fini sur un schema S, et E est 

l'ensemble des points de X qui sont ferm4s darts leur fibre. 

c) X est localem~t noeth4rien, et E est l'ensemble des x ~ X 

tels que x soit un ensemble fini (i.e. un sch6ma semi-local de dimen- 

sion ~ l) cf. m~-A IV 10.5.3 et 10.5.5. 

4- Anneaux et sch4mas strict~ment locaux 

4.1. Rappelons qu'on dit~ avec Azumaya, qu'un anneau local A est 

hens41ien s'il satisfait aux conditions 4quivalentes suivantes : 

(i) Toute alg~bre B finie sur A est compos~e directe V Bi 

d'anne~ux locaux (les B i sont alors n@cessair~ent isomorphes aux 
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B , oG ~ . parcourt les id@aux maximaux de B ). 

(ii) Toute alg~bre B sur A qui est looalis~e d'une alg~bre de 

type fini C sur A en un ideal premier ~ au-dessus de i' idgal maximal 

de A, et telle que B/~B soit fini sur k = A/~ , est finie sur A. 

(iil) Comme (ii). mais en supposant C ~tale sur A en ~ et 

k -~ B/~ B un isomorphisme. 

(iv) Le "lemme. de Hensel" sous la forme classique est ~alable 

pour A , i.e. pour tout polynSme unitaire F 6 A IT] , d~signant par 

~ k [Tj le polynome r~duit correspondant, et pour route d~composition 

o 

de F en produit de deux polynSmes unitaires @trangers, F I et F 2 se 

relAvent (de fagon n~oessairement unique) en des FI,F 2 a A IT], tels 

que F = F I F 2 . 

Pour la d~monstration de ces ~quivalences et les propri@t~s 

g~n~rales des anneaux hens~liens, cf. E~A IV 18.5.11. Rappelons que si A est 

un anneau local quelconque, on montre (Nagata) que l'on peut trouver un 

homomorphisme local, 

A - - . -~A h 

a ' v ~ c  

de A 

hens41isg de A. La construction donn~e dans EGA IV 18.6 

rente de celle de Nagata) consiste ~ poser 

A h = I~A i , 
I 

o~. 

A h hens@lie______~n, qui est universel pour les homomorphismes iccaux 

dane des anneaux locaux noeth~riens. L,anneau A h est appel~ ]e 

(diff.- 

A i Parcourt les A-alg~bres essentiellement de type fini et 

380 
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essentiellement @tales sur A (i.e. localis~es d'une alg~bre @tale sur A) 

telleeque A --=) A i soit un homomorphisme local et l'extension r~siduelle 

k(Ai)/k(A) soit triviale. Cette cozstruction montre en particulier que 

A h est plat sur A et que si A est noeth@rien, il en est de mSme de sa 

ol~ture hens~lienne. 

D@finition 4.2. Un anneau local A est dit strictement local s'il 

satisfait llune des conditions ~quivalentes suivantes 

(i) A est hens~lien (4.1) et son corps r~siduel est s~para- 

blement clos. 

(ii) Tout homomcrphisme local A --) B , o~ B est lccalis@ 

d'une alg~bre @tale sur A, est un iscmorphisme. 

Un sch@ma est dit sch@ma strictement local s,il est isomorphe 

au spectre d'un anneau strictemen t local. 

L'~quivalence de (i) et (ii) r~sulte aussitSt de 4.1. Notons que, 

sous forme g~om~triqus, 4.2 (ii) (resp. 4.1 (iii)) s'exprime en disant 

que pour tout sch@ma ~tale X sur Y = Spec A, et tout point x de la 

fibre Xy (respectivement tout point de ~ rationnel sur k(y)), oG y 

est le point ferm@ de Y , il existe une section de X sur Y passant par 

y (section qui est d'ailleurs n@cessairement unique). 

• . le faisceau sur X~t D~finition 4 3 Soient X un sch@ma, --~t 

d~fini par 

(x,) , ,  r(x,,_Ox,) 

(comparer VII 2. c) ), u : ~ = Spec (~)--) X un point g@om6trique de X. 

on appene ~e~u striot~e~ looal de X ~n ~ , t on ~ote OX, ~ o~ 
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simplement ~ , la fibre du faisceau --~t 

est appel~ localis~ strict de X en 

en le point ~ , Son spectre 

En vertu de 3.9, on a la description de la fibre OX, ~ : 

(.) _Ox, T : r (x,, _Ox,) , 

o~ X t parcourt la cat~gorie filtrante eppes~e de la catdgorie de8 

schemas 6tales Bur X qui sent ~ -ponotuds, i,e, munis dSun 

X-morphisme ~ ~ X'. D'apr~e la trans/tivit~ dea limites inductlves, 

on peut rempla~er au deuxiAme membre ~ (X', _~,) par OX, x , ~ ou x' 

est l'image de ~ dane X', et on trouve l'expression 

= I~A i 
<**) r 

o~ A i parcourt lee alg~bres essentiellement de type fini et ~tales Bur 

A =--~,x munies d=un k-homomorphisme k(Ai)--> R. (N.B. x d@signe 

I 'dmage de ~ dans X). Bien entendu les homomorphismes de transLtion 

entre lee A i sent les homomorphiemes locaux de A-alg~bres A i --~ Aj 

qui rendent ~emmutatif le triangle correapondant 

k(A i) ~ k(Aj) 

oe qui implique que s'il existe un homomorphisme admissible de A i dane 

Aj, ce dernier est unique. Donc la limite inductive (* *) est une limite 

relative ~ un ensemble d'indices ordonn6 filtrant croissant. 
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4.4. La description (**) montre que l'anneau local strict de X on 

ne d~pend esaentiellement que de l'anneau local habituel A = _0X, x (x--u(~)), 

et de l'~xteusion N de k = k(A) . On l'appelle aussi annsau hens61is~ 

strict de A (relativement ~ l'extension e@parablement close consid~r~e 

de k) et on le notera A hs . On renvoie ~ EGA IV 18.8 pour l'es propri~t~s 

g~n~rales de A hs . Signalons simplement que la construction donn6e montre 

encore que A hs est plat sur A , et qu'il est noeth~rien si A l'est. 

D'autre part, on montre facilement (loc. cir. ) que l'hemomorphisme local 

A ~ A he 

muni du k-homomorphisme 

k(A hs) --~ 

set solution du probl~me universel, relatif ~ la donn~e de A et de 

llextenaion ~ de k, correspendant ~ la recherche des homomorphismes 

iocaux 

A --~ A' , 

avec A' strictement local, munis d'un k-homomorphisme 

En particulier, A hs est bien un anneau strictement local (ce qui justlfie 

la te~minologie 4.3 ). 

4,5. Gardons les notations des 4.3 et choisissons un voisinage 

ouvert affine U de x . Notons quo dans 3.9 on peut ~videmment se ber- 

nor aux X' qui sont affines au-dessus de U. Cos derniers forment alors 

un systems projegtif pseudo-filtrant de sch~m~s affines, de sorts que nous 

3~3 
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sommes dane la situation g4r~rale de VII 5 (of. VII 5.12 b). En vertu de 

l ' exprs ,~ ion ( . )  p o ~  OX, ~ , on = ~  = X-iso~orphi=e 

(*~) ~ X '  ~__ Sp~oOX, ~ 
X' 4tale 
affine sur U, 
X'~-por~tu6 

ce qui pr4cise I= significatiom g4om4trique intuitive de Spec~x,~ ) 

comme "limits des voisinaffes 4tales de ~ ". 

Proposition 4.6. Soit X un sch4ma strictement local~ x son point 

ferm4, qui est donc un point ~om4trique de X. Afore is foncteur 

~: > r(X,F), X4t ~ (Ens) est canoniquement isomorphe au foncteur 

fibre F ,~ >Fx) et par suite commute &ux l~ quelconques (*). 

En effet, en vertu de d4f. 4.2 (ii),l'objet final X de la 

cat4gorie des X' 4tales x-ponctu4s sur X envisag4e dane 5.9 majore 

toue lee autres objets, donc I~F(X') est canoniquement isomorphe ~ P(X), 

cqfd. 

En particulier, le foncteur induit par C ~ sur la cat4gorie des 

faisceaux ab41iens est exact, donc on conclut 

Corol1=ire 4.7. Sous lee conditions des 4.6 on a pour tout faisceau 

ab61ien F sur X : 

Eq(x,F) = Opour q%0. 

Corol1=i re 

i 

X = Spec ~,x 

variable sur 

fonctoriel 

4.8. Soient X un sch4ma, ~ unpoint g4om4trique de X, 

le sch4ma localis4 strict correspondaut, F tun faisceau 

X, F son image inverse sur X , alors on a un isomorphisme 

p • 

(*) pas n4cessairement filtrantes 
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En effet, ~ peut 8tre oorsid4r4 comme un point g4om4trique de ~ 4ga- 

Isment, et il suffit d'appliquer 4.6 et la transitivit4 des fibres (3.4). 

5. Applieation au caloul des fibres des Rqf, 

5.1. Soient 

f z X ) Y 

unmorphisme de sch4mas, F un faisceau ab~lien sur X , on se pro- 

pose de d4terminer les RqT.(F). En vertu de 3.5 , il revient au mSme, 

peu de choses pros, de conna~tre les fibres g4om4triques Rqf~(F)~ , pour 

y ~ Y . o~  (v 5 . ~  ) ~(,) 

sur Y, et par suite (3.9) 

est le faisoeau associ6 au pr4~aisceau 

~ Hq(x~Y ' ,F) 

o~ la  limite inductive est prise suivant la cat4gorie filtrante oppos4e 

de la cat4gorie des Y' 4tales sur Y ponctu6s par y . Choisissant un 

voisinage ouvert affine U de y , on peut se limiter dans la limite du 

deuxi~me membre ~ la cat4gorie cofinale des Y' qui sont affines et au- 

dessus de U. On obtient ainsi 

(5.1.1) ~%.(~)y _~ 1~q(x~Y,,F) , 

o~ Y' varie dans la cat4gorie pr4c4dente. 

Introduisoms 

= Spec t~,7) =(limY' 

(of 4.5 ), et 

385 



- 20 - VIII 

Notons que dans le syst~me projectlf des X~Y' (d4duit de celui des Y' 

par changement de base X --) Y) les morphismes de transition sont afflnes, 

on est doric darts les conditions g4n@rales de VII 5.1 , et on voit aussitSt, 

par construction de lira dans loc.cit., que l'on a un isomorphisme 

canonique 

-- ( ~  x ~ Y , .  

D~signons par ~ le faisceau sur ~ image r~ciproque de F , alors on 

obtient un homomorphisme canonique 

d'o~ en comparant avec 5.1.1 , un homomorphiame canonique 

(5 .1 .2 )  ~%(~ ,~ Eq~,~) , 

4videmment fonotoriel en F, 

Supposons maintenant f:X --~ Y quasi-compact et quasi-s~par~, 

alors il enest de m~me de X'Xyy,--~ y, , et comme Y' set affine, les XXyY' 

sont quasi-compacts et quasi-s~par~s. Utilisant (5.l.1) et le theorems 

de passage ~ la limite VII 5.8 , on obtient alors : 

Th~or~me 5.2. Soient f:X --~ Y un morphisme quasi-compact et quasi- 

s~par@ de schemas, F un faisceau ab~lien sur X , y un point de 

Y, ~ le point g~om@trique au-dessus de y , relatif ~ une clSture 

s4parable k(~) de k(y), ~ = Speo t~,~) is sch6ma localis~ str ict  cor- 

respondant, ~ = XxyY, F !'image inverse de F sur~ . Alors homomor- 

phisme canonique (5.1.2) est un isomorphisme : 

R ~  (F) ~ ."- ~qC~,~) • 

Cet 4nonc4 ram~ne pratiquement la d4termination des fibres d'~n 
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faisceau RQT (F) ~ lad~terminationde la cohomologie d'un pr@s~h@maau 

dessus d'un schema strictement local, et sera constamment utilis~ par la 

suite. Teahnlquement, c'est 5.2 qul explique le rSle important des 

anneaux hens@liens et des anneaux strict~msnt looanxdans lS~tude de la 

cohomologie ~tale. 

2emarqup 5.3. L'@nono~ rests valable pour R°f.(F) = f,(F), pour un 

faisceau d'er~embles quelconque. D~autre part~ 5.2 reste ~galement 

valable pour RIf,(F), lorsque F est un faiscea~ en groupes (pas n~- 

e~ssairement commutatif), en prenant la d~finition habituelle du Rif.(F) 

(af. Th~se de Giraud). 

5.4. Supposons maintenant que f soit un morphisme fini. Alors 

~t X----~ ~ est un morphisme fini, et comme ~ est strictement local, 

il s'ensuit que ~ est une somme finie de sch@mas strictement loe~ux 

• i "  Par suite, utilisant 4.7 on trouve 

( 5 . 4 , 1 )  Hq(~,F -) = 0 pour 

Dtautre part, riotous que les composantes 

q~O . 

~i de ~ correspondent aux 

points ~i de ~ au-dessus du point ferm@ ~de ~, i.e. anx points de 

= ~ ~(y),k(y), ° D'ailleurs, ces points peuvent ~tre consid~r~s' 

comus des points g~om~triques de X , et ~i n'est alors autre que le 

schema localis@ strict de X en x i. On a donc (4.8) 

H°(x-iS) F- 

d~oh 

(5.4.2) H°~,~) = ~ F~. , 
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qui est un isomorphisme fonctoriel en le faisceau d'ensembles F (inutile 

ioi de se restreindre aux faisceaux ab41iens). Term_hi compte de 5.2 et 

5.5 , les formules pr~c4dentes (5.4.1) et (5.4.2) donnent : 

Proposition 5.5. Solent f: X--)Y un morphisme fini de pr~schgmas, 

y un point de Y . Alors pour tout faisceau F sur X , on a un isomor- 

phisme (fonctoriel en F) 

(par suite la formation de f.(F) commute ~ tout changement de base 

Y' --)Y), et si F est un faisceau ab41ien, on a 

si q >o 

On notera que la premiere formule 5.5 est en fait ind4pend~nte 

de 5.2. et du th4orAme de passage & la limite g4n4ral VII 5.7 , et qu,elle 

implique (grace ~ 3.5 ) que F~-->f.(F) est un foncteur exact sur la 

cat~gorie des faisceaux ab41iens, d'oG encore RqT.(F) = 0 pour q # O. 

Voici une l~g~re variante de 5.5 : 

Corollaire 5.6. Soit f:X--) Y un morphisme entier. Alors pour tout 

faisceau ab@lien F sur X, on a 

R%.(r) oo q o. 

De plus, le foncteur f sur les faisceaux d'ensembles commute ~ tout 

changement de base Y' --~ Y . 

En effet, on est ramen~ grace ~ 5.2 & prouver que lorsque Y 

est strictement local, on a Hq(X,F) = 0 pour tout faisceau ab41ien sur 

X . Or on aura Y = Spec A, X=Spec B, B 4tant une algAbre enti~re, et 
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6crivaut B = I~B i , oG B i parcourt lee sous-alg~bres de type fini de 

B, (qui sont m~me finies sur A), on aura X =I~_~X i , o~ X i = Spec B i. 

En vertu de VII 5.13 , on est ramer~ ~ prouver Rue Rqf.(Fi) = 0 pour 

q # O, F i un faieceau abolish sur Xi, ce qui r~sulte de 5.5. La derni~re 

assertion de 5.6 se prouve par la mSme m~thode de r@duction ~ 5.5, 

Corollaire 5.7. Soi% f: X -->Y un morphisme d,~mmersion. Afore pour 

tout faisceau F sur X, le morphisme canonique 

f*f (F) ----> ~" 

set un isomorphisme. 

Comme f se factorise en le produit d'une immersion ouverte et 

dtune ~mmersion ferrule, et que 5.7 est trivial darts le cas dlune immer- 

sion ouverte (IV n ° 3), on est ramen~ au cas oG f set une i~mersion 

ferrule. On est ramen~ ~ prouver que pour tout x ~ X , Ithomomorphisme 

correspondant 

est biJectif, or par transitivit~ des fibres (3.4) le premier membre 

n'est autre que la fibre f.(F)~ ,donc il faut ~rifier que l'homo- 

morphisme eanonique 

est bijectif, ee qui r~sulte aussit8t de 5.5. 

Remar~ue 5.8. Utilieant 5.5 et proc~dant encore come dane 5.6 , on 

prouve facilement que si f: X --~ Y est un morphisme entier, F un 

faisceau en groupes sur X (pas n~cessairement commutatif), alors 

R1 f,(F) est le falsoeau final sur Y (comparer remarque 5.3 ). 
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6. Supports 

Soit U un ouvert de Zariski du sch@ma X • Alors U ~ 0bX@t , 

et en fait U eat tun sous-objet de l'obJet final X de X~, donc d~finit 

un sous-objet U de l'objet ritual de X~t , i.e. un "ouvert" du topos 

@tale X~t de X (IV 8.3 ). 

Proposition 6.1. L'application ~r~o~dente U I ...... >U e st un isomorphisme de 

l'ensemble ordonn~ des ouverts (a u sans de Zarisk i) de X, sur l'ensemble 

des ouverts du topos ~tale X@t. 

Comme X@t > X@t est pleinement fiddle, on volt aussitSt qua 

l'application UF-mU conserve les structures d'ordre i.e. (U c V)~==~ ~ 

en particulier l'application pr@c@dente est injective. Pour prouver qu'elle 

est surjective, consid@rons un sous-faisceau F du faisceau final X , et 

consid~rons les objets de X@t/F, i.e. les schemas @tales X' sur X 

tels que F(X') ~ ~ . Comme X' --~ X est @tale, c'est une application 

ouverte (EGA IV 2.4.6 ), en particulier son image (au sens ensembliste) 

Im(X' ) est ouverte. Soit U l' ouvert r@union des Im(X' ) (X' ~ Ob X~t/F). 

Comma la famille des X' --~ U (X' ~ Ob X@t/F ) est surjective, donc cou- 

vrante, on conclut qua U ~ Ob X~t/F , donc X@t/F = X@t/U t donc 

F = U , cqfd. 

Compte tenu de 6.1, nous pouvons donc parler sans ambiguit~ d'un 

"ouvert" de X , sans pr@ciser si nous entendons cette notion au sans 

habituel de Zariski ou au sens de la topologie @tale. 

Corollaire 6.2. Soient U un ouvert de X, j:U--~ X l'immersion cano- 

ni~ue, alors le foncteur 
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J* ' x6t -* ~t 

induit, une 4quivalence de cat4gories 

X4t ~ > U4t • 

En effet on v4rifie aussitSt que pour tout site C oGles lim 
% 

finies existent, et pour tout sous-objet U de l'objet final e de C , 

consld4rant le foncteur j : C --9 C/U d~fini par j(S) = SxU , j est 

un morphisme de sites et j* : ~ --9 C/U induit une 4quivalence 

--) C/U . II suffit alors de conjuguer ce fait g4n4ral et le fait 

que U4t est canoniquement isomorphe ~ X4t/U . 

De faqen imag6e, on peut exprimer 6.2 en disant que les o~- 

rations de "slinduire sur un ouvert", au sens habituel des sch4mas 

d'une part, et au sens des topos de Itautre, sont compatibles. 

Veiei une compatibilit4 analogue pour ies operations de "restriction 

un ferm4" : 

Th4or~me 6.3. Soient X un ech4ma, Y un sous-sch4ma ferm4 de 

X , U = X - Y muni de la structure induite, i : Y ) X et j : U --~X 

lee immersions canoniques. Alors le foncteur 

%: Y~t --~ x~t 

est pleinement fiddle, et si F E Ob X~t , F 

de la forme i.(G) sss ~*(F) 

est isomorPhe ~ un faisc eau 

est isomorpheau faisceau final U su__/rU. 

D4monstration. Comme i et i* sont adjoints i ~,m de l'autre, 

le fait que i, soit pleinement fiddle 4quivaut aussi au fait que l'homo- 

morphisme fonotoriel 

i*(i.(G)) > G 
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est un isomorphisme, ce qui n'est autre Rue 5.7. 

G ~ Ob Y4t ' &lore on vdrifie trivialement grace ~ 6.2 

J*(i.(G)) est le feisceeu final sur U. !nversement, ei 

set tel que J~F) soit le faisceau final, prouvons Rue 

D'autre pert, si 

que 

~£ Ob X4t 

F ~et iso- 

morphe ~ un faisceau de la forms i,(O), ou ce quiz&Kent au m~me, que 

I 'homomorphisme canonique 

G > i.i*G 

est tun isomorphisme. Or il surf it de v~rifier encore que pour tout x ~ X, 

l'homomorphisme induit sur lee fibres g4omdtriques en ~ &st un iso- 

morphisme. Lorsque x ~ U , cela n'est autre que l'hypoth~se faite sur 

G . Lorsque x 6 Y, par transitivit4 dee fibres on &st ramend ~ v~rifier 

que l'homomorphisme sur les fibres en x induit par 

i*(G) --~ i * ( i . i * ( G ) )  

e s t  un isomorphism&, or  l'homomorphisme prdc4dent e s t  un isomorphisme 

d'aprbs 5.7 appliqu4 ~ F = i*G et ~ i . Cela achbve la d4monstration 

de 6.3. 

Corollaire 6.4. Le foncteur i. induit tune @quivalence de la catdgorie 

des faisceaux ab41iens sur Y avec la cat4gorie des faisceaux ab~liens 

cur X dont la restriction ~ U ~ X - Y &st rmlle. 

Conform~ment ~ l'usage courant nous identifierons donc sowvent 

un faisceau ab41ien sur Y ~ un faisceau abdlien sur X rml sur U. 

6.5. En vertu de 6.1 nous savons donc (si X est un sch4ma) 

interpr4ter lee "ouverts" du topos E = X4t comme ouverts U de X au 

seres hebituel, et en vertu de 6.5 Rvec cette identification le "topos 
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x@siduel" ~ de IV 3 est @quivalent canoniquement au topos Y@t' 

o~ Y = X - U est muni d'une structure induite quelconque, faisant de 

Y tm sah~ma. Nous pouvons par suite appliquer ~ carte situation les 

r~sultats de IV 3. , notamment la description IV 3.3 des faisceaux F 

sur X en tezme dee triplets (F', F", u) oG F' est un faisceau sur Y, 

F" unfaisce~u sur U et u unhomomorphisme de P' dane i*j (I~,). 
@ 

Nous utiliserons librement par la suite les notations i | , j| delV.3 , 

qui d@signent des fonoteurs 

!, (u~t)a b --* (x~t)a ~ 

i', (x~t)a ~ ~ (y~t)a b , 

eG l~indice "ab" d~note la cat~gorie des faisceaux ab61iens. Ces fonctEurs 

donnent lieu aux deux suites e~ctes IV 3.7. 

6.6. Compte tenu des d~veloppements qui precedent et de la termino- 

logle ~n@rale introduite dane IV 8.5 , il y a lieu d'introduire, pour 

un falsoeau ab@lien F sur X, ou une section Q~ d'un tel faiseeau, la 

notion de support de F resp. de ~, comme ~tant Is ferm~ (au sens 

habitue1, i.e. de Zariski) compl~mentaire du plus grand ouvert sur le- 

quel l~objet eu question stannule. 

Dans la situation actuelle, il slimpose ~galement de remplacer 

Ie8 ~=ao~ ~rales V 4-3 ~q~u ~) ' -~(~) par le8 notatio~ 

~(X,F), ~(~), le p~ie~ ~s~nt u~ ~roupe ~b611en, le d~xi~e 

faisceau ab~lien sur Y (ou encore un faisoeau ab@lien sur X, nul 

U). Ainsi, on a Hqy = Rql ! etc... stlr 

Je renvoie ~ ~ ~ pour lee propri~t~s g~n~rales des foncteurs 

precedents. 
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7. ~orohismes de sp~cialisation des f oncteurs fibres 

711o 

du schema X~un X-schema strictement local 

-- spoo Ox,  , 

ne d~pendant, en fait~que du point g~om~trique au-dessus de l'image x 

de ~ d@fini par la cl6ture s@parable k~) de k(x) clans ~ = k(~ ). 

Nous nous restreindrons souvent par la suite aux points g~om~triques 

= Spec Q alg@briques s~parables sur X , i.e. tels que ~ soit une 

clSture s~parable de k(x), i.e. ~ = x. Appelons un X-schema Z un 

localis@ strict de X stil est X-isomorphe ~ un schema de la forme 

Spec ~X,~ ' on voit donc que 

est une ~quivalence de la cat~gorie des points ggom~triques alge~oriques 

~6parablee sur X , avec la cat~gorie des X-schemas qui sont des 

localis@s stricts de X , quand on prend comme morphismes dans l'une 

et l'autre cat~gorie lee seuls isomorphismes. 

Ce dernier @nonc~ n'est plus exact quand on prend comme mor- 

phismes tous les X-morphismes,car darts la seconds cat@gorie il peut y 

avoir des X-morphismes qui ne sent pas des isomorphismes. 

On pose alors la 

Nous avons vu au N ° 4 comment on associe,~ tout point g@om~trique 

D~finition 7.2. Soient ~ , ~ ' deux points ~@om6triques du schema 

X, on appell~ fl~che de sp~cialisation de ~ ' ~ ~ tout X-morphisme 

entre lee localis~s striots correspondants 

. . . . . . .  . 
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On dit qus ~ est une s~cialisation de ~ ' ou que } ' est une g~n~- 

risation de ~ , s'i I exists une fl~che de sp~cialisation de ~' ~__ i . 

On notera que les fl~ches de sp~cialisation se composent de 

faqon 4vidente, de sorte qu'en prenant pour morphismes les fl~ches de 

sp4cialisation, lss points g~om4triques de X fcrment une cat4gorie, 

4quivalente (ainsi que la sous-cat4gorie pleine form4e des points g4om4tri- 

ques alge'briques et s4parables sur X) ~ la sous-cat4gorie pleine de 

(Sch)/x form4e des localis4s stricts de X @ 

Lemme 7.3. Solent X un sch4ma, Z ~ X-sch@ma qui est isomcr- 

phe K une limite projective pseudo-filtrante de X -sch6mas 4tales Xi, 

avec des morphiemes de transition affines (VII 5.1 ), ~ ' un point 

g4om4trique de X, Z' = ~( ~ ') le localis4 strict correspondant. Alorsz 

a) L'application de restriction 

-+ Ho ( ,z) 

est bi,~ ective. 

b) Pour que les deux membres soient non vides, il faut et il suffit que 

l'ima~e x' d_e.e ~ ' darts X soit dans celle de Z. 

c) Soit T un Z-sch4ma, pour que T soit un localis4 strict de Z , 

i l faut et il suffit qu'il, scit un Iocalis4 strict de X . 

D4mo,mtration. a) on est ramen4 aussitSt au cas oG Z est 

Xi, i.e. oG Z est 4tale sur X. et par le changement de base 

on peut supposer que Z' ~ X , d'oh la conclusion par 4.2 (ii). 

un des 

Z' -->X 

b) On note que si x' est l'image d'un point z de Z , alors k(z) est 

n4cessairement une extension alg4brique s~parable de k(x' ), donc il existe 

un k(x')-homomcrphisme de cette derni~re d~ns k( ~ '), d,oG la conclusion. 
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c) La d4monstration est un exercice facile laiss4 au lecteur. 

On conclut de 7.2 st 7.3 : 

Proposition 7.4. Soient ~ , ~ ' deux points ~4om4triques du schema 

X. Alors l'application de restriction d4finit une bijeotion de l'eD~emble 

Horn X (X(~') ,~(~ )) des fl~ches de s~oialisation de ~' darts ~ , aveo 

l' semble X-morphismes ) 

Corollaire 7.5. Pour que ~ soit une sp@cialisation de ~ ', il faut et 

il suffit qu'il en soit de m~me pour les ~m-ges x,x t de ~ , ~' dans 

X, i.e. que x appartienne ~ l'adh4rence de {x') . 

Come Spec ~gX, ~ --) Spec ~gX, x est fid~lement plat (4.4) 

il est surjectif, st il suffit donc d'appliquer la deuxi~me assertion 

de 7.3. 

~orollaire 7.6. Pour tout sch4ma X , soit Pt(X) la cat4gorie des 

points ~4om4tri~ues sur X (ou encore, des points g6om4triques alg6briques 

s4parables sur X), les morphismes 6tant les fl~ches de s~cialisatien. 

Soit alors ~ un point g6om4trique d'un sch4ma X, ~(~ ) le localis4 

strict correspondant, on a alors une 6quivalence des cat4gories 

Pt( ( )) , 

obtermeen assooiant, ~ tout point g4om4trique ~' de ~( ~ ), is point 

g6om~trique correspondant sur X , avec le morphisme de sp4cialisation 

dams ~ d4duit du morphisme structural ~' --> 7(~) grace ~ 7.4. 

En d'autres termes~ la donn4e d'une ~4n4risation ~ t du point 

g6om4trique ~ 4quivaut essentiellement ~ la donn4e dlun point ~6om4trique 

d__~e Y(~ ). Notons d'ailleurs qu'en vertu de 7.5 c), l'homomorphisme 
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correspor~lant ~( ~ ') ---> ~(~) fait de ~(~) le localis4 strict de 

7.7 ° 

tout faisceau F sur X, la fibre F~ 
J 

~(~ ) est l'image inverse de F sur 

toute fl~che de s~cialisation 

u : ~' --~ I 

induit un homomorphisme, fonctoriel en 

Interpr~tons mintenant, pour tout point g4om~trique ~ de X et 

comme 4tant ~(~(~), ~(~)), oG 

.~(!) (4,8), Alors on volt que 

F: 

u*:F~ > F~ , 

appel4 homomo~hisme de s~cialisation associ~ ~ la fl&che de sp~cia- 

lisation u. Il est 4vident, d~apr~s la tranaitivit4 des images inverses 

de faisceaux, que l'on a pour une fl~che de sp~cialisation compos4e : 

(wu)* = u'w* 

7.8. Si E est un topos, rappelons (IV ) qu'on a appel~ "foncteur 

fibre", ou (par abus de langage) "point" du topos E, tout morphisme 

du "topos final" (Ens) (isomorphe ~ la cat~gorie des faisceaux sur un 

espace r6dult ~ un point!) dans E, i.e. tout foncteur 

qui commute aux lim. irzluctives quelconques, et aux lira. projeotives finies. 

I1 y a lie~ de consid4rer l'ensemble des foncteurs fibres de E comme 

l'ensemble des objets d'une sous-cat4gorie pleine de Horn ~,(Ens)), appel~e 

cat6gorie des foncteurs fibres du topos E, dont lloppos4e est appel~e 

cat~gorie des points de E, et notre P~t(E), el. (IV 6.1). 

Lorsque E est de la forme X4t ' o~ X est un schema, 
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nous avons d4fini darts 3.3 et 7.7 un foncteur 

(* )  P~t (X) ) P_~t (X4t) , 

o~ le premier membre est d4finl dams 7.6. Ceci poe4, on ale 

Th@orbme 7.9. Soit X un sch4ma. Le fonctear pr@c4dent (.) est une 

4quivalence de la cat~gorie des points g4om~triques sur X (avec 

comme morphismes les flbches de sp~cialisation ) avec la cat~orie des 

points du topos 4tale X~t (oppos~e de celle des foncteurs fibres sur X~t). 

Comme ce th~orAme ne servira plus dans la suite du s~mimaire, 

nous nous bornons ici ~ une esquisse de d~monstration~ oG nous nous 

permettrons certaines libert4s avec les questions dtumivers~ 

a) Le foncteur envisag4 est pleinement fiddle. Pour tout 

X ~_Ob X4t , soit XV: X4t --) (Er~s) d4fini par  

v 

x (v) =  om(X,V) - v(x) . 

Notons que le foncteur fibre 

p e u t s  '4crire 

o~ les X i sent des sch4mas affines ~tales sur X, index@B par une 

certaine cat~gorie filtrante (cf. 4.3 et 4.5 ). On a @omo pour 

tout foncteur ~: X4t ~ (Ens)s 

d*autre part il est bien connu que l'on aun isomorphisme bifonctoriel 

Eom(x , ) (xi) 
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Lorsque ~ @st de la ferme g~ , done 

on a ~ono une bijection r~turelle 

x 

Dlautre part on a (dams la cat4gorie des schemas) 

~'o~ 

d'autre part, comme 

"~ lim Horn X ~ (~'), X i ) , Ho%~(~ ), ~( ~ ) ) -- ~ i 

X i est locaiement de pr4sentation finie sur X yon 

~o~ (~ (~), x~) ~ ~ ~o% (xj x i) 

d'o~ 

(.-) Ho~ x ~(~,), ~ f ~ ) ) _,.__~ ii~ n~ ~O~x(X j, x i) • 

La com1~s~ison de (*) et (**) donne la conclusion voulue (moyennant une 

v~rification de compatibilit4s, laiss4e au lecteur). 

b) Le foncteur envisa~ est essentie!!ement s ur~ectif . 

7.9.1. Rem~rquons d'abord que si C est un site o£I les lira finies sont (.-_- 

repr~sentables, C = _E le topos correspondant~ alors tout foncteur fibre 

sur E pout se representer comme une "limite inductive filtrante" 

de foncteurs de la forme 

Y(F) F(Y) Ho~(~,F), Ye0bc, 

(0~ Y es% le faisceau associ4 ~ Y), de la fagon suivante (*). On considAre 

(*) C'est un cas particulier de IV 6.8.3. 
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la ~tSgorie C/qp dee co%~plee (Y,~), aveo Y ~ Ob C, ~ ~ <~ (Y~ 

(lee morphismes se d@finissant de la fa~on ~vidente)~ et on note qu'on 

a un homomorphisme 4vident 
V 

(*) lim x > 

e n  r e m a r q u a n t  q u e  
v ~ . o  

. Y, lim Horn (Y, _'~ (lim ~(Y) . 

Or o n  a un @lSment canonique dane lira ~(Y), en associant g tout (Y, ~ ) 
' Cl~ 

l'614ment ~ de ~ (Y). Utillsant le fait que lee ,lira finies existent 

dens C, et que le foncteur Y1 > ~(Y) y commute, on voit que dens 

C/~ lee ~ finies existent; a fortiori C2~ est filtrant. 

Utilisant que tout faisceau F est limite inductive des faisceaux de 

la forme Y , et utilisant le fait que ~ commute aux limitee inductives, 

on conclut aisSment que IIhomomorphisme de foncteure (*) est bijectif, et 

donne donc la reprSsentation annoncSe. 

7.9.2. Remarquone 4galement que si _E est un topos, Y un objet de 

topoe  ore  'un fonote  fibre  our 

4quivaut ~ la donn4e d'un couple ( ~' I )' oG ~ est un fonoteur fibre 

pour _E , et ~ q (Y). Au foncteur fibre ~:E~ --> (Ene) on associe 

le couple (~,~), o~ ~ est le compos@ ZJ > ~o(Z) =$(ZxY), et o~ 

I ~ ?(Y) = ~(YxY) ee% l'~m-ge de l'unique @l~ment de ~ (Y) par le 

morphisme diagonal de YxY. 

7.9.3. Revenons maintenant au cas du site C = X4t , et soit 
--,.2 

~s X~t ---> (Ens) un foncteur fibre sum le topos @tale de X. 
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Consid4rant la restriction de V ~ la sous-cat4gorie pleine de X@t 

form~e des ouverts de ce topos, ou ce qui revient au mSme (6.1) des 

ouverts U de X, on trouve une application 

co~mmltant aux sup quelconques et aux inf finis. (On note que pour 

U ~(X) , ~(U) est vide ou r4duit ~ un point, et on prend ~o(U) = 0 

ou I suivant qu'on est dane llun ou IIautre oas), 

On volt facilement, grSee au fair que tout ferm4 irr4ductible de X a 

un point g4n4rique et un seul(*), que~oest d4fini ~ l'aide d'un unique 

x ~ X, par la condition 

%~o(U) ~ I 

i.e. 

sss x £~ , 

Soit F E Ob ~ , alors llimage de F dane le faisceau final X est 

un ouvert| et comme 

(F) -, ~(u) 

est surjectif, on volt que ~ (F) ~ ~ see ~(U) ~ ~, i.e. sss x ~U . 

Soit alors C/~ la cat@gorie des couples (X',~) oh X' ~ Ob X4t , st 

~ ~ (X') . On a signal@ dane 7.9. I que C~R est filtrante connexe. 

De plus, grEce ~ 7.9.2 et ~ ce qui pr4c~de appliqu@ ~ X' au lieu de X , 

si (X',~) 60b X@t , il lui est associ~ ununlque point x' ~ X' , tel 

que pour tun mcrphisme 4tale X" ~ X' , ~ est dane l'image de 

~o (X") --> ~ (X') sss x' est dane celle de X" . On conclut de ceci que 

le schema ~im des X' suivant la cat@gorie C des (X', ~ ) existe et 

est un localis4 strict Z de X , correspondant donc ~ un point g6om4trique 

et un foncteur fibre ~ . 

(*) i.e. X est sobre dane la terminologie de IV 4.2.1. L'assertion faite 
est un cas partieuller de IV 4.2.3. 
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Pour tout faisceau F , on a alors 

~(F) ~ l~, F(X') . 
c~ 

Compte tenu de ~.9.1 on en conclut que ~ est isomorphe 

oe qui ach~ve la d@monstration de 7.9. 

8. Deux suites spectrales pou r lee morphismes entiers 

P~oposition 8.1. Soient 

Pun faisceau ab@lien sur 

pr~faisceau sur (Sch)~ d~fini par 

~icF) (z) = ~±(z,F z) 
O~ F Z est l'image inverse de F su__~r 

s~ectrale (fonctorielle en F) 

~(x,~) ~ EP~ 

("suite spectrale de descente"). 

f : X --> Y unmorphisme entier surjectif, 

Y. Pour tout entier i, soit ~i(F) le 

P 

Z . Alors il existeune suite 

Bien entendu, le symbole HP(x/Y, @), pour un pr~faisceau G 
v 

sur (Sch)/y , d@signe le p.~me groupe de cohomologie de Cech relatif, 

d@fini ~ l'aide du complexe des cn(x~,G) = G(xn+I), o~ X m d@signe la 

puissance m.i~me dans (Sch)~ . Pour @tablir 8.1 , soit Pn: Xn+l >Y 

la projection, et posons 

A n ~xn+l) 

O~ Z_xn+I d@signe le faisceau cor~tant Z sur X n+l. Alors les A n sont 

les composantes d'un faisceau ab@lien simplicial sur Y , donc d'un 

complexe de faisceaux ab~liens A* sur Y. Notons qu'on a un homo- 

morphisme @vident 
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A ° > • 

Ceci poe~, on ale 

,Leone e .2 .  l~  complexe (A*) m n i  de l 'ho~omorphis~ (~0 e s t  une  r ~ s o l u -  

tion de ~ . Plus ~n6ralement pour tout f?isceau ab~lien F sur Y , 

A* @_ZF est une r~solution de F. 

D@monstration : 0npsut supposer Y affine, donc Y = Spec A, 

X = Spec B, oh B est une A alg~bre enti~re. On aura B = l i~ B i 
1 

o~ B i paroourt lee sous-alg~bres de type fini donc finies de B , d'oh 

X =~imX i , o~ X i = Spec B i . Utilisant VII 5.11 , on voit que is 

oomplexe augment@ A*(X~) est alors la limite inductive dee complexes 

augment~e A*(Xi~). Cela nous ram~ne au cas o~ f est fini. II suffit 

de prouver que pour tout point g~om~trique ~ de Y , le complexe 

est une r@solution de ~ , st le rests apr~s tensorisation par un F. 

Mais si ~ est la fibre de X. en ~ , il r~sulte de 5.5 que le 

complexe A*~ n'est autre que le complexe analogue A*(~ /y). Cela nous 

famine au cas oh Y est le spectre d'un corps s@parablement clos k. 

Utilisant 1.3 a) et b), on peut mSme supposer k alge~briquement clos, 

et X r@d~it, donc X de la forme ~ , o~ I estun ensemble fini. 

Mais alore le complexe A*~ F s'identifie au complexe de cochaines trivial 

de l'ensemble d'indices I h coefficient dane F~, done c'est bienune 

r~solution de F~ . 

Nous obte~ons donc, comme cor~quence de 8.2, une suite spec- 

trale 

et il reste ~ expliciter le terms initial. Or on a un homomorphisme 
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~r~nique 

* iF) , A n ~F ~ ~n. Pn 

et ce dernier est un isomorphisme, comme on voit encore par r~duction au 

cas f fini et passage aux fibres. Utilisant 5.5, on en conclut 

Hq(y,An@F) N Hq(Xn+l, p~ (F)) @ ~ q(F) (xn+l), 

ce qui donne bien le terme initial annonc~ dans 8.1. 

Remarque 8.5. a) Lorsque l'on se donne un recouvrement localement 

fini de Y par des er~embles fermds Yi ' et qu'on pose X = ~ ~ Yi 
i 

alors le morphisme canonique f : X -* Y est fini, et la suite spec- 

trale 8.1 a un terme initial qui s'explicite comme la cohomologie du 

oomplexe d4fini par los Hq(Y i .... i ' F~Yi ... i ), oG 
o p o p 

Yi e. ..ip = Yi o ~ """ ~ Y~. Ciest donc l& l'analogue de la suite spectrale 

de Leray pour un recouvrpment ferm~ localement fini dtun espace topolo- 

gique ordirmire (TF Chapitre II 5.2,4 ). Cette derni~re pout d'ailleurs se 

g~n4raliser ~galement en une suite speetrale relative ~ un morphiame "fini" 

i.e. propre & fibres finies, en proc4daut comme dams 8.1. 

b) On notera l'analogie de la suite spectrale de 8.1 

avecla suite spectrale de Leray d'un recouvrement (Xi) de Y (en 

lloceurrence par des X i 4tales sur Y); cette derni~re slobtiendrait 

formellement en 4orivant la suite spectrale 8.1 pour X = Ill X i • 

I1 est probable en fait que ces deux suites spectrales admettent une 

g4n~ralisation commune, qui serait valable chaque fois qulon aurait une 

famille de morphismes (X i --~ Y), qui soit "famille de descente effec- 

tive uuiverselle" pour la cat~gorie fibr4e des faisceaux 6tales sur un 
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schema de base variable (cf n ° 9 oi-dessous). La question analogue se 

pose d'ailleurs en topologie ordinaire, ~ propos d'une g4ndralisation commune 

des deux esp~ces de suites spectrales de Leray d'un recouvrement, suppos4 

soit ouvert, soit ferm4 localement fini (*). 

Proposition 8.4. Soient Y un sch4ma, ~ungroupe profini, (lq[i) i 

le systbme projectif des groupes quotients finis discrets de 11-, 

(Xi)i E I ttu systems projectif de revStements principsux de Y , d__ee 

groupes les ql-i, les homomorphismes de transition Xj ) X i 4tant 

com~tibles avec les homomorphismes 1~j ~ ~i sur les groupes 

d'op4rateurs, X --~X i (cf. VII 5.1 ), de sorte que le groups "rC 

op~re sur le Y-schema X, F un faisceau ab41ien sur Y. Alors on a 

une suite spectrale "de Hochschild-Serre" (fonctorielle en F) 

H*(Y,F) < ~q = HP( TF ,!i,m Hq(xi,FXi) ) , 

o~ FXi est. 1'image inverse de F su__r Xi, __et HP(IT, - ) d4s~ne 18, 

cohomologie galoisienne. 

Le terme EP2q 4crit iciest dgalement (par ddfinition de 

HP( TC, _ ) et transitivit4 des limites-inductives) isomorphe 

z~ --l.i~ ~P(~i, ~q(xi,Fx. ) ) , 
1 1 

oe qui nous montre qu' il suffit de trouver un systbme inductif de suites 

speetrales (ddpendant de l'indice i ) 

E*(Y, F )~ ~2P~ = ~P(~i, ~q(xi, Fx i) ) • 

Cela nous rambne ~ d~finir la suite spectrale dans le cas oG qV est fini. 

Alors f : X --~ Y est un morphisme couvrant dans Y4t' donc on peut 

(*) Depuis la r~daction de ces lignes, P.Deligne a fair une th~orie g~n~rale 
des "suites spectrales de descente", cf. ~. V A;~ 
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@crire la suite spectrale de Leray de ce morphisme. Compte tenu des iso- 

morphismes eanoniques : 

x ~ ~ x~o ~ , 

un ealcul bien cormu montre alors que pour tout pr~faisceau ~ sur 

X@t , transfor~nt somme en produits, C~(~/Y, ~ ) n'est autre que le 

eomplexe des cochaines homog~nes de G ~ coefficients dans ~(X), d'o~ 

la forms annonc@e pour le terme initial. 

Une variante de cette d~monstration, ~vitant tout calculp 

oonsiste h consid~rer E ~--->X x E comme un morphisme du site des 

~-ermembles finis dans le site @tale de Y, et ~ ~crire la suite 

spectrale de Leray de ce morphlsme. Er~fin, lorsque ~ est fini, 

on peut ~galement regarder la suite spectrale de Hochschild-Serre come 

@rant un cas particulier de 8.1 relativement au morphisme f : X --> Y . 

Corollaire 8.5. Su~posons Y quasi-compact et quasi-s~par~, alors la 

suite spectrale de 8.4 s'~crit 

H*(Y,F) ~ EP2q = HP(~ , Hq(X,Fx) ) . 

En effet, en vertu de VII 5.8 , on a alors des isomorphismes 

eanoniques 

1_~i Hq(xi' Fxi ) ~ ~q(x, ~x) • 

Coroll~Ire 8.6. Soient Y ~ sch@ma local hens~lien de point ferm@ y , 

F tm faisceau ab~lien sur Y , F O le faisceau induit sur Yo=Spec(k(y)). 

Alors les homomorphismes canoni~ues 
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~(~,F) ) ~(Yo,Fo) 

sont des isomorphis~es. 

Soit en effet ~ un point g4om4trique sur y , correspondant 

une clSture s4parable k(y) = k(~) de k(y); comme Y eet hens41ien, le 

localis4 strict X de Y en ~ est Is limite projective des rev@tements 

4tales galoisiens connexes y-ponctu~s X i , de sorte qu'on est sous les 

conditions d'application de 8.5. Come Hq(X, Fx) = 0 pour q> 0 en vertu 

de 4.7 , on en conclut des iscmorphismes 

oh 

~n(y,F ) ~_~n(~,FCx)) , 

est le "groupe de Galois" de X sur Y , isomorphe A celui de 

sur k = k(y) . On trouve de mSme (ou par 2.3 ) 

En(~o,F o) ~ H~V,Fo(Xo)) , 

oh X 
o 

o 

• (x) -* Fo(x o) 

= X~ Y---~ Spec (k(y)) . Or l'homomorphisme de restriction 

est un isomorphisme en vertu de 4.8 , d'oh r4sulte aussi- 

tSt la conclusion 8.6. 

9. D escente de faisceaux ~tales 

Le pr4sent num4ro ne servira plus dans la suite de ce S~minaire, 

et peut @ire cmie en premi~re lecture. 
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Proposition 9.1. Soit f : X' -@ X unmorphisme sur~ectif (resp. uni___- 

versellement submersif (SGA I IX 2.1)) de sch@mas . Alors le foncteur 

f* : X~t ~ X~t est fiddle et "conservatif" (cf. 3.6 ) (resp. 

induit un foncteur pleinement fiddle de la cat4gorie des faisceaux sur 

X4t dans la cat~orie des faisceaux sur X~t minis d'une donn4e de 

descente relativement ~ f : X' ---> X ). 

Le premier point r~sulte aussitSt de la transitivit4 des fonc- 

teurs fibres (5.4) et de (5.7), le deuxi~me (qui s'4nonoe aussi en di- 

sant que f est un morphisme de des cente relativement ~ la cat4gorie 

fibr~e des faisceaux 4tales sur des schemas variables), signifie aussi 

que pour deux faisceaux F , G sur Y , le diagramme naturel 

(*) Horn (F, G) ~ Hom (F',  G') --~ Horn (F", G") 

est exact, o~ F' et G' (resp. F" et G" ) sont les images inverses 

de F et G sur X' (resp. sur X" = X'×X X') . Premnt pour F le 

faisceau final, l'@nonc~ donne le 

Corollaire 9.2. Soit f : X I --@ X un morphisme universellement submer- 

sif. Alors pour tout faisceau F sur X , le diagramme 

~(x,F) ~ r ( x , , i ~ , ) ~  r(x",F") 

est exact, o~ X" = X' x X X' , et off F', F" sent les images inverses 

de F sur X' , X" . 

Nous prouverons 9.1 en utilieant le 

Lemme 9.3. Supposons f universellement submersif. 8oit F un 

faisceau sur X , d~signons par S(F) l'ensemble des sous-faisceaux de 
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X , et d@finissons de fa~on amlogue 

d'applicaCior~naturelles 

s(F) 

est exact. 

D@monstration. Le fait que 

aussitSt du fair que le foncteur f* 

S ( F ' )  , S (F" )  . Alors l e  diagramme 

S(F) --* S(F') est injectif r@sulte 

est corservatif! car si F. 
1 

( i - i, 2) sont deux sous-faisceaux de F tels que f*(F1) = f*(F 2) , 

a/ors les inclusions F 3 = F I ~ F 2 -@ F i (i = I, 2 ) sont des isomor- 

phismes, car elles deviennent telles apr~s application du foncteur f *, 

donc F 1 = F 2 . II reste ~ prouver que si G' est un sous-faisceau de 

F' tel que Pr1*(G' ) = pz~2(G' ) , alor~ G' est l'image inverse d'un 

sous-faisceau de F . Notons que l'on peut trouver un @pimorphisme 

F I --).F dane X6t , ou F I est repr@sentable par un schema 6tale 

sur X • Introduisons F 2 = P1 x ~ F 1 , e t  de ,.Sine F~ , F~ , F~ , F~ , 

f a i s c e a u x  ~onnant  l i e u  ~ un  diagTsmne dr ensembles 

s(F) , s(F,) s(F,) 

I) -+ s(F ) 

dams lequel les colonnes sont exactes, grace aux propri~t~s dtexactitude 

dane la oat6gorie des faisceaux sur X, X', X" respectivement. Un 

diagram-chasing standard montre alors que, pour prouver que la pr~ni~re 

ligne est exacte, il suffit de le prouver pour les lignes 2 et 3 • Or 

pour la ligne 2 cela r~sulte du fair que ~I est repr@sentable, X' -->X 
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universellememt submersif, et de SGA IX 2.3. D'autre part, F 2 est ~ga- 

lement repr@sentable, car c' est un sous~faisceau de F I x x F I qui est repre- 

sentable, et on applique 6. I. Doric la li~me 3 est aussi exacte, cqfd. 

Prouvons maint~ant 9.1 , i.e. que tout morphisme 

u'" F' --~ G', compatible avec les donn4es de descaute sur F~, G', u' 

provient d'un morphisme u: F --~ G . Soit H = F x G , dono H' = F' x G', 

H" = F" × G" , alors le graphe de u' est tun sous-faisceau r' de H' 

dont los deux images inverses sont @gales au graphe d'un m@me morphisme 

u" s F" --~ G" . Donc en vertu de 9.3. ~' provient dlun sous-faisceau 

de H . Je dis que P est le graphe d'un morphisme u : P--~ G , 

i.e. que le morphisme p : ~--~ F intuit par pr I est un isomorphisme : 

en effet, il devient un isomorphisme apr~s le changement de base X' --~ X, 

et on applique la ~rtie d~j~ prouv4e de 9.1. Le morphisme u : F > G 

r@pond alors ~ la question, cqfd. 

~@or~me 9.4. Soit f : X'--@X un morphlsme surjectif de schemas. 

On supposeque l'une des hypotheses suivantes est v~rifi4e: 

b) 

c) f 

a) x 

Alors 

gorie fibr4e 

variables, i.e. le foncteur 

f est entier. 

fest propre. 

est plat et localement de presentation finie (*). 

est discret (~°ex. le spectre d,un cor~s). 

f est un morphisme de descente effective pour la cat4- 

sur (Sch) des faisceaux 4tales sur des schemas 

f* induit une 4quivalence de la cat4gorie 

(*)  I1  e s t  p r o b a b l e  que c e t t e  deuxiAme h y p o t h A s e  e s t  en  f a i r  s u p e r f l u e .  

410 



- 45 - 

des faisceaux sur X avec la cat4gorie des faisoeaux sur 

d'une donn@e de descente relativement ~ f : X' --> X . 

9.4.1. Soit 

relativement 

par la formule 

VIII 

X I ~ ~mis 

F' un faisceau sur X', ~ d'une donn~e de descente 

f : X' --, X . On fl4finit alors un foncteur 

G~X ° 
4t ..... ~ (~) 

G(Y) = Ker (F'(Y') ~ F" (Y")) • 

On constate aussitSt que G est un faisceau pour la topologie 6tale, 

d'autre part on a tm homomorphisme canonique i~ectif G -9 f.(F') , 

d'o~ un homomorphisme f*(G) ~ F I , et ce dernier est @videmment compa- 

tible avec ]es donn~es de descente. I1 reste ~ examiner si cet homomor- 

phisme est un isomor0hisme. Noter que G est aussi d~finissable par 

1 'exactitude de 

G --*%(F') ~ g.(F") , 

h . donc pour tout changement de base Y ~ X .qui commute ~ la formation 

de f.(F') e_!t g.(F"), h*(G) = Gy" s'identifie au faisoeau "descenau" 

de F'y, par Y'--,Y , et bien entendu l'homomorphisme ~*(Gy) --~ (Fy)' 

eet celui d@duit de f*(G) --@ F' par cha~gement de base. Or supposons 

que le changement de base f : Y -- X' --, X commute ~ la formation de 

f,(F') e_~t g.(F"), et notons que oomme Y' = X' x x X' a une section sur 

y1 = X' , donc Y' --->Y est un morphisme de descente effective pour 

toute cat4gorie fibr4e, en particulier pour ~", il s'ensuit que 

~(Gy) ---~(Fy)' est un isomorphisme, done f*(G) --* F' devient ~u 

isomorphisme apr~s changement de base Y' = X' ×X Xt --> X I . Comme ce 

dernier a une section, f*(G)--> F' est un isomorphisme, donc la donn@e 
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de d e s c e n t e  env i sa~4e  s u r  Ft e s t  e f f e c t i v e .  

9.4.2. Ceci l~ouve le th4or~me 9.4 dans le oas a), grace ~ 5.6. 

Le eas b) r~sulte 4galemen~ du fair que si f est propre, alors f. 

commute ~ tout ohangemen% de base Y' ~.Y, (qui sera prouv@ dans un 

expos4 ult~rieur (Xll 5.1 (i))). 

9.4.3. Dans le cas c), la question 4rant locale sur X on peut sup- 

poser X affine~et qulil existe un schema affine X~ , de pr4sentation 

finie, quasi fini et fid~lement plat sur X , et un X-morphisme XI ---> X', 

ce qui nous famine au cas oR f est quasi-fini. Quitte h localiser encore 

sur X , au sens de la %opologie 4tale cette lois, on volt quail exis~era 

un ouvert X~ de X' %el que X~ --> X soit fini et surjectif, ce qui 

nous ram~ au cas o~ f est finl et surjeotif, d@jh trait4 dans a). 

9.4.4. Dans le eas d), on peut supposer (en se localisant sur X ) que 

x est r~duit ~ un seul point, et mSme compte tenu de I.I, qu'il est 

spectre dtun corps k. De plus, f est universellement ouvert (EGA IV 2.4.9) 

donc on est sous les conditions de 9.1, et le raisonnement de 9.4.1 sWappll - 

que encore, en prenant un changement de base avec Y = Spec k, o~ R=k(x), 

pour un x 6 X. M_ais alors il eat encore vrai que f. commute au changement 

de base Y ~ X, comme nous verrons ult~rieurement (XVI 1.4 et 1.5). 

Ceci ach~ve la d~monstration de 9.4. 
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