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- 1 - VII 

Dans le pr6sent expos~ et le suivant, nous d~veloppons les 

propri~t@s les plus ~l@mentaires relatives ~ la topologie et la cohomologie 

@tales. Les d6veloppements ~u present expos~ concernent certaines propri~t~s 

valables pour l'essentiel pour dlautres topologies tr~s diff~rentes, telle 

la "topologie fppf". Dans l'expos~ suivant seront d~velopp6e8 des propri@- 

t@s assez sp~ciales ~ la topologie @tale, tenant ~ la nature trAs parti- 

ouliAre des morphismes @tales. 

Nous suivons partiellement ici trois expos@s oraux de J.E. ROOS 

(qui n'avaient pu 8tre r~dig~s par lu~ no~mment dans la d@monstration, 

de VIII 6.3. 

Sauf mention expresse du contraire, il sera sous-entendu que les 

schemas envisages darts le present expos~ et les suivants sont ~l~ments 

de l'univers fix~ _.U . 

i. ~ toDoloaie ~tale 

I.i. Nous d~sigrerons par (Sch) la ~t@gorie des sch@mas (~l@ments 

de l'Univers fix@ U~. Rappelons qu'un morphisme f : X--,Y darts (Sch) 
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est dit ~tale s'il est localement de presentation finie, plat, et si pour 

tout y ~ Y, la fibre X est discrete, et ses anneaux lccaux sent des 
Y 

extensions finies s@parables de k(y). Ii revient au m~me de dire qu~ f 

est localement de presentation finie~ et que pour tout Y - 

qui est affine (au sons absolu) et pour tout sous-sch~ma 

un Ideal nilpotent, l'application 

Hom~ (Y' , X ) ---> Hem Z ( Y~ , X ) 

est bijective. Pour les propri4t~s les plus importantes de cette notion, 

je renvoie ~ EGA IV §§ 17 et 18, et en attendant ~ SGAII et IV. 

schema Y' 

Y~ d@fini par 

1.2. On appelle topolo~ie ~tale sur (Sch) la topologie engendr@e par 

la pr~topologie pour laquelle, pour tout X ~ (Sch), l'ensemble 
U. 

COy X est form~ des familles ( X i ~ > X)i E I (index~es par un 

I ~U), telies que les u i soient @tales et X =~ u i (Xi) (au sens 
i 

ensembliste). 

Ii est commode d'associer ~ tout 

(Sch)/x form~e des fl&ches 

"topologie induite" (~) 

encore "topologie ~tale sur 

X la sous-cat@gorie Et/x de 

X'--~X qui sent gtales. On la munira de la 

par la topologie ~tale de (Sch), (appel~e 

X") st on d~signera par X~t le site ainsi 

obtenu ("site 4tale" de X) (*)~otons que tout morphisme de Et/y est 
U. 

4tale(SGAl I 4.8), d'oG stensuit qu'une famille ( X[ - ~  X') i ~ I dans 

Xg t est oouvrante s± et seulement si elle est sur,jective i.e. 

U U i (X~) = X' . On voit aussitSt (cf. 3.1) que X4t est un R-site 
i 

done les rdsultats des 

Exp. I ~ VI sent applicables. Le topos X~t des U-faisceaux sur X~t est 

le topos ~tale de X. 

(*) Notons cependant qu'il serait preferable de d~signer par X. le topos 
~ deflnl par leslte ~tale de X Pour des raisons nratiques, nous nous 

en tlendrons dans ce Seminaire aux notations introduites ici (qui sent 
celles du s~minaire primitif). 
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1.3. Pour la suite, sauf mention expresse du contraire, toutes les no- 

tions topologiques que nous envisagerone dans Et/x ou (Sch), s'6ntendent 

au sens de la topologie ~tale. D'ailleurs, dans le langage et les notations, 

on ~erira courammsnt X au lieu de X~t ou Et/x . Ainsi, on appellera 

"faisceau sur X" (sous-entendu : pour la topologie ~tale) un faisceau 

sur le site X~t . On d@signera par X~t la cat@gorie de ces faisceaux, 

qui est un q$-topoe. Si F est un faisceau ab@lien sur X , on d~signera 

par Hi(x,F) ses groupes de cohomologie, qui seraient notes H~X~% ,F) dans 

Exp. V. 

1.4. 

image inverse 

Soit f : X ---> Y un morphisme de schemas. Alors le foncteur 

f* : yv ~__> y, Xy X 

induit un foncteur 

(*) 

qui commute aux 

couvrantes; c'est par suite un morphisme de sites 

fe t' >Y t ' 

induisant donc un foncteur sur la cat~gorie des faisceaux • 

~t ~ 
f. s X ~t -'-> Y @t 

finies et transforme familles couvrantes en familles 

f~ t  ( V ) ~ F of*~t 

par 

De plus f.~t admet un ad jo in t  ~ gauche 
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~t : Y~t ~ X~t 

prolongeant ~elui envisag4 dans (.) , et com-.,tan% aux lira quelconques 

et aux lira finies i.e. f ~t d4finit un morphisme de toD o~ 

f~t : X~t " ~ Y~t 
• Evidemment, pour un compos@ de deux morphisme de sch@mas 

X f g >Y ~Z 

on a des isemorphismes eanoniques 

(gf)~t ~ f~t g~t 

(gf)~t ~ g~t f~t 

(de sorte qu'on obtient un "pseudo-foncteur" (SGA I Vl 8)de la cat~gorie 

(Sch) darts la cat@gorie ( Top ) des topos ~ U' , o~ U' est le plus 

petit univers tel que U ~ U ! ; comparer IV ). 

d 1o0 

i.e. on a un isomorphisme 

1.5. 

de 

teurs Rif. 4t . seront donc simplement notes 

notations la suite spectrale de Leray pour 

F 

Notatiorm. Darts la suite nous @crirons souvent f* , f. an lieu 

~t f~% , f, . Si f t X -~ Y est un morphisme de schemas, les fono- 

Rif.. R~ppelons aveo ces 

f , et un faisoeau ab~lien 

H*(x,P) # q -  HP(Y, f.(r)). 

De m~ae si l'ona ~x morphismes f : X --~ Y et g : Y --> Z , on a une 

suite speotrale ~e Leray (suite speotrale de fonoteurs compos6s) 

t t * (g f ) .CF)  ~ ~ ' q  - l tPg.  ( It q ~ . ( F )  ) . 
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consid~rer 

canonique 

-5- 

~rsque f : X -~Y 

X comme obJet de 

est lui-m~me unmorphisme 6tale, on peut 

Y@% , et on a un i somorphiemede sites 

(Y t)/x 

VII 

Moyennant cet isomorphisme, le foncteur 

slidentifie au foncteur changement de base interne 

Et/y. I1 s 'ensuit que le foncteur 

f*: Y~t --~ X~t 

est alors isomorphe au foncteur " restriction ~ Y " 

FOix/Y 
o~ F est un faisceau sur Y~t ' et 

~vident (censistant ~ regarder un 

comme un schema ~tale sur Y par 

f ~t " Y' ~ ~ Y' Xy X de (.) 

dans la cat~gorie 

P 

~ -- X~t --~ Y~t est le foncteur 

schema @tale sur X, u : X' --~ X , 

fu : X' --~Y). 

1.7. questions d' Univers. On note~ que si X ~ ~ , alors X~t 

n'est pas ~l~men% de l'univers choisi U . Cependant, comme nous avons 

signal~, on volt facilement (3.1) que l'on peut trouver tune sous-cat4gorie 

pleine C de X4t, 4!4ment de U, satisfaisant aux conditions du "lamme 

de comparaison" (~) , de sorte que le foncteur restriction induise u~e 

~quivalence ~--~ X~ t. Ainsi, le topos ~tale est ~quivalent ~ un topos 

d%fini en termes d'un site C q U . En d'autres termes, X~t eet un U-site 

done ~n vertu de loc. cir. les r~sultats des Expos6s I A VI 

sont applicables Ace site. 
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2~ Exemples de faisceaux 

a) ~it F ~ Ob (Soh)/x 

posons 

un schema sur X , et pour tout X' sur X , 

(x,) = x (X',F) 

(Sch)o/X ---> (Ens) ainsi d@fini est un faisceau pour la Le f oncteur 

topologie @tale (et m~me pour la topologie plus fine fpqc @tudi~e dans 

SGA S IV). En d'autres termes la topologie ~tale sur (Sch) est moins fine 

que la topolegie canonique. C'est an effet, essentiellement, le contenu de 

SGAI VIII 5.1 (cf. aussi SGA3 IV 6.3.1 ). A fortiori, la restriction de 

ce faisceau ~ X@t est un faisceau. On le d@signera encore par F , 

lorsqu'aucune confusion n'est ~ craindre (*). Noter aussi que le foncteur 

ainsi obt~uu 

(*) 

commut e aux 

(Soh)/x > Xat 

lira finies (olest trivial). Cela implique par exemple que 

est un sch@ma en groupes (resp...) sur X , alors le faisceau lorsque F 

quill d@finit est unfaisceau en groupes (resp...). Notons que le foncteur 

Et/x ~ X~t induit par (*) n'est autre que le foncteur canonique, asso- 

oiaut ~ tout X' ~- Ob X@t le foncteur sur X@t qu'il repr@sente. C'est 

donc un iscmorphisme de la cat@gorie Et/x sur une sous-cat~gorie pleine 

du topos @tale X@t , par laquelle nous identifions g@n~ralement un 

X ~ Ob X@t au faisceau correspondant, qui sera not~ X cu simpl~ment X. 

Evidemment on aura H'(X,F) = HOm(soh)/x(X,F) 

Donnons @galement une interpr@tat~on de HI(X,F) lorsque F est un 

pr@sch@ma en groupes sur X (commutatif si l'on veut, de sorte que la 

(*) Mais on fera attention que si X # ~, le foncteur ~ qui a F E 0b(Sch)/x 
associe le faisceau correspondant ~(F) n'est pas pleinement fiddle, ni 
m~me fiddle, et qu'on ne peut r~constituer F (mod. isom.) connaissant 
~(F). Par exemple; si S = Spec k, k corps slg. clos, la connaissance de 
~(F) @quivaut ~ celle de l'ensemble sous-jacent ~ F seulement (en vertu 
de VIII 2.4). Comparer IV 
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d4finition de HI(x,F) rel~ve de Exp. V ; pour le cas g4n4ral on pourra consulter 

la th~se de J. Giraud (*)). Alors des raisonnementsbien connus, quejeme4ispense 

de r4p4ter ici, montrent que H ~ (X~F) est canoniquement isomorphe au groupe 

des classes (mod. isomorphisme) de faisoeaux d'ensembles sur X4t prinoipaux 

homog~nes sous F(~W~).Lorsque F est affine sur X , alors SGA 1 VIII 2.1 

implique (toujours par des arguments standards, cf. th~se~e~Giraud) que 

H I (X,F) est aussi le groupe des classes de sch4mas P sur X ~ sur les- 

quels F op~re ~ droite et qui sont "fibr4s principaux homog~nes sur X 

au sens de la topologie ~tale" i. e. looalement triviaux dans le sens de la 

topologie 4tale (***). 

Remarques 2.1. On fera attention que si l'on d~signe~ pour tout soh4ma 

Z sur X, par ~X (Z) le faiseeau associ~ sur X4t , et si f : Y ~. X 

est un morphisme de sch4ma, on a un homomorphisme 4vident (fonctoriel 

en Z) 

(.) ~(%(Z)) --* %(Zy) , ~ = ZXXY , 

i.e. tun homomorphisme 4vident 

~X (Z) > f.C~y(~)) , 

savoir l'homomorphisme fonotoriel en X' ~ 0b X4t 

Hot (X', Z) ) Ho 5 (X'y, ~) . 

Mais on fera attention qu'en ~n4ral (.) n'est pas tun isomorphisme, 

i.e. la formation du faisceau 4ta~e as sooi4 ~un ........ soh4ma relatif ne 

commute ;as aux foncteurs images inverses. Cependant (*) est un iso- 

morphlsme dans le cas particulier oh Z est 4tale sur X 

(*) 

(~) ou F-torseurs dans la terminologie de loc.cit. 

(***) ou F-torseurs repr4sentables dans la terminologie maintenant revue. 

348 



- 8 - VII 

De re@me, le foncteur 

~X : Sch/x ) X~t 

n'est ~S fiddle si X ~ ~ (*); cependant sa restriction ~ X4t , qui n'est 

autre que le foncteur canonique X~t --, X4t , est pleinement fiddle, car en 

vertu de a) la topologie de X4t est moins fine que sa topologie cano- 

ni~ue 6 

b) Notons que (.) commute 4galement aux sommes directes index@es par les 

I ~U , comme on v4rifie facilement. En particulier, si pour tout ensemble 

I, on d4signs par ~ le X sch4ma constant d4fini par I (SGA31 1.8 ), 

somme directe de I copies de X, alors le faisceau associ4 ntest autre 

que le faisceau constant IX~ t~ (somme directe de I copies du faisceau 

final sur X4% ). Comme le foncteur I ~ I x commute 4galement aux lim 

finies, on volt qu'il transforms groupe en groupe, groupe commutatif en 

groupe commutatif etc... Si G est un groups commutatif ordinaire, on 

simplement Hi(X,G) au lieu de Hi(X,Gx). Supposons, par exemple, 4crira 

que G soit un groupe fini~ alors G X est fini donc affine sur X, donc 

en utilieant la remarque finale de a) on obtient une interpr4~tion de 

H I (X,G) comme l'ersemble des classe s de rev@~ements ~rincipaux ~aloisiens 

de groups G (SGAIV2.7). Lorsque X est eonnexe et muni d'un point 

g4om~trique a, alors en termes du "groups fondamental" ~(X,a) (SGA i V 7) 

on obtient l' i somorphisme canonique 

(**) HICX,G) ~ Horn C I~ICx, a), G), 

(o~ on a suppos4 G commutatif). 

On peut dire quVen passant de la cohomo]ogie de Zariski ~ la topologie 

4tale 9 "on a fait ce qu' il fallait" pour obtenir "le bon" H I (qui figure 

(*) Cf. pour ceci la note au bas de la page 6. 
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au 2~me membre de (*))pour un grouse de coefficients constant fini G. C'est un 

fair remarqt~b!e ~ ~ui sera d@montr@ par la suite de oe s@minaire~ que cela 

suffit @galement pour trouver lee "bons" Hi(X,G) pour tout groupe de 

coefficients de torsion (dumoins si G est premier aux caract@ristiQue~ 

r@siduelles de X ). 

e) Soit F un Ox-MOdule sur X, au sens de la topologie de Zariski. 

Alors (avec les notations de SGA 3I 4.6 ) on d@finit un foncteur 

O , (Soh)/x (Ens) 

p a r  

F%ox_OX,) . 

Ce foncteur est encore un faisceau pour la topologie @tale (et m~me pour la 

topologie fpqc) comme il r@sulte encore deSGAIVIII 1.6 et 8GA3 IV 6.3.1. 

A fortiori~la restriction de W(F) ~ X@t est encore un faisceau, qulon 

notera encore W(F). Par d@finition on aura donc H°(X,W(F)) = I ~ (F) = H°(X,F). 

Nais on a mieux ei F est quasi-coherent, cf.4.3. 

3. G@n~rateurs du Topos @tale. Cohomologie d'une ~ de faisceaux 

Proposition 3.1. Soient X u__nn Sch@ma, C une sous-cat@gorie pleine 

de X@t , telle que pour tout X' @tale sur X qui est affine, C contienne 

un objet isomorphe k X' . Alors C est une "famille de g~n@rateurs 

topologiques" du site X~t donc une fsmille de g@n@rateurs 

du topos X@t , et le foncteur restriction X~t ~ C est une 

fiquivalence de categories (off C es~ muni de la topologie induite par 

eelle de X@t ). 
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Trivial ~ l'aide du "lemme de comparaison" 

Corollaire 5.2. Supposons que X soit quasi s4par@. Appelons site 4tale 

restreint de X la soUs-cat4gorie pleir~e C de X4t form4e des sch4mas 

6tales sur X qul sont de pr4sentation finie sur X, munie de la topologie 

induite par X@t . Alors : 

(i) C est stable par produits fibr4s, etest un site de type fini 

si X est quasi-compact. 

(ii) Le foncteur restriction X@t --@ C est une @quiva!ence de cat4gories. 

L'assertion (i) est triviale, et (ii) r4sulte de 5.1 car C 

satisfait A la condition de 3.1 grace au fait que X est quasi-s4par4, 

qui implique que si X' est q~si-compact, par exemple affine, il est 

quasi-compact sur X (EGA IV 1.2.4 , oh on fair Z = Spec ~K), donc de 

pr4se~tation finie sur X si X' est localement de type fini sur X. 

Proposition 3.3. 8upposons X quasi-compact et q~si-s@par~. A!ors les 

foncteurs Hq(X@t , F) sur la cat~gorie des faisc eaux ab@liens sur X~t 

commutent aux~ !i~. 

En effet, on peut remplacer X@t par C en vertu de 3.2 (ii), 

or comme X est quasi-compact on a X ~ Ob C, et la conclusion r@sulte de 

3.2 ( i )  et VI § 6 1.2 (5). 

4. Com~araison a~c d'autres topologies 

4.O. Tout dlabord notons que les exemples de faisceaux sur X6t 

corsid@r@s au N ° 2 sont en fait de fagon naturelle des restrictions de 
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faisceaux d4finis sur 

topologie fpqc). Soit de fa~on g~n@rale 

u*, x4t > (Soh)/x 
le foncteur d'inclusion, qui est continu ( 

donc d4finit un morphisme de sites 

u : (Sch)/x > X~t , 

d'o~ un foncteur 
u. : SCh/x > X~t 

sur les cat4gories de falsceaux associ4es : 

u.(F) --. Fou , 

et un fonct~r adjoint A ~uche (I) de ce dernier 

, t so /x 

(Sch)/X muni de sa topologie 4tale (ou mSme de la 

) et commute aux ~im finies, 

Ceci pos4 s 

Proposition 4.1. (i) Le fon~teur u* est pleinement fiddle, donc pour 

tout faisceau G ~r x4 t , llh°m°m°rp hisme canonique G ~ >u.u*(G) est 

un is omorphisme. 

(ii) Soient G (rssp. F) un faisceau ab41ien sur X4t 

(resp. (Sch)/x). Alors les homomorphismes canoniques (d4finis par ex~nple 

comme edge-homomorphlsmes de la suite s~ectrale de Lera~r suivauts 

(I) En route rigueur, comme (Sch)]y est une ~-~t4gorie mais pas un 
IL-site on re ~ht invoquer III pour l'existence de u ~ , 
Cependant, on construit facilement u* par 

u*(F)(X')  = (px , )~ t (F) (X, )  (X' ~ Ob SOb/x) , 

o~ PX' d4signe le morphisme structural X' --> X. D'autre part, pour 
donner un sens ~ 4.1 (ii) et justifier la d4monstration indiqu~e de 
4.1 , il y a lieu d'introduire un univers ~ tel que QL ~ 7y, et de 
ooreid4rer les faisceaux intervenant darts les formules 4.1 (i) comme 
des faisceaux ~ valeurs dans ~-(Ens). On peut aussi, si on ne veut tra- 
vailler qu'avec des U-sites, remplacer (Sch)/x par une sous-cat4gorie 
pleine (Sch). x stable par lim finies, contenhnt C de 3.1, et qui soit 
U-petitel / 
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sont des isomorphismes 

H*(X~t,Fou) ~---~*((S~)/X, F) 

H*(X~t,G) u ~.~ ~*((Soh)/X, ~*(G)) . 

En effet, Is foncteur u est un comorphisme et on 

pout alors appliquer (I~ 

Ainsi, (i) montre que pour l'4tude de la cohomologie des 

faieceaux, il est essentiellement 4quivalent de travailler avec le "petit" 

site 4%ale X4t , ou le "gros" site 4tale (Soh)/x. 

4.2. D'autre part, il y a lieu d'introduire dans (Sch) (donc dans les 

(Sch)/x) diverses aUtTeS topologies que la topologie 4tale, dont les plus 

utiles sont d4finies dans SGA 3 IV 6°3. La plus grossi~re parmi cos derni~res 

est la topologie de Zariski (Zar), d4finie par la pr4topologie o~ les familles 

oouvrantes sont les familles surjectives d'immersioD~ ouvertes~ elle est 

moins fine que la topologie 4tale. La plus fine de ces topologies est la 

topologie "fid~lement plate quasi-compaote", en abr4g4 (fpqc), qui est la 

moins fine des topologies pour lesquelles les familles couvrantes an sons 

de Zariski, ainsi que los morphismes fid~lement plats quasi-compacts, sont 

oouvrants; la topologie fpqc est plus fine que la topologie 4tale. Comme 

nous l'avons d@jK remarqu4~les divers exemples de faisceaux sur (Sch)/X 

envisag@s au N ° 2 eont ell fait d4j~ des faisceaux pour la topologie fpqc. 

4.2.1. 

sur (Sob)/x 

envisag4e dans 

topolo~ e fpqc 

On fera attention cependant que pour un faisceau ab41ien 

pour la topologie (fpqc), (ou une topologi%telle fppf 

SGA 3 , los groupes de cohomologie de F pour la 

(resp .... ) ne sont pas ~ouJours isomorphes aux groupes de 
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cohomologie pour la topologie 4tale, et ceci mSme si X est le spectre 

dlun corps k , et F est repr4sen%able par tun groupe alg6brique sur k , 

mSme en ce qui ooncerne le H I . De fagon g4r~rale, on peut montrer que 

la topologie 4%ale donne les "bone" groupes de cohomologie pour les groupes 

de coefficients qui son% des sch4mas en g~oupes 4%ales, ou plus g4n4r~lemen% 

lisses, s~rX(*),mais il n'en est plus de m@me pour des sch4mas en groupes 

tels que les groupes radiciels sur S , pour lesquels il y a lieu de rein- 

placer la topologie 4tale, encore trop grossiAre, par Is topologie fpqo, 

ou fppf. 

4.2.2. Comae exemple des relations entre les eohomologies relatives 

des topologies diff4rentes, signalone ici le cas des topologies de Zariski 

et de la topologie 4tale. Nous d4signerons par XZa r le site des ouverts 

de Zariski de X, de sorte qu'on a tun foncteur d,inclusion canonique 

u~ ~ar ~ ~ X4t 

qui d~finit un morphisme de sites 

u : X~t > Xza r , 

d'o~ des foncteurs correspondants ima~e directe 

f.: X~t --'~ XZa r (f.(F) = Fou) , 

et image inverse 

: Xza r , 

&djoints l'un de l'autre; g6om4triqt~ment, il y a lieu d'in%erpr4ter le 

couple (f. , f*) comme un morphisme de topos 

f :'X4t - ) XZa r • 

On en d4duit un homomorphisme de foncteurs cohomologiques 

H* (XZ= , Q(F)) -~ H*(X4t,F) 

(*) Cf. A. Grothendieck, Le groups de Brauer III, th. ii.7, in "Dix exposes 
sur la topologie des sch4rRas, North Holland Pub. Cie. 
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et une suite spectrale de Leray 

H*(X~t,F)  ( ~P(Xzar,R~ f . ( F ) )  , 

o~ F est un faisceau abglien sur X4t. Cette suite spectrale r4sume lee 

relations g4n@rales entre cohomologie 6tale et cohomologie de Zariski. 

Bien entendu, pour des faisoeaux de coefficients F tel que des faisceaux 

de coefficients constants, cette suite spectrale en g~n4ral est loin d'@tre 

trlviale, i.e. en g@n~ral on aura Rqf.(F) ~ 0 (prendre notamment le cas 

oG X est le spectre dtun corps). Cependant : 

Proposition 4.3. Soit F un faisceau de modules variable sur le 

pr~sch4ma X (faisceau au sens de la topologie de Zariski), d'oG un faisceau 

F4t sur X~t (of. 2, c) et un homomorphisme de foncteurs cohomologiques 

H*(X,F) --4 ~*(X~t, r6t) 

Lorsque F est quasi-coherent, l'homomorphisme pr~c4dent est un isomorphisme. 

En effet, le premier membre n'est autre que H*(~ar , f,(l~t) ), 

et avec lee notations pr4c~dentes, il suffit de prouver qu'on a 

Rq'f,(F) =0  pour q > 0 . 

Cela r4sulte aussitSt, grace au proc4d~ de calcul des R q £. 

et grace au fair que lee ouverts affines forment une base de la topologie 

de X , du 

Corollaire 4.4. Si X est affine, on a 

H q (X4t , F4t) = 0 pour 

Pour le voir, soient C = X4t , C' 

form@e des X, affines, alors en vertu de 5.1 

~rq (c,r~t)  ~ Hq (C',F I C') . 

q> O. 

la sous-cat4gorie pleine 

o n  a u r a  
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II suffit donc de prouver que F i C' est C'-acyclique I¢ ¢,e I ou 

encore satisfait la condition dL V @~ i.e. que pour tout X' ~ Ob C' 

et toute famille couvrante R = (X i -4 X')i darts C' , on a 

H q ~, F) -- 0 pour q ~ 0 . Or on peut supposer (Xi) i fini, puis, quitte 

remplacer les X' par lettr somme, que la famille couvrante consiste an 

un morphi~ X~ -~ X' qui est couvrant, i.e. (~tale et) surjectif. Done 

on est ramen~ ~ prouver que si f : X -4 Y est un morphisme ~tale sur- 

jectif de schema affines et F un module quasi-coherent sur X, al0rs 

( * )  H q ( x / Y , F )  = 0 p o u r  q 5" 0 . 

Or ceci est d~montr~ dans TDTE I, B, I. I, (dans FGA, el. r~f [4] de IX). 

Remarques 4.5. En fair, par loc. cir., pour avoir (,) il suffit que 

X --~ Y soit surjectif, et plat (au lieu de ~tale). Cela permet de montrer 

par la d~monstration pr~c~dente, qu'on a encore des isomorphismes analogues 

celui de 3.3 , en y remplagant le site ~tale X~t par (Sch)/x, muni 

dlune quelconque des topologies plus fines que celle de Zariski envisag6es 

&ans SGA 3IV 6.3 , par exe~ple la topologie fpqc. 

5. Cohomologie d'une limite pro~ective de schemas 

5.1. Soit I un ensemble pr6ordonn~ filtrant croissant, 

un s~st&me projectif de schemas, les morphismes de transition 

u i • Xi---~X j (i ~j) ~tant affines. R~ppelons (EGA IV 8...) que sous 
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oes conditions, la limite projective 

X = lira X i 

existe dans la cat4gorie des sc.h4mas, (et mSme dans la cat~gorie des 

espaces annel@s en anueaux locaux) et peut se construire ainsi : 

on choisit io e I , de sorte que pour 

(mAII 1.2 et 1 .5  ) 

X i = Speo A i , 

oh ~ est une Alg~bre quasi-coh4rente sur X i ~ les ~ (i~ i o) for,ant 

donc un syst~me inductif de telles Alg~bres. Posant 

± 

on peut l~endre 

i >Ii o ~ on a un Xio - isomorphisme 

X = Spec A . 

D'ailleurs, d4sigl~ant par esp S l'espace topologique sous-jacent ~ un 

sch@ma S , on montre (~A IV 8...) que l'application canonique 

esp x -. e,p (X i) 

est un hom@omorphism e et que It homomorphisme canonlque de faisceaux 

d t anneaux 

i 
: X ~-X i est l'application continue canonique. est biJectif ~ o~ Vi 

5.2. De fagon imag4e, on peut r4sumer le cont~u de ~A IV 8,9 en 

disant que, lorsque Xio est quasi-compact et qua.si-s4par@, alors "route 

donn~e de nature sch4~tique sur X , de pr@sentation finie sur X ", est 
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4quivalente ~ une donn4e de mSme nature sur un des 

grand". Ainsi, on prouve (~A IV 8...) , 

a) sl i I ~ Iet si Xll , X~il sont deux 

sur Xil, elors posant pour tout i ~ i I 

X~ = X~ ×xilXi ' X' =X'i l×xilX , 

et d4finissant de mSme 

x~x~ 

est bijeCtive. 

X i , "pour i assez 

VII 

sch4mas de pr4sentation finie 

X i'' , X" , l'application canonique 

(x I , x~) -~Ho~ x (x,, x) 

b) Pour tout sch4ma X' de pr@sentation finie sur X , il existe un 

indice i I 6 I , un sch4ma XlI de pr~sentationfinie sur Xil , et 

un X-isomorphisme 

X' ~ Xl1 XxilX . 

5.5. On peut exprimer le r@sultat pr4c@dent, et les r4sultats de 

nature analogue contenus dans EGA IV 8, dans le langage des Lim de ) 

cat@gories fibr@es introduit dans VI. Pour ceci, consid@rons la cat4gorie 

T des morphismes f : T --}~ de pr4sentation finie de sch@mas, et le 

"fonot eur but" 

: -~ :'.. ( sob)  , 

qui est 4videmment un foncteur fibran_~t, les cat4gories fibres ~tant d'ail- 

leurs 4qulvalentes ~ des cat4gories ~-petites Consid4rons 

l Vim age inverse de la oat@gorie fibr@e ~ / ( S c h )  par le fonoteur 
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iF >x i: ~t (I)  ~ (Sch) 

(0~ cat(I) est la cat4gorie assooi4e ~ ! , avee Hom(i,j)% ~ si et 

seulemsnt si i >i J), d'oh une cat4gorie fibr4e 

, 

dont la fibre en chaque i ~ I est canoniquement isomorphe ~ la sous- 

cat4gorie pleine ~X. de (Sch)/x i" form4e des sch4mas de pr@sentation 
I 

finie sur X i , le morphisme de changement de base ~i-- ~ ~j relatif 

J >j i n'4tant autre que X.~ g--~X~ = X~ ×Xi Xj . Ceci pos@, assooiant 

tout XI de pr4sentation finie sur X i son image inverse sur X 

c~(x I) -- x, × x 
I X i 

on trouve un fonoteur naturel 

'~' ~ ~ ~ ' x ,  ' 

qui transforme 4videmment morphisme cart~sien de ~ 

done par d4finition 

en isomorphisme, 

se factorise de fagon unique par un 

f onoteur canonique 

' 

Oompte tenu de la description du premier membre~ le r~sul%at 

de EGA IV 8 rappel~ plus haut peu% s'6nonoer alors en disan% que (*) 

est une ~quivalence de cat46ories. 

5.4. LV4nonc@ a) de 5.2. ci-dessu~ leut se pr4ciser de diverses 

fagons, en introduisant quelque ensemble (~) de morphismes de sch4mas, 

stable par changement de base, et en @nonqant que pour un Xil -morphisme 
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donn~ ui1: X~ --+ Xi~1 , le morphisme oorrespendant u' s X' ~ X" 

est E (~.~) si et seulement si il existe i ~ i I tel que le Xi-morphisme 

u i : X~ --~ X~ soit ~ (~. Li6nonc~ obtenu alibi est vrai par example 
1 

lorsque (J~) est l'un des ensembles de fl~ches suivants : morphismes 

propres (respectivement projectifs, resp. quasi projectifs, resp. affines, 

resp. quasi affines, resp. finis~ resp. quasi finis, resp. radiciels, 

resp. surjectifs, resp. plats, resp. lisses, resp. ~tales, resp. non 

ramifies). Le lecteur trouvera les ~nonc6s correspondants darts ~A IV 

par. 8 (pour les 9 premiers) par. ll (pour le cas plat) par. 17 (pour les 

trois derniers cas). 

5.5. Remplaqons alors ~--> (Sch) par la sous cat4gorie fibr4e 

form~e des morphismes 6tales de pr4sentation finie, dont la cat~gorie 

fibre ~S ' pour tout sch4~a S , n'est autre que la ~t~gorie des 

schemas 4tales de pr4sentation finie sur S , et formons de mSme la 

cat4gorie fibr~e ~ sur cat (I) ,dont la cat4gorie fibre en tout 

i 6 I est la cat4gorie ~X i . En vertu de 3.2 (ii),les topos ~tales 

, X~t sont aussi canoniquement 4quivalents ~ ~ ' ~X ,(oG tout 
i4t X i 

~S est muni de la topologie induite par S4t). De plus, par 3.2 (i)j 

est un site de type fini, d'ailleurs 4quivalent ~ un site chaque Xi 

Z-petit. Compte tenu des topologies sur les ~X i , ~ devient un site 

fibr4 sur cat(I) Ceci pos4, on peut 

~noncer le 

L emm~e 5.6. Le foncteur canonique 

Lira ~ ~> ----, ~ ~x 
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d4finit une 4quivalence, respectant les topologies, du site Lim 
) 

des sites 4tales restreints (3.2) des X i , avec le site 4tale 

restreint de X = 4~ _X i . 

Le fait quton obtient une 4quivalence de cat6gories est l'un 

des 4nonc4s rappel4s dans 5.4 (celui o~* (J~) est l'ensemble des mor- 

phismes 4tales dans (Sch)).L'assertion relative aux topologies s'obtient 

de mSme en prenant (J~) = ensenble des morphismes surjectifs dane (Sch). 

Le r4sultat pr4c4dent nous permet d'appliquer les r4sultats de 

la situation pr4sente. On trouve en particulier 

Th4or~me 5.7. Soit ~ = (Xi)i£ I un s~st~me pro~ectif de sch4mas, 

avec I ensemble pr4ordonn4 filtrant croissant. Supposons que les morphismes 

de transition uij: Xj ---~ X i eont affines (de sorte que le sch4ma 

X = lira X i est d4fini (5.1)), et que les X i sont quasi-com~cts st 

quasi-s4par4s. Consid4rons ie site fibr4 C/+ sur cat(l) explicit4 dans 

5.5 , dont la fibre ~i e__n_n i & I est canoniquement isomorphe au 

"site 4tale restreint" de X i (form@ des schemas ~tales de pr4sentation 

finie sur Xi). Soit F un faisceau ab41ien sur ~ (i.e. 

(3)) un foncteur ~o __, (Ab) dont la restriction F i K chaque ~i 

est un faisceau, i.e. un faisceau sur Xi). Soit Foo =@u~(Fi) l_ee 

faisceau induit cur X , oh u i : X ---> X i est le morphisme cauonique. Alors 

lea hcmomorphismee canoniques 

I~H~(Xi,Fi ) --~H~(X,F~) 
i 

i 

sont des isomorphismes. 
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Compte tenu de 5.6 , cela r4sulte de la conjonction de VI~.~ 

~)~ VI ~. ~- ~ On appliquera surtout 5.7 dens le cas 

particulier suivant, explicit4 4galement dans 

Corollaire 5.8. A~c les hypothAses et notations pr@c@dentes pour, 

(Xi)i~l, X, uij , u i , soit io~l , et soit F i un faisoeau ab~lien 
o 

sur Xio . Pour tout i >ii ° , soit Fi~ui i*(Fio ) ~  , soit de plus 

Foo = u~ (F i ). Sous ces conditions, lee homomorphismes canoniques 
o 

I~ Hn(Xi,Fi) .'. Hn(x,Fco ) 

i 

sont deB isomorphismes. 

Voici sependant un cas parfois utile qui rel~ve de 5.7 et non 

~e 5.8 : 

C orollaire 5.9. Avec lee hypothAees et notations de 5-7 pour 

(Xi)i~i,X,uij,u i , soit G i un sch4ma en groupes co~nutatifs !scar 
o 

lament de prdsentation finie sur X i (o~ i o ~ I est donn6). Pour tout 
o 

i >~i o , soit G i =G1o. Xxi X i , et solt de mSme Gco =GXxi X. Alors les 

o o 
homomorphiames canoniques 

llm, Hn(Xi,Gi ) --> Hn(X,Gco) 

i 

sont des isomorphismes. 

En effet, nous savons que Gio d4finit un faisceau sur (Sch)/xi 

o 
(of. 2 (a)), et supposant que i o est un plus petit objet pour I (ce 

, on trouve qui est loisible), d'oh un foncteur canonique -~(Soh)/x i 

o 
par composition un foncteur contravariant F sur ~ ~ dont la restriction 
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~ i est canoniquement isomorphe au faiseeau sur X i d4fini par G i . 

En particulier F est un faisceau sur ~ , et nous pouvons lui appliquer 

5.7. L'h~rpoth~se que @i est localement de pr4senta%ion finis sur X i 
o o 

sert ~ assurer que le faisceau Fco de 5.7 est isomorphe t par l'homo- 

morphlsme naturel Foe --, faisc(Ga~ ) , au faisceau faisc(Gco ) d4fini par 

Gee (comme il r4sulte sm effet aussitSt de B3A IV 8.8.2 (i) , en re- 

gardant les v~leurs des faisceaux envisag4s sur les objets du site ~tale 

restreint de G et appliquant 5.6 ). Cela ach~ve de prouver 5.9. oo 

Corollaire 5.10. Avec les hypotheses et notations de 5.7 op_q~ (Xi) i~l ~ 

X, uij,u i ,soit F unfaisceauen groupes commutatifs sur X , alors les 

homomorphismes canoniques 

limHn(xi,ui,(F)) ~ ~ Hn(Xt F) 

i 

sent des isomorphismes. 

Les 4nonc4s 5.7 ~ 5.10 se g@n@ralisent en des 4nonc4s cortes- 

pendants pour les Ext i de faisoeaux de Modules, grace ~ ¥~.~.~ , que 

nous nous dispensons de r4p6ter dans le cas particulier pr4sent. Nous 

allons par centre expliciter~ pour r~f4rences ult4rieures t les variantes 

de 5.8 et 5.9 en termes de fonoteurs Rnf 

Corollaire 5.11. Soient I un ensemble ,,,p, r 6 o r d o n n 4  filtrant c~oissant, 

(Xi)iq I et (Yi)iEi deux syst~mes proJectifs de sch4mas, ~ morphismes 

de trar~ition affines, X--~i~Xi , Y =~i~Yi , (fi)i~ I unsyst~me pro- 

jectif de morphismes fi : Xi > Yi quasi-compacts et quasi-s~par4s, 

i o~ I , Fie un faisoeau sur Xio . Pour tout i>/i o , soit F i l e 
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faisceau sur X i image inverse de F i . Soit de m~me f:X--* Y d4duit de 
O 

(fi) et F le faisceau sur X image inverse de F i . Sous ces conditions, 
o 

1 'homomorphisme can onique 

--.ira , RnQ(F) 
i 

est un isomorphisme (o~ u i • X --, X i est le morphisme canonique). 

On peut supposer que i o est un plus petit objet de I , et 

la question 4rant locale sur Yi , que Yi est affine, de sorts que 
o o 

les Yi et les X i sont quasi-compacts et quasi-s4par4s. On est alors 

sous leg conditions d'application de V| ~.~.3 (o~ on se famine 

5.8~ compte tenu du calcul des Rnf. comme faisceaux associ4s ~ des 

pl~faisceaux, On prouve de mSme : 

Corollaire 5.12. MSme 4nonc4 ~ue 5.1X , ~ce! a pros que maintenant F i 
O 

d4si~ne un sch4ma en gzoupes commutatifs localement de presentation 

finis sur X i , e t Fi,F ses images r4ciproques (au s~s du changement 
0 

de base pour les sch4ms). 

On fera attention que 5-9 (resp. 5.i2 ) n'est pas un cas par- 

tioulier de 5.8 (resp. 5.11 ), cf. 2 a) remarque 2.1. 

Corollaire 5.13. Avec les notations de 5.11 , soit F un faisceau en 

groupes ab41iens sur X . Alors les homomorphisme_s can0niques 

vi(  q.(ui.(F)) ) __, (F) 
i 

sont des isomorphismes, (o~ u i : X ---9 X i et vi : Y ~ Yi sont les 

homomorphismes canoniques). 

I~ d4monstration est essentiellement la mSme que pr~c4demment. 
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Remrques 5.14. a) Les r@sultats de passage ~ la limite pr@c~dents sont 

valables pour le H ° resp. les f. , pour des falsceeux dtensembles (au 

lieu de faisceaux ab@liens), et pour le H I resp. lee Rlf. pour des 

faisceaux de groupes (non n~cessairement commutatifs), - o~ les H I et 

Rlf, non coemutatifs sont d@finis comme d'habitude en termes de torseurs (ou 

flbr@s prlncipaux homog~nes) (cf. th~se de Giraud (*)). C~a peut se ~ifier directe- 

merit dens le contexte g~n~ral de II est cer- 

taine~ent possible (et sans doute utile) de donner @galement une variante 

pour lee H 2 non cowmutatifs de "liens", ~tudi@s par Gireud. 

b) Les r~sul~ts de passage ~ la limite pour les sites 

fibres d~velopp~e dens VI supposaient seule~ent que le ca~gorie base 

@tait une cat~gorie filtrante sans qu'il ait ~t@ n~cessaire 

de supposer qu'elle soit a~soci@e ~ unensemble pr~ordonn~ filtrent. 

Le cas d'une cat~gorie d'indices filtrante arbitraire est @galement le ca- 

dre naturel pour les @nonces d@velopp~s dens le present n °. Si nous nous 

sc~mes places dems un cadre trop restrictif, cela ~tait pour pouvoir donner 

des r~f~remces correc~es ~ EGA IV , o~ l'on suppose ~lencontreusement 

dens lee questions de passage ~ la limite (~ partir du per. 8) que la 

cat~gorie d'indices est d~finie en termes d'un ensemble pr~ordonn~ filtrant. 

Nous admettrons cependant par la suite que tousles r~sultats utilis@s de 

EGA IV sOnt valables pour des categories d'indices filtrantes quelconques, 

(les d~monstrations donn~es daus loo. cir. ~tant valables, essentiellement 

sans changement, dans ce cas plus g~n~ral). Aussi, nous utiliserone ~gale- 

ment sans autre commentaire les r~sultats du pr@sent n ° dans le cas oG I 

est remplac@ par une cat~gorie d'indices filtrante erbitraire. 

(*) cit~e p.7, note de bas de page (*). 

365 


