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INTRODUCTION 

I. Soit X un espace topologique et h = (Ui)i61 un recouvrement de X , que 

l'on suppose solt ouvert, soit ferm~ et localement fini. Si ~ est un faisceau 

ab41ien sur X , la suite spectrale de Leray : 

(i.I) HP(U,~q(~)) ~ H*(X,~) 

d4finie par h [[5] II (5.2.4) et (5.4.1)] peut se d~crire de la fa~on suivante : 

Le recouvrement h d~finit une r~solution "C~chlste" Cw(h,~), fonc- 

torielle en ~ (ibid (5.2.1)). D'autre part, on dispose, pour tout ~ d'une 

r~solution "flasque canonique", C*(~), fonctorielle en ~ (ibid (4.3)). Avec 

ces notations, la suite spectrale (i.i) s'obtient, dans le cas o~ h est ouvert, 

partir du complexe double 

(1.2) F(x,c*(u,C*(~))) 

Dans le cas o~ h est ferm4 et localement fini, on consld~re le complexe double 

(1.3) F(X,C*(C*(h,~))) 

2. Cherchons une description unifi4e de ces doubles complexes. D4signons par X 
O 

l'espace topologique somme disjointe des U. et par X (n~O) 
z n 

it~r~ (n+l) l~me de X avec lui-m~me au-dessus de X : 
O 

le produit fibr§ 

n 

(2.1) x o I I  u i n...nUi = I I  n 
n i ...i E1 o n o6Hom([n],l) o Uo(i) 

o n 

Les X n forment un syst~me simplicial d'espaces topologiques~ et si Jn ddsigne 

la projection de X sur X , on a 
n 

(2.2) cn(~'~) = Jn~ J~ (~) 

Notons que la formation des r~solutions flasques canoniques commmte 
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Is restriction a un ouvert et ~ l'image directe par une immersion ferm~e. D~s lots : 

a) si h est ouvert 

• P ~) (2.3) cq(u, cn(~)) = 3q~ J~ cP(~) = Jq~ C (jq 

b) si ~ est ferm~ et localement fini 

(2.4) CP(Cq(U, s)) = cP(Jq~Jq ~) = Jq~ cP(J_ ~s S) 

Ainsi, pour obtenir une description unifi~e de (1.2) et (1.3), on voit qu'il suffit 

de prendre la r~solution "flasque canonique" de J~(~) sur Xq pour tout q , 

puis d'appliquer le foncteur jq@ ~ cette r~solution. 

3. 

topologiques au-dessus de 

(3.1) ~o 

La description pr~c~dente garde un sens pour tout syst~me simplicial d'espaces 

X: 

> Top/X 

[n] > x 
n 

non n~cessairement de la forme (2.1). Toutefois le double complexe, coaugment~ 

par 

(3.2) > (Jq# cP(J~(~)))p,q 

ne d~finira pas en g~n~ral une r~solutio~ de ~ . 

Ce travail est consacr~ ~ la recherche de conditions suffisantes pour 

que (3.2) d~finisse une r~solution de ~ . Dans ce cas, la suite spectrale (i.i) 

se g~n~ralise en une suite spectrale 

(3.3) ~P(Hq(Xp,J~(~)))======~ HP+q(X,~) 

dite "suite spectrale de descente". 
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Dans le cas de "coefficients constant", des suites spectrales analogues 

ont ~t~ obtenues par Segal (cf [8]), par d'autres m~thodes et pour d'autres "theories 

cohomologiques", telles que la K-th~orle. Segal se place dans la cat~gorle des C.W. 

complexes : il utilise un foncteur "r~alisation g~om~trlque" qui, ~ un complexe 

semi-simpliclal d'espaces topologiques, sssocle un nouvel espace topologique ; 

ce nouvel espace dolt se comparer au topos associ~ ~ un topos simplicial 

[cf. (1.2.12)3. 

4. Au paragraphe 5, nous illustrons les crit~res obtenus en construisant pour 

tout espace analytique X sur ~ , via la r~solution des singularlt~s, un 

systAme simpliclal d'espaces analytlques non singuliers au-dessus de X , 

tel qne 

contient 

(3.2) d~finisse une r~solution de 

>X 
n 

. Si l'on prend pour ~ le faisceau 

, on obtient en particulier une suite spec~rale 

(4.1) Hq(Xp, ~) ~ HP+q(x, C) 

qui exprime la cohomologie complexe de X en terme de la cohomologie complexe 

d'espaces analytiques non singuliers. De plus, si X est projectif, on peut supposer 

que tousles Xp sont projectifs : c'est I~ l'ingr~dient essentiel qui permet 

d'obtenir une esp~ce de "th~orie de Hodge" pour X (cf. [2]). 

5. Les constructions qui precedent s'~tendent telles quelles lorsqu'on remplace 

le faisceau ~ par un complexe born~ inf~rieurement de faisceaux. Elles conduisent 

des techniques de "loealisation" dans les categories d~riv~es : 

On salt que pour X donn~ par (2.1), la fl~che 
O 

J~ : Db(x) ~ Db(Xo ) 

n'est pas fiddle en g~n~ral ; on montrera qu'une donn~e plus precise que celle de 
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j~(K') (pour K" 6 D+(X)), faisant intervenir les X n , permet parfois de recons- 

tituer le complexe K" 

Les ~nonc~s obtenus seront utilis~s dans l'appendice de l'expos~ XVII 

pour ~tendre la d~flnition du foncteur ~ f! ( f morphisme s~par~ de type fini 

entre schemas) au cas o~ f n'est pas suppos~ compactifiable. 

Dans cette application, il n'est pss possible de ne consid~rer que des 

espaces topologiques remplac~s ici par des sites ~tales de schemas. D'autre part, 

pour mener ~ bien les d~monstrations~ il sera n~cessaire de consid~rer aussi bien 

des syt~mes simpliciaux d'espaces que des syst~mes multi-simpllclaux. Ceci explique, 

justifie ou excuse le degr~ d'hyperg~n~ralit~ dont on partira. 

1.  Pr~liminaires 

(I.I) Notations 

(i.i.I) Dans tout ce qui suit, ~ est univers tel que 

consid~r~s seront des h-topos. 

Soient T et T' deux topos : un morphisme 

la donn~e d'un couple de foncteurs ~ : T > T' et 

adjonction Ho~r,(.,~. ) _ N> HOmT(~..,.), tel que 

(i.e. preserve les limites projectives finies). 

E h : tou s les topos 

: T ~ T' consiste en 

~ : T' > T , muni d'une 

~ soit exact ~ gauche 

Soient (T,~ T) et (T',~T,) deux topos annel~s : un morphisme de (T,~ T) 

dans (T',~T,) est un couple (cp,@) o~ ~p : T ----> T' est un morphisme de topos 

et @ : ~T' > Cp~(~ T) est un morphisme d'anneaux. 

(1.1.2) Nous ferons un usage constant du langage des categories fibr~es tel qu'il 

est expos~ dans [S.G.A. i VII; le lecteur pourra aussi se reporter ~ [4]. Fixons 

simplement quelques notations : si E > B est un foncteur fibrant (resp. 

coflbrsnt), pour un morphisme m : i > j dans B , nous noterons 

m ~ : Ej > E i (reap. m~ : E i > Ej) le foncteur "image r~ciproque" 
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(resp. "image directe") qui lui est associ~ ; chacun de ces foncteurs est d4flnit 

un unique isomorphisme fonctoriel pr~s. Si ~ : E • > E' est un B-foncteur, 

" ' le foncteur restriction pour tout objet i de B , nous noterons ~i : Ei f El 

de ~ ~ E i . 

(1.1.3) Enfin, nous d~signerons par 4 la cat4gorie suivante : les objets de 

sont les ensembles ordonn4s [n] = {O,I ..... n] et les morphismes de A sont 

routes les applications eroissantes (au sens large). ~+ (resp, 4-) d~signera 

la cat~gorie dont les objets sont ceux de A et dont les fl~ches sont les 

monomorphismes (resp. les ~pimorphismes) de 4 . Nous utiliserons librement et 

au fur et ~ mesure des besoins les notations classiques introduites ~ propos de 

4 [c f .  [3] I I  2]. 

(1.2) D-topos 

D~flnition (1.2.19 Soient D une cat4gorie et E > D un foncteur fibrant 

et coflbrant. Nous dirons que E est bifibr~e en topos au-dessus de D o~ que 

E est un D-topos sl les conditions suivantes sont r4alis~es : 

(a) Pour tout ob~et i d__ee D la cat~gorie fibre E i est un topos. 

(b) Pour tout morphisme m : i > j dans D, il existe un morphisme de topos 

f : Ej > E i tel que f. = m* e_!t f* = m.. 

Remarque. La condition (b) peut encore s'exprimer, compte tenu de (a), en disant 

que le foncteur mw est exact h gauche. 

Lorsque D = 4 (resp. 4 × 4) on parlera de topos slmplicial (resp. 

slmpllcial double) pour d~signer un 4-topos (resp. un 4 X b-topos). 

Dans la pratique, nous rencontrerons des D-topos grace aux consid~- 

rations suivantes : 
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D~finltion (1.2.2) 

Nous ~irons que E 

u_~n D°-topos. 

-6- 

Soit g une cat~gorie fibr~e et cofibr~e au-dessus de D 

est 5ifibr~e en duaux de topos au-dessus de D s_~i ~o est 

Remarque (1.2.3) Explicitement, g est biflbr~e en duaux de topos au-dessus de D 

si et seulement sl les conditions suivantes sont r~alis~es : 

(a) Pour tout objet i de D , la cat~gorie duale de la cat~gorle fibre g. 
i 

est un topos. 

(b) Pour tout morphisme m : i > j de D , le foncteur m @ est exact 

droite. 

(1.2.4) Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de categories bifibr~es 

en duaux de topos. 

(1.2.5) Soient g > B une cat~gorie bifibr~e en duaux de topos au-dessus de B 

et X : D ° > B un foncteur. Alors on lalsse au lecteur le soin de v~rifier que 

(D ° × E) ° est un D-topos que nous noterons X . 
B 

(1.2.6) Nous dirons souvent qu'un foncteur X : D ° > B est un D-objet de B 

et nous d~signerons par X i l'image par ce foncteur d'un objet i de D ; les 

D-objets de B forment une cat~gorie notre D°B . Si S est un objet de B , 

un D-objet de B/S s'appellera un D-objet de B auKment~ vers S . La donn~e 

d'un D-objet de B augment~ vers S est trivlalement ~quivalente ~ la donn~e 

D le D o0 X est un D-objet de B et C S d'un morphisme fonctoriel X > C S 

D-objet de B constant de valeur S . 

Lorsque D = A , on parlera d'obJet simplicial (resp. objet simplicial 

au~ment~ ). 

Nous utiliserons aussi des obiets simpliciaux doubles (en faisant 

D = A X A ) .  
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(1.2.7) Supposons maintenant que Is cat~gorie B poss~de des produits fibres finis. 

Soit f : R > $ une fl~che dans B : le bifoncteur 

( [ n ] , X )  ~ - -  > HOmEns([n], HOms(X,R)) 

de Ao × (B/s)O dans Ens d ~ f i n i t  un f o n c t e u r  : 

en prenant pour X 
n 

I n ]  ~ -  > X[n ] = x  n 

un r e p r ~ s e n t a n t  du f o n c t e u r  

vers S 

(X 
n 

Z -~ 

n+l fois 

"~ RX SxRx. . .XsR) 

> HOmEns([n], HOms(Z,R)) 

Nous d~signerons par [RlfS] ou IRIS] 

ainsi oonstruit. 

l'objet semi-slmplicial augment~ 

Enfin si X et X' sont deux obJets semi-simpliciaux de B (ou de B/S) 

et u : X > X' un morphisme fonctoriel. Nous introduirons pour des raisons 

techniques l'obJet [XIuX' ] calcul~ dans la cat~gorie ~°B . Celui-l~ s'interpr~te 

comme un objet simplicial double de B que nous noterons alors [IX lu X']] : 

On dispose en effet d'un isomorphisme canonique de cat~gories : 

&°(A°B) ~ ~ (A X A)o B 

Nous allons revenir maintenant ~ la notion g~n~rale de D-topos. 

(1.2.8) Soient E un D-topos : nous d~signerons par ~(E) la cat~gorie 

HOmD(D,E). Soit f : D' > D un foncteur : Is cat~gorie D' ×D E est un D'-topos 

et, par composition avec f , on obtient un foncteur 
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Dans le cas o5 D' est r4duite ~ un objet i de D (avec pour seul 

morphisme l'identit~ de i) et pour f l'inclusion canonique not4e e. , on 
i 

peut prendre pour D' XDE la cat~gorie fibre E i et e#l s'identifie alors au 

foncteur "~valuation en i". 

Proposition (1.2.9) S~i D' est une h-petite cat~orie, le foncteur fw poss~de 

un ad~oint ~ droite et ~ 8auche (notes respectivement f~ e__~t f!). 

Cela r~sulte d'une l~g~re g4n4ralisation du lemme de Kan [III i.I], 

dont nous ferons un usage constant. 

Lemme (1.2.10) Soient I, J e_~t A trois cat~5ories au-dessus d'une mame cat~orie 

B : on suppose que I e st h-petite et que A est fibr~e et cofibr~e au-dessus 

de B . On se donne un B-foncteur f : I > J et l'on d~signe par f* le foncteur 

HomB(J,A) > HomB(I,A) 

d~fini par composition avec f . Alors si dans chaque fibre de A au-dessus de 

les h-limites inductives (resp. projectives) existent, f* poss~de un adjoint 

8auche (resp. ~ droite). 

B, 

Preuve. Nous n'indiquerons que la d~monstration de l'existence du foncteur adjoint 

gauche, la partie resp. du lemme s'en d~dulsant par dualitY. Nous utiliserons le 

fair suivant, dont la v4rification est laiss~e au lecteur : 

Lemme (1.2.10.1) Soient A une cat~orie bifibr4e au-dessus d'une cat~sorie B , 

b un objet de B e__~t (Fk)IE A un foncteur d'une cat~orie A dans la fibre A~ ; 

quels que soi ent G dans Ab, , e t u : b' > b (resp. u : b > b') dans B , 

on a une bijection : 

ROmu(C , lim F k) N > llm Homu(G,F ~) 

(lim F 1 , G) N > lira Homu(Fi,G)) (resp. Hom u ~ 

chaque lois ~ue le premier membre est d~fini. 
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+ Ceci 4rant, soit I/~fJ la cat~gorie sur B d4flnie par : 

ob(lilfJ) = ob (I) /J. ob (J) 

aom(x,y) 

Homi(x,y) 

= Homj(x,y) 

Homj(f(x),y) 

si x , y E ob(1) 

sl x , y £ ob(J) 

si x £ ob(1) et Y E ob(J) 

sl x E ob(J) et y 6 ob(I) 

+ La cat~gorie HomB(lll f J, A) est ~quivalente ~ la cat~gorle des triples 

form, s d'un B-foncteur F de I dans A , d'une B-foncteur G de J dans A 

et d'un morphlsme ~ de B - foncteur de F dans Gof - f(G). 

+ Pour tout objet j de J , on d~signe par I/j la cat~gorie des objets 

de I "places par f au-dessus de J" : les objets de I/j sont les couples 

(i,~) o~ i est un objet de I et ~ : i---->j une fl~che darts l J/.f J , les 

morphlsmes de I/j dtant ceux de I~f J~j . Si Pl et pj sont les projections 

de I et J sur B , et sl (i,~) est un objet de I/j , on d~signera par 

~# : Ai(i) .... >Apj(j) le foncteur Pj(~)# . 

+ Se donner un B-foncteur de I/~f J dans A revient encore ~ se donner 

F E HomB(I,A), G E Hon~(J,A) et un morphlsme fonctoriel en j 

*j : lim ~(F(i) 

(i,£)EI/j 

> G(j) 

(La fonctorialit~ en j du membre de gauche r~sulte de (1.2.10.1)). L'adjoint 

gauche de f~ est doric donn~ par la formule : 

fv(F)(J) -nm ~(F(1)) 

(i~a)EI/j 
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Corollaire (1.2.11) Soient E u n D-topos et i un objet de 

admet un adjoint h ~auche (resp. h droite d~fini par : 

o__~ a est un objet de E au-dessus de i . 

D ; le foncteur e~ 

=~om(j,i) 

Proposltlon (1.2.12) Soient D une 

la cat~8orle _r(E) est un h-topos. 

h-petlte cat~gorie et E u__nn D-topo s : alors 

+ On v~rifie "fibre par fibre", ~ l'alde de (1.2.10.1), que la cat~gorie 

I~(E) poss~de les propri~t~s suivantes : 

a) Les limites projectives finies sont repr~sentables. 

b) Les son~nes directes index~es par un ~l~ment de h sont repr~sen- 

tables. Elles sont disjointes et universelles. 

c) Les relations d'~quivalence sont effectives universelles. 

+ II reste ~ montrer que ~(E) poss~de un syst~me de g~n~rateurs index~ 

par un ~l~ment de h : or, si pour tout objet i de D , (Gik)XEA. est un syst~me 
1 

de g~n~rateurs de E i (oh A i est un ensemble h-petit), la famille (ei!(Gik))i, k 

est un systAme de g~n~rateurs de F(E). 

(1.2.13) Nous allons introduire malntenant la notion de morphisme entre D-topos. 

Pr~cisons tout d'abord que si F et F' sont deux categories au-dessus d'une 

m~me eat~gorie B et si T : F > F' est un B-foncteur , un B-adjoint 

~auche ~ T sera un foncteur S : F' > F adjoint ~ gauche ~ T tel que les 

morphismes canoniques I > ToS et SoT > i soient des B-morphismes de 

foncteurs. Sous ces conditions, on v~rlfie trivlalement que T est cart~slen et 

que S est cocart~sien. 
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D4finition (1.2.14) Soient E e~t E' deux D-topos : u_n_n morphisme de E dans E' 

est un couple de D-foncteurs 9, : E > E' e t ~w : E' > E, muni d'une D-adjonc- 

tion Hom(ge.,.) "~ (.,~w'), tel que pour tout ob~et i d~e D , le couple 

(9,i, 9~) , muni de l'adjonction induite par ~ , soit un morphisme de topos de 

E. dans E~ 
l i 

Proposition (1.2.15) Soient E e_.~t E' deux D-topos et (9, , ~*) : E > E' 

un morphisme. On suppose que D est une h-petite cat4gorie, alors le couple 

(r(9~), r(9*)) : ~(E) >~(E') est un morphisme de topos. 

D4coule trivlalement de la d~finition pr~c~dente. 

Le lemme suivant, dont la d4monstration est laiss~e au lecteur~ permet 

de construire des morphismes de D-topos : 

Lemme (1.2.16) .Soient E e__~t E' deux categories bifibr~es au-dessus d'une m@me 

cat~8orie D , e_.!t ~ u n D-foncteur cart~sien d_~e E dans E' tel que, pour tout 

objet i __de D , #i : Ei > E!I possAde ....... un ad~oint ~ ~auche. Alors, le choix 

pour tout i , d'une adjoint ~ ~auche ~ 9 i d4termine eanoniquement un D-foncteur 

: E' ----> E , D-ad~olnt ~ ~auche A 9 • 

Scholie (1.2.17) Sous les conditions de (1.2.16), supposons que E et E' soient 

deux D-topos et que pour tout i objet de D , tout adjoint ~ gauche du foncteur 

9 i soit exact ~ gauche : alors, si $ : E' ---->E est un D-adJoint ~ gauche ~ 9 , 

le couple (~,~) : E > E' est un morphisme de D-topos. 

Soient maintenant 8 > B une cat~gorie bifibr~e en duaux de topos 

au-dessus de B , X et X' deux D-obJets de B et ~ : X > X ~ un morphisme 

fonctoriel. Alors le choix de clivages normalis~s pour 8 et 8 ° d~termine 

canoniquement un morphlsme (c~ , ~) : ~ > X' de D-topos tel que, pour tout 
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objet i de D (~wi' ~) : Xi - ~ --' X i soit ~gal ~ (~i o, ~o), o~ 

~i : X.I > X i' est la fl~che de B donn~e par ~ . Pour deux choix diff~rents 

de clivages pour g et go , il existe un unique D-isomorphisme entre les morphismes 

ainsi obtenus. (Pour la v4rification de ces faits, le lecteur pourra se reporter 

( [  4 ]  - ( 1 . 1 7 ) ) .  

(1.3) D-topos annel~ 

D4finition (1.3.1) 

et A un anneau de 

U__nn D-topos annel~ est un couple 

F(E). 

(E,A) o~ E est un D-topos 

On v~rifie alors que pour tout objet i 

topos E i et que pour tout morphisme m : i > j 

A i > m~(Aj) est un homomorphisme d'anneaux. 

de D , A i est un anneau du 

la fl~che canonique 

D~finition (1.3.2) Soient (E,A) e~t (E',A') deux D-topos annel~s : un morphisme 

d._ee (E,A) dans (E',A') est un couple (~,@) o__~ ~ : E > E' est un morphisme 

d__ee D-topos et @ : A' > F(~)(A) est un homomorphisme d'anneaux. 

Remarque (1.3.3) Un morphisme ~ : (E,A) > (E',A') de D-topos annel~s induit 

un morphisme (r(~),@) : (~(E),A) >(I'(E),A') de h-topos annel~s lorsque D est 

une h-petite cat~gorie (cf. 1.2.15). 

(1.3.4) 

et ~ un anneau de ~(go) = 

le D-topos X (cf. (1.2.5)) 

l'on d~signera par (X,~) le 

Soit g > B une cat4gorie bifibr~e en duaux de topos au-dessus de B 

o o D ° HomBo(B ,g ). Si X : > B est un D-objet de B, 

est naturellement annel~ par (~.X) ° : D > g et 

D-topos annel~ alnsi construit. Si ~ : X > X' 

est un morphisme fonctoriel, le morphisme (~ , ~) : X > X' (cf. 1.2.17) induit 

canoniquement un morphisme (X,~) > (~',~) de D-topos annel~s encore not~ ~ . 

(1.3.5) Un D-topos annel~ (E,A) d~finit canoniquement une cat~gorie Mod(E,A) 

bifibr~e en cat~gorie ab~liennes au-dessus de D dont la fibre en un objet i 
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de D est %a cat~gorie Mod(Ei, A i) des modules sur le topos annel~ 

Avec ces notations, la cat~gorie des modules de ~(E) cur A , notre 

s'identifie ~ la cat~gorie HOmD(D,Mod(E,A)). 

(E i, A i) • 

Mod(_F(E),A) 

(1 .3 .6 )  

d~finit deux foncteurs ~ : Mod(E,A) >Mod(E',A') 

entre les categories de modules correspondantes : 

- Soit M un objet de 

~(M) est un module sur }w(A i) 

' not4 en d4duit un module sur A i 

et ~ : Mod(E',A') 

Soit ~ = (~,0) : (E,A) > (E',A') un morphisme de D-topos annel~s. II 

> Mod(E,A) 

Mod(E,A) au-dessus d'un objet i de D : 

et, gr&ce au morphisme e i : A 1 > ~@(Ai), on. 

~(M). Ce foncteur ~@ sera appel~ le foncteur 

image directe par le morphisme ~ . 

- Soit M' un objet de Mod(E',A') au-dessus d'un obJet i de D : ~@(M') 

est un module sur ~*(A~) et ~*(M') - ~*(M I) ®~*(A~) Ai est canoniquement muni 

d'une structure de module sur A i . Au moyen de (1.2.16), on d~finlt ainsl un 

foncteur ~ , adjoint A gauche ~ ~ , et appel§ foneteur image r4ciproque par 

le morphisme ~ . 

(1.3.6.1) Nous dirons que ~ est plat si le foncteur F(~ ~) est exact. 

Proposition (1.3.7) Soient f : D' 

Afore le foncteur canonique 

f@ : Mod(Z(E),A) 

possade un adJolnt ~ droite et ~ gauche sl 

particulier, il est exact. 

> D un foncteur et (E,A) u_~n D-topos annel~. 

> Mod(Z(E~D'), Aof) 

D' est une h-petlte cat~gorle. E_~n 

Cela r~sulte imm~diatement de (1.2.10) et de l'identlflcation 

HomD(D,Mod(E,A)) ~Mod(~(E),A). 
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Conform~ment aux notations g4n~rales, nous noterons f! (resp. f@) 

l'adjoint ~ gauche (resp. ~ droite)de fe . 

(1.3.8) Les considerations qui sulvent nous fournirent un proc~d~ de calcul commode 

pour les foncteurs d~riv~s du type ~+r(~@) : D+(~(E),A) > D+(~(E'),A'), o@ 

: (E,A) > (E',A') est un morphisme de D-topos annel~ (cf. (1.3.6)). [Si (S,@ S) 

est un topos annel~, nous notons D+(S,@s ) la cat~gorie d~riv4e de la cat~gorle 

des @S-mOdules de S]. 

(1.3.9) Ce calcul formel pourra d'ailleurs s'appliquer ~ d'autres contextes ' tels 

que la "descente en cohomologie 6-adlque" (cf. S.G.A. 5). 

Proposition (1.3.10) Soit D une h-petite cat~grie. S_~i (E,A) est un D-topos 

annel~, on d~si~ne par I(E,A ) l'ensemble des objets de Mod(r(E),A) isomorphe 

un objet de la forme ~ ei#(Qi) , o_@~, pour tout objet i d__~e D , Qi es_._~t 
i6ob(D) 

totalement ' a c~91ique (cf. V 4.1 )~; I(E,A ) v4rifi9 les propri~t~s suivantes : 

(i) Pour tout ob~et F de Mod(~(E),A) et tout ob~et i de D , e~(F) est 

totalement acyclique. 

(ii) Tout pb~et de Mod(~(E),A) s'injec~e dans un ob~et de I(E,A ). 

(iii) I(E,A ) est stable par sommes directes finies. 

(iv) Pour tout morphisme ~ : (E,A) • > (E',A') d_~e D-topos annel4s, le foncteur 

r(~w) transforme tout complexe acyclique de C+(~(E),A), form~ d'ob~ets d~ I(E,A ), 

en un complexe acyclique form~ d'ob~ets de I(E, A, ). 

D~monstration. 

(1) Compte tenu de l'expression explicite de 

de montrer le le~me suivant : 

ei~ (cf. (1.2.1.1)), il suffit 

97 



- 15 - 

Len~ne (1.3.10.1) Soient (S,~ S) un topos annel~ et (Ft)tE T une famille de 

~g-modules totalement .... acycliques index~e par un ensemble T ~-petit. Alors 

F t est totalement acyclique. 
tET 

Soit X un objet de S : il existe une suite spectrale 

(1.3.10.2) 

oa n (q)  
tET 

(q)  F t 
tET 

(1.3.10.2) 

HPcx, ~(q) F t) ~ N HP+q(X, Ft ) 
tET tET 

d~signe le q-i~me d~riv~ du foncteur "produft index~ par T". Con~ne 

est le faisceau associ~ au pr~faisceau U 

d~g~n~re et on obtient des isomorphismes 

tET 
> ~ Hq(U,Ft), 

tET 

(1.3.10.3) Hn(x, ~ Ft ) N > ~ Hn(X,Ft ) 
tET tET 

d'o~ finalement fin(x, ~ ) = O pour tout n . 
tET 

(ii) Soit F un objet de Mod(r(E),A) ; on choisit pour tout 

phisme F i > Qi ' o5 Qi est totalement acyclique dans 

Mod(Ei,A i) : ei (F i) > ei@(Qi) est alors un monomorphisme (puisque 

un adJoint ~ gauche), et la fl~che canonique : 

i un monomor- 

el. poss~de  

(1.3.10.4) F > ~ ei,(F i) > D ei.(Q i) 
iEOb(D) iEOb(D) 

est encore un monomorphisme~ conm~e on le v~rifie trivialement. 

( i i i )  I ~ m o n s t r a t i o n  l a i s s ~ e  au  l e c t e u r .  

( i v )  On l a i s s e  a u s s i  au l e c t e u r  l e  s o i n  de v ~ r f f i e r  que r ( ~ )  t r a n s f o r m e  un  

o b j e t  de I ( E , A  ) e n  un  o b j e t  de I ( E , j A ,  ) . Ce p o i n t  ~ t a b l i ,  i l  s u f f i t ,  compte 

t e n u  de ( i ) ,  de v ~ r i f i e r  l e  l e n s e  s u i v a n t  : 
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Lemme (1.3.10.5) Si O > F > G > H > O est une suite exacte courte dans 

Mod(~(E),A), avec F 6 I(E,A ) e t G 6 I(E,A ) , la suite 

O > r(~@)(F)) > r(~)(G)) > F(~@(H)) > O est exacte dans Mod(~(E'),A'). 

Ii sufflt de remarquer que e~(H) est acyclique pour tout obJet i de D 

et que le calcul de r(~@) se fait fibre par fibre, ce qui ach~ve la d~monstration 

de (1.3.10). 

Corollalre (1.3.11) Soit ~ : (E,A) 

On peut calculer le foncteur ~+r(~@) 

de I(E,A ) . 

Soit L c K+(~(E),A) la sous-cat~gorle pleine des complexes ferm~s 

d'objets de I(E,A ) : L est une sous-cat~gorie triangulde en vertu de ((1.3.10), 

(ii)) et on peut lui appliquer le th~or~me (5.1) de [[7] - Chap.I]. 

(E',A') un morphisme de D-topos annelds. 

au moyen de rdsolutions form4es d'objets 

Corollaire (1.3.12) Soit ~ : (E,A) > (E',A') un morphisme de D-topos annelds ; 

pour tout objet i d__ee D on d~signe par ~i : (Ei'Ai) > (El, A I) le morphlsme 

d~e D-topos annel~ induit par ~ au-dessus de i . Alors le diagranrne 

D+(~(E),A) - 

R' r(cp~) 

D+(£(Z'),A ' ) 
R~Ce~) 

> D+(Ei,Ai ) 

D+(EI,AI) 

est essentiellement commutatif. 

On dispose d'un morphisme 

+ o R+(e~ ') 

dont on v~rifie que i est un isomorphisme, grace ~ (1.3.10). 
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Remarque (1.3.13) D4slgnons par G(E,A) l'ensemble des objets F de Mod(~(E),A) 

tels que e~(F) solt totalement acy61ique pour tout objet i de D. Ii r~sulte 

de la d4monstration de (1.3.10) que l'on peut calculer ~+F(~) au moyen de r~so- 

lutlons forums d'objets de ~(E,A) ; i est ce que l'on falt en particulier dans 

l'introductlon en utillsant la "r~solution flasque canonique" (w) . D~apr~s 

[(1.3.10)(i)], on a I(E,A ) CG(E,A ) , mals nous utiliserons explicitement I(E,A ) 

dans le paragraphe 2 . 

2. La m~thode de la descente cohomologique 

Dans ce num~ro, D est une cat~gorie h-petite. 

(2.1) G4n~ralit~s. Notations 

(2.1.1) Soit (S,~ S) un topos annel4. La cat4gorie S X D , muni de la projection 

canonique S X D > D , est un D-topos ; de plus la section de valeur constante 

~S d~finlt un D-topos annel~ (S X D,~ S) 

(S,~$) . Avec ces notations, la cat~gorle 

gorie des foncteurs covariants de D dans 

On d~finlt nn foncteur exact : 

appel~ D-topos annel~ constant de valeur 

Mod(~(S X D), ~S ) s'identifle ~ la cat~- 

Mod(S,~s). 

e~ : Mod(S,~ s) -------->Mod(Z(S X D),~ s) 

en associant ~ tout module F sur S le foncteur constant de valeur F . Le 

foncteur ~* poss~de un adjoint ~ droite ¢, qui associe ~ tout foncteur 

H : D > Mod(O S) sa limite projective, le morphisme d'adJonctlon F > C~¢~(F) 

~tant celui qui envoie F dans la limite projective du foncteur constant de valeur 

F ; ainsi ¢~ est pleinement fiddle si et seulement si D est connexe. 

(~) cf. expos~ XVII pour la g~n~ralisation de cette notion. 
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D~finition (2.1.2) Soit (E,A) u n D-topos annel4 ; une augmentation de (E,A) 

un morphisme (de D-topos annel~s) de (E,A) dans un D-topos annel~ constant. U_nn 

D-topos annel4 muni d'une augmentation sera appel~ un D-topos annel4 augmentS. 

est 

(2.1.3) Soit 8----> B une eat~gorie bifibr~e en duaux de topos et ~ un anneau 

de ~(8 °) = HomBo(B°,8°) . Soit S un objet de B : un foneteur D ° > B/S , 

D o~ X est un foncteur D ° c'est-~-dire un morphisme fonctoriel X @ > C S , > B 

(cf. (1.2.6)), indult une augmentation : 

@ : (~,~)" >(~ X D, ~S ) (cf. (1.3.4)). 

d~slgnerons par la m~me lettre que le morphisme fonctoriel qui lui donne naissance. 

(2.2) La descente eohomolo~ique 

(2.2.1) Soit 8 : (E,A) > (S X D,~$) 

avec les notations de (1.3.6) et (2.1.1), 

~ " r(@ ~) o C ~ : Mod(S,~ S) > Mod(~(E),A) 

at e~ = e~ o F(@w) : Mod(Z(E),A) > Sod(S,~s) 

L'image de @w se trouve dans la sous-cat~gorie pleine de 

form~e des sections eocart~siennes de ~ (D,Mod(E,A)) : nuus noterons 

~c°cart(D,Mod(E,A)) cette derni~re cat4gorle. 

un D-topos annel~ augmentS, on pose, 

Mod(~(E),A) 

D~finition (2.2.2) On dit que @ est une augmentation de descente effective si 

T(@*) ° ¢~ : Mod(S,~ S) > ~c°cart(D,Mod(E,A)) est une ~quivalence de categories. 
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(2.2.3) Avec les notations de (2.2.1), supposons que @ soit plat, de sorte que 

est exact et pa~etrivialement aux categories d4riv~es : soit ~+(@~) le fonc- 

teur ainsi obtenu. Avec ces notations : 

Lemme (2.2.3.1) !I existe deux morphismesfonctoriels 

: idD+(S,@s) ..... > $+(Bw) o ~+(ew) et ~ : $+(Ow)o = R+(@e) 

mettant ces deux foncteurs en ad~onction. 

(cf. [9] (3.3)). 

> idD+(~(E),A) 

D~finition (2.2.4) O n dit que @ 

I °) 8 est plat 

2 ° ) Le foncteur L+(~0 

est une augmentation de l-descente cohomologique s__~i 

est pleinement fiddle. 

Remarque (2.2.5) La condition 2 °) la d~finition prfic~dente peut aussi s'exprimer 

en disant que le morphisme ~ dans (2.2.3.1) est un isomorphisme. 

D~finition (2.2.6) On dit que O est une augmentation de 2-descente cohomologique 

(ou de descente cohomologique effective) s i @ est ~ la lois une augmentation de 

descente effective et une augmentation de l-descente cohomolo~ique. 

La terminologie pr~c~dente est justifi4e par le r~sultat suivant : 

Proposition (2.2.7) Soit @ une augmentation de descente cohomologique effective. 

Alors, l'image e ssentielle de ~+(@~) est la sous-cat~prie pleine de D+(~(E),A) 

form~e des complexes F" tels que pour tout i , Hi(F ") soit une section cocar- 

t~sienne de Mod(E,A). 

Nous dirons, pour abr~ger, qu'un complexe F" v~rifiant les conditions 

pr4c~dentes est une donn~e de descente cohomologique. Ii est clair que si K'6D+(S,~s ) 

L += (@~)(K') est une donn~e de descente cohomologique : il suffit donc de montrer 

que pour route donn~e de descente cohomologique F" , le morphisme canonique 
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~ ( F ' )  : ~ + ( ~ )  o ~+(@~)(F ' )  > F" 

est un isomorphisme dans D+(~(E),A). 

a) Cas o5 F" est born@ : on raisonne par r~currence sur la longueur ~ de 

l'intervalle des entiers i o~ Hi(F ") # 0 : 

- pour 6 ~ 1 l'assertion est vraie paree que @ est de descente effective. 

- supposons ¢ > i et soit n le plus grand entier tel que Hn(F ") # 0 : 

(*) 
on dispose d'un triangle distingu4 

~(F')[-n] 

F'' - >F" 

tel que l'hypoth~se de r~currence s'applique ~ F'" ; ~(Hn(F')[-n]) et 8(F'') 

~ t a n t  des  i somorph i smes ,  i l  e n e s t  de m@me de 8 ( F ' )  . 

b) Cas K@n@ral : d@signons par O~(F') le complexe 

• .. F n-I > F n-I > Kerd n > 0 > 0 ... , 

(cf. [7] (7.1)), de sorte que l'on dispose pour tout n d'un diagramme commutatif 

~+(0~) o ~+(0~) (~n(F'))  > OKn(F') 

et il suffit de voir que le morphisme 

(*) pour tout complexe K" , K'[-n] d~signe le complexe T-n(K ") , o5 T est 

le foncteur translation• 
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B+(~) (a~n(F')) ........... 

induit un isomorphlsme sur les H i pour 

> 

i < n . Or ,  on  d i s p o s e  d ' u n  t r i a n g l e  : 

Fit, 

/\ 
o ( F ' )  ~> F" 

avec Hi(F '' ') = 0 pour i ~ n . On en d~duit alors que Hi(~+(@~) (F"')) = 0 

pour i ~ n , puls que Hi(R+(~)(O~n(F')))= > Hi(~+(e~)(F')) est un isomor- 

phisme pour i ~ n , ce qui ach~ve la d~monstration. 

Nous allons maintenant exposer une m~thode de calcul explicite de R'@@ 

fort utile dans la d~monstration de certains crit~res de descente cohomologique, 

ainsi que dans l'exploitation de la dire notion. 

(2.3) Un proc~d~ de calcul pour R + ¢~ 
m 

Nous co~nencerons par deux sorites. 

(2.3.1) Soient D une h-petite cat~gorle et 

ab~liens appartenant ~ h . On d~signe par r D 

d~fini par la relation 

Ab la cat~gorie des groupes 

le foncteur D > (Hom(D,Ab)) ° 

r D ( i ) ( j )  = ~ H o m ( i , j )  

pour tout couple (i,j) d'obje~de D . On construit alors, pour tout couple (i,X) 

form~ d'un objet de D et d'un objet de Hom(D,Ab), un isomorphlsme canonique 

et fonctoriel : 

Hom(rD(i), X) N > X(i) 

(2.3.1.I) Soient A une cat~gorle additive (cf. TohokQ) et F un foncteur 

D • > A : on d~finit un foncteur ~ : (Ho._~m(D,Ab)) ° > A°Ens par la relation 

104 



- 22 - 

~(X)(a) ~om (x, HomA(a, F(.))) 
Hom(D~Ab) 

de sorte que le diagramme suivant, oh 

r D 

A 

soit essentiellement con~nutatif. 

h A d~slgne le foncteur canonique : 

> (Hom(D,Ab)) ° 

> Hom(A°,Ens) 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier que F transforme les son~nes 

directes finies de Hom(D,Ab) en produits et que, si l'on d~signe par ~ le 

foncteur constant D >Ab de valeur ~, on a ~(~) = lim F . 

Enfin la correspondance F:~ > T d~finit un foncteur covariant 

> Hom((Hom(D,Ab)) O, Hom(A O, Ens)). Hom(D,A) 

(2.3.1.2) On d~signe par Add(D) la sous-cat~gorie pleine de (Hom(D,Ab)) ° 

d~finie par les objets de la forme rD(i) , oh i est un objet de D , et leurs 

sormmes directes finies. La cat4gorie Add(D) est additive et le foncteur 

r D : D---->Add(D) v~rifle la propri~t~ universelle sulvante : 

(2.3.1.3) Pour toute cat4~orie additive A , le foncteur G 

une ~qulvalence de l asous-cat~gorie pleine de Hom(Add(D),A) 

foncteurs additifs sur la cat~orie Hom(D,A). 

> G o r D induit 

form~e par les 

La cat4gorie Add(D), d~finle ~ ~quivalence pros par (2.3.1.3) s'appellera 

la cat4~orie additive engendr4e par D . 

(2.3.2) Soient A une cat~gorie ab~llenne et K'" un complexe double que nous 

consid~rons cormue un objet de C+(C+(A)), le premier indice correspondant au 
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premier signe C + : on d~signe par (K'') s le complexe simple associ~ (cf. TohokQ 

(2.4), dont nous conserverons les notations). On d~finit ainsi un foncteur 

(2.3.2.1) ( ) : C+(C+(A)) > C+(A) 
S 

et on laisse au lecteur le soin de v~rifler le lemme suivant : 

Lemme (2.3.2.2) Le foncteur ( )s d~finit un foncteur trian~ul~ : 

K+(C+(A)) ------------>K+(A) 

qui preserve !es qussi-isomorphismes ; il d~finit donc un foncteur triangul~ : 

D+(C+(A)) > D+(A) , 

encore not~ ( ) 
S 

Remarque. On ale m~me r~sultat pour le foncteur ( )s : c(cb(A)) > C(A) 

car la suite spectrale que l'on envisage est bir~guli~re par (E.G.A. III (11.3.3)). 

(2.3.3) Ceci ~tant, soient (S,~ S) un topos annel~ et D une h-petite cat~gorie. 

Soit Z" E C+(Add(D)) un complexe de cocha~nes tel que Z n = 0 pour n < 0 . 

Tout objet F de Mod(~(S × D, 05), OS ) (qui s'identifle ~ un foncteur 

D > Mod(S,O S) d'apr~s (2.1.1)) d~finit, par la propri~t~ universelle de Add(D) 

un objet c z. (F)" de C+(S,Os ) qui varie fonctoriellement svec F d'apr~s 

(2.3.1.3). 

On d~finit ainsi un foncteur triangul~ : 

(2.3.3.1) K+(¢Z..) : K+(_r(S × D),O s) > K+(C+(S,Os )) 

De plus, il r~sulte de (2.3.2.2) que le foncteur compos~ : 

( )s ° K+(eE ) : K+(I'(S X D),O S) > K+(S,Os) 
• 4t 

transforme les objets acycliques en objets acycliques. II d~finit donc un 
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foncteur triangul~ : 

(2.3.3.2) 

v~rifiant is relation 

S+z, : D+(r(s x D) %)> D+(S,%) 

(~) 
Qo( )s ° K+(¢Z " ~) = ~+¢Z" o Q 

(2.3.4) Les donn~es pr~c~dentes sont conserv~es. On consid~re Z" comme un 

complexe de cha~nes dans Hom(D,Ab). Solt t : Z ° > ~ un morphisme de Z ° 

dans le foncteur constant de valeur ?z. tel que le morphisme compos~ 

(2.3.4.1) Z I > Z o t > 

soit nul. 

Par fonctorialit4 (cf. (2.3.1.I)), on en d~duit un morphisme 

0 
¢.(z) > CZ.~F) 

(2.3.4.2) 

soit nul. 

tel que le morphisme compos~ 

¢@(F) > eZ.~(F) ° > ¢Z.@(F) I 

(2.3.4.3) 

II existe alors un morphisme canonlque de foncteurs triangul~s : 

- o K+(eZ. ) ffi ~+¢Z'@ o Q QoK+(C@) J f Qo( )s 

Proposition (2.3.5) Les conditions et notations de (2.3.3) e__tt (2.3.4) sont conserv4es ; 

on suppose en outre que le complexe au~ent~ 

Z n > gn-i ..... Z I ~" Z o t > ?z 

d~finisse une r~solution de ~ . 

Alors, Dour tout complexe F" form~ d'objets de I(SXD,Ss) (el. 1.3.10 ), 

(@) Pour route cat~gorie ab~lienne A , la lettre Q d~slgne le foncteur 

canonlque K+(A) ...... > D+(A). 
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J(F') : GoK+(e~)(F ") 

est un isomorphisme. 

> (~+ OZ. ~ oQ)(F') 

+ Soit i un objet de D et Qi un module sur (S,O S) : montrons que 

j (ei@(Qi)) est un isomorphisme. II s'agit de voir que la suite : 

(2.3.5.1) 0 > Qi > ez'~(ei~(Qi ))° > CZ'~(ei~(Qi ))I > .... 

est exacte. 

X de Mod(S,@s), Pour cela il suffit de montrer que, pour tout objet 

la suite : 

(2.3.5.2) 0 > Hom(X,Q i) > Hom(X,¢z.~(el@(Qi)) °) > Hom(X, ez, (ei~(Qi)) I) --> .. 

est exacte. Or un calcul inm~diat montre que (2.3.5.2) se r~duit ~ : 

(2.3.5.3) 0 > Hom(~ ,Hom(X,Qi)) -->Hom(HomAdd(D)(Z°,i),Hom(X,Qi)) -~ 

> Hom(HomAdd(D)(Zl,i),Hom(X,Qi)) > ... 

+ Si pour tout objet i de D , Qi est un module totalement acycli- 

que, on volt, en appliquant le foncteur n aux complexes (2.3.5.1), que l'on 
iEOb(D) 

obtlent encore un complexe acyclique d'apr~s (1.3.10.1). Ainsi J ( ~ (e~ (Q~)) 
iEOb(D) ~ 

est un fsomorphlsme. 

+ On l a i s s e  a u  l e c t e u r  l e  s o i n  de  d ~ d u i r e  de  c e c i  que  j ( F ' )  e s t  u n  

isomorphlsme lorsque F n 6 I(SXD,Oe) pour tout n (par suites spectrales, par 

e x e m p l e ) .  
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Corollaire (2.3.6) Sous les conditions de (2.3.5), le morphlsme j d~flnlt 

~+CZ. . le foncteur d~rlv~ de C ollmle # 

La sous-cat~gorle de K+(~(SXD),~ S) d~flnle par les complexes form, s d'objets 

de I(SXD,~8) v4rifie les conditions du th~or~me (5.1) de [[7], I], pour le 

foncteur K+(¢.), en vertu de (1.3.10) et (2.3.5) : le corollalre r~sulte 

imm~diatement de cette remarque. 

Corollaire (2.3.7) Sous les conditions de (2.3.5), solent (E,A) u_~n D-topos annel~ 

e t @ : (E,A) > (S×D,~ 8) une augmentatlon ; il exlste un isomorphisme canonique 

.R + ~ .  ~ > R + r ( e j o  .R+ez. * 

Cela r~sulte de [[7] - I - 5.4]. 

Remarque (2.3.8) On savait a priori que ~+¢~ existe et que l'on a un isomorphlsme 

~R+~* N >R+F(8,)o= ~+¢. , vu que r(e.) etc. ,ont Indults pat des morphls~s 

de topos annel~s (cf. (1.3.6) et (2.1.1)). Cependant le calcul precedent s'av~rera 

fort utile et applicable ~ d'autres contextes, car, dans la pratique, les condi- 

tions de (2.3.5) seront toujours v~rlfi~es. 

Nous allons malntenant donner les exemples fondamentaux o~ l'on pourra 

appliquer (2.3.5). 

(2.3.9) Dans 

formule 

(2.3.9.1) 

o~ b i : [hi 

Z ° t : > 

Add(A), on pose Z n In] et on d4finlt d n Z n Z n+l = : > par la 

n+l 
d n - E (_l)i ~i 

i-O 

> In+l] est la i-~me face [cf.[3] II 2]. On prend pour 

l'augmentatlon naturelle ~vldente. 

La condition de (2.3.4) est trivialement v~rifi~e. La condition de (2.3.5) 

r4sulte de ([5] I (3.7.4)). 
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(2.3.10) 

double : 

Dens Add(A X A), on consld&re le complexe simple associd au complexe 

( [ . ] , [~ i ] )  
sn,m+l i 

> ( [n+ t ] , [ ,~ -z ] )  

( 2 . 3 . 1 0 . 1 )  n,m S2 

([n],[m]) 
sn,m 
i 

n#l,m 
S 2 

> ([n+l],[m]) 

8VeC 

( 2 . 3 . 1 0 . 2 )  

n+l 
n,m (hi id[m]) S I = Z (-1) 1 

i=0 

m+l 
n,m (.l)J (id[n], ~j ) $2 I Z 

i,.,O 

On laisse au lecteur le soin de vdrlfier (en utilisant (2.3.9)) que le 

complexe alnsi d~fini, muni de l'augmentation naturelle ~vidente, v~rifie les condi- 

tions de (2.3.5). 

(2.3.11) On traite de mani&re analogue le cas multi-simplicial (avec 

A x  A X ... X A .) 
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(2.4) La descente cohomologique relative 

(2.4.0) Soient g > B une categoric bifibr~e en duaux de topos et ~ un anneau 

de ~(~o). 

Ces donn~es d~finissent canoniquement une cat~gorie fibr~e et cofibr~e en 

categories ab~liennes, notre Mod(g°,~), au-dessus de B ° (cf. (1.3.3) et (1.3.4)): 

dans tout ce qui suite les foncteurs "images directes" et "images r~ciproques" 

seront toujours pris par rapport au foncteur fibrant et cofibrant : 

Mod(g°,~) > B ° 

D~finition (2.4.O.1) Nous dirons ~u'un morphisme f : T > S dans B est plat 

(relativement ~ (g,~)) s i f~ : Mod(g~,~ S) > Mod(g~,~ T) est un foncteur exact. 

(2.4.1) Soit G une sous-cat~gorie fibr~e et cofibr~e de Mod(g°,@) telle que, 

pour tout objet S de B , G s soit une sous-cat~gorie ~paisse (cf. TohokQ (i.Ii)) 

de (Mod(g°,~))S - Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de telles situations. 

Si S est un objet de B , nous d~signerons par D+(S), la categoric 

o 
d~riv~e de Mod(gs,~ S) : on introduit, suivant [[7] (I § 4)3, la categoric D + (S), 

G S 

qui s'identifie ~ la sous-cat~gorie pleine de D+(S) formic par les objets X" tels 

que Hn(xj E G S pour tout n . 

Nous supposerons que la condition suivante est toujours v~rifi~e. 

(2.4.1.1) Pour tout morphisme h : T > S dans B , le foncteur 

R+(h ~) : D+(T) ----> D+(S) est tel ~ue _R+(h~)(F) E D + (S) si F E G T • 
= _ G s -- 

D'apr~s [[7] (I. (7.3).(ii))], cette condition entraine que 

(T)) C D + (S)° --R+(h') (DGT G S 
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(2.4.2) Soit D une h-petite cat~gorie : nous supposerons dana tout ce qui suit 

que l'on s'est donn~ un comp!exe Z" de Add(D) v~rifiant les conditions de (2.3.5) 

(dana les applications, on aura en fair D = A ou D ffi A X ~). 

D ° ModG(r ( Si X : > B eat un D-objet de B , on d~signe par _X),$) 

la sous-cat~gorie plelne de Mod(~(~),~) form~e par lea objets F tels que 

e~(F) 6 Gi( = GXi) pour tout objet i de D : MOdG(F(~) ,_ ~) est une sous-cat~gorie 

~palsse de Mod(!(X),~). Nous d~slgnerons par K~(~(X),e) (resp. D~(!(~),ff)) 

la sous-cat~gorie plelne de K+(~(X),e) (resp. D+(~(X),~)) form~e des obJets X" 

tels que Hn(x ") E MOdG(~(X),e) pour tout n . 

(2.4.3) Soient X et X' deux D-objets de Bet ~ : X > X' un morphlsme 

fonctorlel. Rappelons (cf. (1.3.4)) qua nous notons encore ~ : (X,~) > (X',~) 

le morphisme de D-topos annel~s correspondent. 

D~finitlon (2.4.3.1) Nous dlrona que ~ : X > X' est plat si le morphisme de 

D-topos annel~s correspond ant est plat au sens de (1.3.6.1). 

On a alors le le~me ~vldent : 

Lermne (2.4.3.2) Pour que ~ : X > X' 

tout ob.let i d_~e D , Ct i : X i > X 1 

soit plat, il faut et il suffit qug, pour 

soit un morphlsme plat (cf. (2.4.0.1)). 

(2.4.4) Soit ~ : X - X' un morphlsme, il d~finit un foncteur 

( 2 . 4 . 4 . 1 )  K+(F(%)) : K+(F(X),8-) . > K+(_F(~ ' ) ,8)  

Le~mne (2.4.4.2) Le foncteur 

K+(r(Q~t))l KG(r(7),e ") : K~(~(7),e) 

poss~de un foncteur d~riv~ ~ droite, not~ 

K*(£(~' ) ,~) 

RGF(C~), e t  l e  morphisme canonique  
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est un morphisme. 

La premiere partie r~sulte de (1.3.10) et de [[73 - (1.(5.2))]. Pour 

v~rifier la derni~re assertion, il suffit de montrer, en vertu de [[7] - (1.(7.3). 

(ii))], que ~+r(a~)(F) ~ D~(E(x'),~) lorsque F ~ MOHG(~(X),~), ce qui r~sulte du 

calcul expliclte de ~+F(~) donn~ par (1.3.1.1) 

(2.4.5) Soit S un objet de B : le D-topos annel~ 

s'identifie au D-topos annel~ constant (g~ X D, ~S ) 

qui r~sulte de [[7](1. (7.3). (ii))] : 

et de l'hypoth~se (2.4.1.1). 

(~S,~) (cf. (1.2.6)) 

et on ale lemme suivant 

Le,~ne (2.4.5.1) 

dans D + (S) et 
G S 

Le foncteur ~+6Z. ~ + D + IDG(~(Cs),~) , npt~ ~G CZ'~ ' est ~ valeurs 

s'identifie un foncteur d~riv~ ~ droite du foncteur 

KG(r(Cs),~) : _ 

D 
Proposition (2.4.6) Soit 8 : X > C S u n D-objet de B augment~ : le foncteur 

K+(~) IK~(~(X),~) p oss~de un foncteur d~riv~ ~ droite, not~ ~+~ , qui prend 

ses valeurs dans D + (S). De plus, il exlste un isomorphisme canonique 
GS 

=G =G CZ '~ 

D~monstrstion laiss~ au lecteur ~ partir de ce qui precede. 

Nous sormnes maintenant en mesure de donner les d~finitions relatives 

la descente cohomologique. 
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D 
(2.4.7) Soit 0 : X > C s un D-objet de B augment4. Supposons que @ soit 

plat, de sorte que la restriction ~ D~s(S) du foncteur ~+ @~ prend ses valeurs 

+- 
dans D (~(X),~) : nous noterons ~G @~ cette restriction. Avec ces notations : 

Len~ne (2.4.7.1) II existe d eux morphismes fonctoriels ~ : id --> RG@ ~ o ~ 

DGs(S) 

et ~ : ~ o ~G~+@ ~ > idDG(I.(X),~)+ _ mettant ces deux foncteurs en adJonction. 

Cela r~sulte i~m~diatement de (2.2.3.1) et (2.4.6). 

D~finitlon (2.4.8) On dit ~ue @ 

relativement ~ G s~ 

1 °) @ estplat. 

2 ° ) Le foncteur L + @w 
=G 

est uneau~mentation de l-descente cohomolo~ique 

est pleinement fiddle. 

Remarque (2.4.9) La condition 2 °) de la d4finition pr4c~dente peut encore 

s'exprlmer en dlsant que le morphisme ~ dans (2.4.7.1) est un isomorphlsme. 

D 
D4finitlon (2.4.10) Spit @ : X > C S u n D-objet de B ausment~. On dit que 

@ est une augmentation de descente effective relativement ~ G si le foncteur 

_Cocart._ 
r ( e  ~ )  o c ~ : G s > L  ~o,  G) 

est une ~qulvalence de categories. 

D~finition (2.4.11) On dit que @ est une augmentation de 2-descente cohomologique 

(ou de descente cohomologique effective) relativement ~ G si @ est ~ la fois une 

augmentation de l-descente cohomolo~ique et de descente effective relativement ~ G . 

On d~duit alors de la d~monstration de (2.2.7) le r~sultat suivant : 
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D 
Th4or~me (2.4.12) Soit @ : X > C s une augmentation de 2-descente cohomolo~ique 

........ L+@ e est la sous-cat~gorie relativement ~ G . Alors l'image essentielle de -G 

pleine de D~(~(~),~) fqrm~e des complexes F' tels que pour tout n , Hn(F ") 

soit une section cocart~sienne de G . 

La proposition suivante, dont la v~rification est laiss~e au lecteur, 

permet de transcrire la d4finition (2.4.10) dans le langage de ([4]. 6) : 

D soit une ausmentation de descente Proposition ~.4.13) Pour que 8 : X > C s 

effective relativement ~ G , il faut et il suffit que le foncteur D ° > B/S 

au-dessus de B , d~fini ~ar 8 , induire une ~quivalence entre la cat4gorie des 

sections cart~siennes de G ° au-dessus de B/S et la cat~gorie des sections 

cart~siennes de G ° au-dessus de D ° . 

Corollaire (2.4.14) Supposons que les prodults fibres finis soient repr~sentables 

dans B et soit f : R > S un morphisme : ppur que l'objet semi-simplicial 

au~ment~ [RIfS] (cf. (1.2.7)) soit de descente effective relativement ~ G , 

il faut et il suffit que f soit unmorphisme de descente effective pour la 

cat4gorie fibr~e G ° au-dessus de B . 

Cela r~sulte de (2.4.13) et de ([4]- 9). 

D~finition (2.4.15) S upposons que les prodults fibres finis soient repr4setables 

dans B et soit f : R > S un morphisme. N0us dirons que f est un morphisme 

de i-descente cohomolo~iqu e relativement ~ G (i = 1,2) si l'objet semi-simplicial 

augment4 [RlfS ] est de i-descente cohomolo~ique relativement ~ G . 

D4finition (2.4.16) Supposons que les produits fibres finis soient repr4sentables 

D 
dans B et soit 8 : X > C S une augmentation : nous dirons que 8 est une 

augmentation de i-descente cohomologique universelle (i = 1,2) relativement ~ G 

@T D obtenue par s_~i, pour tout morPhisme T > S , l'au~mentation X T > C T 
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changement de base est une augmentation de i-descente cohomologique relativement 

G . 

m 

cohomologique" 

G " 

La notion de morphisme de i-descente cohomologique universelle relativement 

G se d~duit i~diatement des deux d~finitions pr~c~dentes. 

Nous emplolerons souvent la terminologie "augmentation de G- i-descente 

la place de "augmentation de i-descente cohomologique relatlvement 

(2.5) La suite spectrale de descente 

(2.5.1) Soit A une cat~gorie ab~lienne. On d~signe par F(A) la cat~gorie dont 

les objets sont les objets de A , munls d'une filtration discrete et codiscr~te, 

et dont les morphismes sont les morphlsmes filtr~s de A : la cat~gorie F(A) est 

une cat~gorie additive (mais non ab~llenne). 

La cat~gorie K(F(A)) des complexes filtr~s de A , de filtration discrete 

et codiscr~te degr~ par degr~, est une cat~gorie triangul~e et les foncteurs 

canoniques 

(2.5.1.1) Gr : K(F(A)) > K(A) 
n 

sont trisngul~s. L'ensemble ~ des morphismes f de K(F(A)) tels que Grn(f) 

soit un guasi-isomorphisme pour tout n est done un syst~me multiplicatif sstur~ 

[ef. [9]. §2. n°l ] .  

En inversant les fl~ches de ce syst~me, on obtient une nouvelle cat~gorie 

triangul~e notre D F(A) et les foncteur Gr se prolongent en des foncteurs 
n 

(2.5.1.2) Gr : D F(A) ~ D(A) 
n 

Nous ne consid~rerons~par la suite, que des complexes born~s inf~rieurement : 

on introduit naturellement les notations K+(F(A)) et D+F(A). 
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(2.5.2) Soit B une sous-cat4gorie ~paisse de A et d~signons par ~(F(A)) 

la sous-cat~gorie pleine de K+(F(A)) dont les objets sont les complexes X" 

tels que Hi(Gr.(X')) 6 B pour tout couple d'entiers (i,j) : ~(F(A)) est une 
J 

sous-cat~gorie triangul~e localisante de K(F(A)) [cf. [7]. (I. §5)] . Nous 

+ F(A) la sous-cat~gorie pleine de D F(A) dont les objets d~signerons par D B 

sont les complexes born4s inf4rieurement X" tels que Hi(Gr.(X')) E B pour 
] 

tout couple (i,j) : d'apr~s (loe. cit.), D;F(A) s'identifie ~ la cat~gorie 

de fractions ~(FCA))z n ~(F(A)) " 

Le foncteur "oubli des filtrations" : 

: K+(F(A)) > K+(A) 

est trlangul~. De plus, il r~sulte de [[5]. I. (4.7)] que 5(f) 

Isomorphisme si f 6 E et que b(K;(F(A)) c K;(A). Le foncteur 

ainsi en un foncteur triangul4 

est un quasi- 

s'~tend 

(2.5.2.1) ~ : D+F(A) > D+(A) 

tel que ~(D; F(A)) C D;(A) . 

+ F(A) N o t o n s  e n f i n  q u ' i l  e x i s t e  un  f o n c t e u r  s p e c t r a l  c a n o n i q u e  D B 

a b o u t i s s a n t  ~ H n o ~ , e t  d o n t  l e  t e r m e  E 1 e s t  donn~ p a r  H p~q o Gr 
P 

[ c f .  [ 5 ]  I .  ( 4 . 2 ) ] .  

>B , 

Nous revenons maintenant aux notations de (2.3) en supposant D = A : 

Z" d~signera le complexe de Add(A) d~fini par (2.3.9.1). 

Proposition (2.5.3) Soit (S,~ S) un topos annel~. Le foncteur 

+ 
~Z'~ : D+(~(SXD)'~S) > D+(S,~s ) poss~de une factorisation canonique 

F~+CZ'~ 

D+(r(SXD),~S ) > D+F(S,~s ) > D+(S,~s ) 

De plus, pour tout entier i , le diagran~ne suivant est conmmtatif : 
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D+(Z(SXD),~ S) 

F R+¢Z'~ 

D+F(S,~s ) 

> D+(S,~ s) 

() 
Consld~rons te foncteur C+(C+(S,~s)) s> C+(S,~)S ) : si X'" est 

un objet de C+(C+(S,~s)), on muni (X") s de sa deuxi&me filtration canonique 

[cf. [5]. 1.4.8] ; on obtient ainsi une factorisation : 

(2 .5 .3 . t )  ( )s : c+(c+(s,es )) > C+(F(S'es )) ~ > C+(S'es) 

qui passe aux cat4gories K + : 

(2.5.3.2) ( )s : K+(C+(S'~s )) > K+(F(S'es )) # >K+(S'es ) 

car une homotopie de C+(C+(S,$s )) induit une homotopie filtr4e. 

On a alors un diagra=~e : 

(2.5.3.3) 

D+(£(SXa),eS ) $+CZ'~ > D+{S,~ s) 

/ 
D+F(S,es ) 

? 
K+(F(S,es) ) "-. 

K+(Z(s×~),~ s) > K+(S,~s 
+ 

( )s ° K (OZ. ~) 

et on v4rifie qu'il existe un foncteur 
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+C 
F~ Z ' *  : D+(~(S×A)'~S ) . . . .  

et un seul rendant commutatif (2.5.3.3). 

Le reste de la proposition est ~vldent. 

> D+F(S,O S) 

Proposition (2.5.4) Soient (E,A) un topos semi-simplicia ~ annel~ et 

0 : (E,A) > (SXA, O s) une augmentation : pour tout entier i, on d~signe 

par 0 i 

de i . 

Le foncteur 

sation canonique 

: (Zi,A i) > (S,O S) le morphisme de topos annel~ induit par 0 au-dessus 

R + e@ : D+(_r(E),A) > D+(S,Os ) poss~de une factori- 

D+(~(E),A) > D+F(S,Os ) > D+(S,Os ) 

telle que pour tout entier 

D+(~(E),A) 

i , le diagramme canonique 

.................... ~ D+(Ei,Ai ) 

F.R+e. 
+ 
Z 01~ 

D+F(S,~s ) . . . . .  } D+(S,~s ) 
Gr i 

soit essentiellement commutatif. 

R~sulte de ce qui prdc~de et de (1.3.1.2). 

Proposition (2.5.5) Soient (E,A) UnlllltlOpOS semi-simplicial annel~ et 

0 : (E,A) > (SXA,~ S) une au~i~entatilqnlllde l-descente cohomologique. Soit 

H : (S,O S) > (R,O R) un morphisme dellltOpOS annel~s. Alors il existe un foncteur 

spectral de "D+(S,~s ) dans Mod(R,~ R) : 
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E~ q . Rq(Hoep). o ~+e~ ~ R P 4 " q H .  

appel~ foncteur spectral de descente. " 

Solt HoO : (E,A) >(R)(A,@ R) l'augmentatlon d~dulte canonlquement 

de 8 par composition avec H ; on a 

(2.5,5.1) (HoO)~ - H@ o ~ .  

de sorte que le dlagramme 

( 2 . 5 . 5 . 2 )  

L+(~*) 
D+CS,~s)' > D+CZ(E),A) 

D + ( R , O R  ) 

est essentlellement commutatif. 

D+(S,~ s) 

Grgce k (2.5.4), on dispose pour tout i , d'un diagramme essentiellement commutatif : 
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(2.5.5.3) 

D+(S,~ S) > D+(r(E),A) 

D+(R,~ R) 

£ 

> D+(R,~R ) 
Gr. 1 

A i ) 

Le foncteur spectral annonc~, s'obtient en consld~rant le foncteur spectral 

canonlque sur D+F(R,~R ) que l'on compose avec F ~+~). o ~+(6~). 

On laisseau lecteur le soln de v~rifler la proposition suivante : 

Proposition (2.5.6) Avec les notations pr~c~dentes, le terme 

spectral pr~c~dant s'~crit : 

E~ q du foncteur 

Vp o ~+ H o Rqr((HoO)~) O~ 

o=~ HP : Mod(E(R×A),~ R) ----=->Mod(R,~ R) foncteur qui assocle ~ tout foncteur 

A F > Mod(R,~R ) l'ob~et d'homolo~ie en de~r~ p du complexe associ~ 

(not~ CZ. (F)" dans (2.3.3)). 

Nous revenons malntenant ~ la terminologie introduite dans (2.4) : 

grace au sorite (2.5.2), routes les consid~ratlons pr~c~dentes vont se transcrirent 

mot pour mot en pla~ant la lettre G en indlce partant ou cela a un sens. 

Les d~tails sont laiss~s aux soins du lecteur ; on obtient en particulier : 
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Proposition (2.5.7) 

gique relativement 

foncteur spectral de 

D 
Soient ~ : X > C S une augmentation de l-descente cohomolo- 

G et soit h : S > R un morphisme de B ; il existe un 

D~s(S) dans G R : 

-G p 

+~ 

3. Crit~res de descente 

(3.0) Notations 

Dana tout ce qui suite nous conserverons les notations de (2.4). Nous 

supposerons toujours que les produits fibres finis sont repr~sentables dana B 

Nous supposerons de plus que B v~rifie la condition suivante 

(3.0.0) Les sorm~es directes existent dans 

et des familles de g-descente effective et 

[cf. [~ (9.23) (9.25) et (9.27)]. 

B , sont dis.~ointes, universelles 

G°-deseente effective 

(3.O.1) Rappelons maintenant quelques notations classiques sur les objets 

seml-simpliciaux d'une cat4gorie [cf. ([3] Chap. II) et (V. appendice)]. 

Soit E une cat4gorie poss~dant des limites projectlves finies 

A°E d~slgne la cat~gorie des objets semi-simpliciaux de E (cf. (1.2.6)). 

pleine de 

Soit n un entier : on d~signe par A (resp. A + A-) la sous-cat~gorie 
n n n 

A (resp. A +, A-) form, s par les objets [p] tels que p ~ n . 

Le foncteur restriction 

(3.O.1.1) i ~ : A°E > A°E 
n n 

poss~de un adjoint ~ droite i , puisque les limites projectives finies existent 
nw 
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dans E (cf. (1.2.10)). On note cosk et on appelle foncteur cosquelette d'ordre n 
n 

le foncteur i o i W ; par abus de notations, nous utiliserons aussi la notation 
nw n 

cosk pour le foncteur i 
n n~ 

Pour tout entier p, d4signons par A (resp. 
n ip ]  

pleine ~p] (resp. 4~p]) des objets de 4 (resp. a+) 
d~finie par les objets [q] au-dessus de [p] tels que 

au lecteur le soin de v~rifier que l'on a : 

4 + ) la sous-cat4gorie 
n[p] 

au-dessus de [p] , 

q ~ n ; on laisse 

(3.0.1.2) (cosk (X)) = lim X ~ > lim X n p ~ q ~ q 
4 4 ÷ 
nEp] n ip]  

(3.0.2) Solent X et X' deux objets de A°E et f,g : X ~X' deux morphismes. 

Une homotopie de f yers g consiste en la donn~e pour tout n d'une application 

h n : Hom4([n],[l]) - > HomE(Xn,X ~) v~rlflant les deux conditions suivantes : 

(3.0.2.1) hn(~l) = fn et hn(b°) = gn pour tout n. 

(3.0.2.2) pour route fl~che In] ..... > [p] dans A , on a un diagramme commutatif: 

HomA( [p ] , [ l ] )  

Ho,a([n],[z]) 

> HomE(Xp,X p) 

HomE(Xp, X ~ ) 

/ 
N.B. : La relation ainsi introdulte sur l'ensemble des morphismes de X dans X' 

n'est pas une relation d'~quivalence ; on peut palier ~ cet inconvenient en intro- 

dulsant la notion d'homotopie compos~ [cf. [3] chap. III] : nous n'utiliserons 

pas cette derni~re notion. 
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Lemme (3.0.2.3) Soient X e~t X' deux ob.~ets de A°E, f,g : X ---@.X' deux 

morphismes et F : E - > C un foncteur ob C est une cat~orie ab~lienne. Une 

homotopie slmpllclale de f vers g induit une homotopie sur les morphismes 

de complexes de cochaines canoniquement associ~s ~ F(f) e t F(g). 

On est ramen~ au cas o5 C est la cat~gorie des modules sur un anneau 

et on applique [[5] I. (3.7.1)]. 

Lemme (3.0.2.4) Soient n un entier , X e t X' deux o b)ets de A°E . Soient 
n 

f e t g deux morphismes d e x dans X' tels que fp = gp pour p < n : alors 

il existe une homotopie s impliciale de cOSkn(f) vers coskn(g). 

On d~finlt 

constante de valeur 

hp : HomA([p],[l]) ~ Hom(Xp,X~) pa r  l'application 

= ~om~(En], fp gp pour p < n, puls h n : [13) > Hom(Xn,X~) 

en envoyant tousles ~l~ments de HomA([n],[l]) , sauf bo , sur fn ' et ~o 

gn " On remarque ensuite que HomA([k] , [ 1 ] )  " llm Hom([q],[l]) pour 

Cq]-'>Ek] 
q ~ n  

ce qui permet de d~finir canoniquement h k . 

s u r  

k>n, 

(3.1) Comparalson de deuxaugmentatipns dupoint de vue de la l-descente cohomolo~lque 

Soit S un objet de B : on d~signe par HOmplat(D°,B/S) la sous-cat~gorie 

pleine de Hom(D°,B/S) dont les objets sont les augmentations plates [cf. (1.2.6) 

et (2.4.3.1)] , 

D X' n' D deux ob~ets de Proposition (3.1.1) Soient X n > C s e_~t ..... > C s 

HOmplat(D°,B/S). Soit f : X '> X' un morphisme au-dessus d 9 S (i.e. un 

morphisme de Hom(D°,B/S)) ; il lui correspond de fa~on naturelle un morphisme 

fonctoriel 

f R~ U~ L + -- + % : -G - o.Gu,~ >~G~ °~+E~ 

tel que le dia~ramme suivant soit commutatif : 
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-- + ~t~ 

de f 

I 
D + (S) 
G S 

~ ~ - ~  R + 
=G 

f 
De plus, s_~i D ffi A , ~G 

dans Hom(A ° , B/S). 

f 
% 

+7~ ~ o L G 

ne d~pend que de la classe d'homotopie (of. (3.0.2)) 

I1 e s t  c l a i r  que nous pouvons s u p p o s e r  que G = Mod(~°,@) pour  l a  

c o n s t r u c t i o n  de i ' 

(3.1.1.11 

Soit I la cat~gorie d~flnie par le type de diagramme 

o 1 
X ~x 

On d ~ s t g n e  pa r  r 
o 

p a r  r (i) " (O,i) o 

: D > r XD (resp. rll 

(resp. rl(i) = (l,i)). 

le foncteur p~inement fiddle d~fini 

En vertu de l'isomorphisme canonique 

(3.1.1.21 Hpm((IXI)) °, B/S) ~ > Hom(I °, Hom(D °, B/S)) 

les donn~es de (3.1.1) d~finlssent une augmentation plate 

ufu  ' IxD (3.1.1.3) XfX' > C 
S 

Soit F un objet de Mod(~;, ~S), le morphisme canonlque 

(3.1.1.4) ~ ( F )  > r((ueu'l . )  o r ((ufu,)~) ( ~ ( F ) )  

p e u t  s ' i n t e r p r ~ t e r  comme un t r i a n g l e  coramuta t i f  dans  Mod(~(~S) ,~)  : 
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(3.1.1.5) 

d'o~ un morphisme fonctoriel 

~ r(u~) o r(u,*) (e~(F)) 

"~"~ ~ 7(~.) 0 r(u*)(~(F)) 

~', o ~'* ~f > ~. o ~* tel que le diagranmm 

m 
O~ o U~ 

(3.1.1.6) 

soit commutatif. 

On obtient par sulfa un morphlsme fonctorlel tel qua le diagramme 

K+(~ ' . )  o x<+(G, ~)  

(3.1.1.7) i 

K+(~,~S ) 

K+(7.) 

K+(af) 

o K+(~*) 

soil co~utatif. 

(Remarquons que K+(~f) peut aussi s'obtenir formellement par adjonction en utilisant 

Z'isomorphisme Z + ( r ( f * ) )  o Z + ( u ' * )  ~ > Z + ( u * ) )  . 

Soient F" un complexe de K+(S) at ~ : K+(U f u'@)(F ") • > J" un 

quasl-isomorphisme tel qua, pour tout entier n , jn soiL totalement acyclique 

obJet par objet (cf. (1.3.13)). D'apr~s (loc. cit.) les fl~ches canoulques 
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K+(~)(F ") > r~(J') et K+(~*)(F ") > r~(J') 

sont des quasi-isomorphismes (cf. (1.2.8) pour les notations). On obtient par suite 

u n  morphisme 

~+u-~ o ~+ ?* (F ' )  ...... 
~f(F') 

tel que le diagrame suivant 6oit commutatif dans 

> ! ~ .  o ~+ ~*(F') 

D+(S) : 

(3.1.1.8) 

QoK+(~p(r~(j ' ) )  ...... ....................... > ~ , o Q ( r s ( ~ ' ) )  

Qo~+(~&) oK+(~ ,.) (v') 

QCK+(~f)(F')) 

[ 
QoK+(~.)(rI'(J')) 

J 
QoK÷(~ . )  oK+(~ ~') ( F " )  

-F-- I -F--! , > ~ u.oL U *(F ) 

r l f (F  • ) 

- - - " "  > ~oQ(r~(J')) 

> K u~ol.  u e ( F ' )  

II est clair que ~f(F') ne d~pend pas de la r~solution choisie et on 

v~rifie qu'il est fonctoriel en F" variant dans D+(S). 

Pour achever la d~monstration de (3.11), il suffit de montrer le len~ne 

suivant : 
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Lermne (3.1 1.9) Sofent X u . A et X' u' A deux ob~ets de Hom lat(A°,B/S) 
• ~ C S __ > C S . • 

Soient f, g : X---> X' deux morphismes dans Hom(~°~B/S) : s'il existe une homotopie 

simpliciale de f vers g , on a ~f = ~g . 

Soit hn : HomA([n],[l]) • > HomB/s(Xn,X ~) une homotopie simpliefale de 

f vers g . Soit ~ X D la cat4gorie obtenue ~ partlr de I x D en ajoutant les 

fl~ches (l,n) > (O,n) 

relations impos~es  p a r  l a  c o m p a t i b i l i t 4  des  h 
n 

lemme d~finissent une augmentation plate XfX' 

de C+(S) et J" une r~solution de C+(~)(F ") 

n 
J 

correspondant bljectivement ~ h (Hom([n],El])) et les 
n 

pour n variable. Les donn~es du 

t CL XD . Soit F' un complexe 

telle que pour tout entier n , 

soit totalement acyclique objet par objet : il existe une homotopie simpliciale 

entre 

c+(r(u~))(r~(j.)) > > c+(r(u~))(r~(J')) 

d'o~ une homotopie lorsqu'on passe aux complexes "condenses". (cf. (3.0.2.3)). 

D~finition (3.1.2) Avec les notations de (3.1.1), nous dirons que f est une 

f 
~quivalence pour la G-l-descente cohomologique s_~i ~G est un isomorphisme. 

(3.1.3) Nous noterons dans ce qui suit par L i : 4---> A X A (resp. ci:A > A × A) 

le foneteur canonique d~fini par In] > [n3X[i ] (resp. In] > If] × In]). 

Proposition (3.1.4) Soient X u > u^AXAS __e£ X' u' > CL~S~ deux ob.~ets 

de Hom Iat((A×A)°,B/S). Soit f : X > X' un morphisme au-dessus de s : on 

suppose que f~idLf : XoL.I > X'oL i (resp. f.idci : Xoc.1 > X'oc i) est une 

~quivalence pour de la G-l-descente cohomologfque pour tout entier f . Alors f 

est une ~quivalence pour la G-l-descente cohomolo~ique. 

D'apr~s la description de ~f (cf. d~monstration de (3.1.1)) il s'agit 

de montrer qu'un certain morphisme de complexes triples induit un isomorphisme sur 

la cohomologie des complexes condenses : un raisonnement standard par suite spectrales 

permet alors de conclure. 
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Proposition (3.1.5) Soient X e t X' deux ob2ets de HOmplat(~°,B/S). Soit 

f : X > X' un morphisme fonctoriel tel que fn : Xn > X'n soit un morphisme 

de G-l-descente cohomoloKique. Alors le morphisme canonique 

[[Xlf X']] > [[X'li d X']] (cf. (1.2.7) est une ~quivalenge pour la 

O-l-descente cohomologiqu e . 

R~sulte de (3.1.4) et du lemme suivant, dont la d4monstration est laiss4e 

au lecteur : 

Len~e (3.1.5.1) Solent f : R > S un morphisme plat, Y u > A C s e t 

A deux ausmentations plates telles que le diasramme suivant soit commu- y v > CR .... 

tatif dans Hom(A°,B) : 

v 
Y > C R 

Si v est une augmentation de G-l-descente cobomologique, c~est une 4quivalence 

pour la G-l-descente cohomoiogique, 

Dans les applications, nous combinerons (3.1.4) et (3.1.5) avec le r~sultat 

suivant : 

^AXA Proposition (3.1.6) Soit X u > u S une ausmentation plate. Pour que u soit 

une musmentation de O-l-descente cohomoloKique, il suffit que 

u#idL~ u4#idc~ ~ 
(resp. XoC. > C ) le soit pour tout entier i X°Li > CS i .......... " 

eela r~sulte de la construction explicite de R ~  (el. (2.3.10)) =G 

A 
Corollaire (3.1.7) Soit x u > Cs une augmentation pour que u soit de 

_AxA 
O-l-descente cohomologi~ue , il faut et il suffit que [[XlldX3] > u s le soit. 
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3.2. Crit~res d e  localisation 

Proposition (3.2.1) Soit Y > C une augmentation de G-l-descente cohomo- 

l'oglque. Pour qu'une augmentation plate X u > CsA soit de G-l-descente cohomolo- 

glque, i l suffit qu'elle le devienne apr~s tous~ les .chan~ements de base Yn > S . 

Au moyen des changements de base Y ) S , on construit un objet 
n 

semi-simplicial double XXsY augment~ vers S . D'apr~s (3.1.4) et (3.1.5.1) le 

morphisme canonique X×sY > [[XlidX]] est une ~qulvalence pour la G-l-descente 

cohomologique : en vertu de (3.1.7), il sufflt de montrer que l'augmentation de 

X×sY vers S est de G-l-descente cohomologique. Or ceci r~sulte du fair que le 

morphisme canonique XXsY > [[YlidY]] est une ~quivalence pour la G-l-descente 

cohomologlque : on utilise encore (3.1.4), (3.1.5.1) et (3.1.7). 

(3.2.2) Soit 

(3.2.2.1) 

y~ ~ • > y  

[ 
X' .... >X 

g 

un dlagramme commutatif dans B et soit Fun objet de 

morphlsme et un seul ~(F) : g~(f~(F)) > f'W(g~(F)) 

sulvant (dans Mod(g°,~)), soit eommutatif : 

(3.2.2.2) 

fe(F) 

/ 

k 
f'WCg~(F)) 

Mod(gs,~ S) : i l  existe un 

tel que le diagramme 

• " > F  

g~(F) 

1 3 0  
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Si l'on suppose maintenant que routes les flAches de (3.2.2.1) sont plates, 

on d~finlt de la m~me mani~re un morphlsmej dlt de changement de base : 

(3.2.2.3) ~G : ~GL~ ge o ~fW > ~f'~ o L+'G g~ 

D~finition (3.2.2.4) On dit que le diaKramme (3.2.2.1) v~rifle le th~or~me du 

changement de base relativement ~ G s__~i f , g, f', g' sont des morphismes plats 

et si ~G est un isomorphisme. 

A 
(3.2.3) Solent h : S > S' un morphlsme plat dans B , X u > CS et 

X' u' A > CS, deux augmentations plates. Solt f : X > X' un morphisme 

fonctoriel tel que le diagramme (dans Hom(A°,B)) 

f 
X- > X' 

(3.2.3.1) u U r 

h 
A c A 

C S > C S , 

(h c d4signe le morphlsme fonctoriel constant d~flnl par h). soit commutatif. 

Soit K" un complexe de D+(S ') : le morphisme 

induit, compte tenu des identit~s : 

R+(hcOU)~ ~ R+h#oR~u~ et k+(~cOU)# " k+(~@)o L+h~ 

un morphisme ch~'h(K'), fonctoriel en K" , tel que le diagrar~ae suivant soit 

connnutatif : 
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LG+he o 

(3.2.3.2) 

, .  

=G 

chf,h(K" ) 
-~- o" + u~ 
=G ~ "t; 

LGhe(K" ) 

o ~he(K') 

Lemme (3.2.3.3) Supposons que, pour tout e ntler i , le dia~ramrne 

I,I, 
i 

fi 
X i - -  > XI 

i 

h 
S - I~ S' 

v4rifie le th~or~me du changement de base relat£vement~ 

un isomorphisme. 

G . Alors ch~ 'h est 

On peut calculer ch~'h(K ") de la mani~re suivante : on consid~re 
( h  ou)~f u' 

A, ( c f .  ( 3 . 1 . 1 . 2 ) )  e t  l ' o n  c h o i s i t  l'augmentation X f X' c > CS 

une r~solutlon J" de K~((hcou) f u'W) (K') telle qua, pour tout entier n , 

jn soit totalement acyclique obJet par objet. 

On obtient un quasl-isomorphlsme 

@ : K+(Y(f~))Cr~(J')) ....... > r ~ ( J ' )  

et un morphisme 

t : K+(r(h~))o K+(r(u~))(r~(J')),,, > K+(r(u.))(r~(j '))  

qui admet la factorisation : 
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K+(r(h~) o K+(r(u~))(r~(j')) >K+(r(u~))oK+(r(f~))(r~(j') 
0 

K+(r(u~))(e) 

> K+(r(u~))(r~(J')) 

et chf'h(K ") s'obtient en prenant l'image de t par le foneteur =R+Cz- ~ 

Or, la factorisation pr~c~dente montre que, t s'identifie "objet psr 

objet" aux morphismes de changmement de base relatlfs aux diagrammes : 

x. ~ ......... >X~ 
1 1 

h 
S >S' 

on en d~duit, par suites spectrales, que ch~'h(K ") est un isomorphisme, ce qul 

a c h ~ v e  la d~monstration. 

Ceci nous conduit hun second crit~re de localisation : 

O 
Proposition (3.2.4) Soit X u > C s un objet de Homplat(A ,B/S). Pour ~ue 

u soit une augmentation de G-l-descente cohomo!ogique, ilsuffit qu'elle le 

devienne aprAs "suffisamment pour G" (~) de chansements de base plats 

h : S' ---->S tels que les diasrammes cart~siens 

x~ 
1 

l 
S' 

">X. 
1 

> S 

v~rifient le th~orAme du chansement de base relativement h G . 

(~) L'expresslon "suffisarmnent pour G " signifle qu'il existe une famille 
h~ 

(S~ > S)~E A de morphismes plats v~rlfiant les conditions pr~c~dentes et telle 

que la famille de foncteurs (h : G S --> G S ) soit conservative. 
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La proposition (3.2.4) est ~vidente ~ partir de (3.2.3.3), compte tenu 

du diagramme (3.2.3.2). 

3.3. Propri~t~s des morphismes de descente cohomologique 

Dans ce numfiro, nous supposons que l'ensemble des morphismes plats 

dans B est stable par changement de base, 

Proposition (3.3.1) f = 1,2 . 

a) Tout morphisme plat qui poss~de une section est un morphisme de G-2-descente 

cohomologique unfverselle. 

b) Soient f : X > S un morphisme plat, g : S' > S un morphisme de 

G-i-descente cohomolo~ique, X' = X×sS' ' f' = f(s') : X' ---->S' . Pour que f 

soit de G-i-descente cohomologique universelle, il faut et il suffit que f' lee 

soit . 

c) Si le composfi de deux morphismes f : X > Y , g : Y > Z est de 

G-i-descente cohomologique universelle, g est de G-i-descente cohomolo~ique 

universelle. 

d) Le composfi de deux morphismes de G-i-descente cohomoloKique universelle 

est un mprphisme de G-i-descente .......... cohomologique universelle. 

e) S~ f : X---->X' e~t g : Y > Y' sont deux S-morphismes de G-i-descente 

cohomolo~ique universelle, fXsg est de G-i-descente cohomob~ique universelle. 

f) Soit (u : X > Y~)~6A une famille de morphismes de G-i-descente 

cohomolo~ique. Alors /I~ : .[I X > ~-[ Y est un morphisme de G-i-descente 
~6A a ~EA ~ 

cohomolo~i~ue. 
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D~monstration. En ce qul concerne la descente effective relatlvement ~ G nous 

renvoyons ~ [4]. 

a) Au moyen d'une section s de f on compare les objets seml-slmpliciaux 

augment~s vers S : [X~fS] et [SlidS ] ; grace ~ (3.0.2.4) on obtlent une 

~qulvalence pour la G-l-descente cohomologique. 

b) R~sulte de (3.2.1). 

c) R~sulte de a) et b). 

d) Soient f : X > Y et g : Y > S deux morphismes de G-l-descente 

cohomologique unlverselle. Posons h ffi gof et consid~rons le produit flbr~ : 

h' 
R Y< 

g' 

S ~ X 

g' possAde une section s : X > R tel que h'o s ffi f . D'apr~s c) h' 

de G-l-descente unlverselle et il en est de m~me de h d'apr~s b). 

e) R~sulte formellement de b) et d). 

f) Soit (Zk)A6.~ une famille d'objets de B . II r~sulte des hypotheses 

(3.0.0) que l'on dispose d'une ~quivalence canonique 

est 

Mod 

induisant une ~quivalence 

(e ° , ~ ~. s°d(ez)' ~z x) Z k 
), x 

De plus, si (Qx)A 6 

acyclique pour tout 

G 
/ .Lz  

nx M°d(P-'Zx'~Z),) 

> N N GZ l 

k 

est totalement acycllque, 

Soit maintenant (u k : x k 

G-l-descente cohomologlque : puisque les sommes directes dans 

Q~ est totalement 

> YX)X6A une famille de morphismes de 

B sont disjointes 
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et universelles, on a pour tout 

qui est fonctorielle en 

n , une identification 

X k I ~Yx] ~ ~[X XluxY x] 
/lu k J n k n 

n . On d4duit alors des remarques pr~e~dentes et du 

calcul explicite de -GR~ 0~ (cf. (2.3)) que -~. u k est un morphlsme de G-l-descente 
k 

cohomologique : les d~tails sont laiss~s au lecteur. On laisse aussi ~ ce dernler 

le soin de v~rifier que ~k u% reste de G-l-descente cohomolo~ique apr~s tout 

chansement de base s'il enest de m~me de u k pour tout k • 

(3.3.2) Si l'on associe ~ chaque objet X de B l'ensemble des familles de 

morphismes (X > X)~6 A telles que ~/.X > X soit un morphisme de 

G-i-descente cohomologique universelle on d~finit, en vertu de (3.3.1), une 

pr~topologie sur B . 

La topologie engendr4e par cette pr4topologie s'appelle la topologie de 

la G-i-descente cohomologique. Ii r4sulte de~3.3.1)-c)] que les morphismes 

eouvrants pour cette topologie sont exactement les morphismes de G-i-descente 

cohomologique universelle. Notons enfin que la topologie de la G-2-descente 

cohomologique est moins fine que la topologie de la G°-descente [cf.[4] (6.23)]. 

Th4or~me (3.3.3) On suppose que toutes les fl~ches de B sont plates. Soit S 

un objet de B : tout hyperrecouvrement de S , pour la topolosie de la G-l-descent9 

cohomolosique, dont tousles objets sont repr~sentables (cf. V appendice) d~finit 

une ausmentationde G-l-descente cohomolo~ique universelle. 

La d6monstration se fair en deux ~tapes : pr~cisons que tousles 

cosquelettes seront calcul~s dans la cat~gorie B/S . 
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Lerme (3.3.3.1) B.oit X un objet de Hom(A°,B/S) pour que X soit de l-descente 

cohomologique (resp. universelle), il suffit ~ue coskn(X) le soit pour tout n 

assez  grsnd.  

Soit en effet ~n : X > coskn(X) le morphisme canonique : on v~rifie 

alors que si K" est un complexe de D~+ (S) tel que HJ(K ") = 0 pour j < N 
~S 

Hi(~ n) est un isomorphisme pour i < N+n , d'o~ l'assertion. 

Lenmm (3.3.3.2) Soient n un entier ~ 0 , X e_~t X' deux obJets s impliciaux 

d_~e B/S . Soit f : X > X' un morphisme. On suppose que : 

(i) X > coskn+l(X) est un isomorphisme. 

(ii) X' > coskn+l(X') est un isomorphlsme. 

(iii) fi : X~ ' > X i est un isomorphisme pour i ~ n. 

(iv) fn+l est un morphisme de G-l-descente cohomolo~ique universelle. 

Alors sl X est de G-1-descente cohomolo~lqueuniverselle, il en est 

de mSme de X' . 

II est clair que (3.3.3.1) et (3.3.3.2) d~montrent le th~or~me (3.3.3) 

par r~currence. 

Ler~ne (3.3.3.3) Sous les hypotheses d e~.3.3.2), les morphismes 

d_~eG-1-descente cohomologlque universelle 

f sont  tous 
P 

C'est trivial pour p < n+l . Pour p > n+l, Xp (resp. X~) peut 

s ' ~ c r i r e  comme ~ Xq ( resp .  ~ Xq) . Or pour tou te  f l~che 

~+l[p] n+l[p] 

: i )~ j de A + on a un diagramme commutatif ~ lignes exactes : 
n+l[p] 
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K'~ " > ~ X 2' > X! 

rEob( ~+ ) > X! > 
,~+l[p] ] 

fi 

K > ~ X 2 > X i 

ob( ~+ ) > xj > 
n+1[p] 

dont le carr~ de gauche est cart~sien (ou bien i = n+l = j et b - id , ou bien 

i < n+l et fi est un isomorphisme). Utilisant alors (3.3.1) on volt que ~b 

est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle. On ach~ve la d~monstration 

en remarquant que f s'identifie au morphisme canonique n K' X ~ > n K 
p b 

Soit [X'/X] p le produit fibr~ it~r~ (p+l)-uple de X' au-dessus de X . 

Grace ~(3.3.3.3), il suffit de v~rlfier(3.3.3.2) apr~s un changement de base 

[X'/X] p > X . Apr~s un tel changement de base~ les hypotheses de(3.3.3.2) sont 

encore v~rlfi~es, et de plus fn+l admet une section. On peut alors appliquer 

(3.0.2.4) pour achever la d~monstration. 

En ce qui concerne la deseente effective, on a : 

Propositio n (3.3.4) Solt X : A ° > B/S un foncteur. On suppose que X ° > S 

est un morphisme de G°-2-descente universelle alnsi que les morphismes 

Xn+ I > (cOSkn(X))n+ I pour n = 0,I . Alors le foncteur X est G°-2-fid~le 

et le rest@ apr~s tout changement de base (autrement dit X d~finit une augmentation 

de descente effective universelle au sens de (2.4.11)). 

D'apr~s [4] (7.12), il suffit de voir que i~(X) est G°-2-fid~le et 

on utilise pour ce faire les ler~ms suivants : 
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Leone (3.3.4.1) Soient X e_~t X' deux foncteurs A ° .... > B/S et un diagranmm 
2 

commutatif : 

: 0 

' 'i+ II 
X 2 ~ ~, X I ~. ~ X > S ~ o 

t e l  que k s.o..i.t un  morphisme. .de  G ° - O - d e s e e n t e .  A l o r s  s i  X ej_~t C ° - 2 - f i d ~ l e ,  t l  

en est de mSme de X' . 

Evident. 

Lemme (3.3.4.2) Soient X e t 

f2 

X' deux foncteurs A ° > B/S et un diasramme 

2 

~O 

X 2 - ~ X' - ' ~ ~'~ __ P" ~ O 

commuta ti f 

- X 1 X 2 ~ __= X ° ~ S 

tel que fl soit de G°-l-descente et f2 d~e G°-O-descente. On supgos~ de plus 

Rue X 2 > (cosk)l(X')) 2 . Alors si X es~ G°-2-fid~le, il en est de mame 

de X' 

" ' X X i ~0 : " ....... > ' et ~ : " Soient Xl = Xl ~ ' -- Xl Xl I XI 

deux projections. 

I 
> X 1 les 

Grace ~ la d~flnition d'un cosquelette, on d~finit une fl~che 

" > ' telle que : : X I X 2 

bo o%0 = _b o 

B I o~0= 

b b b 2 o %0 = 0 ° b I --~o = Co I --i 

Solt maintenant une donn~e de descente sur X' ; d'o~ un objet sur X , 
O 
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' Grace ~ ~ , on volt que deux objets sur X I , un isomorphisme entre eux sur X I . 

les deux images r~ciproques de ces isomorphismes sur X~ sont ~gales. Puisque 

f est de l-descente, on attrape un isomorphisme entre les deux objets sur X I ; 

' >~ est de cet isomorphisme est une donn4e de descente (grace au fair que X 2 

O-descente), et on a gagn4. 

Corollaire (3.3.5) On suppose que routes les fl~ches de B sont plates : tout 

hyperrecouvrement de S , pour la topolo~le de la G-2-descente eohomologique, 

dont les obiet s sont r epr~sentables, d4finit une augmentation de G-2-descente 

cohomologiqu@ universelle. 

4. Exemples 

(4.1) 

(4.1.0) Dans ce num~ro Top 

[aiLments de l'univers fix~ 

duaux de topos au-dessus de 

Faisceaux de 8roupes ab~liens sur les espaces topologiques 

d~signe la cat~gorie des espaces topologiques 

] : on d~finit une cat~gorie 8 bifibr~e en 

Top en prenant pour objets les couples (X,F), oh 

X est un espace topologique et F un faisceau d'ensembles sur 

morphlsmes les couples 

tion continue et 

la section de 8 ° 

faisceau constant 

topologique X , 

sur X . 

X , e£ pour 

(f,~) : (X,F) > Y,H) o~ f : X > Y est une applica- 

: H > re(F) un morphisme de faisceaux. On prend pour 

au-dessus de Top ° qui associe ~ chaque espace topologique le 

~X : on posera G = Mod(8°,~) de sorte que, pour tout espace 

G X s'identifie ~ la categoric des faisceaux de groupes ab~liens 

Rappelons qu'un morphisme f : X ~Y est s~para si la dlagonale de 

X~X est fer~e. Un morphisme propre est un morphisme sdpar~ et unlversellement 

ferm~ (prendre garde que cette d~finltion est plus restrictive que eelle de 

Bourbaki). 
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La d~monstration du "th~or~me de changement de base" ci-dessous est 

Inspir~e de([5] II(4.11.I). 

Th~or~me(4.1.1) 

ab~lien sur X 

Soient f : X ....... > Y un morphisme propre, 

et un dla~ramme cart~sien 

X ! 

y' g 

>X 

>Y 

F un falsceau 

Alors, l'applicatlon canonique (XII 4.2) ou (3.2.2.3) 

g~Rif~F ~ > Rif~ g'~F 

est un isomorphisme. 

Ce th~or~me ~quivaut au eorollalre suivant (le corollaire s'obtient 

en faisant Y' - (Point) ; le thaor~me s'obtient en appliquant le corollaire 

f et f') . 

Corollaire(4.1.2) Soient 

ab~lien sur X et 

est biiectiy ~. 

Puisque f 

de f-l(y) 

f : X > Y un morphisme propre, 

y £ Y . L'application canoni%ue 

(Rif~F)y > Ri(f-l(y), F) 

Par d~flnition, pour U parcourant les voisinages de 

(Rif~F)y - lim~ Hi(f-I(u), F) 

F un falsceau 

Y ~ on a 

est fermi, les f-l(U) forment un syst~me fondamental de voisinages 

et(4.1.3) rasulte du lemme suivant. 
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Lermae (4.1.3) Soient X un e spage topologique, K c X e__!t F un faisceau ab41ien 

sur X . 0n suppose que K est compact et que deux points distincts queleonques 

de K ont, dans X , des voisinages disjoints. Alors, pour U parcourant les 

voisina~es de K , on a 

(4.1.3.1) lim Hi(U,F) N > Hi(K,F) 

Nous traiterons d'abord le cas i = 0 . Dans ce eas, il est clair que 

(4.1.3.1) est injectif. Pour la surjectivit~, nous utiliserons 

Lemme~.l.4) Sous les hypotheses de (4.1.3), si A e_~t B sont deux ferm~s de 

K e__tt W un voisinage de A N B dans X , il existe des voisinages U e~t V 

de A e_~t B dans X tels que U N V c W . 

Nous traiterons d'abord le cas o~ A est r~duit ~ un point a . L'asser- 

tion est triviale sl a 6 B (prendre U = W). Si a ~ B il existe pour chaque 

b E B des voisinages ouverts disjoints U b et V b de a et b dans X . On 

prend pour V une r~union finie de V b qui comme B , et pour U l'intersection 

des U b correspondants. 

Dans le cas g~n~ral, pour chaque a 6 A , il existe des voisinages ouverts 

U et V de a et B dans X avec U n v cw . on prend pour U une 
a a a a 

r4union finie des U , qui couvre A , et pour V l'intersection correspondante a 

des V 
a 

Revenons ~ (4.1.3). Si s £ H°(K,F), il existe un recouvrement ouvert 

U i de K dans X et des s i 6 H°(Ui,F) tels que s i = s sur U i n K . On 

peut supposer les U i en nombre fini. Soit (K i) un recouvrement ferm~ de K , 

avec K i C K N U i . Soit Wy l'ouvert de U i n uj o~ s i -- sj ; on a 

K i n Kj cWij. Appliquons (4.1.4) ~ tousles couples (Ki, Kj) et aux Wij: on 

trouve des ouverts Vij avec K i c Vij c U i et Vij N Vji c Wij . Soit 

U~ = n vii : on a K. c U'. c U. , et s I = s. sur U! N U~ . Les s. se 
i j l l l 1 I l 
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' et (4.1 3.1) est surjectif recollent done sur le voisinage de K r~union des U i , 

(done bijectlf) pour i = O . 

Len~ae (4.1.5) S_~i F est flasque, le faisceau FIK Su~ K est mou. 

Soit A c K un ferm~ dans K . Toute section de F sur A se prolonge 

un volsinage, d'apr~s ce qui pr6e~de. Puisque F est flasque, elle se prolonge 

X , eta fortiori ~ K . 

Prouvons (4.1.3). Soit F ~ une r~solution flasque de F . On a 

lim.~ Hi(U,F) = li~ Hi(r(U,F*)) = H i li~ F(U,F*) = H i F(K,F*) 

4.1.3(i=0) 

= HI(K,F) 

(4.1.5) 

Corollaire (4.1.6) Soit f : X > Y un morphisme propre et surjectif d'espaces 

topologlques. Alors, f est de G-l-descente cohomologique. 

R~sulte de (4.1.2) et (3.2.4). 

Corollaire (4.1.7) Soit h = (Ui)i61 un recouvrement ferm~ localement fini d'un 

espace topologique X . Alors le morphisme canonique f : i~l Ui > X est un 

morphisme de G-l-descente cohomologique. 

En effet f est propre et surjectif. En appliquant (2.5.6), on retrouve 

la suite spectrale de [[5]. II (5.2.4)] (cf. l'introduction). 

Propositio n (4.1.8) Soit f : X - > Y unhoa~>morphigme local surjectif d~'espace 

topologique. Alors f est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle. 

Par localisation sur Y (cf. (3.2.4), on est ramen4 au cas o~ f possAde 

une section. 
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Corollaire (4.1.9) So it h ffi (Ui)i61 un recouvrement ouvert d'un espace topologique 

X Alors le morphisme canonique f : II Ui > X eat un morphisme de G-l-descente 
" ....... iE1 .................. 

cohomologlque universelle. 

La suite spectrale de descente donne alors [[5] II (5.4.1)] (cf. l'Intro- 

duction). 

RemarRue (4.1.10) Lea d~monstrations de (VIII. 9) montrent que l'on peut remplacer 

"l-descente cohomologique" par "2-descente cohomologique" dans tousles ~nonc~s 

qui precedent. 

(4.2) M0dules quasi-coh~rents sur l es schemas 

(4.2.0) Soit (Sch~ la cat~gorie dont les objets sont les schemas ~l~ments de h 

et les fl~ches les morphismes quasl-compacts et quasi-s~par~s : on d~finit une 

cat6gorie 8 bifibr~e en duaux de topos au-dessus de (Sch) s en prenant pour objets 

les couples (X,F) o~ X eat un schema et F un falsceau sur X (pour la topologie 

de Zariski), et pour morphismes lea couples (f,~) : (X,F) ~ (Y,G) , o~ 

f : X > Y est une application continue et ~ : G > f6(F) un morphisme de 

faisceaux. On prend pour O la section de 8 ° au-dessus de (Sch)~ qui assocle 

tout schema son faisceau structural ; on prend pour G la sous-cat~gorie de 

Mod(8°,O) telle que pour tout schema X , G X soit la cat~gorie des modules 

quasi-coh~rents sur X . 

Proposition (4.2.1) Tout morphisme f : X > Y fid~lement plat quasi-compact et 

quasi-s4par~ est un morphisme de G-2-descente cohomologique universelle. 

D'apr~s [S.G.A I (VIII5.2)], f est un morphisme de G°-descente effective. 

En vertu de [E.G.A IV (1.7.21)], on peut appliquer (3.2.4) au carr4 cart~sien : 
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>X 

• , >y 

f 

(4.3) Faisceaux 4tales sur les sch4mas 

(4.3.0) Soit (Sch) la cat4gorie de tousles schemas appartenant ~ h : on 

d~finit donc une cat~gorie g biflbr~e en duaux de topos au-dessus de (Sch) 

prenant pour objets les couples (X,~), o~ X est un sch4ma et 

~tale sur X , et pour morphismes les couples (f,~) : (X,~) 

f : X > Y est un morphisme de schemas et ~ : ~ > f~(~) 

faisceaux. 

en 

F un faisceau 

> (Y,q), o~ 

est un morphisme de 

Soit n un entier a O : on d~signe par ~n la section de go au-dessus 

de (Sch) ° qui associe ~ tout sch4ma X le faiseeau constant (~/n~)x " On posers 

F n = Mod(g°,~ n) de sorte que, pour tout schema X , Fnx s'identifie ~ la cat4gorie 

des faisceaux de ~ /n~ -modules sur X . 

(4.3.1) Soit maintenant (Sch) la sous-cat4gorie de (Sch) dont les objets sont 
S 

les schemas ~14ments de h et dont les fl~ches sont les morphismes quasi-compacts 

et quasi-s~par~s. On d~signe par g la cat~gorie bifibr~e en duaux de topos 
S 

au-dessus de (Sch) s d~duite de g par le changement de base (Sch) s > (Sch) ; 

on d~signe encore par % la restriction de % ~ (Sch) s. Soit G c Mod(g~,~ o) 

is sous-cat~gorie fibr4e et cofibr4e de Mod(g~,%) telle que pour tout schema X 

G X soit la cat~gorie des faisceaux ab41iens de torsion sur X : le lecteur notera 

que la condition (2.4.1.i) est v4rifi~e. 

Proposition (4.3.2) Soit f : X > Y un morphisme propre surjectif. Alors f 

un morphisme de F n-2-descente cohomologique universelle pour n ~ i . Consider4 

comme morphisme de (Sch) , f est un morphisme de G-2-descente cohomologique 
S 

universelle. 

est 

1 4 5  
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D'apr~s (VIII. (9.4)) f est un morphisme de F°-descente effective et 

d'apr~s (XII. (5.1)), on peut appliquer (3.2.4) au diagra~m~e cart~sien : 

XXvX ' > X 

1 l 
X > g 

Proposition (4.3.3) Soit f : X-->y un morphlsme surjectif de sehfimas. On 

suppose que l'une des hypotheses suivantes est v~rifi~e : 

a) f est entier. 

b) Y est localement noeth~rien, f est universellement ouvert st 

localement de presentation fini@. 

c) f est plat et localement, de presentation finie. 

-2-deseente cohomologique, pour tout n ~ O Alors f est un morphisme de F n ................... . 

a) On recopie la dfimonstration de (4.3.2) en rempla~ant (XII. (5.1)) 

par (VIII. (5.6)). 

b) La question ~tant locale sur Y , on peut supposer que Y est 

noethfirien. On applique (E.G.A. IV. (14.5.10)). Par (3.3.1) et a) on se ram~ne 

au cas o~ tout point y de Y poss~de un voisinage U tel que f-l(u) > U 

poss~de une section et on gagne par (3.2.4). 

c) II s'agit de montrer que f est un morphisme de F-l-descente 

cohomologique (on salt par (VIII. (9.4)) que f est un morphisme de F°-descente 

effective). 

Par localisation sur Y (cf. (3.2.4)), on peut supposer que Y est 

affine d'anneau A. On peut alors 4crire Spec A = l~m Spec A i , o~ I est un 
iEl 

ensemble ordonn4 filtrant et A i un anneau noeth4rien pour tout i , avec 

X = l~m X i , o~, pour tout i, X i est un sch4ma plat et localement de presentation 

finie sur Spec A i tel que fi : X.l > Spec A i soit sur]ectif ," de plus, les 

diagrammes : 
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X 

u t 

> X .  
i 

> Spec A, 
% 

s o n t  c a r t A s i e n s .  

S o i t  ~ un £ a i s c e a u  a b ~ l i e n  s u r  Y : on a ~ = i ~ m u ~  u i , ( ~ )  de s o r t e  

que ,  p a r  un p a s s a g e  ~ l a  l i m i t e  s t a n d a r d ,  on e s t  ramen~ au cas  o~ ~ p r o v i e n t  

d ' u n  f a i s c e a u  s u r  $pec A i pour  un c e r t a i n  i , e t  b)  p e r me t  de c o n c l u r e .  

Remarque (4.3.~4) S i  £ : X ....... ~ Y e s t  e n t i e r ,  on a Rq£~ - 0 pour  q > 0 . On en 

c o n c l u t  £ a c i l e m e n t  q u ' i l  u ' e s t  pas  n ~ c e s s a i r e  de se  l t m i t e r  aux complexes  b o m b s  

i n f ~ r i e u r e m e n t  pour  £ a i r e  de l a  d e s c e n t e  au moyen de f . 

U 

C o r o l l a t r e  ( 4 . 3 . 5 )  S o i  t ( X  ~ > X) E A une f a m i l l e  c o u v r a n t e p o u r  l a  t o p o l o s t e  

~ t a ~ e .  A l o r s  ~ - - ~ X  ~ X e a t  uu morphisme de F n r 2 - d e s c e n t e  cohomoloRique 

u n i ~ e r s e l l e  pour  t o u t  n ~ 0 . 

En e f f e t ,  t l  e x i s t e  une f a c t o r i s a t i o n  

a~A 

oh h e a t  un morphisme ~ t a l e  s u r J e c t i f .  
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5. Applications 

(5.1) Construction d'objets simpliciaux 

(5.1.0) Jusqu'au num~ro (5.1.3) compris, H est une cat~gorie o6 les limites 

projectives flnies non rides existent et o6 les sommes finles existent, sont 

disjolntes et universelles. Si X : 4 ° > H est un objet simplicial de H , 

nous noterons d k i:Xk >Xk-i (resp. s~:X k >X k+ I) pour i~[k] et 
i 

0 ~ k les fl~ches correspondantes aux op4rateurs "faces" ~k : [k-i] > [k] 

(resp. aux op~rateurs de d~g~n~rescence O~ : [k] ----> [k+l]) (cf. [3] II 2). 

D~finition (5.1.1) Un. objet simplicial X : 4 ° > H de H est O-scind~ s'il 

existe une famille de sous-objets NXj des (j m O) telle q ue !es morphlsmes 

soient des isomorphismes. 

b.  : II ~ .  > x .  
z H o m ( [ i ] ,  [ j  ] )  3 z 

De m~me, un objet simplicial k-tronqu~ X : ~-----> H est o-scind~ 

s'il existe des NXj (O ~ j ~ k) v~rifiant la condition pr~cCdente pour i ~ k . 

Les NX. sont uniquement d~termin~s par X . En effet, si X est 
3 

k-i 
o-scind~, les op~rateurs de d~g~n~rescence s~ : Xk_ I > X k sont des isomor- 

phismes de Xk_ I avec des facteurs directs de X k , et 

NX k ffi N (compl~ment de s~(Xk_l)) 

Pour k = 0 , NX = X 
O O 

(5.1.2) Pour X un objet simplicial (n+l)-tronqu~ 

rons par ~n(X) le triple consistant en 

a) la restriction i~x) de X ~ "4 ° 
II n 
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b) 

c) 

NX 
n+l ' 

l'application ~vidente de NXn+ 1 dans (cosq n (X))n+ I 

Ce triple (Y, N , ~) v~rifie la condition suivante 

(*) Y est un obJet simplicial nltronqu~ 

cation de N dans (cosq Y) 
n+l " 

O-scind~ de H , et ~ est une appli- 

Proposition (5.1.3) Soft (Y, N , ~) un triple v~rifiant (~) CildeSsus. 

(i) A isomorphisme unique pros, il existe un et un seul X : A~+ I > H 

Olscind~, svec ~n(X) ~ (Y, N, ~), 

(if) II revient au m~me de se donner un morphisme f de 

O 
simplicial tronqu~ Z : ~n+l > H , ou de se donner 

a) un morphisme f' : Y > i ~ (Z) ; 

b) un morphisme f" : N > Zn+ I tel que le dia~ramme 

X dans un objet 

I I 1 ) (cOSqnY)n+ I 

Zn+ 1 > (cosq n Z)n41 

soft commutstif. 

Construisons X , 

.,n+l y, > y 
On pose : Y'n = (c°sknY)n+l et on note d i : n+l n 

,n > Y~+I ) les op~rateurs de face (resp. de deg~n~rescence) (resp. s i : Yn 

obtenu par fonctorialit~. 

+ On pose Yn+l = NIL( I ! N Y~) et soft ~ : Yn+l > Y' n+l 
Hom n ([n+l],[~] 

fl~che dont les composantes sont ~ et les fl~ches M Y~ >Y~ > Y' n+l 

tout ~pimorphisme In+l] > [~] avec ~ ~ n . 

la 

pour 
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+ Solt sl : Yn ........... 

la fl~che induite par 

Hom~_([n], [~0> 

~'<n 

i 
O n , de sorte que 

tn (~) ~o s?= s . 
i i 

On pose 

.n+l = d,n+l 
( H )  d i i o GL 

+ Pour montrer que l'on d~finit ainsi un objet de 

[[3]. II(2.4)] de v~rifier les formules 

a) .n .n+l n .n+l i < j 
ci.o j = dj_l.C i 

n-I n n-i i ~ j 
b) sn.sj = Sj+l. s i 

- x+ I 

Hom(A ° ,H), il sufflt, d'apr~s 
n+l 

I n-l ,n 
s j_ 1.a i i < j 

.n+l n 
c) U i .sj = id i = j ou i = j+l 

n-I , n 
sj .oi_ 1 i > j+l 

Les formules a) et c) sont ~videntes en vertu de (I) et (II), car 

on salt que a) et c) sont v~rifi~es si l'on remplace dn+li par a"n+li et s in 

tn par s . 
i 

La formule b) est v~rifi~e par construction. 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier que l'objet X obtenu 

v~rifie 5.1.3. 

+ On prendra garde que le foncteur construit dans la d~monstration de 5.1.3, de 

la cat~gorie des triples v~rifiant (5.1.2) (*) dans les objets simpllciaux 

n+l-tronqu~s, est fiddle mais non pleinement fiddle. 

La proposition 5.1.3 fournit un proe~d~ tr~s commode pour construire 

par induction des objets simpliciaux de H .Dans la fin de ce num~ro, nous 

formalisons cette remarque sous la forme qui sera utilis~ en 5.2 et 5.3. 
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(5.1.4) Soient E ~ > B un foncteur tel que pour tout objet b de B , la 

cat~gorle fibre E b soit non vide et v4rifie les conditions de (5.1.0). 

Soit Q une propri4t~ d'un obJet de E , stable par isomorphisme : 

on suppose que les conditions suivantes sont r~alis~es : 

a) Pour tout objet b d__£e B il existe un ob~et x d__£e E b v4rlfiant Q. 

b) Pour tout ob~et b d__£e B et tout couple (x,y) d'objets de E b 

v~rifiant Q , il exlste un ob~et z de E b v~rifiant Q et des morphismes 

z ..... > x , z > Y dans E b . 

c) Pour tout morphisme b' t > b de B et tout ob~et x de E b 

v~rifiant Q , il existe un ob~et x' de E b , v~rifiant Q et un morphisme 

x' ...... > x au-dessus de t . 

Soit d'autre part P une propri~t~ d'une flAche de E au-dessus 

d'une identit~ stable par isomorphisme : on suppose que les conditions suivantes 

sont r~alis~es : 

d) Pour tout ob.~et b d_.£e B et tout obiet x d__£e E b il existe 

une fl~che y > x dans E b v4rifiant P . 

e) Pour tout objet G d__ee B , tout dia~ramme dans E b de la forme 

f u ................ > X 

/ 
Z 

\ 
v > y  

g 

o~ f e t_t g v~rifient P , peut se compl~ter en un diagramme commutatif dan s E b 

f 
u - - ~  > x 

/ / 
h > z 

\ \ 
v > y  
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o_.~ h v4rifle P . 

f) Pour tout morphisme b' t > b 

d__£e E b v~rifiant P , il existe un morphlsme 

et un dla~ramme commutatif 

f 
d_ee B et tout morphisme x > y 

f, 
x' > y' de Eb, v~riflant P 

x' .... C~ > x 

fF 

F! -- __ 

o_~ ~ e!t 8 sont des morphismes au-dessus de t . 

D~finitlon (5.1.5) Avec les notations de (5.1.4), nous dirons qu'un oblet X 

de Hom(A°,E) v~rlfie la condition (APQ) si les conditions suivante s pont remplles : 

(i) L'ima~e de woX est l'objet simplicial constant d~fini par un objet G de B. 

(ii) E n rant ~u'objet de Hom(A°,Eb ), X est O-scind~. 

(iii) X ° v~rifie la condition Q . 

(iv) Pour tout entier n , la fl~che N Xn+ I ...... > (cOSqn X)n+ I v~rifle la 

condition P . 

(5.1.6) On d~signe par Z(APq ) la sous-cat~gorie de Hom(A°,E) dont les objets 

sont les objets simpliciaux v~rifiant (APQ) et dont les morphismes t sont les morphis- 

mes X ~ > Y de Hom(A°,E) tels que ~(~n ) : ~(X n) > ~(Yn ) soit le m~me 

morphisme de B pour tout n . Ii exlste alors un foncteur canonique 

: E(ApQ ) > B 
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Proposition (5.1.7) Le foncteur 

B et tout couple (X,Y) d'objets de 

est surjectif. De plus, pour tout objet 

E(ApQ), b , il existe un diagramme 

b de 

Z 

/\ 
X Y 

dans E(ApQ), b 

La ddmonstration est trivlale ~ partlr de (5.1.3), en vertu des hypotheses 

faites en (5.1.4). 

Proposition (5.1.8) Soient C une categoric et F un foncteur E(ApQ ) 

on introduit les conditions suivantes pour F : 

>C; 

(i) Pour tout ob~et b d_~e B , la restriction de F ~ E(ApQ), b se factorise 

(~) 
travers la cat~8orie grossi~re d4flnie par les ob~ets de E(ApQ), b . 

(ii) Pour tout morphisme t : b' > b d_ee B et tout couple (X' > X, Y' > Y) 

de morphismes au-dessus de t , le dia~ramme suivant est commutatif : 

F(X') 

F(Y')  

> F(X) 

). F(Y) 

o0 ~ et ~' sont les flAches d~termin~es par la condition (i). 

Al0rs , le foncteur G > Go~ induit une ~uivalence entre la categoric 

Hom(B,C) et la sous-cat~gorle pleine de Hom(E(ApQ),C) d~finie par les foncteurs 

v~riflant les conditions (i) et (il). 

(e) Une cat6gorie est dire ~rossi~re si pour tout couple (x,y) d'objets, Hom(x,y) 

est r~duit ~ un ~l~ment et un seul. 
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Les d~tails de la d4monstration sont laiss~s au lecteur. Indiquons 

simplement la mani~re dont on proc~de pour montrer que le foncteur precedent est 

essentlellement surjectif . 

Soit F : E(ApQ ) > C un foncteur v~rifiant les conditions (1) et (il) 

pour tout objet b de B , on choisit un objet X de E(ApQ), b et on pose 

F(b) = F(X) ; on v4rifie alors que ~(b) varie fonctoriellement avec b . 

(5.2) Cohomologie sin~uli~re d'un schema de type fini sur un corps de caract~- 

ristique nulle 

Dans ce num4ro, k d~signera un corps de caract~ristique nulle. 

(5.2.0) Nous d4signerons par Schf/k (resp. Ann) la cat~gorie des schemas 

loealementde type fini sur k (resp. des espaces analytiques complexes). Tous 

les objets simpliciaux de Schf/k (resp. Ann) seront consid~r~s consne objets 

simpliciaux de Top grace au foncteur canonique Schf/k > Top (resp. Ann > Top). 

Nous conservons les donn~es de (4.1.O) relatives ~ la descente cohomologique. 

Suivant les notations usuelles, nous noterons S > S an le foncteur 

canonique Schf/C >Ann d~fini dans G.A.G.A. 

(5.2.1) Soit X un objet simplicial de Sch/k (resp. Ann) : les compatibilit~s 

usuelles pour la construction du complexe de De Rham d'un morphisme de sch4ma 

Ear. 
(resp. d'espaces analytiques) permettent de construire un complexe ~/k 

+ ~,^Zar.. 
(resp. ~X)C) de D+(I'(~),2Z ) tel que pour tout entier i R eikt~/k ] 

^Zar., ( r e sp .  --R+ e'~(CL"-))l ~ / $  s o i t  le  complexe De Rham ~ i / k t r e s p .  ~X~/¢) 

A Soi t  X u > C S un o b j e t  s i m p l i c i a l  de $chf /k  ( r e sp .  Ann) muni 

~R(U) et H" (U,¢)) comme 

B+- ,^Zar u+u~x/k ) (resp. 

d'.ne .u ent.tio.. d fl.it ( . esp .  

~tan t  les groupes d'hypercohomologie du complexe 

et R'~u~(C) ). 
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A 
(5.2.2) Si X u > CS est un objet semi simplicial de 

trois morphismes canoniques : 

hZar., , ~ ~R(uan) 
DR ~u) > 

H'(uan C) ~ >~R(U an) 

Schf/C , on dispose de 

H'(san,~) Y > H'(uan,¢) 

. soit lisse Proposition (5 2.3) Supposons, avec les notations de (5.2.2) que X n 
an 

A X an n 
pour tout n : alors ~ e__~t 8 sont des isomorphismes. Si de plus > Csa n 

est un hyperrecouvrement de S an pour la topolo~ie de la l-descente cohomologique 

universelle, y est un isomorphisme. 

Le fair que ~ soit un isomorphisme r~sulte de [[6]. Th. I']. Ii r~sulte 

du lemme de Poincar~ que ~ est un isomorphisme. La derni~re partie de la proposi- 

tion r~sulte de (3.3.3). 

(5.2.4) Nous allons maintenant appliquer (5.1.4) au cas oO B = Schf/k et o~ E 

est la cat~gorle au-dessus de B telle que pour tout schema S , la cat~gorie 

fibre E S solt la cat~gorie des schemas de Schf/k au-dessus de S , les fl~ches 

au-dessus d'une fl~che de B ~tant 4vldentes. Nous dirons qu'un morphlsme 

h : X > Y au-dessus de S v~rifie la propri~t~ P si X est lisse sur k et 

si h est compos~ d'un nombre fini de morphismes v~rifiant l'un des conditions 

suivantes : 

(i) 8tre somme d'une famille de morphismes ~tales et surjectifs 

(il) @tre somme d'une famille de morphismes propres et surjectifs. 

Nous dirons qu'un schema X de E s v~rifie la propri~t~ Q si I~ morphisme 

structural X > S v~rifie la propri~t~ P . 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier, via la r~solution des singula- 

rites, que toutes les conditions de (5.1.4) sont v~rifi~es. 
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La donnee des groupes definit un foncteur contravariant de la 

categorie E (APQ) dans la categorie des groupes abeliens gradues, not6 

Proposition (5.2.5) Le foncteur verifie les conditions de (5.1.8). 

Par le principe de Lefschetz,on est ramen6 au cas ou k C . Dans 

t 
ce cas, pour tout morphisme S' 9 S et tout couple (u' + u , v' j v) 
de morphismes au-dessus de t , on dispose d'un diagramme commutatif : 

ce qui acheve la d6monstration. 

Zar. Definition (5.2.6) Le foncteur contravariant defini par (5.1.8) B partir de HDR 

sera note H'(+,k) . Pour tout schema S localement de type fini sur k , Jg 

groupe abelien gradue H'(S,~) s'appellera la cohomologie singuliere de S . 

(5.2.7) Nous allons terminer ce nudro par une illustration des principes g6neraw 

qui y ont Bt6 introduits. Rappelons tout d'abord que si S est un espace analytique 

complexe, la cohomo1oe;ie de De Rham de S , notle HiR(S) est par definition 

l'hypercohomologie du complexe de De Rham %/c . 
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Proposition (5.2.8) (Blum-Herrera). 

¢ , la fl~che canouique 

Soit S un schema locslement de type fini sur 

H'(san ¢) .... >~R(S an) 

poss~de une r~tractlon (dans la cat~orie des g;oupes ab~liens gradu~s) fonctorielle 

en S . 

En vertu de (5.1.8) il sufflt de consid~rer le morphisme 

H'(+,¢)o ~ >R~RO~ obtenu ~ partlr du precedent par composition avec ~ . 

A le morphisme canonique En utilisant, pour route augmentation X-~->C S , 

Lu-~-(~S/C)= > ~/C , on d~finlt un morphlsme fonctoriel ~RO~ > H~R , de 

sorte que le diagramme suivsnt soit commutatif : 

[, / 
ce qui fournit la r~traction cherch~e. 

Remarque (5.2.9) L'~nonc~ (5.2.8) reste valable pour tout espace analytique, dbs 

que l'on dispose de la r~solution des singularit~s dans le cadre analytique. 

(5.3) Theories de Hodge mixtes 

Nous donnons ici un r~sultat de nature technique qui joue un role 

clef dans [2]. 

k est un corps de caract~rlstique nulle. 

(5.3.1) Soit SChfs/k la cst~gorie des schemas s~par~s et de type fini sur k ; 

on d~signe par E ~ > SChfs/k la cat~gorie au-dessus de SChfs/k d~finie de la 

fa@on suivante : 
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+ Si S est un objet de SChfs/k , un objet de E S est un triple (X,X,i) o~ 

est un schema r4duit projeetif au-dessus de k , X un schema propre au-dessus de 

S et i : X > X une immersion ouverte au-dessus de k telle que i(X) soit 

dense darts X . 

+ Si t : S' > S est un morphisme de schemas, (X, ~X, i) un objet au-dessus 

de S et (~', X', i') un objet au-dessus de S', un morphlsme de (X, X, i) 

dans (~', X', i') au-dessus de t est un couple (h, h) o~ h : X' --->X est 

un morphisme au-dessus de k , et h : X' > X un morphisme au-dessus de S , 

tel que le diagramme suivant soit commutatlf : 

i I 

X' >3' 

x i >3 

N.B. : on remarque qu'il r4sulte des hypotheses de propret~ que E - l ( i ( x ) )  - i ( x ' ) .  

Lenm~e (5.3.2) Pour tout 0bier S d~e Schfs/k , la cat~gorie E s est non vide, 

poss~de des llmites prpJectives non vides et des somes directes finies qui sont 

disjointes et universelles. 

Le falt que la cat4gorie E S soit non vide r4sulte du lemme de Chow. 

Nous n'indlquerons que la construction du prodult direct de deux objets 

(X, X, i) et (X', X', i') de E S . 

La fl~che canonique j : X×sX' > X×kX' est une immersion et on 

d~signe par T le sous-sch~ma r4duit de X~X' ayant pour espace sous-jaeent 

l'adh~rence de l'image de j : (T , XXsX' red ' Jred ) v~rlfle la propri4t~ 

universelle voulue. 
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(5.3.3) Soit S un objet de SChfs/k : nous dirons qu'un objet (X, X, i) de E S 

v~rifie la propri~t~ Q si X est lisse sur k et si i(X) est le compl~mentaire 

d'un diviseur ~ croisement normaux. Nous dirons qu'un morphisme 

(h,h) : (X',X',i') > (X, X, i) v~rifie la propri~t~ P si h est surjectif 

et si (X', X', i') v~rifie la proprf~t~ Q . 

Proposition (5.3.4) Avec les notations de (5.3.3), toutes les conditions de (5.1.4) 

sont v~rifi~es. 

Les conditions a) b) d) et c) se v~rffient facflement en utilisant la 

r~solution des sfngularit~s. De plus c) est consequence de f) : il reste donc 

v~rifier f). 

Ii s'aglt de voir que tout diagramme cormmutatif : 

i 
z z > g  

i X 
x >g 

t 
o5 (X, X, i x ) et (Z, Z, i Z) sont des objets de E S avec h surjectff, peut 

se compl~ter en un diagramme co~utatif : 
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h' 

Z' 

g~ 

X I . 

X ~ 

t 
S ~ -, 

k 

>g 

~X 

i 
9 $ 

k 

o0 (~', X', ix,) et (Z', Z', iZ,) sont des objets de ES, , avec ~' surjectlf. 

On consid~re un d iag ramme 

T ~ > S r ~ ''). S 

o~ ~ est propre et ~ projectif : par ehangemente de base on en d~duit un 

diagra=~e : 

zXsT 
r e d  , 

X×sTre d 

Z~kTre d -- 

I 

X×kTre d 

7 -  

.~ Z 

L 
> X  

~ S  

> k  
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o~ p et q sont des i~mersions ; il suffit alors de remplacer ~ X k T--re d et 

X k T--re d pour les images ferrules de pet q pour avoir le diagramme voulu, 

ee qui ach~ve la d~monstration de (5.3.4). 
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