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INTRODUCTION

1. Soit X un espace topologique et U = (Ui)iEI un recouvrement de X , que

1'on suppose soit ouvert, soit fermé et localement fini., Si & est un faisceau

abélien sur X , la suite spectrale de Leray :
Py
(1.1) H (U, H(F)) ey H*(X, &)

définie par W [[5] II (5.2.4) et (5.4.1)] peut se décrire de la fagon suivante :

Le recouvrement VU dé&finit une résolution "Céchiste" c*(u,¥), fonc-
torielle en & (ibid (5.2.1)). D'autre part, on dispose, pour tout & d'une
résolution "flasque canonique", C*(F), fonctorielle en ¥ (ibid (4.3)). Avec
ces notations, la sulte spectrale (1.1) s'obtient, dans le cas olt U est ouvert,

a4 partir du complexe double
(1.2) T(X,C*(u,C*(3)))
Dans le cas o U est fermé et localement fini, on considére le complexe double

(1.3) T(X,CHC*(u,3))

2, Cherchons une description unifiée de ces doubles complexes. Désignons par Xo

1'espace topologique somme disjointe des Ui et par Xn (n=0) 1le produit fibré

itéré (n+l1)*S™® de Xo avec lui-m@me au-dessus de X :
n
(2.1) = AL v, nli T 1L 0 Us(a)
io...inEI o """ "n o€Hom([n],I)

Les Xn forment un systéme simplicial d'espaces topologiques, et si jn désigne

la projection de Xn sur X, on a
n .
(2.2) =5, 3% @

Notons que la formation des résolutions flasques canoniques commute a
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la restriction 2 un ouvert et 2 1'image directe par une immersion fermée. Dés lors :

a) si u est ouvert
9 It = 3 »* P - P *
(2.3) ci(u,c () Jq* jq c (&) jq* ¢ (jqﬁ)
b) si U est fermé et localement fini
Pl - P - P
(2.4) c{CH{u,H) =¢ (Jq*jgﬁ) jq* C (jq 3]

Ainsi, pour obtenir une description unifiée de (1.2) et (1.3), on voit qu'il suffit
de prendre la résolution "flasque canonique’ de j:(&) sur Xq pour tout q ,

puis d'appliquer le foncteur jq* & cette résolution,

3. La description précédente garde un sens pour tout systéme simplicial d'espaces

topologiques au-dessus de X :
(3.1) N — Top/X
——
[n] X_

non nécessairement de la forme (2.1). Toutefois le double complexe, coaugmenté

par &
p
.2 —_— cr (g%
(3.2) 3 (g CUX@N,
ne définira pas en général une résolutiop de F .

Ce travail est consacré 2 la recherche de conditions suffisantes pour
que (3.2) définisse une résolution de ¥ . Dans ce cas, la suite spectrale (1.1)

se généralise en une suite spectrale
Pl +q
(3.3) P (B (X, () e P (x,3)

dite "suite spectrale de descente",
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Dans le cas de “coefficients constant", des suites spectrales analogues
ont été obtenues par Segal (cf [8]), par d'autres méthodes et pour d'autres "théories
cohomologiques™, telles que la K-théorie. Segal se place dans la catégorie des C.W.
complexes : il utilise un foncteur "réalisation géométrique” qui, 2 un complexe
semi-simplicial d'espaces topologiques, associe un nouvel espace topologique ;
ce nouvel espace doit se comparer au topos associé & un topos simplicial

[ef. (1.2.12)].

4. Au paragraphe 5, nous illustrons les critdres obtenus en construisant pour
tout espace analytique X sur € , via la résolution des singularités, un

systéme simplicial d'espaces analytiques non singuliers au-dessus de X ,
-_—
[n] X

tel que (3.2) définisse une résolution de F , Si 1'on prend pour 3F le faisceau

contient € , on obtient en particulier une suite specfrale
(4.1) Hq(xp, ¢) =——emmp Pz, )

qui exprime la cohomologie complexe de X en terme de la cohomologie complexe
d'espaces analytiques non singuliers. De plus, si X est projectif, on peut supposer
que tous les Xp sont projectifs : c'est 12 1'ingrédient essentiel qui permet

d'obtenir une esp2ce de "théorie de Hodge" pour X (cf. [2]).

5. Les constructions qui précédent s'étendent telles quelles lorsqu’on remplace
le faisceau &F par un complexe borné inférieurement de faisceaux. Elles conduisent
4 des techniques de "localisation" dans les catégories dérivées :

On sait que pour X~ donné par (2.1), la flache
¥ o pP(X) — Db(Xo)
n'est pas fidele en général ; on montrera qu'une donnée plus précise que celle de
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jz(K') (pour K° € D+(X)), faisant intervenir les X, permet parfois de recons-

tituer le complexe K° .

Les énoncés obtenus seront utilisés dans 1'appendice de l'exposé XVII
pour étendre la définition du foncteur R f, ( £ morphisme séparé de type fini

entre schémas) au cas ot f n'est pas supposé compactifiable.

Dans cette application, il n'est pas possible de ne considérer que des
espaces topologiques remplacés ici par des sites étales de schémas, D'autre part,
pour mener & bien les démonstrations, il sera nécessaire de considérer aussi bien
des sytemes simpliciaux d'espaces que des systemes multi-simpliciaux. Ceci explique,

justifie ou excuse le degré d'hypergénéralité dont on partira.

1. Préliminaires

(1.1) HNotations

(1.1.1) Dans tout ce qui suit, U est univers tel que Z € U : tous les topos

considérés seront des U-topos.

Soient T et T' deux topos : un morphisme ¢ : T —> T' consiste en
la donnée d'un couple de foncteurs ¢, : T—> T' et o* : T' —> T , muni d'une
adjonction HomT,(.,qm.) —ttny HomT(m*.,.), tel que ¥ soit exact & gauche

(i.e. préserve les limites projectives finies).

Soient (T,GT) et (T’,@T,) deux topos annelés : un morphisme de (T,@T)
dans (T‘,@T.) est un couple (p,8) ot ¢ : T—>T' est un morphisme de topos

et 8 : &, —> pu(6;) est un morphisme d'anneaux.

(1.1.2) Nous ferons un usage constant du langage des catégories fibrées tel qu'il
est exposé dans [S.G.A. 1 VI]; le lecteur pourra aussi se reporter & [4]. Fixons
simplement quelques notations : si E —> B est un foncteur fibrant (resp.
cofibrant), pour un morphisme m : 1 —> j dans B , nous noterons

n¥ : E, —> Ei (resp. my : Ei e Ej) le foncteur "image réciproque"

i
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(resp. "image directe') qui lui est associé ; chacun de ces foncteurs est définit
34 un unique isomorphisme fonctoriel prés. Si o E—> E' est un B-foncteur,
pour tout objet i de B , nous noterons o P B, > Ei le foncteur restriction

de @ a E;, .

(1.1.3) Enfin, nous désignerons par A la catégorie suivante : les objets de £
sont les ensembles ordonnés [a] = {0,1,...,n} et les morphismes de A sont
toutes les applications croissantes (au sens large). A+ (resp. A”) désignera
la catégorie dont les objets sont ceux de A et dont les fldches sont les
monomorphismes (resp. les épimorphismes) de A . Nous utiliserons librement et

au fur et 2 mesure des besoins les notations classiques introduites a propos de

A [ecf. [3] 11 2].

(1.2) D-topos

Définition (1.2.1) Soient D une catégorie et E —=> D un foncteur fibrant

et cofibrant. Nous dirons que E est bifibrée en topos au-dessus de D o que

E est un D-topos gi les conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet i de D la catégorie fibre E, est un topos.

{b) Pour tout morphisme m : i —> j dans D, il existe un morphisme de topos

f: Ej —>E;, tel que f, =m* et f¥=m, .

Remarque. La condition (b) peut encore s'exprimer, compte tenu de (a), en disant

que le foncteur m, est exact & gauche.

Lorsque D = A (resp. A X A) on parlera de topos simplicial (resp.

simplicial double) pour désigner un A-topos (resp. un A X A-topos).

Dans la pratique, nous rencontrerons des D-topos grice aux considé-

rations suivantes :
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Définition (1.2.2) Soit &€ une catégorie fibrée et cofibrée au-dessus de D .

Nous dirons que £ egt bifibrée en duaux de topos au-dessus de D gi e° est

un Do-togos.

Remarque (1.2.3) Explicitement, € est bifibrée en duaux de topos gu-dessus de D

si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet i de D , la catégorie duale de la catégorie fibre Ci
est un topos.
(b) Pour tout morphisme m : i —>3j de D, le foncteur m* est exact 2

droite.

(1.2.4) Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de catégories bifibrées

en duaux de topos,

(1.2.5) Soient &€ -~> B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B
et X : D° —>B un foncteur. Alors on laisse au lecteur le soin de vérifier que

(0° x 8° est un D-topos que nous noterons X .,

B
(1.2.6) Nous dirons souvent qu'un foncteur X : p° —> B est un D-objet de B
et nous désignerons par Xi 1'image par ce foncteur d'un objet 1 de D ; les
D-objets de B forment une catégorie notée D°B . Si S est un objet de B ,

un D-objet de B/S s'appellera un D-objet de B augmenté vers S ., La donnée

d'un D-objet de B augmenté vers S est trivialement équivalente & la donnée
D
d'un morphisme fonctoriel X —> Cg ot X est un D-objet de B et CS le

D-objet de B constant de valeur §S .

Lorsque D = A , on parlera d'objet simplicial (resp. objet simplicial

augmenté).

Nous utiliserons aussi des objets simpliciaux doubles (en faisant

D =AXA4).
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(1.2.7) Supposons maintenant que la catégorie B posséde des produits fibrés finis.
Solit f : R—>S une flache dans B : le bifoncteur
([n],X) wwr— HomEns([n], Homs(X,R))
de A° x (B/S)° damns Ens définit un foncteur :
[n] w— x[n] - X
en prenant pour Xn un représentant du foncteur
Z a——> Houﬁgns([n], Homs(Z,R))

n+l fois

(Xn —== RXgXRX.. .XSR)

Nous désignerons par [R|fs] ou [R|S] 1'objet semi-simplicial augmenté

vers S ainsi comstruit.

Enfin si X et X' sont deux objets semi-simpliciaux de B (ou de B/S)
et u : X —> X' un morphisme fonctoriel. Nous introduirons pour des raisons
techniques 1'objet [x|ux'] calculé dans la catégorie A°B . Celui-13 s'interprdte
comme un objet simplicial double de B que nous noterons alors [[X lu Xx']] :

On dispose en effet d'un isomorphisme canonique de catégories :

2°(p°B) —=——> (A x N° B

Nous allons revenir maintenant & la notion générale de D-topos.

(1.2.8) Soient E un D-topos : nous désignerons par [(E) 1la catégorie
HOED(D:E)- Soit £ : D' —> D un foncteur : la catégorie D' X,E est un D'-topos

et, par composition avec f , on obtient un foncteur

g% : T () —> TO' xE)
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Dans le cas ot D' est réduite & un objet i de D (avec pour seul

morphisme 1'identité de i) et pour £ 1'inclusion canonique notée e, » on

peut prendre pour D' xDE la catégorie fibre E, et e? s'identifie alors au

i

foncteur "évaluation en i'".

Proposition (1.2.9) 8i D' est une U-petite catégorie, le foncteur f%* possdde

un adjoint A droite et & gauche (notés respectivement f

. ot £

Cela résulte d'une légdre généralisation du lemme de Kan [III 1.1],

dont nous ferons un usage constant.

Lemme (1.2.10) Soient I, J et A trois catégories au-dessus d'une méme catégorie

B : on suppose que I est Uu-petite et que A est fibrée et cofibrée au-dessus

de B, On se donne un B-foncteur f : I —>J et 1l'on désigne par f¥* le foncteur

HﬂxB(J,A) —_— MB(I,A)

défini par composition avec f , Alors si dans chaque fibre de A au-dessus de B,

les U-limites inductives (resp. projectives) existent, f£%* possdéde un adjoint
a

gauche (resp. 3 droite).

Preuve, Nous n'indiquerons que la démonstration de 1'existence du foncteur adjoint
2 gauche, la partie resp. du lemme s'en déduisant par dualité. Nous utiliserons le

fait suivant, dont la vérification est laissée au lecteur :

Lemme (1.2.10.1) Soient A wune catégorie bifibrée au-dessus d'une catégorie B ,

] s + »
b un objet de B et (FX)XEA un foncteur d'une catégorie A dans la fibre Ab ;

quels que soient G dans A, et u: b' —>b (resp. u:b—>1b') dans B ,

on a une bijection :

Homu(G, lim Fl) —e 1im Homu(G,F)L)

- -

(resp. Homu(li? Fk , G) —S—i lim Homu(Fx,G))

chaque fois que le premier membre est défini.
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+ Ceci étant, soit I AL f.J la catégorie sur B définie par :

ob(IllfJ) = ob (1) 1L ob (D)

Bomx(x,y) si x , y € ob(I)

Hom(x,y) =1 HomJ(x,y) si x , y € ob(J)
HomJ(f(x),y) si x € ob(I) et y € ob(J)
L ¢ si x € ob(J) et y € ob(I)

+ La catégorie HomB(I.u.f J, A) est équivalente 3 la catégorie des triples
formés d'un B-foncteur F de I dans A , d'une B-foncteur G de J dans A

et d'un morphisme ¢ de B - foncteur de F dans Geof = £(G).

+ Pour tout objet j de J , on désigne par I/j la catégorie des objets
de I "placés par f au-dessus de 3}" : les objets de 1/j sont les couples
(i,0) od i est unobjet de I et @ : i —>j wune fl2che dans I LLf J , les
morphismes de I/j é&tant ceux de IILf J/j . si Py et P; sont les projections
de I et J sur B, et si (i,0) est un objet de I/} , on désignera par
Q.

. ApI(i) ——-—>Ap le foncteur PJ(O.)* .

J(J)
+ 8Se donner un B-foncteur de IALf J dans A revient encore A se donner

F € HomB(I,A), G € Homy(J,A) et un morphisme fonctoriel en j

¥y = lim o, (F(1) —————>G6(j) .
->

(i,a)€1/3

(La fonctorialité en j du membre de gauche résulte de (1.2.10.1)). L'adjoint 2

gauche de f¥* est donc donné par la formule :

f!(F)(j) = lim a,(F(1))

(i,a)€1/3

2
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Corollaire (1.2.11) Soient E un D-topos et i un objet de D ; le foncteur er

admet un adjoint 3 pauche (resp. 3 droite défini par :

e”(a) (i) = _l_l_ C(,*(a) resp, ei*(a)(j) = ‘{ ’ a*(a)
Q€Hom(1i, j) acHom(j,1)

ot a est un objet de E au-dessus de 1i .

Proposition (1.2.12) Soient D une U-petite catégorie et E un D-topos : alors

la catégorie T(E) est un U-topos.

+ On vérifie "fibre par fibre", & l'aide de (1.2.10.1), que la catégorie

I(E) possdde les propriétés suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables,
b) Les sommes directes indexées par un élément de U sont représen-
tables. Elles sont disjointes et universelles.

c) Les relations d'équivalence sont effectives universelles.

+ Il reste 3 montrer que I(E) possdde un syst2me de générateurs indexé

)
Gil XEAi est un systéme

est un ensemble Y-petit), la famille (ei!(Gik))i,k

par un élément de WU : or, si pour tout objet i de D, (

de générateurs de E; (od A

est un gsystéme de géuérateurs de I(E).

i

(1.2,13) Nous allons introduire maintenant la notion de morphisme entre D-topos,
Précisons tout d'abord que si F et F' sont deux catégories au-dessus d'une
méme catégorie B et si T : F—>F' est un B-foncteur , un B-adjoint 3
gauche 3 T sera un foncteur 8 : F' —>F adjoint 2 gauche 2 T tel que les
morphismes canoniques 1 —> T°S et SeoT —> 1 soient des B-morphismes de
foncteurs, Sous ces conditions, on vérifie trivialement que T est cartésien et

que § est cocartésien.
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Définition (1.2.14) Soient E et E' deux D-topos : un morphisme de E dans E'

est un couple de D-foncteurs &, : E —> E' et &* : E' —> E, muni d'une D-adjonc-

tion Hom(@*,,.) ==> (.,%,"), tel que pour tout objet i de D , le couple

(85 Q?) , muni de 1'adjonction induite par E , soit un morphisme de topos de

E, dans E! .
i == i

Proposition (1.2.15) Soient E et E' deux D-topos et (g, , &) : E —>E'

un morphisme. On suppose que D est une WU-petite catégorie, alors le couple

(1(8,), T(8*)) : I(E) —> I(E') est un morphisme de topos.

Découle trivialement de la définition précédente,

Le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, permet

de construire des morphismes de D-topos :

Lemme (1.2.16) Soient E et E' deux catégories bifibrées au-dessus d'une méme

catégorie D , et & un D-foncteur cartésien de E dans E' tel que, pour tout

objet i de D, Qi : Ei s Ei posséde un adjoint & gauche, Alors, le choix

pour tout i , d'une adjoint & gauche 2 Qi détermine canoniquement un D-foncteur

Yy : E' —>E , D-adjoint & gauche & & .

Scholie (1.2.17) Sous les conditions de (1.2.16), supposons que E et E' soient
deux D~topos et que pour tout i objet de D , tout adjoint & gauche du foncteur
§i soit exact & gauche : alors, si { : E' == E est un D-adjoint a gauche 2 § ,

le couple (3,¥) : E—>E' est un morphisme de D-topos.

Soient maintenant &€ —3» B une catégorie bifibrée en duaux de topos
au~dessus de B, X et X' deux D-objets de B et a : X —> X' un morphisme
fonctoriel, Alors le choix de clivages normalisés pour & et e° détermine

canoniquement un morphisme (o, , o¥) : X —> X' de D-topos tel que, pour tout



- 12 -

. . . T - . 0 _u0 .

objet i de D (o.*i, C!.i) : X, —> X! soit égal 2 (O.i* ,» af ), ot

& ¢ Xi — Xi est la fléche de B donnée par ¢ . Pour deux choix différents

de clivages pour £ et e® , il existe un unique D-isomorphisme entre les morphismes

ainsi obtenus. (Pour la vérification de ces faits, le lecteur pourra se reporter 2

(L 47 -~ L7,

(1.3) D-topos annelé

Définition (1.3.1) Un D-topos annelé est un couple (E,A) oia E est un D-topos

et A un anneau de I(E).

On vérifie alors que pour tout objet i de D, Ai est un anneau du
topos E. et que pour tout morphisme m : i —> j 1la fléche canonique

A, —> m*(Aj) est un homomorphisme d'anneaux.

Définition (1.3.2) Soient (E,A) et (E',A') deux D-topos annelés : un morphisme

de (E,A) dans (E',A') est un couple ($,8) ot & : E—=E' est un morphisme

de D-topos et 6 : A' —> T(Q*)(A) est un homomorphisme d'anneaux,

Remarque (1.3.3) Un morphisme & : (E,A) —> (E',A') de D-topos annelés induit
un morphisme (I(2),8) : (IT(E),A) —>(T(E),A') de U-topos annelés lorsque D est

une U-petite catégorie (cf. 1.2.15).

(1.3.4) Soit €& —> B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B

et ® un anneau de I(Co) = MBO(BO,EO). si X :D0°— 3B est un D-objet de B,
le D-topos X (cf, (1.2.5)) est naturellement annelé par (6.)° : D—>¢ et
l'on désignera par (i,@) le D-topos annelé ainsi construit. Si a : X -—> X'

est un morphisme fonctoriel, le morphisme (a, , o¥*) : X —= X' (c¢f, 1.2.17) induit

canoniquement un morphisme (X,8) ——> (X',6) de D-topos annelés encore noté «a .

(1.3.5) Un D-topos annelé (E,A) définit canoniquement une catégorie Mod(E,A)

bifibrée en catégorie abéliennes au~dessus de D dont la fibre en un objet i
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de D est la catégorie Mod(Ei, Ai) des modules sur le topos annelé (Ei’ Ai)
Avec ces notations, la catégorie des modules de [(E) sur A , notée Mod(T(E),A)

s'identifie & la catégorie Hom, (D,Mod(E,A)).

(1.3.6) Soit o =~ (§,8) : (E,A) —> (E',A') un morphisme de D-topos annelés, Il
définit deux foncteurs ¢, : Mod(E,A) —> Mod(E',A') et o¥ : Mod(E',A') —> Mod(E,4)

entre les catégorles de modules correspondantes :

- Soit M un objet de Mod(E,A) au-dessus d'un objet 1 de D :
8,(M) est un module sur Q*(Ai) et, grace au morphisme @ : A; —> Q*(Ai), on .
en déduit un module sur A;‘ noté (M), Ce foncteur ¢, sera appelé le foncteur

image directe par le morphisme ¢ .

- Soit M' un objet de Mod(E',A') au-dessus d'un objet 1 de D : F*(M')
38 ] 3 ¥ 3 ¥ )
est un module sur & (Ai) et o¥(M') = F¥(M') ®§*(A£) Ai est canoniquement muni
d'une structure de module sur A; . Au moyen de (1.2.16), on définit ainsi un

foncteur o%* , adjoint A gauche 2 ¥y » et appelé foncteur image réciproque par

le morphisme o .

(1.3.6.1) Nous dirons que ¢ est plat si le foncteur T(p*) est exact,

Proposition (1.3,7) Soient £ : D' —> D un foncteur et (E,A) un D-topos annelé,

Alors le foncteur canonique

£% : Mod(T(E),A) > Mod(L(EX D'), A°f)

posséde un adjoint & droite et 2 gauche si D' est une U-petite catégorie. En

particulier, i1 est exact,

Cela résulte immédiatement de (1,.2.10) et de 1'identification

Hom, (D,Mod(E,A)) = Mod(T(E),A).
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Conformément aux notations générales, nous noterons f, {resp. £)

1'adjoint 3 gauche (resp. 2 droite)de f# |,

(1.3.8) Les considérations qui suivent nous fournirent un procédé de calcul commode
pour les foncteurs dérivés du type §+T(¢*) : D+Q£(E),A) — D+(£(E'),A'), ot

o : (E,A) —> (E',A') est un morphisme de D-topos annelé (cf. {1.3.6)). [si (S,&S)
est un topos annelé, nous notons D+(S,@s) la catégorie dérivée de la catégorie

des ®g-modules de s].

(1.3.9) Ce calcul formel pourra d'ailleurs s'appliquer 3 d'autres contextes tels

que la "descente en cohomologie 4-adique" (cf. S.G.A, 5).

Proposition (1,3,10) Soit D une Uu-petite catégorie. Si (E,A) est un D-topos

annelé, on désigne par I 1'ensemble des objets de Mod(I(E),A) isomorphe 2
(E,A) = ZSomorpac 2

un objet de la forme I e, (Q.) , ob, pour tout objet i de D, Q  est
. i# i - -— i ==
i€ob(D)
totalement acyclique (cf. V 4.4 ) ; I(E A vérifie les propriétés suivantes :
3

(1) Pour tout objet F de Mod(I(E),A) et tout objet i de D, ef(F) est

totalement acycligue.

(i1) Tout objet de Mod(T(E),A) s'injecte dans un objet de I(E RE
3

(iii) 1 est stable par sommes directes finies.

(E,A)
(iv) Pour tout morphisme ¢ : (E,A) —> (E',A') de D-topos anmelés, le foncteur

T(qy) transforme tout complexe acycligue de C+(£(E),A), formé d'objets de I(E 4)°
]

en un complexe acyclique formé d'objets de I(E' A"
’

Démonstration.

(1) Compte tenu de 1'expression explicite de e,  (cf. (1.2.1.1)), il suffit
i

de montrer le lemme suivant :

;) 'Fﬁﬁrub‘<dU“ b &4«6&»4&%.‘5 V.
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Lemme (1.3,10.1) Soient (S,Gs) un_topos annelé et (Ft)téT une famille de
ss-modules totalement acycliques indexée par un ensemble T U-petit. Alors

I F_ est totalement acyclique.

t€T

Soit X un objet de S : il existe une suite spectrale

(1.3.10.2) wx, 19 F) == 01 #Px,F)
teT t€T
od Il (@) désigne le q-i2me dérivé du foncteur "produit indexé par T". Comme
tE€T
(@) tET q
I F_ est le faisceau associé au préfaisceau U——> NI H'(U,F)),
t€T teT
(1.3.10.2) dégénere et on obtient des isomorphismes
(1.3.10.3) G, I F) —=> I H'(XF)

t€T t€T
d'od finalement H (X, I ) =0 pour tout n .
tET
{ii) Soit F un objet de Mod(I(E),A) ; on choisit pour tout i un monomor-
phisme Fi —_—> Qi , oli Qi est totalement acyclique dans

MOd(Ei’Ai) : ei»(Fi) — ei*(Qi) est alors un monomorphisme (puisque e possade

in
un adjoint 2 gauche), et la fléche canonique :

(1.3.10.4) Fo— ] e, (F,) ——

Q,)
i€ob(p) i* 1

I e, (
i€ob(p) # 1

est encore un monomorphisme, comme on le vérifie trivialement,

(1ii) Démonstration laissée au lecteur.
(iv)  On laisse aussi au lecteur le soin de vérifier que T(gp,) transforme un
objet de I(E,A) en un objet de I(E',A') . Ce point établi, il suffit, compte

tenu de (i), de vérifier le lemme suivant :
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Lemme (1.3.10.5) 8i 0—>F—>G—>H—>0 est une suite exacte courte dans

Mod(T(E),A), avec F € I(E A & GE1 la suite

(E,8) °
0 —> T, ) (F)) —> T(p,) (G)) —> T(ep(H)) —> 0 est exacte dans Mod(I(E'),A').

Il suffit de remarquer que er(H) est acyclique pour tout objet 1 de D
et que le calcul de T(yp,) se fait fibre par fibre, ce qui achdve la démonstration

de (1.3.10).

Corollaire (1.3,11) Soit ¢ : (E,A) —> (E',A') un morphisme de D-topos annelés.

On peut calculer le foncteur R +T(w*) au moyen de résolutions formées d'objets

de Ieg py-

Soit LC K+(£(E),A) la sous-catégorie pleine des complexes fermés
d'objets de I(ga) @ L estune sous-catégorie triangulée en vertu de ((1,3,10),
E]

(i1)) et on peut lui appliquer le théordme (5.1) de [[7] - Chap.l].

Corollaire (1.3,12) Soit ¢ : (E,A) —> (E',A') un morphisme de D-topos annelés ;

pour tout objet i de D on désigne par @, : (Ei’Ai) —> (E{, A}) le morphisme

de D-topos annelé induit par ¢ au-dessus de i . Alors le diagramme

+
R (e¥)
D (C(E), ) -1 > 0*(E,,4,)
R T(e,) X
pH(D(E'), A" D*(E},A!)
R (e}

est essentiellement commutatif.

On dispose d'un morphisme

+ + + +
(e o BT(g) ———> &y, E'(eD

dont on vérifie que i est un isomorphisme, grace a (1.3.10).
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Remarque (1.3.13) Désignons par G l'ensemble des objets F de Mod(I(E),A)

(E,A)
tels que e?(F) soit totalement acyélique pour tout objet i de D. Il résulte
de la démonstration de (1.3.10) que l'on peut calculer g+r(¢*) au moyen de réso-

lutions formés d'objets de G i est ce que l'on fait en particulier danms

(E,a) °
1'introduction en utilisant la "résolution flasque canonique" (¥) ., D’apres

1.3, i : : .
[( 10)(i)], on a I(E,A) C:G(E,A) , mais nous utiliserons explicitement I(E,A)

dans le paragraphe 2 .,

2. La méthode de la descente cohomologique

Dans ce numéro, D est une catégorie U-petite,

(2.1) Généralités. Notations

(2.1.1) sSoit (S,@é) un topos annelé, La catégorie S x D , muni de la projection

canonique § X D ~—>D , est un D-topos ; de plus la section de valeur constante

ss définit un D-topos annelé (S Xx D,SS) appelé D-topos annelé constant de valeur
(s,@s) . Avec ces notations, la catégorie Mod(T(S x D), @S) s'identifie 3 la caté-

gorie des foncteurs covariants de D dans Mod(S,Gs).

On définit un foncteur exact :
e* Mod(S,@S) —ey Mod (T(S X D),@S)

en associant & tout module F sur S le foncteur constant de valeur F . Le
foncteur e¥ possdde un adjoint 2 droite €, qui associe i tout foncteur

H:D ———>-Mod(ss) sa limite projective, le morphisme d'adjonction F —3 g,e¥*(F)
étant celui qui envoie F dans la limite projective du foncteur constant de valeur

F ; ainsi ¢¥* est pleinement fidele si et seulement si D est connexe,

(¥} cf. exposé XVII pour la généralisation de cette notion,
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Définition (2.1.2) Soit (E,A) un D-topos annelé ; une augmentation de (E,A) est

un morphisme (de D-topos annelés) de (E,A) dans un D-topos annelé constant. Un

D-topos annelé muni d'une augmentation sera appelé un D-topos annelé augmenté,

(2.1.3) Soit & —> B une catégorie bifibrée en duaux de topos et § un anneau

de I(Eo) = HomBO(BO,BO) . Soit S un objet de B : un foncteur D° —> B/S ,

c'est-a-dire un morphisme fonctoriel X —-§—> Cg , ot X est un foncteur p° —> B

(cf. (1.2.6)), induit une augmentation :

8 : (X,8) ————>(e‘s’ X D, &) (cf. (1.3.4)).

désignerons par la m&me lettre que le morphisme fonctoriel qui lui donne naissance,

(2.2) La descente cohomologique

(2.2.1) Soit 8 : (E,A) —> (8 X D,SS) un D-topos annelé augmenté, on pose,

avec les notations de (1.3.6) et (2.1.1),
B* = T(E™) o e* : Mod(S,8;) ———> Mod(L(E),A)
et By = e, o T(8y : Mod(T(E),A) ——> Mod(S,8)

L'image de §* se trouve dans la sous-catégorie pleine de Mod(I(E),A)

formée des sections cocartésiennes de T (D,Mod(E,A)) : nous noterons

cocart

T (D,Mod(E,A)) cette dernidre catégorie.

Définition (2.2.2) On dit que O est une augmentation de descente effective si

cocart

T°(p*) o e : Mod(S,@s) —>T (D,Mod(E,A)) est une équivalence de catégories,
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(2.2.3) Avec les notations de (2.2,1), supposons que § soit plat, de sorte que
B* est exact et passe trivialement aux catégories dérivées : soit g+(§*) le fonc-

teur ainsi obtenu., Avec ces notations :

Lemme (2.2.3.1) Il existe deux morphismes fonctoriels

a: y —> K (8 « L8 et B :LT(B. g (@Y —> 14

idD‘*‘(S,@S pH(I(E),A)

mettant ces deux foncteurs en adjonction,

(c€, [9] (3.3)).

Définition (2.2.4) On dit que § est une augmentation de l-descente cohomologique si

1°) @& est plat

2°) Le foncteur ;+(§*) est pleinement fidéle,

Remarque (2.2,5) La condition 2°) la définition précédente peut aussi s'exprimer

en disant que le morphisme @ dans (2,2.3.1) est un isomorphisme.

Définition (2.2.6) On dit que O est une augmentation de 2~-descente cohomologique

(ou de descente cohomologique effective) si 6 est & la fois une augmentation de

descente effective et une augmentation de l-descente cohomologigue.

La terminologie précédente est justifiée par le résultat suivant :

Proposition (2.2,7) 8oit © une augmentation de descente cohomologique effective.

Alors, l'image essentielle de g+(§*) est la sous-catégorie pleine de D+(£(E),A)

. . i ... : .
formée des complexes F tels que pour tout i , H (F') soit une section cocar~

tésienne de Mod{(E,A),

Nous dirons, pour abréger, qu'un complexe F° wvérifiant les conditions

précédentes est une donnée de descente cohomologique, Il est clair que si K'€D+(S,®S)

g+(§*)(K') est une donnée de descente cohomologique : il suffit donc de montrer

que pour toute donnée de descente cohomologique F° , le morphisme canonique
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BIE) : LA™ o pHEYE) —— F

est un isomorphisme dans D+(I(E),A).

a) Cas ot F' est borné : on raisomne par récurrence sur la longueur 4 de

1'intervalle des entiers 1 ot H (F') # 0 :
- pour 4 =1 1'assertion est vraie parce que § est de descente effective.
- supposons & >1 et soit n le plus grand entier tel que H'(F') # O :

*
on dispose d'un triangle distingué 9

EM(F*)[-n)

Fl' F°

tel que l'hypothese de récurrence s'applique & F'®' ; B(H"(F*)[-n]) et B(F'")
étant des isomorphismes, il en est de méme de B(F’)
b) Cas général : désignons par O_(F') le complexe

Pl Pl s gerd® —>0—>0 ... ,

(cf, [7] (7.1)), de sorte que 1'on dispose pour tout n d'un diagramme commutatif
§+
|+
B

et il suffit de voir que le morphisme

L@ o '8 (o (F')) = > 0 (F")

(8w - gT(EY F) F

(*) pour tout complexe K° , K'[-n] désigne le complexe T (K') , o T est

le foncteur translation.

103



- 21 -

B8y (o (F)) RFGE Y

induit un isomorphisme sur les e pour i €£n . Or, on dispose d'un triangle :

FH'\
USn(F'3 —_—

avec H(F" *) =0 pour i <n . On en déduit alors que Hi(§+(€*) (F"*)) =0
pour i € n , puis que Hi(§+(§;)(0Sn(F'))) —_ Hi(§+(§*)(F')) est un isomor-

phisme pour 1 €S n, ce qui achéve la démonstration.

Nous allons maintenant exposer une méthode de calcul explicite de §+5*

fort utile dans la démonstration de certains critéres de descente cohomologique,

ainsi que dans l'exploitation de la dite notion.

(2.3) Un procédé de calcul pour §+ €y

Nous commencerons par deux sorites,

(2.3.1) Soient D une U-petite catégorie et Ab 1la catégorie des groupes
abéliens appartenant 2 U . On désigne par r, le foncteur D —> (Hom(D, Ab))°

défini par la relation

£ (1)(3) = zHom(Ls 1)
pour tout couple (i,j) d'objetsde D . On comstruit alors, pour tout couple (i,X)
formé d'un objet de D et d'un objet de Hom(D,Ab), un isomorphisme canonique

et fonctoriel :

Hom(rD(i), X) —==> x(i)

(2.3.1.1) Soient A une catégorie additive (cf. TohokQl) et F un foncteur

D —> A : on définit un foncteur F : (Hom(D,Ab))° — A°Ens par la relation
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F(X)(a) = Hom (x, HomA(a, F(.)))
Hom(D, Ab)

de sorte que le diagramme suivant, ol hA désigne le foncteur canonique :

rD o
D (Hom(D,Ab))
F ¥
A T > Hom(Ao,Ens)
A

solt essentiellement commutatif,

On laisse au lecteur le soin de vérifier que F transforme les sommes
directes finies de Hom(D,Ab) en produits et que, si 1'on désigne par Z le

foncteur constant D —> Ab de valeur Z, ona F(Z) = lim F .
Enfin la correspondance Fa~—>F définit un foncteur covariant
Hom(D,A) — > Hom((Hom(D,Ab))o, Hom(Ao, Ens)).
(2.3.1.2) On désigne par Add(D) 1la sous-catégorie pleine de (Hom(D,Ab))°
définie par les objets de la forme rD(i), ot i est un objet de D , et leurs

sommes directes finies, La catégorie Add{(D) est additive et le foncteur

r, ! D—> Add(D) vérifie la propriété universelle suivante :

(2.3.1.3) Pour toute catégorie additive A , le foncteur G —> G o T induit

une équivalence de la sous-catégorie pleine de Hom(Add(D),A) formée par les

foncteurs additifs sur la catégorie Hom(D,A).

La catégorie Add(D), définie 2 équivalence prds par (2.3.1.3) s'appellera

la catégorie additive engendrée par D .,

(2.3.2) Soient A une catégorie abélienne et K'° un complexe double que nous
considérons comme un objet de ¢t(c*(a)), le premier indice correspondant au
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premier signe C+ : on désigne par (K")s le complexe simple associé (cf. Tohokf

(2.4), dont nous conserverons les notations). On définit ainsi un foncteur

(2.3.2.1) IR VD — ¢t

et on laisse au lecteur le soin de vérifier le lemme suivant :

Lemme (2.3.2.2) Le foncteur ( )s définit un foncteur triangulé :

Hcta) ———= ¥

qui préserve les guasi-isomorphismes ; il définit donc un foncteur triangulé :

pt(ct(a)) —— ) ,

encore noté ( )s .

b
Remarque. On a le mme résultat pour le foncteur ( )_ : c(Cc (4)) —> c(a

car la suite spectrale que 1l'on envisage est birégulidre par (E.G.A. III (11.3.3)).

(2.3.3) Ceci étant, soient (S,@s) un topos annelé et D une U-petite catégorie,

Soit 2' € c¢'(add(D)) unm complexe de cochatnes tel que z2" =0 pour n<O.

Tout objet F de Mod{([(S x D, @s), GS) {(qui s'identifie 2 un foncteur
D ——>-Hod(5,®s) d'apres (2.1.1)) définit, par la propriété universelle de Add(D)

un objet ¢ (F)" de C+(S,®S) qui varie fonctoriellement avec F  d'aprés

Z' %
(2.3.1.3).

On définit ainsi un foncteur triangulé :

(2.3.3.1) xH(

6, ) @ K (I(S x D),6) —> K(c¥(s,80) .

Z*®
De plus, il résulte de (2.3.2.2) que le foncteur composé :
ot R +
C g o kile,, ) K'(Z(s x D),6) ——> K (5,67)

transforme les objets acycliques en objets acycliques, I1 définit donc un
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foncteur triangulé :

(2.3.3.2) ey, DTS x D), ) ——>D'(5,8)
e + . (*)
vérifiant la relation Qo )s° K (ez. *) Re,. oo Q

(2.3.4) Lles données précédentes sont conservées. On considére 2Z° comme un
complexe de chatnes dans Hom(D,Ab). Soit t : 2° —> Z un morphisme de 2°

dans le foncteur constant de valeur Z tel que le morphisme composé

(2.3.4.1) P L )

soit nul.

Par fonctorialité (cf. (2.3,1.1)), on en déduit un morphisme

€4 (F) > ez,.“(F)o tel que le morphisme composé

(2.3.4.2) e®) —> ¢, (0° —> ¢, (O

soit nul,

Il existe alors un morphisme canonique de foncteurs triangulés :

(2.3.4.3) QK (e) —L— 0o ) o K'Ce,. ) = Ee,., o Q

Proposition (2,3.5) Les conditions et nmotatioms de (2.3.3) et (2.3.4) gont conservées ;

on _suppose en outre que le complexe augmenté

définisse une résolution de % .

Alors, pour tout complexe F' formé d'objets de (cf. 1,3.10 ),

I(SXD,GS)

(#) Pour toute catégorie abélienne A , la lettre Q désigne le foncteur
canonique KT(A) —> pF(a).
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I 1 Gk e (F) ——> (& ¢, Q(F)

est un isomorphisme.

+ Soit i wun objet de D et Q un module sur (S,@S) : montrons que

i (ei*(Qi)) est un isomorphisme, Il s'agit de voir que la suite :

(2.3.5.1) 0—>q —> ¢, (e, (@) —>¢,. (e, QN — ...

est exacte,

Pour cela il suffit de montrer que, pour tout objet X de Mod(S,@S),

la suite :

(2.3.5.2) 0 ~> Hom(X,Q;) —> Hom(X,¢ NG — Hom(X,€,,,

Z'*(ei*(Qi *(ei*

est exacte, Or un calcul immédiat montre que (2.3.5.2) se réduit a :
(2.3.5.3) 0 —> Hom(Z ,Hom(X,Q,)) —> Hom(HomAdd(D)(Zo,i),Hom(X,Qi)) -

e Hom(HomAdd(D)(Zl,i),Hom(X,Qi)) — ... .

+ 8i pour tout objet i de D , Qi est un module totalement acycli-

que, on voit, en appliquant le foncteur [l aux complexes (2.3.5.1), que 1'on
i€ob(D)
obtient encore un complexe acyclique d'aprés (1.3.10.1). Ainsi j ( 1 (e, (Q.))
icob(p) * 1

est un isomorphisme.

+ On laisse au lecteur le soin de déduire de ceci que jF(F') est un

isomorphisme lorsque Frer pour tout n (par suites spectrales, par

(sxD,ss)

exemple).
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Corollaire (2,3.6) Sous les conditions de (2.3.5), le morphisme i définit

§+€Z'* comme le foncteur dérivé de

€y -

La sous-catégorie de K+(£(SXD),®S) définie par les complexes formés d'objets
de I vérifie les conditions du théoréme (5.1) de [[7], I], pour le
(sxD,6,.)
foncteur K¥(egy,), en vertu de (1,3.10) et (2,3.5) : le corollaire résulte

immédiatement de cette remarque.

Corollaire (2,3,7) Sous les conditions de (2.3,5), scient (E,A) un D-topos ammelé

et 8 : (E,A) —> (SXD,GS) une augmentation ; il existe un isomorphisme canonique

" 5,—=—> &'Tey ° §'e,.,

Cela résulte de [[7] - 1T - 5.4].

Remarque (2.3.8) On savait a priori que §+e* existe et que l'on a un isomorphisme
§+ 5; — §+T(e*)o §+e* » vuque I(8,) et e, sont induits par des morphismes
de topos annelés (cf. (1,3.6) et (2,1.1)). Cependant le calcul précédent s'avérera
fort utile et applicable & d'autres contextes, car, dans la pratique, les condi-

tions de (2.3.5) seront toujours vérifiées,

Nous allons maintenant donner les exemples fondamentaux ol 1'on pourra

appliquer (2.3.5).

(2.3.9) Dans Add(p), on pose z" = [n] et on définit d" : z" —> znH par la
formule

n+l
(2.3.9.1) = g (Dl

i=Q

~

o 3 : [n] —= [n+l] est la i-2me face [cf£.[3] II 2]. On prend pour
t:2°—>2z 1'augmentation naturelle évidente,

La condition de (2,3.4) est trivialement vérifie, La condition de (2.3.5)

résulte de ([5] I (3.7.4)),
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(2.3.10) Dans Add(A x A), on considére le complexe simple associé au complexe

double :
n,m+l
5
([nd,[m1]) ((a+1],[me1 D)
n,m
(2.3.10.1) 52 5;4-1,“1
ghm®
([n3,[ad) 1 > ([a+1],[n))
avec
f n+l .
n,m i i
g = ¥ (~1)" (3 ,1idr_4)
1 =0 [m]
(2.3.10.2)
m+1 .
s = 3 (-DIdr 4,30 )
\ z 120 [n]

On laisse au lecteur le soin de vérifier {en utilisant (2.3.9)) que le
complexe ainsi défini, muni de l'augmentation naturelle évidente, vérifie les condi-

tions de (2.3.5).

(2.3.11) On traite de maniére analogue le cas multi-simplicial (avec

AXAX oo X D)
p-fois
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(2.4) La descente cohomologique relative

(2.4.0) Soient € —> B wune catégorie bifibrée en duaux de topos et § un anneau

de T(E").

Ces données définissent canoniquement une catégorie fibrée et cofibrée en
catégories abéliennes, notée Mod(€°,8), au-dessus de B° (cf. (1.3.3) et (1.3,4)):
dans tout ce qui suit, les foncteurs "images directes" et "images réciproques"

seront toujours pris par rapport au foncteur fibrant et cofibrant :

Mod(e°,6) —> B° .

Définition (2.4.0.1) Nous dirons qu'un morphisme f : T—>S dans B est plat

(relativement a (€,6)) si f : Mod(eg,Gs) — Mod(&o,GT) est un foncteur exact,

(2.4.1) Soit G une sous-catégorie fibrée et cofibrée de Mod(Bo,G) telle que,
pour tout objet § de B, G soit une sous-catégorie épaisse (cf. Tohoks (1.11))
de (Mod(&o,s))s - Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de telles situatioms,
8i S est un objet de B , nous désignerons par D+(S), la catégorie
dérivée de Mod(ﬁg,GS) : on introduit, suivant [[7] (I § 4)], la catégorie DE (s),
S

qui s'identifie 2 la sous~catégorie pleine de D+(S) formée par les objets X" tels

que H'(X) € Gg pour tout m .

Nous supposerons que la condition suivante est toujours vérifiée,

(2.4,1.1) Pour tout morphisme h : T—>S dans B , le foncteur

R'(h*) : pH(1) —> 0*(5) est tel que R*(W*)(F) € D) (8) si F €y .
s

D'aprés [[7] (I. (7.3).(i1))], cette condition entraine que

+ + +
R (h*)(DGT(T)) c DGS(S).
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(2.4.2) Soit D une u-petite catégorie : nous supposerons dans tout ce qui suit

que 1'on s'est donné un complexe 2Z° de Add(D) vérifiant les conditions de (2.3.5)

{dans les applications, on aura en fait D= A ou D = A X A).

Si X : D° —> B est un D-objet de B , on désigne par ModG(z(i),S)
la sous-catégorie pleine de Mod(I(X),6) formée par les objets F tels que
e"i"(F) € Gi( = GX,) pour tout objet i de D : ModG(L(i'), 6) est une sous~catégorie
épaisse de Mod(i‘(i),@). Nous désignerons par K'(';'(z(i'),e) (resp. Dg([(i),ﬁ’))
la sous-catégorie pleine de K+(£(§),e) (resp. D+(I(f),e')) formée des objets X’

tels que H'(X') € Modc(l_‘(i),o) pour tout n ,
(2.4.3) Soiemt X et X' deux D-objets de B et @& : X —> X' un morphisme
fonctoriel, Rappeloms (cf. (1,3.4)) que nous notons encore a : (X,8) —> (X',6)

le morphisme de D-topos annelés correspondant.

Définition (2.4.3.1) Nous dirons que o : X —> X' est plat si le morphisme de

D-topos annelés correspondant est plat au sens de (1.3,6.1).

On a alors le lemme évident :

Lemme (2.4,3,2) Pour que o : X —> X' soit plat, il faut et il suffit que, pour

tout objet i de D, o X —>Xi soit un morphisme plat (cf, (2.4.0.1)).

(2.4.4) Soit « : X —> X' un morphisme, il définit un foncteur

(2.4.4.1) K(Nay) : K'@C®,0) —— x'(TE",0) .

Lemme (2.4.4.2) Le foncteur

K'(Tay) | KGT(,0 : KD ,0) ———> K (TE", o)

posséde un foncteur dérivé A droite, noté BEI‘(G*), et le morphisme canonique
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+ + =
RIT(0) ————— B'T(a,) [0 (), 0)

est un morphisme.

De plus ES(DL(D(X),8)) < DUL(E",H).

La premi2re partie résulte de (1.3.10) et de [[7] - (1.(5.2))]. Pour
vérifier la dernidre assertion, il suffit de montrer, en vertu de [[7] - (1.(7.3).
(1)), que E'T(a)(F) € DL(IT(X'),6) lorsque F € Mod (I(X),8), ce qui résulte du

calcul explicite de lfl‘(c.*) donné par (1,3.1.1) et de 1'hypothese (2.4.1.1).

(2.4.5) Soit S wun objet de B : le D-topos annelé (Cg,@) (cf. (1.2.6))

s'identifie au D-topos annelé constant (8; X D, GS) et on a le lemme suivant

qui résulte de [[7(1. (7.3). (4iN)] :

+ 4o D +
Lemme (2.4.5.1) Le foncteur R -5 !DG(L(CS),@), noté R. €,. , est 2 valeurs
dans Dg (8) et s'identifie un foncteur dérivé A droite du foncteur

8

K'(ey) | KT, @ KETC)),0) — KkH(s)

Proposition (2.4.6) Soit § : X —> CD

s un D~objet de B augmenté : le foncteur

K+(§;)IKE(IK§),®) possdde un foncteur dérivé A droite, noté §+§§ , qui prend

ses valeurs dans DZ (8). De plus, il existe un isomorphisme canonique
S

+ = ~ + +
R, O ——>R. €,. ° ET(8)

Démonstration laissé au lecteur 3 partir de ce qui précéde.

Nous sommes maintenant en mesure de donner les définitions relatives

2 la descente cohomologique.
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(2.4.7) Soit § : X —> Cg un D-objet de B augmenté. Supposons que § soit
plat, de sorte que la restriction 2 D;
S

dans Dg(zfi),s) : nous noterons &g B* cette restriction. Avec ces notations :

(8) du foncteur L+ B* prend ses valeurs

Lemme (2.4.7.1) Il existe deux morphismes fonctoriels a : id - - BZE* ° ;E@*
DGS(S)
oy ot .
et B : L.6¥ o R.6 ——> id mettant ces deux foncteurs en adjonction,
et G G ¥* + o
DE(L(®),6)

Cela résulte immédiatement de (2,2.3.1) et (2.4.6).

Définition (2.4.8) On dit que O est uneaugmentation de l-descente cohomologique

relativement 3 G si

1°) 8 est plat,

2°) Le foncteur EZ 8% est pleinement fiddle.

Remarque (2,4.9) La condition 2°) de la définition précédente peut encore

s'exprimer en disant que le morphisme a dans (2.4.7.1) est un isomorphisme.

Définition (2.4,10) Soit 6 : X —> ot

g un D-objet de B augmenté. On dit que

6 est une augmentation de descente effective relativement 2 G si le foncteur

T(g¥%) o e* : G, ——3 LCOCTE

s T (0, 6

est une équivalence de catégories.

Définition (2.4.11) On dit que @ est une augmentation de 2-descente cohomologique

(ou de descente cohomologique effective) relativement 3 G si 6 est 2 la fois une

augmentation de l-descente cohomologique et de descente effective relativement &3 G .

On déduit alors de la démonstration de (2.2.7) le résultat suivant :
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Théordme (2.4.12) Soit § : X =i Cg une augmentation de 2-descente cohomologique

relativement & G . Alors 1l'image essentielle de Eg B* est la sous-catégorie

pleine de DE(I(?),@) formée des complexes F' tels que pour tout n , H (F")

soit une section cocartésienne de G .

La proposition suivante, dont la vérification est laissée au lecteur,

permet de transcrire la définition (2.4.10) dans le langage de ([4]. 6) :

Proposition(2.4.13) Pour que § : X —> Cg goit une augmentation de descente

effective relativement 3 G , il faut et il suffit que le foncteur p° — B/S

gu-dessus de B , défini par & , induire une équivalence entre la catégorie des

: el ;
sections cartésiennes de G au-dessus de B/S et la catégorie des sections

. o 0
cartésiennes de G au-dessus de D

Corollaire (2.4.14) Supposons que les produits fibrés finis soient représentables

dans B et soit f : R—= S5 un morphisme : pour que 1'objet semi-simplicial

augmenté [R|.S] (cf, (1.2.7)) soit de descente effective relativement 2 G ,
augmente £

il faut et i1 suffit que f soit un morphisme de descente effective pour la

catégorie fibrée Go au-dessus de B .

Cela résulte de (2.4.13) et de ([4]- 9).

Définition (2,4.15) Supposons que les produits fibrés finis soient représetables

dans B et soit f : R —> 8 un morphisme. Nous dirons que f est un morphisme

de i-descente cohomologique relativement & G (i = 1,2) si 1l'objet semi-simplicial

augmenté [les] est de i-descente cohomologique relativement & G .

Définition (2.4.16) Supposons que les produits fibrés finis soient représentables

dans B et soit 8 : X —>» Cg une augmentation : nous dirons que 0 est une

augmentation de i-descente cohomologique universelle (i = 1,2) relativement & &

b D
si, pour tout morphisme T —2>3§ , l'augmentation XT ———I———> CT obtenue par
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changement de base est une augmentation de i-descente cohomologique relativement

2 6.

La notion de morphisme de i-descente cohomologique universelle relativement

o

G se déduit immédiatement des deux définitions précédentes.

Nous emploierons souvent la terminologie "augmentation de G- i-descente
cohomologique" & la place de "augmentation de i-descente cohomologique relativement

a 6" .

(2.5) La suite spectrale de descente

(2.5.1) Soit A une catégorie abélienne. On désigne par F(A) la catégorie dont
les objets sont les objets de A , munis d'une filtration discrete et codiscréte,
et dont les morphismes sont les morphismes filtrés de A : la catégorie F(A) est

une catégorie additive (mais non abé&lienne).

La catégorie K(F(A)) des complexes filtrés de A , de filtration discrite
et codiscréte degré par degré, est une catégorie triangulée et les foncteurs

canoniques
(2.5.1.1) 6r i K(F(A)) —> k(4)

sont triangulés. L'ensemble Y des morphismes f de K(F(A)) tels que Grn(f)
soit un quasi-isomorphisme pour tout n est donc un systéme multiplicatif saturé

Lc£. [9]. §2. n°1].

En inversant les fl2ches de ce systéme, on obtient une nouvelle catégorie

triangulée notée D F(A) et les foncteur Grn se prolongent en des foncteurs

(2.5.1.2) 6r : D F(A) —>D(A) .

Nous ne considérerons, par la suite, que des complexes bornés inférieurement :

on introduit naturellement les notations kTra)) et ptr(A).
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(2.5.2) Soit B une sous-catégorie épaisse de A et désignons par K;(F(A))
la sous-catégorie pleine de kT(F(A)) dont les objets sont les complexes X'
tels que Hi(Grj(X')) € B pour tout couple d'entiers (i,j) : K;(F(A)) est une

sous-catégorie triangulée localisante de K(F(A)) [cf. [7]. (I. §5)] . Nous

désignerons par D; F(A) 1la sous-catégorie pleine de D F(A) dont les objets

sont les complexes bornés inférieurement X' tels que Hi(Grj(X')) € B pour

tout couple (i,j) : d'apreés (loc. cit.), D;F(A) s'identifie & la catégorie
+

d .

e fractions KB(F(A))Z n K{(F(A))

Le foncteur "oubli des filtrations"

v : KT(F(A)) ————— KT (A)

est triangulé. De plus, il résulte de [[5]. I. (4.7)] que u¢(f) est un quasi-
isomorphisme si f € & et que L(K;(F(A)) c K;(A). Le foncteur ¢ s'étend

ainsi en un foncteur triangulé
+ +
(2.5.2.1) ¢ : DF(A) ——>D (4)

tel que L(D’; F(A) n;(A) )

. +
Notons enfin qu'il existe un foncteur spectral canonique DB F(A) —> B,

aboutissant a H ot , et dont le terme E1 est donné par Hp+q ° GrD

[ef. [5] 1. (4.2)].

Nous revenons maintenant aux notations de (2.3) en supposant D = A :

Z' désignera le complexe de Add(A) défini par (2.3.9.1).

Proposition (2.5.3) Soit (S,Gs) un topos annelé. Le foncteur

3+ez.* : D+(£(SXD),GS) "——>'D+(S,®s) possdde une factorisation canonique

+
R €.
" FS "Z'a + v 4
D (I‘(sxD),@S) = D F(S,@s) —_—>D (s,@s)

De plus, pour tout entier i , le diagramme suivant est commutatif :
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RT(em
= 1

+ o oot
D (_L‘(SxD),@s) D (s,ss)

Zx Gr

+
D F(S,GS)

()
Considérons le foncteur C+(C+(S,GS)) —E C+(S,GS) : si X est

un objet de C+(C+(S,®S)), on muni (X")s de sa deuxiéme filtration canonique

[cf. [5]. 1.4.8] ; on obtient ainsi une factorisation :

(2.5.3.1) (), = €(E7(5,69)) — CT(R(s,60) —E—> (5,8
qui passe aux catégories K+

(2.5.3.2) (), K'(C¥(5,69)) —> K'(¥(s,6)) ——> K*(s,6,)

car une homotopie de C+(C+(S,@S)) induit une homotopie filtrée.

On a alors un diagramme :

+
Re,.
¥ (L(sxA),6) —Z > D+(s,&5)
RN |
\\ .
e
4
D 'F(8,64)
(2.5.3.3) 1
K" (F(s,6,))
L
+ +
K (L(Sm),@,s) K (5,695)

+
ORI A CT

et on vérifie qu'il existe un foncteur
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+ R +
R Eyy ¢D (L(SxA),@S) ety [ F(s,@s)

et un seul rendant commtatif (2.5.3.3).

Le reste de la proposition est évident,

Proposition (2,5.4) Soient (E,A) un_topos semi-simplicial annelé et

8 : (E,A) —> (SXA,@S) une augmentation : pour tout entier i, on désigne

par ei : (Ei’Ai) — (S,@S) le morphisme de topos annelé induit par 6 au-dessus

de 1.

Le foncteur §+ E* : D+([(E),A) —— D+(S,GS) poss@éde une factori-

sation canonique

S
R0,

F=

+ + v +
D (I(E),A) ——— > D F(S,@S) —2 D (s,ss)

telle que pour tout entier i , le diagramme canonique

+ -y f +
D (T(E),A) > D' (E;,A))
- +
pE O £0,
v v
D'F(s,6,) 0*(s,84)
Gry

soit essentiellement commutatif.

Résulte de ce qui précdde et de (1.3,1.2).

Proposition (2.5,5) Soient (E,A) un topos semi-simplicial annelé et

8 : (E,A) —> (SXA,GS) une augmentation de l-descente cohomologique. Soit

H: (S,GS) —_ (R,GR) un morphisme de topos annelés, Alors il existe un foncteur

spectral de 'D+(S,®S) dans Mod(R,@R) :
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o+ pq.
El;q - Rq(H°ep)* ° g e;‘ iy R’ H*
asppelé foncteur spectral de descente, d

Soit He§ : (E,A) —%(RXA,GR) 1'augmentation déduite canoniquement

de & par composition avec H ; on a
(2.5.5.1) (HeB), = Hy o 8,

de sorte que le diagramme

L (o™
n*(s,es) pT(I(E),A)

(2.5.5.2)

. AT

R By

D+(R,GR)

est essentiellement commutatif.
(RO, >R o BB et 1a,  —=gG, .1 .

D (s,@s)

Grace & (2.5.4), on dispose pour tout i , d'un diagramme essentiellement commutatif :
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4= +
Le* R (e¥)
D+(S’GS) _— D+(£(E),A) PR A AP, D+(E1’Ai)

RY(1-8.)
(2.5.5.3) = N e

D F(R,6.) pt(r,8,)
% R
or,

4

+
D (R,GR)

Le foncteur spectral annoncé, s'obtient en considérant le foncteur spectral

canonique sur D+F(R,®R) que 1'on compose avec F 5+(Hoe)* ° ;+(§*).

On laisee au lecteur le soin de vérifier la proposition suivante :

Proposition (2,5.6) Avec les notatioms précédentes, le terme qu du foncteur

spectral précédant s'écrit :

HP o ROT((Ho8),) o LV o

v
ob wP : Mod(L(RxA),GR) —_— Mod(R,GR) est le foncteur qui assocle 2 tout foncteur

A -—E—%> Mod(R,@R) l'objet d'homologie en degré p du complexe associé

-

(noté €y (F)° dans (2.3.3)).
I #* —

Nous revenons maintenant 2 la terminologie introduite dans (2.4) :
gréce au sorite (2,5,2), toutes les considérations précédentes vont se transcrirent
mot pour mot en plagant la lettre G en indice partant ou cela a un sens,

Les détails sont laissés aux soins du lecteur ; on obtient en particulier :
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Proposition (2,5.7) Soient 6 : X > Cg

gique relativement &3 G et soit h : § —> R un morphisme de B ; il existe un

une augmentation de l-descente cohomolo-

foncteur spectral de pt ($) dans G, :
GS —_— R

Pq _ o4 +
E;" = Ro(he®)y © L,

" p+q
1 GP@RG hy

pqa . ¥p q o 1T B
avec E, B Ro T((hoB},) ° L &%

3. Critéres de descente

(3.0) Notations

Dans tout ce qui suit, nous conserverons les notations de (2.4). Nous

supposerons toujours que les produits fibrés finis sont représentables dans B

Nous supposerons de plus que B vérifie la condition suivante

(3.0.0) Les sommes directes existent dans B , sont disjointes, universelles

et des familles de E€~descente effective et G°-descente effective

[cf. [4) (9.23) (9.25) et (9.27)].

(3.0.1) Rappelons maintenant quelques notations classiques sur les objets

semi-simpliciaux d'une catégorie [cf. ([3] Chap. II) et (V. appendice)].

Soit E wune catégorie possédant des limites projectives finies

A°E  désigne la catégorie des objets semi-simpliciaux de E (cf, (1.2.6)).

Soit n un entier : on désigne par A (resp. A+ A7) 1la sous-catégorie
n n n
pleine de A (resp. &Y, A7) formés par les objets [p] tels que p s n .

Le foncteur restriction

(3.0.1.1) L NE ——— A

n

possdde un adjoint a droite in* , puisque les limites projectives finies existent
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dans E (cf. (1.2.10)). On note cosk et on appelle foncteur cosquelette d'ordre n

le foncteur in* ° i: ; par abus de notations, nous utiliserons aussi la notation

coskn pour le foncteur i

Pour tout entier p, désignons par A (resp. A ) 1a sous-catégorie
n(p] nfp]

+ +

leine (resp. A- -) des objets de A (resp. A') au-dessus de
P A[p] P [p] J P {rl,
définie par les objets [q] au-dessus de [p] tels que q S n ; on laisse

au lecteur le soin de vérifier que l'on a :

(3.0.1.2) (cosk_ (X)) = 1lim X =5 1lim X
n p -~ q -« q
A A
np] alp]

(3.0.2) Soient X et X' deux objets de A°E et f,g : X 2 X' deux morphismes.

Une homotopie de f wvers g consiste en la donnée pour tout n d'une application

hoc Homa(fn],[ll) — HomE(Xn,Xg) vérifiant les deux conditions suivantes :
1, _ O, _
(3.0.2,1) hn(a ) =f et hn(a ) = g, Pour tout n

(3.0.2.2) pour toute fladche [n] —= [p] dans A, on a un diagramme commutatif:

¥
Hom, ([p1,[1D) Homg (X_,X!)
Hom, (X ,X")
o
]
HomA([n],[l]) —> Hom, (X ,X})
N.B., : La relation ainsi introduite sur 1l'ensemble des morphismes de X dans X'

n'est pas une relation d'équivalence ; on peut palier 3 cet inconvénient en intro-

duisant la notion d'homotopie composé [cf. [3] chap. III] : nous n'utiliserons

pas cette derniére notion,
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Lemme (3.0.2.3) Solent X et X' deux objets de NE, f,g : X 2 X' deux

morphismes et F : E—> C un foncteur ol C est une catégorie abélienne. Une

homotopie simpliciale de f vers g induit une homotopie sur les morphismes

de complexes de cochaines canmoniquement associés & F(f) et F(g).

On est ramené au cas o C est la catégorie des modules sur un anneau

et on applique [[5] 1. (3.7.1)].

Lemme (3.0.2.4) Soient n un entier , X et X' deux objets de °E . Soient
n
£ t g deux morphismes de X dans X' tels que fp = gp pour p < mn : alors

il existe une homotopie simpliciale de coskn(f) vers coskn(g).

On définit hp : HomA([p],[lj) —_— Hom(Xp,X&) par 1'application

= : ( 1 '
constante de valeur fp g, pour p <n, puis h_ : Hom (n],[1]) —s Hom(Xn,Xn)

en envoyant tous les &léments de Homa({n],[ll), sauf 3’ , sur £ et ?° sur

g, - On remarque ensuite que HomA([k], [1D = 1lim Hom([q],[1]) pour k > n,
(q] => [k]
qzn

ce qui permet de définir canoniquement hk .

(3.1) Comparaison de deux augmentations du point de vue de la l-descente cohomologique

Soit S un objet de B : on désigne par Homplat(Do,B/S) la sous-catégorie
pleine de Hom(D®,B/S) dont les objets sont les augmentations plates [cf. (1.2.6)

et (2.4.3.1)] .

t
Proposition (3,1.1) Soient X X Cg et X -t Cg deux objets de

Hom lat(DO,B/S). Soit f : X —> X' un morphisme au-dessus de S (i.e. un

morphisme de Hom(D®,B/S)) ; il lui correspond de fagon naturelle un morphisme

fonctoriel
£ Rf =, L+ ~i % + - L+ o
nG'-G Uy =Gu ‘-—-———-?=Gu* oL u

tel que le dlagramme sulvant soit commutatif :
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1 né
+
e (8}

De plus, si D =4, fé ne dépend que de la classe d'homotopie (cf., (3.0.2))
de f dans Hom(A® , B/S).
Il est clair que nous pouvons supposer que G = Mod(&o,e) pour la
construction de ’qé .
Soit I 1la catégorie définie par le type de diagramme
(] 1

(3.1.1.1) K ey K.

On désigne par LI D =2 TXD (resp. rl) le foncteur pleinement fideéle défini

par ro(i) = (0,i) (resp. rl(i) = (1,i)).

En vertu de 1'isomorphisme canonique
(3.1.1.2) Hom((IxD)°, B/§) —2— Hom(1°, Hom(D°, B/S))

les données de (3,1,1) définissent une augmentation plate

]
(3.1.1.3) X£X' ufy c I;‘D

Soit F un objet de Mod(el, &s), le morphisme canonique
(3.1.1.4) eI§D(F) D> T((ufu') ) o T ({ufu')®) (8I§D(F})

peut s'interpréter comme un triangle commutatif dans Mod(L(C]S)),Q) :
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T(ugy) o T(u'#) (EX(F))

(3.1.1.5) E%(F}

T(ug) o+ [(u®) (E4(E))

4
d'ol un morphisme fonctoriel u'y ¢ u'# ——-£—> u, ° u* tel que le diagramme

(3.1.1.6) X
M(Id(eg, @S)

:ﬁna-ﬂ'
soit commutatif,

On obtient par suite un morphisme fonctoriel tel que le diagramme

K@y o @

//'

(3.1.1.7) 1 ¥ a,)
K+(6§,(95) £

\ k"G o KT (%)

+
(Remarquons que K (ag) peut aussi s'obtenir formellement par adjonction en utilisant

solt commutatif,

1'isomorphisme kN E®) . KG@'#* = gr@*) .

Soient F' un complexe de K'(S) et £ : K £ u®E) —> 7 un
quasi~isomorphisme tel que, pour tout entier n , Jn soit totalement acyclique

objet par objet (cf. (1.3.13)). D'apr2s (loc, cit.) les fldches canoniques
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K@) (F) —> r47) et K @(F) —> r¥(J")
sont des quasi~isomorphismes (cf. (1.2.8) pour les notations). On obtient par suite

un morphisme

£
- - n(F") -
R ui e £+ u'*(F") > Ru,

o 1t urEn)

tel que le diagramme suivant soit commutatif dans pt(s) :

(3.1.1.8)
QK" (u) (r2(1°)) o= > B upeQ(r}(a®))
=
Qok (up) oK (@' #) (1) > BrogeLa * )
]
; nf(F‘)
1
QR (0 ) (F*)) ; »
i ——
QK* (@) (r#(3°)) - s
’ / v
QoK' () K @ (7) R'UeL’s *(2)

I1 est clair que nf(F‘) ne dépend pas de la résolution choisie et on

vérifie qu'il est fonctoriel en F° variant dans pt(s).

Pour achever la démonstration de (3.11), il suffit de montrer le lemme

suivant :
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Lemme (3.1.1.9) Soient X ——> Cg t X' 2> C? deux objets de Hom lat(A?’B/S)’
- P
Soient f, g: X —> X' deux morphismes dans Hom(Ao,B/S) : s'il existe une homotopie

simpliciale de f wvers g , on a nf = ng .

Soit h_ : HomA([n],fl]) —_— HomB/s(Xn,X;) une homotopie simpliciale de
f vers g . Soit f_;15 la catégorie obtenue a partir de I x D en ajoutant les
flaches (1,n) —> (0,n) correspondant bijectivement 2 h (Hom([n],[11)) et les
relations imposées par la compatibilité des hn pour n variable, Les données du
lemme définissent une augmentation plate XEX" ——£—~> éfgﬁ . Soit F’ un complexe
de C'(S) et J' une résolution de CH(T*)(F') telle que pour tout entier =n ,

n
J  soit totalement acyclique objet par objet : il existe une homotopie simpliciale

entre
cHru) (e*3)) T3 ¢H ) ()

d'ott une homotopie lorsqu'on passe aux complexes “condensés". (cf. (3,0.2.3)).

Définition (3.1.2) Avec les notations de (3.1.1), nous dirons que f est unme

équivalence pour la G-l-descente cohomologique si ré est un isomorphisme,.

(3.1.3) Nous noterons dans ce qui suit par Ly : A=>4x 0 (resp. e tA—> 14X 1Y)

le foncteur canonique défini par [n] —> [nJx[1] (resp. [n] —=[1] x [a]).

1
Proposition (3.1.4) Soient X —_— CA;A et X' i, CAgA deux objets

o . ' - .
de Hom lat((AxA) ,B/8). Soit f : X —» X' un morphisme au-dessus de S : on
suppose que  fsid.  : XKoL, = X'oL, (resp. fsid : Xec, —> X'o¢,) est ume
Li i i < i |
équivalence pour de 1a G-l-descente cohomologique pour toutr entier i . Alors f

est une équivalence pour la G-l-descente cohomologique,

D'aprds la description de rF (cf, démonstration de (3,1.1)) il s'agit
de montrer qu'un certain morphisme de complexes triples induit un isomorphisme sur
la cohomologie des complexes condensés : un raisonnement standard par suite spectrales

permet alors de conclure,
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Proposition (3.1.5) Soient X et X' deux objets de Hom 1at(AO,B/S). Soit
—— P —

f: X—>X' un morphisme fonctoriel tel que fn : Xn ity X& soit un morphisme

de G-l-descente cohomologique. Alors le morphisme canonique

[[X|f ] — [[X'Iid X']] (cf. (1.2.7) est une équivalence pour la

G-l-descente cohomologique,

Résulte de (3.1.4) et du lemme suivant, dont la démonstration est laissée

au lecteur :

Lemme (3.1.5.1) Soient f : R—> 8 un morphisme plat, Y s, CQ et
Yy ——=> Cé deux auygmentations plates telles que le diagramme suivant soit commu-

tatif dans Hom(A®,B) :

8i v est une augmentation de G-l-descente cohomologique, c¢'est une fquivalence

pour la G-1l-descente cohomolosigue,

Dans les applications, nous combinerons (3.1.4) et (3.1.5) avec le résultat

suivant :

AxA

Proposition (3,1.6) Soit X ——> g

une augmentation plate. Pour que u soit

une augmentation de G-l-descente cohomologique, il suffit que

uﬂ-idL A u*idc . A
L c (resp. XoC; —_—l CS) le soit pour tout entier i.

XoL, s

Cela résulte de la construction explicite de 52 E* (c£, (2.3.100).

Corollaire (3.1.7) S8oit X ——E—> Cg une augmentation pour que u soit de

AXA
s

le soit,

G-1-descente cohomologique, il faut et il suffit que [[x}idx33 —
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3.2. Criteres de localisation.

A
5

logique. Pour qu'une augmentation plate X ——‘i-> C

v
Proposition (3.2.1) Soit Y —> C; une augmentation de G-l-descente cohomo-

A
S

gique, il suffit qu'elle le devienne aprés tous. les changements de base Yn —_— 5 .

soit de G-l-descente cohomolo-

Au moyen des changements de base Yn —> § , on construit un objet

semi-simplicial double XX Y augmenté vers S . D'apres (3.1.4) et (3.1.5.1) le

morphisme canonique XX Y =3 [[xlidX]] est une équivalence pour la G-l-descente

S

cohomologique : en vertu de (3.1.7), il suffit de montrer que 1'augmentation de
XXSY vers S est de G-l-descente cohomologique. Or ceci résulte du fait que le

morphisme canonique X% ¥ —> [[Y‘idY]] est une équivalence pour la G-l-descente

S
cohomologique : on utilise encore (3,1.4), (3,1.5.1) et (3.1.7).

(3.2.2) Soit

(3.2.2.1) £ £

X' > X
g

un diagramme commutatif dans B et soit F un objet de Mod(Eg,Gs) : il existe un
morphisme et un seul (F) : g, (f#(F)) —=> £'#¥(gu(F)) tel que le diagramme

suivant (dans Mod(€°,6)), soit commutatif :

£*(F) 7

(3.2.2.2) g, (£¥(F))

g4(F)

£re(gl(F))
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8i 1'on suppose maintenant que toutes les flédches de (3.2.2.1) sont plates,

on définit de la méme manidre un morphisme, dit de changement de base :

+ +on +er +
.2.2. : o ——> K%
(3.2.2.3) B¢ ¢ Lg 8x © Bif RE'™ o Lo )

Définition (3.2.2.4) On dit que le diagramme (3,2.2.1) vérifie le théoréme du

changement de base relativement 8 G si £, g, f', g' sont des morphismes plats

et si gG est un isomorphisme.

(3.2.3) Soient h : S —> S' un morphisme plat dans B , X — Cg et
1
X' —> Cg, deux augmentations plates. Soit f : X —> X' un morphisme

fonctoriel tel que le diagramme (dans Hom(A°,B))

(3.2.3.1) u u'

soit commutatif, (hc désigne le morphisme fonctoriel constant défini par h).
Soit K° un complexe de pt(s") : 1e morphisme
MK : By o LT KD —————— B w)y o LR *R)
induit, compte tenu des identités :

+

B (h_ow), == Bieep’u, et LY(Rew* == LT@. 1'h,

o

un morphisme chg’h(K'), fonctoriel en K° , tel que le diagramme suivant soit

commutatif :
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chf h(k-)
Lby © Bf U4 Lin'#(K) > BiuyoLg U o Lohy(K')
(3.2.3.2) L (uj:\::\\\\\\\\\\\\\\ ////////éizzz::zfi)
uGh*( K")

Lemme (3.2.3.3) Supposons que, pour tout entier i , le diagramme

£
X i X

S 5!

vérifie le théoréme du changement de base relativement &4 G . Alors ché’h est

un_isomorphisme.

On peut calculer ch (K )} de la mani2re suivante : on considare
(h_cu)’f u’
c CA'

S
une résolution J° de Kf((hcous f u'#*) (K') telle que, pour tout entier n ,

1'augmentation X f X!

(cf, (3.1.1.2)) et l'on choisit

J" soit totalement acyclique objet par objet,

On obtient un quasi-isomorphisme
K (T(E9) (£¥(37)) ———> r#(J")
et un morphisme
e ¢ KT KNl (r4(37)) —> KM (T (e4)

qui admet la factorisation :
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+
K (T(u,)) (8)
KHT(®) o K (D) (r4(37)) —2— & (T0,)) K (T(E%)) (r¥(37) _

———— KT, )

.

et chf’h(K') s'obtient en prenant l'image de t par le foncteur 5%32'*
Or, la factorisation précédente montre que, t s'identifie "objet par
objet" aux morphismes de changmement de base relatifs aux diagrammes :
£,

X, i X!
i 1

S s'

on en déduit, par suites spectrales, que chg’h(K') est un isomorphisme, ce qui

achéve la démonstration.

Ceci nous conduit & un second critére de localisation :

Proposition (3,2,4) Soit X 4 Cg un obiet de Hom lat(AP,B/S). Pour que
E— P

u soit une augmentation de G-l-descente cohomologique, il suffit qu'elle le

devienne gprdés "suffisamment pour G" (¥) de changements de base plats

h: 8" —>8 tels que les diagrammes cartésiens

XI i,
i

»n e K

Sl

vérifient le théoréme du changement de base relativement &3 G .

(*) L'expression "suffisamment pour G " signifie qu'il existe une famille

(Sa - I S)aEA de morphismes plats vérifiant les conditions précédentes et telle

que la famille de foncteurs (h, : G, —> G, ) soit conservative,
[+ 773 ) Sa a€A ————
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La proposition (3,2.4) est évidente a partir de (3.2.3.3), compte tenu

du diagramme (3.2.3.2).

3.3, Propriétés des morphismes de descente cohomologique

Dans ce numéro, nous supposons que l'ensemble des morphismes plats

dans B est stable par changement de base.

Proposition (3.3,1) i = 1,2 .

a) Tout morphisme plat qui possdde une section est un morphisme de G-2-descente

cohomologique universelle.

b) Soient £ : X —> S un morphisme plat, g : S' —> 5 un morphisme de

G-i-descente cohomologique, X' = Xsz‘ , f! = f(s,) : X' —>8' |, Pour que f

soit de G-i-descente cohomologique universelle, il faut et il suffit que f' le

soit .

c¢) Si le composé de deux morphismes f : X—>Y, g : Y —>2Z est de

G-i-descente cohomologique universelle, g est de G-i-descente cohomologique

universelle.

d) Le composé de deux morphismes de G-i-descente cohomologique universelle

est un morphisme de G-i-descente cohomologique universelle,

e} i £ :X—>X'" et g:Y—>7Y' sont deux S-morphismes de G-i-descente

cohomologique universelle, fxsg est de G-i~descente cohomolbgique universelle.

f) Soit (ua : Xa — Ya)aEA une famille de morphismes de G-i-descente
cohomologique, Alors Mu_ : 4L X —=> MWy estun morphisme de G-i-descente
¢ oea ¢ aca &

cohomologique.
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Démonstration. En ce qui concerne la descente effective relativement 3 G nous

renvoyons 2 [4],

a) Au moyen d'une section s de f on compare les objets semi-simpliciaux
augmentés vers 8 : [leS] et [slids] ; grace 2 (3.0.2.4) on obtient une
équivalence pour la G-l-descente cohomologique,

b) Résulte de (3.2.1).

¢) BRésulte de a) et b),

d) Soient £ : X~>Y et g : Y—=> 8 deux morphismes de G-l-descente

cohomologique universelle, Posons h = gof et considérons le produit fibré :

hl

h

g' posséde une section 8 : X —>R tel que h'c s =f , D'aprés c¢) h' est
de G-l-descente universelle et il en est de méme de h d'aprds b),

e) Résulte formellement de b) et d),

£f) Soit (ZX)XGA une famille d'cbjets de B . Il résulte des hypothéses

(3.0.0) que l'on dispose d'une équivalence canonique

Mod [€°  , 6 —=—> T Mod(&) , 6, )
( L oL zx) \ 5 A
induisant une équivalence
G ——> 1 G,
Lz A
2 A X

De plus, si (Qk)k € I Mod(el ,@Z ) est totalement acyclique, Q. est totalement

A Y A
acyclique pour tout )

Soit maintenant (uk : X)L —_— YR>XEA une famille de morphismes de

G-1-descente cohomologique : puisque les sommes directes dans B sont disjointes
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et universelles, on a pour tout n , une identification

x| vy - 1l [x
A A
Y lLul n by

|, ¥, ]
A Uy AT D
qui est fonctorielle em n . On déduit alors des remarques précédentes et du
calcul explicite de g; B (cf. (2.3)) que AL u, estun morphisme de G-l-descente
A
cohomologique : les détails sont laissés au lecteur, On laisse aussi & ce dernier
le soin de vérifier que 1% ux reste de G~l-descente cohomologigue aprés tout

changement de base s'il en est de méme de uX pour tout } .

(3.3.2) Si 1'on associe A chaque objet X de B 1'ensemble des familles de
morphismes (Xa — X)GEA telles que '%an — X soit un morphisme de
G-i-descente cohomologique universelle on définit, en vertu de (3.3.1), une

prétopologie sur B .

La topologie engendrée par cette prétopologie s'appelle la topologie de

la G-i-descente cohomologique, Il résulte de[(3.3.1)-c)] que les morphismes

couvrants pour cette topologie sont exactement les morphismes de G-i-descente
cohomologique universelle, Notons enfin que la topologie de la G-2-~descente

cohomologique est moins fine que la topologie de la ¢P-descente [cf.[4] (6.23)].

Théoréme (3.3.3) On suppose que toutes les fldches de B sont plates, Soit S

un objet de B : tout hyperrecouvrement de S , pour la topologie de la G-l-descente

cohomologique, dont tous les objets sont représentables (cf, V appendice) définit

une augmentation de G-l~descente cohomologique universelle,

La démonstration se fait en deux &tapes : précisons que tous les

cosquelettes seront calculés dans la catégorie B/S .
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Lemme (3.3.3.1) Soit X un_objet de M(AO,B/S) pour que X soit de l-descente

cohomologique (resp. universelle), il suffit que coskn(x) le soit pour tout n

asgsez grand.

Soit en effet o P X—> coskn(x) le morphisme canonique : on vérifie
4
i G'n GS

H ('nG ) est un isomorphisme pour i < N+n , d'od 1l'assertion.

alors que s1 K' est un complexe de D, (S) tel que Hj(K') =0 pour j <N,

Lemme (3,3.3.2) Soient n un entier 20, X et X' deux objets simpliciaux

de B/S . Soit f : X > X' un morphisme. On suppose que :

1) x —> coskm_l(x) est un isomorphisme,

(ii) X' —> coskn+1(X') est un isomorphisme.

(111) fi : Xi —_— Xi est un isomorphisme pour i £ n,

(iv) fn+1 est un morphisme de G-l~descente cohomologique universelle,

Alors si X est de G-l-descente cohomologique universelle, il en est

de méme de X' .

I1 est clair que (3.3.3.1) et (3.3.3.2) démontrent le théorzme (3.3.3)

par récurrence,

Lemme (3.3.3.3) Sous les hypotheses de(3.3.3.2), les morphismes fp sont tous

de G-l-descente cohomologique universelle

C'est trivial pour p S n+l . Pour p > n+l, Xp (resp. XI:) peut

s'écrire comme im X (resp. %im X') . Or pour toute fliéche
l1A q F Sl ’

n+l(p] n+l(p]
v i l~>3i de st on a un diagramme commutatif 3 lignes exactes :
n+l{p]
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L] I 1 )
KL ! XZ Xi
+
réobl A 3 2 X!
wtilp] 3
ab fl
y
K, n X, X,
ob( &% ) - xj
n+1lp]

dont le carré de gauche est cartésien {(ou bien i =n+l = j et ¢ = id , ou bien
i<n+tl et fi est un isomorphisme). Utilisant alors (3.3.1) on voit que at
est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle, On achéve la démonstration

[+
en remarquant que fp s'identifie au morphisme canonique [\ K; —2=0 KL .
A T

soit [X'/X)? 1le produit fibré itéré (p+l)-uple de X' au-dessus de X .
Grace 2(3.3.3.3), i1 suffit de vérifier(3.3.3.2) aprés un changement de base
[x'/X}® —=> X . Aprds un tel changement de base, les hypothéses de(3.3.3.2) sont
encore vérifiées, et de plus f admet une section, On peut alors appliquer

n+l

(3.0.2.4) pour achever la démonstration.

En ce qui concerne la descente effective, on a :

Proposition (3.3.4) Soit X : A% ——= B/S un foncteur. On suppose que X —> 8

est un morphisme de GO-Z-descente universelle ainsi que les morphismes

X4 (COSkn(X))n+I pour n = 0,1 , Alors le foncteur X est ¢P-2-fidele

et le reste aprés tout changement de base (autrement dit X définit une augmentation

de descente effective universelle au sens de (2,4.11)).

D'aprés [4] (7.12), il suffit de voir que i;(x) est g0-2-fidele et

on utilise pour ce faire les lemmes suivants :
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Lemme (3.3.4.1) Soient X et X' deux foncteurs A° —> B/S et un diagramme
2

commutatif :

A — X — X' e— s g
— P——
R -

K
— e

X, —/———5 X —_— X, —————> 5§

— b ——
——_—*

tel que k soit un morphisme de GO-O-descente. Alors si X est Ga-z-fidéle, il

en est de méme de X'

Evident.

Lemme (3.3.4.2) Soient X et X' deux foncteurs A° —> B/S et un diagramme

2
commutatif
Do
mm—_ °
> TS ) e X —— 3> 5
M —
£ * £ ’
2 1
e c— — %
X, ¥ ¥ *——— X ————> 5
Cs— ——
——ia .

tel que fl soit de G°-l-descente et EZ de ¢®-0-descente. On supposg de plus

que X) —=> (cosk) (X')), . Alors si X est G -2-fidéle, il en est de meme

de X

LU 1 1] . " 1] . " 1
Soient Xj = X] xx1x1 ,Qo P X —>X] et _a_l : X —> X les

deux projections.

Grace & la définition d'un cosquelette, on définit une fléche

@ Xy —>X) telle que :

1 2
bD p = é{}
Bl @ l:p = o)

% =0 a1 éb = Go a1 §1

Soit maintenant une donnée de descente sur X' ; d'od un objet sur XO R
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deux objets sur Xl s, un isomorphisme entre eux sur Xi . Grace a ¢ , on voit que
les deux images réciproques de ces isomorphismes sur Xg sont égales. Puisque
f est de l-descente, on attrape un isomorphisme entre les deux objets sur X1 H

cet isomorphisme est une donnée de descente (grice au fait que Xé —> X2 est de

O-descente), et on a gagné,

Corollaire (3.3.5) On suppose que toutes les flaches de B sont plates : tout

hyperrecouvrement de S , pour la topologie de la G-2~descente cohomologique,

dont les objets sont représentables, définit une augmentation de G-2-descente

cohomologique universelle,

4, Exemples

(4.1) Faisceaux de groupes abéliens sur les espaces topologiques

(4.1.0) Dans ce numéro Top désigne la catégorie des espaces topologiques
[&6léments de 1l'univers fixé WU ] : on définit une catégorie € bifibrée en

duaux de topos au-dessus de Top en prenant pour objets les couples (X,F), od

X est un espace topologique et F un faisceau d'ensembles sur X , et pour
morphismes les couples (f,p) : (X,F) —> Y,H) ot f : X —>Y est une applica-
tion continue et ¢ : H —> f,(F) un morphisme de faisceaux. On prend pour ©

la section de &° au-dessus de Topo qui associe 3 chaque espace topologique le

faisceau constant ZX : on posera G = Mod(&o,ﬁ) de sorte que, pour tout espace
topologique X , GX s'identifie 2 la catégorie des faisceaux de groupes abéliens
sur X .,

Rappelons qu'un morphisme £ : X —3 Y est séparé si la diagonale de
XXYX est fermée. Un morphisme propre est un morphisme séparé et universellement
fermé (prendre garde que cette définition est plus restrictive que celle de

Bourbaki).

140



- 58 -

La démonstration du "théor2me de changement de base" ci-dessous est

inspirée de([5] II(4.11.1),

Théoréme(4.1.1) Soient f : X > Y un morphisme propre, F un faisceau

gbélien sur X et un dlagramme cartésien

X' & > X

£! £

Y' > Y

Alors, 1'application canonique (XII 4.2) ou (3.2.2.3)

gRiEF —=—> rg) g'#p

est un isomorphisme,

Ce théor2me équivaut au corollaire suivant (le corollaire s'obtient
en faisant Y' = (Point) ; le théor2me s'obtient en appliquant le corollaire

a fet £') .

Corollaire(4.1.2) Soient f : X ~—> Y un morphisme propre, F un faisceau

abélien sur X et y € Y . L'application canonique

(le*F)y ——sw¢ oy, »
est bijectiwve.
Par définition, pour U parcourant les voisinages de Y , on a

®ep. = 1 v, B .
y —
Puisque f est fermé, les f-l(U) forment un systime fondamental de voisinages

de f_l(y) et(4.1.3) résulte du lemme suivant,

141



- 59 -

Lemme (4,1.3) Soient X wun espace topologique, K C X et F un faiscegu abélien

sur X . On suppose que K est compact et que deux points distincts quelconques

de K ont, dangs X , des voisinapes disjoints. Alors, pour U parcourant les

voisinages de K, on a

(4.1.3.1) lim B (U,F) = wl(x,m
-

Nous traiterons d'abord le cas 1 = 0 . Dans ce cas, il est clair que

(4.1.3.1) est injectif., Pour la surjectivité, nous utiliserons

Lemme (4.1.4) Sous les hypothdses de (4,1.3), si A et B sont deux fermés de

K et W un voisinage de AN B dans X , il existe des voisinages U t VvV

de A et B dans X tels que UNVCW.,.

Nous traiterons d'abord le cas ol A est réduit 2 un point a . L'asser-
tion est triviale si a € B (prendre U =W). 8i a ¢ B il existe pour chaque

b € B des voisinages ouverts disjoints Ub et Vb de a et b dans X . Om

prend pour V une réunion finie de vb qui comme B , et pour U l'intersection

des Ub correspondants.

Dans le cas général, pour chaque a € A , il existe des voisinages ouverts

Ua et Va de a et B dans X avec Ua n Va CW . On prend pour U une

réunion finie des U8 » qui couvre A , et pour V 1l'intersection correspondante

des V_ .
a

Revenons a (4.1.3), Si s € HO(K,F), il existe un recouvrement ouvert
v, de K dans X et des 8, € Ho(Ui,F) tels que s; =8 sur U, K. On
peut supposer les Ui en nombre fini, Soit (Ki) un recouvrement fermé de K ,

j ol 5, = sj ; on a
K, N Kj C:Wij. Appliquons €4,1.4) a tous les couples (Ki, Kj) et aux wij: on

Soit

avec K, CKNU; . Soit W_ 1l'ouvert de U, N U
i 1 y i

trouve des ouverts Vij avec Ki C Vij 3 1y

Ul =0 Vv,, :ona K, CU', cU, , et 8, =8, sur U NU' . Les s, se
i i ij i i i i i i i i

cU, et V,,NV,,CW
i 1] 1
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recollent donc sur le voisinage de K réunion des Ui , et {4.1.3.1) est surjectif

(donc bijectif) pour i =0 .

Lemme (4.1.5) S8i F est flasque, le faisceau F|K sur K est mou,

Soit ACK un fermé dans K . Toute section de F sur A se prolonge
3 un volsinage, d'aprés ce qui précdde, Puisque F est flasque, elle se prolonge
a X, et a fortiori 3 K .
Prouvons (4.1.3). Soit F* une résolution flasque de F . On a
lim gl (u,p) = lim gl (r(u,r) = 1t Lim T(U,F¥) = m D(k, F*)
4.1.3(1=0)

= H’i(K,F) .
(4.1.5)

Corollaire (4.1.6) Soit f : X —» Y un morphisme propre et surjectif d'espaces

topologiques. Alors, f est de G-l-descente cohomologique.

Résulte de (4.1.2) et (3.2.4).

Corollaire (4.1.7) Soit u = (Ui)iEI un recouvrement fermé localement fini d'un

espace topologique X ., Alors le morphisme canonique f :

AL U, —> X est un
i€l i —

morphisme de G-l-descente cohomologique.

En effet f est propre et surjectif, En appliquant (2.5.6)}, on retrouve

la suite spectrale de [[5]. II (5.2.4)] (c£. 1'introduction),

Proposition (4.1.8) Soit f : X = Y unhomfbomorphisme local surjectif d'espace

topologique, Alors £ est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle.

Par localisation sur Y (cf, (3.2.4), on est ramené au cas o f possdde

une section,
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Corollaire (4.1.9) Soit u = (Ui)iel un recouvrement ouvert d'un espace topologique
X . Alors le morphisme canonique f : fgi Ui —> X est un morphisme de G-l-descente

cohomologique universelle,

La suite spectrale de descente domne alors [[5] II (5.4.1)] (cf. 1'Intro-

duction).

Remarque (4.1.10) Les démonstrations de (VIII. 9) montrent que 1'on peut remplacer

"l-descente cohomologique" par "2-descente cohomologique" dans tous les énoncés

qui précédent,

(4.2) Modules quasi-cohérents sur les schémas

(4.2,0) Soit (Sch);, la catégorie dont les objets sont les schémas éléments de U
et les fléches les morphismes quasi-compacts et quasi-séparés : on définit une
catégorie &€ bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch)S en prenant pour objets
les couples (X,F) ot X est un schéma et F un faisceau sur X (pour la topologie
de Zariski), et pour morphismes les couples (£f,9) : (X,F) —> (Y,G) , od
f:X—>Y est une application continue et ¢ : G —> f,(F) un morphisme de
faisceaux., On prend pour © 1la section de €° au-dessus de (Sch)z qui associe

a tout schéma son faisceau structural ; on prend pour G 1la sous-catégorie de

Mod(€°,®) telle que pour tout schéma X , G, soit la catégorie des modules

X

quasi-cohérents sur X ,

Proposition (4.2.1} Tout morphisme f : X —> Y fidélement plat quasi-compact et

quasi-séparé est un morphisme de G-2-descente cohomologique universelle.

D'aprds [S.6.A I (VIII5.2)], £ est un morphisme de G°-degcente effective,

En vertu de [E.G.A IV (1.7.21)7, on peut appliquer (3.2.4) au carré cartésien :
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XX X ———————> X

XX 2>

(4.3) Faisceaux étales sur les schémas

(4,3.0) Soit (Sch) 1la catégorie de tous les schémas appartenant 3 U : on
définit donc une catégorie € bifibrée en duaux de topos au~dessus de (Sch) en
prenant pour objets les couples (X,F), o X est un schéma et F un faisceau
étale sur X , et pour morphismes les couples (f,) : (X, —= (¥,), ob

f: X—>Y est un morphisme de schémas et ¢ : G —> f,(F) est un morphisme de
faisceaux.

Soit n wun entier 2 0 : on désigne par @n la section de &° au-dessus
de (Sch)® qui associe i tout schéma X le faisceau constant (Z /nZ )x . On posera
F = ygg(e°,@n) de sorte que, pour tout schéma X , F_ s'identifie a 1a catégorie
des faisceaux de Z /nZ -modules sur X . §

(4.3.1) Soit maintenant (Sch)S la sous-catégorie de (Sch) dont les objets sont
les schémas éléments de VU et dont les flaches sont les morphismes quasi-compacts
et quasi-séparés, On désigne par BS la catégorie bifibrée en duaux de topos
au-dessus de (Sch)s déduite de &€ par le changement de base (Sch)S —> (Sch) ;

on désigne encore par GO la restriction de @o a (Sch)s. Soit G C ygg(e:,ao)

la sous-catégorie fibrée et cofibrée de MQQ(EZ,GO) telle que pour tout schéma X ,
G, soit la catégorie des faisceaux abéliens de torsion sur X : le lecteur notera

X
que la condition (2.,4.1.1) est vérifiée,

Proposition (4.3.2) Soit f : X —> Y un morphisme propre surjectif, Alors f est

un morphisme de Fn—Z—descente cohomologique universelle pour n = 1 ., Considéré

comme morphisme de (Sch)S , £ est un morphisme de G-2-descente cohomologique

universelle.
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D'aprés (VIII. (9.4)) f est un morphisme de F°-descente effective et

d'aprés (XII. (5.1)), on peut appliquer (3.2.4) au diagramme cartésien :

X X —ee—3> X

X Y

Proposition (4.3.3) Soit f : X —>Y un morphisme surjectif de schémas. On

suppose que 1l'une des hypothéses suivantes est vérifiée :

a) f est entier.

b) Y est localement noethérien, f est universellement ouvert et

localement de présentation finie,

c¢) f est plat et localement de présentation finie.

Alors f est un morphisme de Fn-Z—descente cohomologique, pour tout n =20 .,

a) On recopie la démonstration de (4.3.2) en remplagant (XII. (5.1))
par (VIII. (5.6)).

b} La question étant locale sur Y , on peut supposer que Y est
noethérien. On applique (E.G.A. IV, (14,5.10)). Par (3.3.1) et a) on se ram2ne
au cas od tout point y de Y posséde un voisinage U tel que £l — v
posséde une section et on gagne par (3.2.4).

c¢) 11 s'agit de montrer que f est un morphisme de F-l-descente
cohomologique (on sait par (VIII. (9.4)) que f est un morphisme de F-descente

effective).

Par localisation sur Y (ecf, (3.2.4)), on peut supposer que Y est
affine d'anneau A. On peut alors écrire Spec A = 1im Spec A; , ol I est un
i€1
ensemble ordonné filtrant et Ai un anneau noethérien pour tout i , avec

= lim Xi , o, pour tout i, Xi est un schéma plat et localement de présentation

finie sur Spec A; tel que fi : Xi ——3 Spec Ai soit surjectif ; de plus, les

diagrammes :
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sont cartésiens,

Soit ¥ un falsceau abélien sur Y : ona JF = l%m ur ui*(a) de sorte
que, par un passage & la limite standard, on est ramené au cas ol &F provient

d'un faisceau sur Spec A

¢, Pour un certain i , et b) permet de conclure,

Remarque (4.3,4) S§i f : X —> Y est entier, on a Rgf* =0 pour ¢ >0 . On en
conclut facilement qu'il n'est pas nécessaire de se limiter aux complexes bornés
inférieurement pour faire de la descente au moyen de £ .

u
Corollaire (4.3.5) Soit (Xa —2 X)aEA une famille couvrantepour la topologie

étale, Alors E%k xa —> X est un morphisme de Fan-descente cohomologique

universelle pour tout n 20 ,

En effet, il existe une factorisation

4
//////K;! " \\\\\\\\‘
X X

ot h est un morphisme étale surjectif,

147



- 65 -

5. Applications

(5.1) Construction d'objets simpliciaux,

(5.1.0) Jusqu'au numéro (5.1.3) compris, H est une catégorie od les limites

projectives finies non vides existent et olt les sommes finies existent, sont

disjointes et universelles, §i X : 8° —>H est un objet simplicial de H ,
k k

nous moteroms d. : X, —>Xk_1 (resp. s; ¢ X -—>Xk+1) pour i € [k] et

0 s k les fladches correspondantes aux opérateurs "faces" a; : [k=1] —= [k]

(resp. aux opérateurs de dégénérescence ol]{" : [k] —= [k+1])  (cf. [3] 11 2).

Définition (5.1.1) Un objet simplicial X : A° —>H de H est O-scindé s'il

existe une famille de sous-objets NX, des X, (j =2 0) telle que les morphismes

i — 73

hi H NX, ———> Xi
Hom([11,[i
M
j=i

soient des isomorphismes,

De méme, un objet simplicial k-tronqué X : AE —> H est O-scindé
s'il existe des NXj (0 < j £ k) vérifiant la condition précédente pour i < k .

Les NXJ. sont uniquement déterminés par X . En effet, si X est

o-scindé, les opérateurs de dégénérescence s}énl : Xk_1 — Xk sont des isomor-

phismes de X avec des facteurs directs de Xk , et

k-1
k
NX, = 2 (complément de S«L(Xk-l))

Pour k=0, NX =X .,
[¢] [¢]

(5.1.2) Pour X un objet simplicial (n+l)-tronqué oO-scindé de H , nous désigne-
rons par a.n(X) le triple consistant en

a) la restriction i;(x) de X a 'érol
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b) an-!-l ’

1
¢) 1l'application évidente de NX ., dans (cosqn (X))n_H_

Ce triple (Y, N, B) vérifie la condition suivante

(*) Y est un objet simplicial n-tronqué ¢-scindé de H , et B est une appli-

cation de N dans (cosq Y)n_'_1 .

Proposition (5.1.3) Soit (¥, N, B) un triple vérifiant (*) ci-dessus.

(i) A isomorphisme unique prés, il existe un et un seul X : A§+1 — H

0-scindé, avec a.n(X) == (Y, N, B),

(ii) Il revient au méme de se donner un morphisme f de X dans un objet

simplicial tronqué 2 : A:H_l —>H , ou de se donner

a) un morphisme f' : Y —> i:' (z) ;

b) un morphisme £" : N —> Z.1 tel que le diagramme

N (cosan)n 41
f" f 1
Zotl (cosq [ 2), 1y

soit commutatif.
Construisons X .

. t = 1% -2 2 S
On pose : Y. (cosknY)n+1 et on note d Y —>Y

i ° "n+l
(resp. s': R S Yr'1+1) les opérateurs de face (resp. de degénérescence)

obtenu par fonctorialité.

+ On pose Y ., = N1t ( _L_L N Y,) et soit a :

Y — Y! la
Hom ([n+1],£4)] 4 n+l n+l
iﬁJESn
fldche dont les composantes sont B et les flaches M Y&—> YL — Y;H-l pour

tout épimorphisme [n+l] —=>[4] avec 4L Sn .
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+ soit s8] : Y = A1 NY, —> X,
HomA_([n],[LQ)

FAS<:]

la fla2che induite par c; , de sorte que

(1) aos)=s""
i i
On pose
n+l _ L ndl
an 4 @' ea .

+ Pour montrer que l'on définit ainsi un objet de Hom(A® ,H), il suffit, d'apras

n+l
[[3]. 11(2.4)] de vérifier les formules
n n+l n n+l s
a) di'dj = dJ._l.di 1<}
n nl _ =n n-1
b) si.sj = sj+1.si isj
sg‘j.d‘i‘ i<j
c) d:+1.s? - id i=3 ou i=j#
n-1 . n .
sj 'di-l i>j+l

Les formules a) et c¢) sont évidentes en vertu de (I) et (II), car

on sait que a) et ¢) sont vérifiées sl l'on remplace d§+1 par ar™tl e s?

n
st

ar
P i

La formule b) est vérifiée par construction.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que 1l'objet X obtenu
vérifie 5.1.3.

+ On prendra garde que le foncteur construit dans la démonstration de 5,1,3, de

la catégorie des triples vérifiant (5.1.2) (*) dans les objets simpliciaux

n+l-tronqués, est fiddle mais non pleinement fidele.

La proposition 5.1.3 fournit un procédé trés commode pour construire
par induction des objets simpliciaux de H ., Dans la fin de ce numéro, nous

formalisons cette remarque sous la forme qui sera utilisé en 5.2 et 5,3,
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(5.1.4) Solent E —'~> B un foncteur tel que pour tout objet b de B, la

catégorie fibre E_ soit non vide et vérifie les conditions de (5.1.0).

Soit Q wune propriété d'un objet de E , stable par isomorphisme :

on suppose que les conditions suivantes sont réalisées :

a) Pour tout objet b de B il existe un objet x de E, vérifiant Q.

b) Pour tout objet b de B et tout couple (x,y) d'objets de E

vérifiant Q , il existe un objet z de E vérifiant Q et des morphismes

b

z—>»%x, z—>Y dans Eb

¢) Pour tout morphisme b’—-t—>b de B et tout objet x de Eb

vérifiant Q , il existe un objet x' de E vérifiant Q et un morphisme

b s

x! ——3 x au-dessus de t .

Soit d'autre part P une propriété d'une fladche de E au~dessus
d'une identité stable par isomorphisme : on suppose que les conditions suivantes
sont réalisées :

d) Pour tout objet b de B et tout objet x de Eg il existe

une fléche y ~—> x dans E, vérifiant P .

e} Pour tout objet G de B , tout diagramme dans Eb de la forme

u £ — X
z
L' s >y

od f et g vérifient P , peut se compléter en un diagramme commutatif dans Eb
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oli h wvérifie P .

f
£) Pour tout morphisme b' —t> b de B et tout morphisme x—>y

)
vérifiant P , il existe un morphisme x' %y' de E,, yvérifiant P

de E

b

et un diagramme commutatif

]
N
"

ot o et B sont des morphismes au-dessus de t ,

Définition (5.1.5) Avec les notations de (5.1,4), nous dirons qu'un objet X

de Hom(A°,E) vérifie la condition (APQ) si les conditions suivantes sont remplies :

(i) L'image de ToX est 1'objet simplicial constant défini par un objet € de B,

(ii) En tant qu'objet de Hom(Ao,Eb), X est O-scindé,

(iii) X~ vérifie la condition Q .

(iv) Pour tout entier n , la fldche N X

el T (cosqn X)n+1 vérifie la

condition P ,

(5.1.6) On désigne par E(AI’Q) la sous-catégorie de Hom(A°,E) dont les objets
sont les objets simpliciaux vérifiant (APQ) et dont les morphismes .sont les morphis-
mes X %>y de Hom(A®,E) tels que Tr(a.n) : rr(xn) E— Tr(Yn) gsoit le méme
morphisme de B pour tout n . Il existe alors un foncteur canonique

™ E(APQ) -—> B
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Proposition (5.1.7) Le foncteur T est surjectif. De plus, pour tout objet b de

B et tout couple (X,Y) d'objets de E(APQ) p » 1l existe un diagramme
b

X ‘{//// | \\\\\‘Y

dans Eupgy,p

La démonstration est triviale & partir de (5.1.3), en vertu des hypothéses

faites en (5.1.4).

Proposition (5.1.8) Soient C une catégorie et F un foncteur E(APQ) —> C ;

on _introduit les conditions suivantes pour F :

(i) Pour tout objet b de B, la restriction de F 2a E
(%)

se factorise

(APQ),b

3 travers la catégorie grossidre définie par les objets de E

(APQ),b

(ii) Pour tout morphisme t : b' —>b de B et tout couple (X' —=X, ¥' —> V)

de morphismes au-~dessus de t , le diagramme suivant est commutatif :

F(X') ——— > F(X)

o [+

F(Y') — > r(Y)

od a et a' sont les fléches déterminées par la condition (i),

Alors, le foncteur G —> Gormr induit une &quivalence entre la catégorie

Hom(B,C) et la sous-catégorie pleine de Hom(E(APQ),C) définie par les foncteurs

vérifiant les conditions (i) et (ii),

(*) Une catégorie est dite grossidre si pour tout couple (x,y) d'objets, Hom(x,y)

est réduit 3 un élément et un seul,
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Les détails de la démonstration sont laissés au lecteur. Indiquons
simplement la mani&re dont on procéde pour montrer que le foncteur précédent est
essentiellement surjectif .

Soit F : E(APQ) —> C un foncteur vérifiant les conditioms (i) et (ii)
pour tout objet b de B , on choisit un objet X de E(APQ),b et on pose

F(b) = F(X) ; on vérifie alors que F(b) varie fonctoriellement avec b .

(5.2) Cohomologie singuliére d'un schéma de type fini sur un corps de caracté-

ristique nulle

Dans ce numéro, k désignera un corps de caractéristique nulle,

(5.2.0) Nous désignerons par Schf/k (resp. Ann) la catégorie des schémas

localement de type fini sur k (resp. des espaces analytiques complexes). Tous

les objets simpliciaux de Schf/k (resp. Ann) seront considérés comme objets

simpliciaux de Top grace au foncteur canonique Schf/k —> Top (resp. Ann —3> Top).

Nous conservons les données de (4,1.0) relatives 2 la descente cohomologique.
Suivant les notations usuelles, nous noteroms § —> s®® 1le foncteur

canonique Schf/c —> Ann défini dans G.A.G.A.

(5.2.1) Soit X un objet simplicial de Sch/k ({resp. Ann) : les compatibilités

usuelles pour la construction du complexe de De Rham d'un morphisme de schéma

(resp. d'espaces analytiques) permettent de construire un complexe Q;?;'

(resp. Qx}c) de D+(§_‘(.}E),Z) tel que pour tout entier i , §+e'];x:(ﬂ)z{7i')

o . Zar, .
(resp. R ei(“x/c)) soit le complexe De Rham Qxi/k(resp. Qxi/ﬁ)

Soit X —2—> csA

d'une augmentation. On définit Hggr’

un objet simplicial de Schf/k (resp. Ann) muni

(u) (resp. HﬁR(u) et H{(u,f)) comme

étant les groupes d'hypercohomologie du complexe R'T (ke ) (resp riu, @, )
B S - Brullye

et Rug(@).
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A

(5.2.2) si x—YLs> Cg

est un objet semi simplicial de Schf/c , on dispose de

trois morphismes canoniques :

e (y) —& 5 H (v

an
DR )

B0 — s w 0®
B (s, ¢) —X—— 1" (u®", @)

Proposition (5.2.3) Supposons, avec les notations de (5.2.2) que Xn soit lisse

an
. an _u A
pour tout n : alors @ et B sont des isomorphismes. Si de plus X —> CSan

est un hyperrecouvrement de san pour la topologie de la l-descente cohomologique

universelle, Yy est un isomorphisme,

Le fait que o soit un isomorphisme résulte de [[6]. Th. 1']. Il résulte
du lemme de Poincaré que B est un isomorphisme. La derniére partie de la proposi-

tion résulte de (3.3.3).

(5.2.4) Nous allons maintenant appliquer (5.1.4) au cas ot B = Schf/k et ot E
est la catégorie au-dessus de B telle que pour tout schéma S , la catégorie
fibre ES solt la catégorie des schémas de Schf/k au-dessus de S , les fléches
au-dessus d'une flédche de B &tant évidentes., Nous dirons qu'un morphisme

h : X—>Y au-dessus de S wvérifie la propriété P si X est lisse sur k et
si h est composé d'un nombre fini de morphismes vérifiant 1'un des conditions

suivantes :

(i) @&tre somme d'une famille de morphismes étales et surjectifs

(ii) etre somme d'une famille de morphismes propres et surjectifs.

Nous dirons qu'un schéma X de ES vérifie la propriété Q si le morphisme

structural X —> S vérifie la propriété P .

On laisse au lecteur le soin de vérifier, via la résolution des singula-

rités, que toutes les conditions de (5.1.4) sont vérifiées.
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Zar

La donnée des groupes Ho *(u) définit un foncteur contravariant de la

catégorie dans la catégorie des groupes abéliens gradués, noté Hﬁ;r' .

EapQ)

Zar,

Proposition (5.2.5) Le foncteur HDR

vérifie les conditions de (5.1.8).

Par le principe de Lefschetz,on est ramené au cas ou k = ¢ ., Dans
ce cas, pour tout morphisme §' -£5 5 et tout couple (u' —>u, v' —>v)

de morphismes au-dessus de t , on dispose d'un diagramme commutatif :

Zar. Zar,
Hoo (u") Hpo (u)
-1.-1 -1.-1
¥ L B Lo L - T
an H'(tan’C) an
H'(s'", @) H'(s",¢)
-1 -1 -1 _~1
Y .B .a Y .B .a
Zar, Zar,
Hpo v") Ho V)

ce qui achéve la démonstration,

Définition (5.2.6) Le foncteur contravariant défini par (5.1.8) 2 partir de HDR

Zar,

sera noté H°'(#,k) . Pour tout schéma

S localement de type fini sur k , le

groupe abélien gradué H'(S,k) s'appellera la cohomologie singulidre de § .

(5.2.7) Nous allons terminer ce numéro par une illustration des principes généraux

qui y ont été introduits, Rappelons tout d'abord que si S est un espace analytique

complexe, la cohomologie de De Rham de S , notée HﬁR(S) est par définition

1'hypercohomologie du complexe de De Rham Qé/

C
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Proposition (5.2.8) (Blum-Herrera). Soit S un schéma localement de type fini sur

€ , la fleche canonique

1 (s*%,¢) ———e’ni'm(san)

possdde une rétraction (dans la catégorie des groupes abéliens gradués) fonctorielle

en 8.

En vertu de (5,1,8) il suffit de considérer le morphisme

H (+,€)e T ﬁl{]‘mo‘ﬁ obtenu 3 partir du précédent par composition avec T .

A
S 3
s PPN . . - .

Lu (QS/C) — QX/C » on définit un morphisme fonctoriel My om —> Hyp de

En utilisant, pour toute augmentation X L ¢ le morphisme canonique

sorte que le diagramme suivant soit commutatif :
Upr < Fpg ° 7

By |§

H' (wd)sm

ce qui fournit la rétraction cherchée,

Remarque (5.2.9) L'énoncé (5,2.8) reste valable pour tout espace analytique, das

que l'on dispose de la résolution des singularités dans le cadre analytique.

(5.3) Théories de Hodge mixtes

Nous donnons ici un résultat de nature technique qui joue un rdle

clef dans [2].

k est un corps de caractéristique nulle.

(5.3.1) Soit Schfs/k la catégorie des schémas séparés et de type fini sur k ;
on désigne par E —T SchfS/k la catégorie au-dessus de SchfS/k définie de la

fagon suivante :
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+ Si S est un objet de SchfS/k , un objet de E_ est un triple (X,X,i) ot X

S
est un schéma réduit projectif au-dessus de k , X wun schéma propre au-dessus de
S et i : X—>3X une immersion ouverte au-dessus de k telle que 1i(X) soit

dense dans X .

+ Si t : 8" —=>§S est un morphisme de schémas, (i,'x, i) un objet au-dessus
de S et (X', X', 1') un objet au-dessus de S', un morphisme de (X, X, i)

dans (X', X', i') au-dessus de t est un couple (h, h) ot h: X' —> X est
un morphisme au-dessus de k , et h: X' —> X un morphisme au-dessus de S ,

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

X' =

-
e R ] |
=4

N.B. : on remarque qu'il résulte des hypothéses de propreté que Ehl(i(x)) = i(X').

Lemme (5.3.2) Pour tout objet S de Schfs/k » la_catégorie ES est non vide,

posséde des limites projectives non vides et des sommes directes finies qui sont

disjointes et universelles.

Le fait que la catégorie ES soit non vide résulte du lemme de Chow.

Nous n'indiquerons que la construction du produit direct de deux objets

X, X, i) et (X', X', i') de Eg .

La fldche canonique j : Xxsx’ ————>-§kg§’ est une immersion et on
désigne par T le sous=-schéma réduit de ixﬁi‘ ayant pour espace sous~jacent

1'adhérence de 1'image de j : (T , Xx X!

X' red * Jyeq) Vérifie la propriété

universelle voulue,
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(5.3.3) Soit § un objet de Schfs/k : nous dirons qu'un objet (X, X, i) de Eg
vérifie la propriété Q si X est lisse sur k et si i(X) est le complémentaire
d'un diviseur 2 croisement normaux, Nous dirons qu'un morphisme

(8,h) : X',X',1') —> (X, X, i) vérifie la propriété P si h est surjectif

et si (X', X', i') vérifie la propriété Q .

Proposition (5.3.4) Avec les motations de (5,3.3), toutes les conditions de (5.1.4)

sont vérifiées.

Les conditions a) b) d) et c¢) se vérifient facilement en utilisant la
résolution des singularités, De plus c) est conséquence de f) : il reste donc &

vérifier £),

Il s'agit de voir que tout diagramme commutatif :

5' 8 k

on (X, X, ix) et (Z, 2z, iz) sont des objets de E_ avec h surjectif, peut

s

se compléter en un diagramme commutatif :
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z' Z
) ‘z
lz|
h' z" z
h
* 4 h! —
X! X h
i\ N J
X! X
s J £ > 3
\ k \ k
on (X', X', ix,) et (z', Z', iz,) sont des objets de Eg, , avec h' surjectif.

On considére un diagramme

~
N

®
%

=l
Fod

4
ol ¢ est propre et | projectif : par changements de base on en déduit un

diagramme :

Zn . T > Z
Sred
?\\\
Zkared z
XKSTrﬁd X
;\\\g i \\\N\\E;
Xkared = X
T »>5' S
‘MN\\\Ek l \\\mxﬁﬁ A
T Sl k
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o p et q sont des immersions ; il suffit alors de remplacer 3 xk Tred et
X Xk Tred pour les images fermées de p et ¢ pour avoir le diagramme voulu,

ce qui ach&ve la démonstration de (5.3.4).
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