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Introduction

On présente dans cet exposé les invariants cohomologiques commutatifs et
élémentaires des topos. Dans le n° 1, on &tudie les modules plats et les morphismes
plats de topos annel&s. Les démonstrations sont faites en utilisant 1'hypothése, le
plus souvent vérifiée dans la pratique, que les topos ont suffisamment de points
(IV 6). Ces démonstrations sont reprises dans le cas géndral dans 1'appendice n° 8
oli Deligne, 4 1'aide de la technique des limites inductives locales, généralise en
outre au cas des topos, le th@oréme de D. Lazard sur la structure des modules plats.
Les théorémes de cet exposé, sont des théordmes d'existence de suites spectrales reliant
les différents invariants cohomologiques (N° 3, 5, 6). On sait que, méme pour les
espaces topologiques, la cohomologie de Cech ne coincide pas en général avec la coho-
mologie des faisceaux [ll]. On introduit dans 1l'appendice n°® 7, un calcul de Cech
modifié permettant d'obtenir, 3 l'aide de recouvrement, la cohomologie des faisceaux
dans un topos quelconque. On est amené dans cet appendice 3 utiliser des recouvrements
simpliciaux (hyper-recouvrements) dont les invariants homotopiques ont &té étudiés
dans [I] (cf. aussi [171).

Les invariants cohomologiques introduits sont élémentaires en ce sens que
nous n'utilisons pas les catégories dérivées [12]. Le lecteur familier avec ce langage
fera immédiatement la traduction des différents &noncés de cet exposé et pourra alors
les généraliser aux complexes et & 1'hypercohomologie. Ce langage des catégories déri-
vées est d'ailleurs utilisé dans la suite de ce séminaire.

On se limite ici 3 la cohomologie commutative. Pour le Hl non commutatif,
utilisé dans ce séminaire, et pour le H2 non commutatif, nous renvoyons i [9] . Les
foncteurs qu'on dérive sont additifs ; on reste muet sur les structures multiplica=-

tives (cf. [7]).



0. Généralités sur les catégories abéliennes

Dans ce numéro nous rappelons quelques lemmes dont la plupart se trouvent

dans [l l] .

Proposition 0.1 Soit O upe catégorie agbélienne possédant un générateur. Les condi-

tions suivantes sont &quivalentes :

1) La catégorie Ol vérifie 1'axiome AB 5): Les petites sommes directes sont repré-

sentables et si (Xi) » 1 €1, est une petite famille filtrante croissante de sous-

objets d'un objet X de o et Y est un sous-objet de X , on a

(sup X,) N\ Y = sup (x; 0 1.
i i

1i) Les petites limites inductives pseudo-filtrantes (I.2.7) sont représentables

et commutent aux limites projectives finies.

De plus, si les conditions ci~dessus sont remplies, les petites limites

inductives filtrantes sont universelles (I 2.6).

Preuve : Il est clair que (ii) == (i) . Pour montrer que i) = (ii) , et pour prou-
ver 1'assertion supplémentaire, il suffit d'utiliser que (I, est une sous-catégorie

pleine d'une catégorie de modules c/% sur un anneau convenable, telle que le foncteur
d'inclusion u GJ-——;J% admette un adjoint 3 gauche v exact [5] La vérification

est alors triviale.

0.1.1 On sait [l l] qu'une catégorie abélienne o possédant un générateur et
vérifiant 1'axiome AB 5) posséde suffisamment d'injectifs i.e. tout objet se plonge
dans un objet injectif. De plus, d'apr@s le résultat d&ja cité [5], les petits produits
sont représentables dans (b (axiome AB 3) *) .

v
Proposition 0.2 Soient (L et & deux catégories abéliennes et O <— M deux

u
foncteurs adjoints (u est adjoint 3 gauche de v ). Considérons les deux propriétés :

i) Le foncteur u est exact.




ii) Le foncteur v transforme les objets injectifs de B en objets injectifs de

.

1) On a toujours 1l'implication (i) === (ii).

8i, de _plus, tout objet non nul de (@} est source d'un morphisme non nul dans

un objet injectif, alors (ii) &=>(i) .

2) Supposons que :

a) la catégorie (B posséde suffisamment d'injectifs.

b) 1'une des deux conditions équivalentes (i) et (ii) ci-dessus soit remplie.

c) le foncteur u soit fidéle.

Alors, la catégorie (], possdde suffisamment d'injectifs.

Preuve : La preuve est laissée au lecteur.

Remarque 0.2.]1 La catégorie des groupes commutatifs posséde suffisamment d'injectifs.
Appliquant le lemme 0.2 on en déduit que toute catégorie de modules unitaires sur un
anneau 3 &lément unité possdde suffisamment d'injectifs. Appliquant alors le résultat
de {SJ (utilisé dans la preuve de 0.1) et 0.2, on en déduit que toute catégorie abé-
lienne possédant un générateur et des petites limites inductives filtrantes exactes
possé&de suffisamment d'injectifs ; ce qui fournit une nouvelle démonstration de ce

fait.

Proposition 0.3 Soient Cb, 53, g trois catégories abéliennes et u : a6 N

v 3 3 —a»ﬁ deux foncteurs additifs exacts 3 gauche. Supposons que a et B possd~

dent suffisamment d'objets injectifs. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Il existe un foncteur spectral dont le terme Eg’q

est :

vaun

. P + . ~
et qul aboutit 3 Rp qvu (convenablement filtré).

ii) Le foncteur u transforme les objets injectifs de L en objets acycliques

pour le foncteur v .

Preuve : (i) =—=» (ii) est trivial car il suffit d'appliquer le foncteur spectral



a un objet injectif. L'implication (ii) = (i) est démontrée dans [11].

Proposition 0.4 ! Soient a et B deux catégories abéliennes et u ) pp—y . un

-

foncteur additif exact 3 gauche. Soit M un sous-ensemble de 1l'ensemble des objets

de o possédant les proprigtés suivantes :

1) Tout objet de (I se plonge dans un &lément de M .

2) 8i X ® Y appartient 3 M, l'objet X appartient @ M .

3) 8i

0 » X' X X" 0

est une suite exacte et si X' et X appartiennent 3 M, alors X" appartient 3

M et la suite
0 > uX') —>u(X) —>uX") —>0

est_exacte. Les objets nuls appartiennent 3 M .

Alors tout injectif appartient 3 M , et les objets de M sont acycliques

pour u , i.e. pour tout q # 0 et tout objet X de M, on a un(x) =0 . {(En par-

ticulier les résolutions par des objets de M permettent de calculer les foncteurs

dérivés de u .)

Pour la preuve voir [11] 3.3.1.

ProEosition 0.5 : Soient U C V deux univers, a (resp. gb ) une g-catégorie

(resp. V-catégorie) abélienne vérifiant 1'axiome AB 5) relativement 3 U (resp. 3 V)

et possédant une famille génératrice U-petite (resp. V-petite). Soit e: & —)-55

un_foncteur exact et pleinement fidéle. Les conditions suivantes sont &quivalentes :

1) Il existe une famille génératrice (Xi) i€1 de & telle que la famille

( E(Xi))iél soit génératrice dans B .

b

1') Tout objet de P est isomorphe & un quotient d'un objet du type a@& € (Ya)

ol A€V.

Sous ces conditions, on a la propriété suivante :

2) € transforme les produits U-petits en produits (donc commute aux limites pro-

jectives U-petites).

De plus, sous les conditions équivalentes 1) ou 1'), les conditions suivantes sont




équivalentes :

a) Pour tout objet ¥ de Q. , tout sous—objet de e(Y) est isomorphe 3 1'image

par & d'un sous-objet de Y .

a') Il existe une famille génératrice (Xi) €1 de A telle que la famille

(E(Xi))iél soit génératrice dans f{.‘) et telle que pour tout i € I, tout sous-objet

de €<Xi) soit isomorphe 3 1'image par ¢ d'un sous-objet de )‘Ii .

b) Tout objet de P est isomorphe 3 un sous—objet d'un objet du type .[TE(Y@)
a€A

of AECYV.

¢) e commute aux sommes directes U-petites (donc commute aux limites inductives
U-petites.

De plus, sous les conditions 1) et a') on a :

d) € transforme les objets injectifs en objets injectifs.

Remarque 0.5.] : Lorsque dans 0.5 on a U =YV , les conditions 1) et a') entralnent

que € est une &quivalence de catégories (car om a alors b), 2) et a) ).

0.5.2. ©Nous nous bornerons i donner des indications sur la démonstration. Les impli-
cations 1) €==p 1') , 1) => 2), sont laissdes au lecteur. Il est clair que a)=>a').
Montrons que a') entraine d). Soit M un injectif dans (. Pour tout i € I et
tout sous-objet Y‘—>~Xi de Xi , 1'homomorphisme Hom(xi,M) > Hom(¥Y,M) est sur-—
jectif. Donc, en vertu de a') et de la pleine fidélité de ¢ , pour tout sous-objet
U~ e(Xi) s 1"homomorphisme Hom(s(xi),e(M)) —> Hom(U,e(M)) est surjectif. Comme
les e(Xi) forment une famille génératrice de B , e(M) est injectif []]].
Montrons que a') == b). Quitte i gugmenter la famille des Xi , on peut supposer
que pour tout i € I , tout quotient de Xi est isomorphe & un XJ. pour un j conve=-
nable. Soit alors, pour tout i € I , Xi — Mi un monomorphisme dans un objet
injectif. La famille (e(Xi))iEI est stable par quotient et pour i € I , le morphisme
e(X;) "—>e(Mi) est, d'aprés d), un monomorphisme dans un objet injectif. On vérifie
alors immédiatement que, la famille e(Xi) étant géndratrice, la famille (a(}-ii))ieI
est cogénératrice, d'oli b).

Montrons que b) ==» ¢) . Soit (Zu)aEA une famille U-petite d'objets de ' et mon-

trons que le morphisme canonique



@ ez) —> <P z)
a€A €A

est un isomorphisme. Comme la famille des objets €(Y) est cogénératrice, il suffit
montrer que pour tout objet Y de sV » 1'homomorphissme

Hom(e(® 2 ),¢(¥Y)) —> Hom (@e(Za), e(Y))
o Q.

-

est un isomorphisme ce qui résulte de la pleine fidélité de ¢ . Il reste & montrer
que c¢) == a) . Soit Z un sous-objet de £(Y) . Il existe, en vertu de 1'), une
famille U-petite Ya d'objets de 4, et un épimorphisme de g? e(Ya) sur Z . Comme
e commute aux sommes directes U-petites, il existe donc un épimorphisme ¢(Y') —> Z .
Notons u : €(Y') —> 2 — ¢(Y) 1le morphisme composé. On a Z = Im(u) . Comme

est pleinement fidé&le, on a u : e(v) et par suite Z = Im(e(V)) = e(Im(v)).

Exercice 0.5.2. : Soit Sexv(ﬂD la catégorie des foncteurs contravariants de (U dans
la catégorie des V-groupes commutatifs qui commutent aux limites inductives U-petites.
Montrer que sous les conditions 1) et a') le foncteur canonique de ® dans Sexv(dO

est une &quivalence.

t. Modules plats

Définition 1.1 : Soit (E,A) un topos annelé (IV 11.1.1). Un A-Module 3 droite

(resp. 3 gauche) M est dit plat si le foncteur M GA . (resp. . GA M) de la caté-

gorie des A-Modules 3 gauche (resp. & droite) dans la catégorie des faisceaux abédliens

de E , est exact.

Proposition 1.2 : Soit M wun B-A bi-Module.

1) Les propriétés suivantes sont &quivalentes :

i) Le module M est A-plat a gauche

ii) Pour tout B-Module injectif I , le A-Module 3 gauche aLmB(M,I) est

injectif.

2) Un Module M , limite inductive pseudo-filtrante (I 2.7.1) de Modules plats,

est plat.
3) Enfin, si M.,= ... M;,p — M; ... est un complexe acyclique de modules plats

(Mi =0 pour i < io ) , alors pour tout Module F , le complexe :

7
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o, Q?AF = ... Mi+l ® AF B —— D%'G?AF .o
est acyclique.
Preuve : D'apr&s (IV 12.12) on a un isomorphisme d'adjonction :

Hom, (M®A vy ) =2 Hom

, Gy Romp (M, ) )

I1 suffit alors d'appliquer 0.2 pour obtenir 1'équivalence (i)«&—(ii) . Cet iso-
morphisme d'adjonction montre par ailleurs que le produit tensoriel commute aux limi-
tes inductives. Le fait que les limites inductives pseudo-filtrantes soient exactes
(0.1) entraine la deuxidme assertion. Pour montrer que le complexe M. GAF est acy-
clique, il suffit de montrer que pour tout faisceau abélien injectif I 1le complexe
Homé(M. QAF,I) est acyclique. Ce complexe est isomorphe, en vertu des formules

d'adjonction, au complexe HomA(F,”ﬂomZ(M. »I) ). Or d'aprés 1'équivalence

(i) e=»(ii) , le complexe de faisceaux
%omz (M. , I)

est un complexe acyclique dont les objets sont injectifs, d'oii la conclusion.

Proposition 1.3.1 : Soient (E,A) un topos anneld, H un objet de E , M un

A/H—Module plat. Alors j M est un A-Module plat. En particulier AH est plat 3

H

droite et 3 gauche.

Supposons, pour fixer les idées, que M soif un A/H—Mbdule 3 droite.

Pour tout A~Module 3 gauche P , on a un isomorphisme canonique (IV 12)

P eAJH!M o~ _‘)H!(P GA M) .
/H
Les foncteurs jHl et j; sont exacts (IV 11.3.1 et 11.12.2) et par hypothése, le
foncteur 'GA M est exact. Par suite le foncteur P ——> P OAjH,M est exact et
/4 :

JH!M est plat.

Proposition 1.3.2 (Formule de projection pour les immersions fermées) :

Soient (E,A) un topos ammelé , i : F —>E un sous-topos fermé de E .

Posons i A = A/F . Pour tout A/F—Module (3 droite} M et tout A-Module (3 gauche)




P, on a un isomorphisme fonctoriel

1*(M OA

/Fi*p) ~ (1) e,P

Soient U 1'ouvert complémentaire de Fet i : U ——> E 1le morphisme

canonique d'immersion. On a j*(i*M OA Py 0 OA j*(P) (IV 12) ; par suite
/U

ixM @A P a son support dans F . Donc le morphisme d'adjonction

N . X, . .
lxMGA P i id (1*11 AP) est un isomorphisme (IV 14). On a

i*(i M@, P) =~ i*i Me, i*p (IV 12) et comme i : F —3 E est une immersion
% A * AJF
fermée, i*i*M = M (IV 14) ; d'ob 1'isomorphisme annoncé.

Corollaire 1.3.3 : Pour tout A/F-Module plat M, ixM est plat.

I1 résulte de 1.3.2. et de (IV 14) que le foncteur P +— (i*M) OA P

est un foncteur exact.

1.4 Soient (E,A) un topos annelé, x : P —> E un point de E (IV 6.1), vois(x)
la catégorie des voisinages de x (IV 6.8). A tout objet V de vois(x) correspond
un objet de E , encore noté V , et un point Xy ¢ P —— E/V de E/V . De plus, 3
tout morphisme u : V———> W de vois(x) , correspond un diagramme essentiellement
commutatif de morphisme de topos (IV 6.7)

(1.4.1) xv

P L EN
% l Iy
E/W

Soit N un Ax-module (resp. un ensemble). Du diagramme (1.4.1), on déduit un dia-

gramme de Ax-modules (resp. d'ensembles) :

ad
x:] X —_A N
(1.4.2) t{w) | ad
! v
v
*
Xy Xy



ol adw et ad_, sont les morphismes d'adjonction. De plus, on vérifie immédiatement

v
que ¢ (uv) = ¢(v) 6(u) . On a donc un foncteur de la catégorie filtrante vois(x)°
dans la catégorie des Ax-modules (resp. ensembles) et un homomorphisme :

(1.4.3) AN) @ gim X% N > N
VeVois(x)° v s

Progosition 1.5 : Pour tout Ax-modules (resp. ensemble) N , A (N) est un isomor-

phisme,

Cette proposition est un cas particulier d'une proposition due i Deligne
(8.2.6). Donnons-en une démonstration directe. En passant aux ensembles sous—jacents
il suffit de démontrer la proposition lorsque N est un ensemble (I 2.8). La caté-
gorie cofiltrante Fl(vois(x)) des flé&ches de vois(x) est fibrée sur la catégorie
vois(x) par le foncteur p : Fl(vois(x)) ~—> vois(x) qui, 3 une fléche, associe son
but. Soit D une catégorie et F : Fl(vois(x)) —> D un pro-objet (I 8.10). Pour
tout objet V de vois(x) , notons FV le pro-objet obtenu en restreignant le fonc-
teur F & la catégorie fibre wvois(x)/V . A tout morphisme m : U —— V de
vois(x) , le foncteur changement de base par m associe un morphisme du pro-objet
FU dans le pro-objet FV et les morphismes canoniques de pro-objets F —> FV

déterminent un morphisme de pro-objets :

F —— fm F
(1.5.1) VZ;SIE(X)° v

dont on vérifie immédiatement que c'est un isomorphisme. Appliquons cette remarque au

pro-ocbjet d'ensembles pointés :

(1.5.2) (U, V,m) ——s xy(®) = F(U,V,m) .

On obtient un isomorphisme de pro—objets :

(1.5.3) F" gim gim (m)
é%f;(x)‘vszﬁ(x)/V v

d'oli, pour tout ensemble N , une bijection

(1.5.4) g2im Hom{x (m) ,N) =& 2im Lim Hom(x™(m) ,N)
Fe(vois(x’)° v vois(x)° (vois€x)/V)° v

10



Mais, pour V fixé, &Lim Hom(x;(m),N) s'identifie & xth*N . En effet, on
(vois(x)/V)°
a x:;xV*Nz fim HomE/V(W,xv*N) d'aprds IV 6.8.1 donc, par adjonction, on a
voisixv)°

%x N x - . . P
xva*Nz io‘:s( o Hom(xv(w),N) et de plus la catégorie vo:.s(xv) est équivalente

-

3 la catégorie vois(x)/V (IV 6.7.2). Enfin, les applications canoniques de transi=-

. . * . * . .
tion im Hom(x, (m) yN) ——> 2im Hom(x,(n),N) dans 1.5.4 s'identi~-
(voist R/0)° *u (vois(x)/V)° v
*

. . . . 3 o s
£ 4. -
ient aux applications canoniques Xy xeN — xvaxN (1.4.3) ainsi que le lec

teur voudra bien le vérifier. On a donc une bijection

. x . b 3
(1.5.5) Lim Hom(x_,(m),N) = %im X X, N
F2(vois(x))"® v vois(x)° vovx
' . . Lo L
et 1l'application A(N) : gim x’; Xyu N —> N (1.4.3) composée avec la

vois(x)®

bijection 1.5.5.provient des applications Hom(xi(in),N) —> N qui a une applica-
tion r : x;(m) ——> N associe 1'image par r du point marqué de x:r(m) . Pour
démontrer la proposition, il suffit alors de remarquer que tout objet (U,V,m) de
Fl(vois(x)) est minoré par (U,U,idU) et que x;(idu) est réduit 3 un élément ou,
en d'autres termes, que le morphisme canonique du pro-objet constant réduit & un &l8-

ment dans F est un isomorphisme de pro-objets.

Proposition 1.6 : Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module,

1) Lorsque M est plat, pour tout point x : P —> E de E, lg_Ax-module
Mx est plat.

2) Soit (xi) jep une famille conservatrice de point de E telle que pour tout

i €1, Mx soit un Ax -module plat.
i i

Alors M est plat.

Lemme 1.6.1 : Soient M un Module plat et V un objet de E . Le A/V-Module j?rM
est plat.

I1 faut montrer que le foncteur P F—> P 8A/vj§M est exact. Comme le

foncteur prolongement par zéro est exact et fidale (IV 11.3.1), il suffit de

jV!
montrer que le foncteur P +—> jV'(P OA/VjsM est exact. On a un isomorphisme

11
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fonctoriel jV'(P j:;M) o jV’(P) OA M (IV 12.11) et par suite le foncteur

8arv

P jV!(P) OA M est exact (IV 11.3.1).

1.6.2 Démontrons 1), Supposons pour fixer les idées que M soit un A-Module 3 gauche

plat et soit x : P——> E un point de E . Montrons que le foncteur N ‘—)N@A Mx
X
de la catégorie des Ax-mcdules 4 droite dans la catégorie des groupes commutatifs est

exact. Il suffit pour cela de montrer que ce foncteur est exact & gauche. Avec les

notations de 1.4, soient V un voisinage de x et jV : E/V—— E le morphisme de
. . b 4 % *
. M X 2} A M =
localisation. On a, pour tout Ax—module N, xvaxN QAX o xVXV:kN Ava(JV

x . * -
xV(xVxN OAXJ;M) (IV 12.11). Donc le foncteur N b——> xVxV*N OAxMx est exact 3 gau

che. Par suite, le foncteur N }—>» N OA Mx , limite inductive filtrante de fonc-
teurs exacts & gauche (1.5), est exact & gauche. Démontrons 2). Soit

0 —w» P' —3» P —3>P" —> 0O une suite exacte de A-Modules et montrons que la
suite 0 ——> P! QAM — P BA M ——» P! BA M—> 0 est exacte. Il suffit pour

cela de montrer que pour tout i € I , la suite obtenue en passant aux fibres en X,

est exacte (IV 6). Or la suite des fibres en x; est la suite (IV 13.5)

1 1"
Q ——> PX_ GA Mx—> Px GA bix.———>Px‘ SA Mx —> 0 et comme MX est

i Tx ixil 1xii i

plat, cette suite est exacte.

Proposition 1.7 : Soient (E,A) un topos annelé,, u : E' —> E un morphisme de

topos et posons A' = u*A . soit M un A'-Module & droite (resp. 3 gauche). Les con~

ditions suivantes sont &quivalentes :

i) Le foncteur N+F—> M 8 ,uxN (resp. Nb——> u*N QA,M) de la catégorie des

A-Modules 3 gauche (resp. & droite) dans la catégorie des faisceaux abéliens de E'

est exact.

ii) M est un A'-Module plat.

I1 est clair que 1ii) =3 1) .
Montrons que 1) === ii) . Nous ne ferons la démonstration que dans le cas oli E'

posséde une famille conservatrice de points (x.)

. . énér st traitéd
i1 ¢e1 Le cas général est té

en (8.2.7). Dans ce cas particulier, qui couvre la plupart des applications, on est

12
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ramené au cas oii E' est le topos ponctuel et oii, par suite, le morphisme u , qu'on
notera X , est un point de E (1.6, et IV 11.3.1). Nous nous bornerons au cas ol M
est un A'-Module i droite. Le cas oli M est un A'-Module & gauche s'y raméne en pas~
sant aux anneaux opposés. Soient V un voisinage de x et Vx sa fibre en x . On

a, avec les notations de 1.4, un diagramme essentiellement commutatif de morphismes de

topos :

\ ’

. ®/V %

Ry \k\\\\u M
/v —e 3k

oii x/V est le morphisme déduit de x par localisation sur V (IV 5.10) et j est
le morphisme déduit du point marqué de Vx . Montrons que le foncteur

N!' —3 M GA' st' est exact. On a xz = jx(x/V)* et id = j*jz et par suite, on

% P

x
TGy M GA’/V (x/M)*N') . Comme le fonc-
x x

a un isomorphisme canonique M 9, , st' o~

x P, .
teur j est exact et comme le foncteur est exact et fidéle (IV 11.3.1), il

jV !

x % *

suffit de montrer que le foncteur N' t+—p jV '(jva 8 (x/V)"N') est exact, et par
<

suite (IV 12.11), il suffit de montrer que le foncteur N't—mp M GA

est exact., Mais il r&sulte de la définition de 1'image inverse d'un topos induit (IV

dy &N
X

5.10.2) que jV ,(x/V)*N' est égal 3 x*jv,N' et comme le foncteur est exact
X !

jV!
(Iv 11.3.1), le foncteur N' p—> M OA,x*jV'N‘ est exact par hypothése. Pour tout

A'-module Q , on a un isomorphisme fonctoriel (1.5) :
Q 2=  inm x:;xV*Q .

D'aprés ce qui précéde, le foncteur Q#+—>» M OA, Q est limite inductive filtrante

de foncteurs exacts 3 gauche. Il est donc exact 3 gauche et par suite M est plat.

Corollaire 1.7.1 : BSoient u : (E',A') —> (E,A) un morphisme de topos annelés,

M un A-Module plat. Alors u'M est un A'-Module plat.

Résulte du critére donné dans 1.7 et de la formule (IV 13.4.5).

13



- 12 - v

Corollaire 1.7.2 : Soit u : (E',A') =~—> (E,A) un morphisme de topos annelés.

Les conditions suivantes sont &quivalentes :

. -1 .
i) le u (A)-Module 3 droite (resp. & gauche) A" est plat.

ii) le foncteur ux de la catégorie des A-Modules i gauche (resp. 3 droite) dans

-

la catégorie des A'-Module 3 gauche (resp. 3 droite) est exact.

L'équivalence résulte de 1.7 et de la définition de ux (IV 13.2.1).

Définition 1.8 : Un morphisme de topos annelé qui posside les propriétés &quivalen~

tes de 1.7.2 est appelé un morphisme de topos plat & gauche (resp. & droite).

s . . . L N
Proposition 1.9 : Soient U ¢ V deux univers , C un U-site , CU et Qv les
- ~ A

& oerd . . o
catégories des U et V-faisceaux d'ensembles respectivement , ¢ : C, ——> C, le

<<

foncteur d'inclusion canonique , A un U~faisceau d'anneaux sur C .

1) Le foncteur ¢ commute aux limites inductives et projectives U-petites de

Modules. Le foncteur & est conservatif et pleinement fidéle sur les catégories de

Modules.

. ~ . . . . .
2) Pour tout objet H de CU s 11 existe un isomorphisme canonique

e(AH) o~ e(A)e(H) .

3) Tout A-Module injectif 3 gauche ou i droite est transformé par ¢ en €(A)~

Module injectif.

4) Tout A-Module plat 3 droite ou 3 gauche est transformé par € en e(A)-Module

plat,

~

5) Le foncteur e commute & la formation du produit tensoriel et du faisceau des

homomorphismes.

La formation du faisceau associé ne dépend pas de 1'univers (II 3.6). Il
résulte alors de la construction des limites inductives et projectives dans les caté-
gories de faisceaux (II 4.1 et 6.4) que le foncteur € commute aux U-petites limi-
tes projectives d'ensembles ou de Modules, d'odl 1). Démontrons 2). En prenant une

. P . P . o -
U-petite sous—catégorie génératrice de CU , On peut se ramener au cas oi C est

14
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U-petite (III 4.1). Il résulte alors de (II 6.5) que le A-Module libre engendré par

H s'obtient en formant le préfaisceau de A-modules libres engendré par H , formation
qui commute § l'agrandissement des univers, puis en formant le faisceau associé, opé-
ration qui elle aussi commute i 1'agrandissement des univers (II 3.6). Pour démontrer
3) il suffit de montrer, en vertu de 0.5, que tout sous V-faisceau d'un U-faisceau est
un U-faisceau ce qui est bien clair. Démontrons 4). Soit M un A-Module plat. Il suf-
fit de montrer que pour tout e€(A)~Module injectif J , le faisceau abélien
?&ome(A)(e(M),J) est injectif (1.2). En vertu de 0.5, J est sous—-objet, donc fac~
teur direct d'un objet du type TT’S(IG) , ol les I, sont injectifs. On peut donc
supposer que J = e(I) ol I e:t un objet injectif. Si 1'homomorphisme

€ GLomA(M,I)) —_— m%meA(eM,eI) est un isomorphisme on en d&duit que

oo, (a

que la formation du produit tensoriel commute au foncteur ¢ résulte de IV 12.6 et

){e(M),s(I)) est injectif d'aprés 3). Il reste donc & démontrer 5). Le fait

du fait que la formation du faisceau associé commute 3 1'agrandissement de 1'univers

(I 3.6). Pour tout objet X de C; et tout couple de A-Modules M et N de Cg
on a donc

HomC:; (eX,%omA(M,N)) o HomC;(x,%omA(M,N)) = Hom, (1, ®, M,N)
en vertu de la pleine fidélité de & , puis

Hom, (2, 8, M,N) & Hom_, (e(Z, 8, M),eN) = Hom_,(eZ, 8, €M, eN)

en vertu de la pleine fidélité de € et de ce qui précédde. Utilisant alors 2) et

IV 12.14, on obtient en définitive un isomorphisme

Hom v (ex,éxom (M,N)) = Hom ~(eX, ¥oom , (eM,eN)) 5
CV A Cv €A

d'oll 1'isomorphisme annoncé.

1.10 Soient E un topos , U- (Ui > X) Pe1 une petite famille de morphismes

de méme but. Pour tout ensemble fini A“ = [0, AP n] , posons

S (W = H U X, .. X U ,
n AT f(N'X X f{n)

la somme &tant prise sur l'ensemble des applications de An dans I . Soient m

15



et n deux entiers , g : Am  — 4 An une application. On définit un morphisme

1.10.1 s(g) sn('u,) > sm(w s

de la maniére suivante : pour tout f : An —> I, la restriction de s(g) &

X . ~ 'e . ,
Uf(l) X "'XXUf(n) est le morphisme composé de l'inclusion canonique

Uee(1) % ey T 5@ o

et de l'unique morphisme

_)U

5¢(8) Uiy *xo Y () £(e() %z UE(gm))

tel que pour tout i € Am

Preg(i))®e(® = Pre(giy)

(pra désigne la oa-2me projection). On obtient ainsi un foncteur contravariant

An —> Sn de la catégorie des ensembles finis dans E ; autrement dit un complexe

semi-simplicial S.(U) d'objets de E . Notons que ce complexe est canoniquement

augment& vers X . Tout foncteur de E dans une catégorie C transforme S.(W) en
un objet simplicial de C . En particulier si A est un Anneau de E , le foncteur
"A-Module libre engendré" transforme S.(U) en un complexe simplicial de A~biModules

augmenté vers Ax et noté A. (W) . On a

1.10.2 AW = @ X ooe X U
n e Aufm X XUE()

Ce complexe sera souvent noté

8
o s
————— 33 o
1.10.3 £ D vy T & b, T A
R P’ 3
S5 i,j J i i
————— e e
oli les fléehes de 1.10.3 (sauf la derniére qui est l'augmentation) représententent

les opérateurs faces du complexe simpiicial A.(UWU) , c'est-3-dire les morphismes
correspondants aux applications injectives croissantes de A n dans An+l { s;
&vite 1'entier i ). Au complexe A.(W) , on associe un complexe différentiel aug-

menté vers Ax :

16



d d
roe s = D g, o Dy
i,] T'X7j i i
en posant
i
1.10.5 d=3 ¢-n 5 .

Proposition 1.11 : Lorsque la famille W = (Ui —_ X)ifI est_épimorphique, le

complexe différentiel 1.10.4 est acyclique et fournit unme résolution de AX .

Notons Z le faisceau constant de valeurs Z . Par définition du foncteur

"A-Module libre engendré", on a, pour tout objet H de E ,

AW Z-(W) 8A .

Comme les composantes de é.(TL) sont des Z-Module plats((1.3.1), il suffit de mon-
trer la proposition lorsque A =2 .
Supposons tout d'abord que E soit le topos des ensembles. Alors le complexe

augmenté S.(TL) est somme directe de complexes augmentés du type

—_— - o
SxSx§ —> Sx§ —» §—> (e} ({e} ensemble d& un &lément).

Chacun de ces complexes augment8s est homotopiquement trivial. Donc S.(U) est un
complexe augmentZ homotopiquement trivial et par suite son homologie est triviale d'oil
la proposition dans ce cas.

Soit maintenant p : Ens —> E un point de E . Comme la formation du complexe
g.(?L) commute aux foncteurs image inverse par les morphismes de topos,
px(é.(TL)):! g.(px(ib)) est une résolution de épxx :fpz(éx) ; d'oli 1a proposition
lorsque E poss&de suffisamment de foncteurs fibres (IV 4.6). Ceci est le cas en
particulier lorsque E est un topos de pré&faisceaux C~ car pour tout objet X de
C, T (X,-) est un foncteur fibre. Dans le cas général, E est &quivalent 3 un topos

de faisceaux sur un petit site C (IV 1) et la famille &pimorphique U= (Ui —_— X)iEI

est image, par le foncteur "faisceau associé", d'une famille épimorphique

17



U = (Ui —_— x')ifl . Par suite g.('u,) za_ag.('U.') est une résolution de

By ®ly -

4
2. Cohomologie de Cech. Notation cohomologique

2.1 Notation générale

2.1.1 Soient (E,A) un topos anneld, M,N deux A-Modules (i gauche pour fixer les
idées). On note Extz(E;M,N) la valeur en N du q-iéme foncteur dérivé droit du
foncteur HomA(M, . ) DI]. Les foncteurs Extg(E;M,N) q € N , forment un §-foncteur
en la variable N . C'est aussi un é-foncteur contravariant en la variable M . On a,

par définition, Extg(E;M,N) = HomA(M,N) .
2.1.2 Soit X un objet de E . Lorsque M = AX ,» le A-Module libre engendré par
X (¥ 12), on pose Extg(E;AX,N) ::HQ(X,N) ., On remarquera que dans cette nouvelle

notation, 1'anneau A ne figure plus. Ceci ne peut préter & confusion car nous mon~

trerons (3.5) que la formation des Hq(x,.) commutent 3 la restriction des scalaires.
Le foncteur Hq(X,.) est le q-iéme foncteur dérivé droit du foncteur HomA(Ax,.) =

HcmE(X,.) encore notd TI(X, . ) . Lorsque M = A , on pose Extg(E;A,N} = Hq(E,N) .

2.2 Localisation.

Soient X un objet de E, j : E,, =—> E le morphisme de localisation (IV 8).

/X

Le foncteur j; pour les Modules, est exact (4.11) et admet un foncteur adjoint &

gauche exact (4.11). Par suite il transforme les Modules injectifs en Modules

Ixn
injectifs. On a donc, pour un A-Module variable N de E et un A|X-Module M

variable de E/ des isomorphismes fonctoriels

xt

q oM iENy Q...
2.2.1 ExtA! X(E/X,M,JXN) ExtA(E,Jx!M,N) .

En particulier, on a des isomorphismes canoniques
rY(

E i = ;076 8 ) S

Pour tout objet X de E et tout couple M et N de A-Modules, on pose :

18
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9.y, o~ q .
2.2.2 Ext, (X;M,N) & Ext, X(E/X,MIX,N (%)
D'aprés ce qui précéde, les foncteurs Eth(X;M,.) sont les foncteurs dérivés des
foncteurs N b~ HcmA]X

forment un S-foncteur par rapport 3 chacune des variables.

MIX,N]0 . Le foncteur (M,N) F— Extj(M,M) , q >0,

2.3 Cas des topos de préfaisceaux. Cohomologie d'un recouvrement.

2.3.1 Soient C une petite catégorie munie d'un préfaisceau d'anneaux A , C” le

topos des préfaisceaux sur C , X un objet représentable sur C~ . Le foncteur qui

associe 3 un A-Module M le groupe T(X,M) » M(X) est exact (I 3). Par suite Hq(X,M) =0

pour tout q > 0 et tout A-Module M ou encore que AX est un A-Module projectif.

2.3.2 Soit S8 un préfaisceau sur C . On a un isomorphisme canonique pour tout

A-Module M (I 2)

r(s,Mm =2 é_:/ﬂ M|s
3

De plus, pour tout A-Module injectif M , le AIS-Module M|S est injectif (2.2). Par
suite, les groupes Hq(S,M) sont les valeurs en M|S des foncteurs dérivés a droite
du foncteur %im En notant %imq ces foncteurs dérivés, on a des isomorphismes

s /8

canoniques :

s, ~ 1in? M|s .
S

En particulier, on a des isomorphismes canoniques

aiecm,m v 1in? Mo
/8

2.3.3, Soient X un objet de C et QL= (Ui —>X), i€ I, une famille de morphis~
mes de C telle que pour tout 1 € I, Ui —> X soit quarrable (I 10). Notons A .

le complexe simplicial é&tudié en 1.10 :

s =L om o= _LL A

>

(i, perx X1 i €1 i

Pour tout A-Module M , on pose C (U ,M) = HomA(A LM

2.3.3.1 ' : T — ] X U.) ————
(2.3.3.0 c(Um: LR ol MUy XU =%
»J)E€IxT

on pose HU(U,m = ui(c (U,M)
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Proposition 2.3.4 :

1) Avec les notations de 2.3.3, soit RS<——> X 1le crible engendré par la famille

(U, wm>X) , 1 € T . On a un isomorphisme canonique

Biew,m = wiR,m)

2) Les foncteurs Hq('!.L, . ) commutent aux restrictions des scalaires.

Comme R est un sous-objet de X dans C~ , les produits fibrés

Uil xRUiz X oo XRUin et Ui1 XXUiz X eee ><XU]._‘:l sont canoniquement isomorphes. Il

résulte de 1.11 que le complexe A‘\L‘ est une résolution de AR et de 2.3.1 que les
composants de A'IL' sont des Modules projectifs. Les groupes de cohomologies de

C'(W,M) sont donc canoniquement isomorphes 3 Exti(C'";AR,M) , d'oli 1'isomorphisme.

L'assertion 2) résulte immédiatement de la description de C {W,M) (2.3.3.D1).

Corollaire 2.3.5 : Soient W= (Ui —> X, 1€I) et W = (H:i — X, JET)
deux familles de morphismes de but X ; Soient ¢ = (¢: I —=J , m ot Ui _)U’¢(i))
et ¢' = (¢‘ : I -»J, mi H Ui —)H'q,(i)) deux morphismes (au-dessus de X ) de W
dans W' . Les morphismes ¢ et ¢' induisent les morphismes o4 et 8l

FAR I Hq(‘u,M) ——-—)Hq('u.’,M) . Les morphismes 2 et 319 sont égaux. En particu-

lier si les familles W et W sont &quivalentes (i.e. s'il existe un morphisme de

L dans W et un morphisme de W' dans U ) les A-Modules Hq(‘u,,M) et Hq(’lL',M)

sont canoniquement isomorphes.

Preuve : En effet, soient R et R' les cribles de X engendrés par les familles
W et W' . Les morphismes € et ©' définissent un méme morphisme de R dans R’
et induisent donc deux morphismes homotopes entre les résolutions projectives A'LL

et A

w oo
Exercice 2.3.6 : (Ré&solution standard)

a) Soit € wune petite catégorie. Pour tout entier n > 0 , on note Fln(C)
1'ensemble des suites de morphismes de C : (u], ey un) telles que pour tout i ,

0 <i <n , le but de ug soit &gal 3 la source de u de sorte que les morphis—

i+l

20
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mes u, et u,

5 i+ sont composables. Définir un ensemble semi-simplicial

ES(Q) = ob ¢ &= F1'(© £= mn’© = o ...,

1

dont les opérateurs faces s; ¢ Fln(C) — F1™ (C) sont les suivants :

so(ul, veny un) = (uz, ees un) R

si(ul, veny un) = (ul, ees U

1+]ui, ceey Un) ,0<i<n ’

) .

ess U

sn(ul, ceey un) = (u =1

l’

b) Montrer que lorsque C posséde un objet initial ou un objet final, le com-

plexe ES(C) est homotopiquement trivial.

c) Pour tout bobjet X de C , on note X\F la catégorie des fléches de source
X . Définir un préfaisceau semi-simplicial ES(C) dont la valeur en tout objet X de

C soit ES(X\F) . On note le préfaisceau semi-simplicial abélien libre

ZEs(c)

engendré par ES(C) . Il est muni d'une augmentation canonique Z — Z dans

ES(C)

le préfaisceau constant de valeur Z . Montrer que, en passant au complexe différen—

tiel associé, le complexe est une résolution de Z et que les composants de

Zes(c)

ce complexe sont des préfaisceaux ab&liens projectifs.

d) Pour tout préfaisceau abélien M , on pose ST (M) = Hom(Z ) . Explici-

Es(c) "™
ter les composants de ST (M) . Montrer que pour tout entier q > 0 , Hq(ST'(M)) =

s ,m .

e) Montrer que pour tout faisceau § sur C 1les foncteurs Hq(s, . )} commutent

aux restrictions des scalaires.

f) Remarquer que lorsque C est un groupe, ZES(C) est la résolution standard

du module trivial z /37 .

g) Montrer que pour tout préfaisceau abélien M sur C , est une

Zgs(cy @ M

résolution (3 gauche) de M . Définir le foncteur lim sur les préfaisceaux. Montrer
c

qu'il est exact i droite. Noter Hq(C,M) ses foncteurs dérivés 3 gauche, Montrer que

les composants du complexe Z§§KC> ® M sont acycliques pour &im . En déduire, en no-

tant ST.(M) 1le complexe '&im (ZES(C) 8 M), des isomorphismes Hq(ST.(M) a Hq(C,M) .
C —_

21



20 v

h) Soit u : C° —~—> Ens 1'unique morphisme du topos C~ dans le topos ponc—
tuel. On note uy 3 C; —> Ab 1'adjoint & gauche du foncteur ut oAb —> CZ .

Montrer que pour tout préfaisceau ab&lien M, u!M = ;%3 M .

i) On note dorénavant ST (C,M) et ST.(C,M) les complexes notés ST (M) et
ST.(M) . Un préfaisceau M sur C est dit localement constant s'il transforme tous
les morphismes de C en isomorphismes. Associer i tout préfaisceau localement cons—
tant M un préfaisceau localement constant M sur la catégorie C° (catégorie
opposée &4 C )} tel que pour tout morphisme u de C , M (u) = M(u)“1 . Trouver un

- * » * = v
isomorphisme canonique entre les complexes ST (C,M) et ST (C°,M) (resp. ST.(C,M)

v
et ST.(C°,M)).

j) Seit C une petite catégorie possédant un objet initial (resp. une petite
catégorie filtrante). Montrer que pour tout préfaisceau constant M , Hq(C“,M) =0

pour q > 0 (resp. Hq(C,M) =0pour g >0 ) .

v
2.4 Cas des petits sites. Cohomologie de Cech.

2.4.1 BSoient (C,A) un U-site annelé , C" le topos des faisceaux sur C ,

€: C——>C" le foncteur canonique qui associe 3 un objet de C 1le faisceau asso-
cié au préfaisceau représenté par cet objet. Par abus de notation, pour tout objet X
de C et tout faisceau de A-modules M nous poserons Hq( X,M) = Hq(X,M) (ef.2.3.1).
Rappelons que lorsque la topologie de C est moins fine que la topologie canonique,

ce qui est toujours le cas dans la pratique, le foncteur € est pleinement fiddle et

permet d'identifier C avec son image par ¢ °*

2.4.2 On note ¥° Cgf———e C; le foncteur d'inclusion des faisceaux de A-modules
dans la catégorie des préfaisceaux de A-modules. Pour tout faisceau de A-modules M

on a donc par définition :

(2.4.1) e = m°gM = M,

pour tout objet X de C . le foncteur &Q° est exact i gauche. Ses foncteurs dérivés
3 droite sont notés & . Comme pour tout objet X de C , le foncteur "section sur

X " est exact dans la cat@gorie des préfaisceaux, on a
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(2.4.2.2) i =8y

pour tout objet X de C et tout faisceau de A-modules M , de sorte que le pré-

faisceau 3{q(M) n'est autre que le préfaisceau Xp—> Hq(X,M) .

2.4.3 On suppose que (C,A) est un petit site annelé de sorte que C”~ est un topos
auquel on peut appliquer les résultats de 2.3. Soit X un objet de C et
R X un cible couvrant. Pour tout Eréfaisceau de A-modules G , les groupes

Hq(R,G) (qui sont donc calculés dans le topos C~) sont appelés les groupes de coho-

A4
mologie de Cech du préfaisceau G relatifs au crible couvrant R .

Lorsque R <“—> X est le crible engendré par
une famille couvrante "W = ('u,i e X)ieI de morphismes quarrables ces groupes peu—

v
vent se calculer & 1l'aide du complexe C'(WU,G) (2.3.3) appelé complexe de Cech de

G relatif 3 la famille couvrante W (ou du recouvrement W ). Les groupes

1l(U,6)

v
Hq(R,G) (2.3.4) sont alors appelé&s groupes de cohomologie de Cech de G

-

relatifs & la famille couvrante W .

2.4.4 Soit M un faisceau de A-modules sur C . Les groupes Hq(1L,3&°(M)) sont
le plus souvent notés, abusivement, Hq(QL,M) et appelés groupes de cohomologie de

Cech du faisceau M relatifs 3 la famille couvrante U .

v
2.4.5 On note K° : C; -———90; 1'extension naturelle aux préfaisceaux de A-modules,

du foncteur L décrit en II. On a donc, par définition, pour un préfaisceau G et

un objet X de C :

v .
(2.4.5.1) Reom = 2 w

la limite inductive &tant prise suivant les cribles couvrant X . Il résulte de
v
(2.4.5.1) que le foncteur ®° est exact 2 gauche. Les foncteurs dérivés & droite de
v v,
9{° sont notés X! . Comme les foncteurs "section sur X" et "limite inductive fil-

trante” sont exacts, il résulte de (2.4.5.1) qu'on a

A
q _ Rin q
(2.4.5.2) Bom - 28 feo ,

la limite &tant prise suivant les cribles couvrant X .
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v
v
Les préfaisceaux }&q sont appelés les préfaisceaux de cohomologie de Cech. Pour tout

objet X de C , on pose
v v
(2.4.5.3) e = Yom .

v,
Les groupes Hq(X,G) sont appelds les groupes de cohomologie de éech. Lorsque la

topologie de C est définie par une prétopologie, ce qui est le plus souvent le cas

dans la pratique, on a, compte tenu de 2.3.4,

Yq . q
(2.4.5.4) HY(X,6) = gim ®Y W, 6) ,
w
la limite inductive étant prise suivant les familles couvrantes quarrables préordon-—
nées par la relation d'ordre naturelle sur les cribles qui leur correspondent

(2.3.5).

2.4.6 Soit M un faisceau de A-modules. On pose, abusivement
Y v i v v
@.4.6.1)  Blxw = Bl %000, Wian = ®IRe any

v
et les groupes Hq(X,M) sont appelés groupes de cohomologie de Cech du faisceau M .
v,
Signalons que si les foncteurs H! sont des foncteurs dérivés sur la catégorie des
préfaisceaux, ils ne forment pas, en général, un §-foncteur sur la cat8gorie des

faisceaux.

2.5 Changement d'univers. Cohomologie de Cech dans le cas des U-sites

2.5.1 Soient (C,A) un U-site annelé et V un univers contenant U . Le site

(C,A) est alors un V-site et on a un U-topos CY , un V-topos C. et un foncteur
- — U - \i

canonique d'inclusion ¢ : CE — C; . Le foncteur € est exact et pleinement

fidéle sur les catégories de Modules et transforme les Modules injectifs en Modules
injectifs (1.9). Pour tout couple de U~faisceaux de A-modules on a donc des isomor-

phismes canoniques
Qe ~ q .
(2.5.1.1) ExtA(C”H,M,N) =~ ExteA(Cz,EM,SN) q2 0.

En particulier, pour tout U-faisceau d'ensembles R sur C , on a des isomorphismes

canoniques (2.1.1)

(2.5.1.2) B4R, M) = 5l (eR,eM) q

W
Low]
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et plus particuli&rement encore, pour tout objet X de C , on a des isomorphismes

canoniques (2.h.1)
(2.5.1.3) iz, 2 wi(x,em)

En termes vagues, on peut donc dire que la cohomologie des faisceaux ne dépend pas du
choix des univers et on peut toujours, pour la nécessité d'une démonstration ol d'une

construction, augmenter l'univers pour calculer la cohomologie d'un faisceau.

2.5.2 Soient (C,A) wun gfsite annelé et V un univers contenant U . Notons CZ

la catégorie des U-faisceaux e : C —> C le foncteur d'inclusion des

AU A,V

U-préfaisceaux dans les V-préfaisceaux de A-modules. Le foncteur € est exact et

par suite les foncteurs dérivés du foncteur & ¥° : CX —_— Cg v ( ) sont les
’—-
foncteurs § xﬂ » 4 > 0 . Par abus de notation, nous noterons encore
®e: CZ-———9 CK y *» 920, les foncteurs 2RI | cet agrandissement de 1'univers
’_

présente lorsque C est V-petit 1'avantage suivant: La catégorie Ca n'est pas en

général un U-topos et les U-préfaisceaux de A-modules ne sont pas nécessairement

des sous-modules de U-préfaisceaux injectifs, alors que la catégorie des V-pré-
faisceaux est un topos (un V-topos) et que par suite tout V-préfaisceau de A-modules
est un sous—objet d'un V-préfaisceau injectif (0.1.1). Ainsi pour tout V-préfaisceau
d'ensembles R (et en particulier lorsque R est un U-préfaisceau) et pour tout

tout U-faisceau de A-modules M , les groupes Hq(R,ﬂﬁq(M)) sont définis par 2.1.1

et il résulte de (2.5.1.2) que ces groupes ne dépendent pas de 1'univers V considéré.
De méme, pour tout couple d'entiers > 0 p et q , les préfaisceaux SQP(ZKS(M)) sont

définis par 2.4.5 et il résulte de (2.5.1.2) et de (2.4.5.4) que ces préfaisceaux ne

dépendent pas de l'univers V utilisé pour les définir.
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-

3. La suite spectrale de Cartan-Leray relative 3 un recouvrement

Proposition 3.1 : Soient (C,A) un U-site annelé, V un univers contenant U . Le

:-—'—-—* C; v (2.5.2) transforme les A-Modules injectifs en préfaisceaux
’—

injectifs. Pour tout entier q > 0 , et tout A-Module M , le faisceau associé au

foncteur ¥° : C

préfaisceau %q(M) est nul.

Notons ay le foncteur "faisceau associ&" pour les V-préfaisceaux et

€ 3 CK —> CK’Y,

° = K
a gzx: € (II 3.6) et comme les foncteurs EY_ et € sont exacts, on a i‘ix Q0

le foncteur d'inclusion des U-faisceaux dans les V-faisceaux. On

pour tout entier q > 0 . Pour tout U-faisceau M et tout V-préfaisceau N on a un

isomorphisme fonctoriel Hom.. (N,¥°(M)) =2 Hom.. (ayN,e M) . Lorsque M est in-
Ca Gy X

sV L
jectif, eM est injectif (1.9) et comme le foncteur ay est exact, le foncteur

-]
N b HomC (N,% (M)) est exact. Par suite W(M) est injectif.
AV

Théoréme 3.2 : Soient (C,A) un U-site annelé, R un U-préfaisceau d'ensembles sur

C, M un faisceau de A-Modules. Il existe ume suite spectrale, fonctorielle en R

et en M:
(3.2.1) R = ED'Y - WPR, %100)

(Lorsque C n'est pas U-petit, le terme Hp(R,%q(M)) doit €tre interprété comme la

cohomologie du préfaisceau ‘}‘Eq(M) dans le topos C;} ol V est un univers contenant

U tel que C soit V-petit (2.5.2)),

Par définition du foncteur "faisceau aseocié" (cf. II) on a un isomorphisme de
foncteur H°(3R,M)-“-—’ HO(R,?Q"(M)) . Le foncteur ¥° transforme les objets injectifs
en objets injectifs., La suite spectrale des foncteurs composés (0.3) est la suite

spectrale cherchée.

Corollaire 3.3 : Soient X un objet de C et W = (Ui —>X), 1€1, une fa-

mille couvrante telle que pour tout i€ 1 , le morphisme Ui ——>» X soit quarrable.

On a alors une suite spectrale (dite de Cartan-Leray) :

(3.3.1) Hp*q(x,M)¢=Eg’q = wPW,Rm)
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Soit R&—> X 1le crible engendré par 1L . Comme ce crible est couvrant, le

faisceau associé 3 R est le faisceau associé 3 X (II 5.2). Compte tenu de 2.4.1,

+ +
on a H q(ER,M) = q(X,M) . Le corollaire résulte alors de 2.3.4.

Corollaire 3.4 : Il existe une suite spectrale fonctorielle en le faisceau M et

l'objet X de C
V.
(3.4.1) BPYx, ) &— AL RN e 8 MUY .

Cette suite spectrale fournit, lorsque X varie dans C , la suite spectrale de

préfaisceaux :
v
(3.4.2) B e—— 21 - RP(®ien) .

Ces suites spectrales fournissent des morphismes fonctoriels (morphismes de coin)

(3.4.3) G ¥ay —s> Ry,
(3.4.4) @%(M) : ", —s B, .
Les morphismes 83 et Qg sont des isomorphismes lorsque q _égale 0 ou 1 . Les

morphismes ¢2 et ¢§ sont des monomorphismes. Plus généralement, lorsque les pré-

faisceaux ﬁﬂf(M) sont nuls pour O <i <n , les morphismes @q(M) et @i(M)

sont des isomorphismes pour O < q < n et des monomorphismes pour g =n + 1 .

La premiére suite spectrale s'obtient en passant i la limite inductive dans la
suite spectrale (3.2.1) sur les cribles R<«—— X couvrant X (2.4.5.2). La deuxiéme
suite spectrale s'en déduit aussitdt (2.4.5.3). Les faisceaux associés aux préfais-
ceaux %q(M) sont nuls lorsque ¢ > 0 (3.1). On a donc 'J‘Ef ':{b ‘jﬁq(M) = 0 pour tout
q >0 (II.3.4). Par suite jé°3cq(M) est un préfaisceau séparé dont le faisceau
associé est nul. On a donc §é° 3Lq(M) =0 pour q > 0 (II 3.2). Les assertions sur
ol s'en déduisent aussitdt.

les morphismes

q
et QX

Corollaire 3.5 : Soient (E,A) un topos annelé et M un A-Module (i gauche pour

fixer les idées). Notons M 1le Groupe ab&lien sous—jacent 3 M . Le foncteur

M—> M est exact et par suite, pour tout objet X de E , 1'isomorphisme

canonique
B (X,M) > HU(X,M)
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se prolonge en des morphismes

Bz — i 150 .

Ces morphismes sont des isomorphismes.

Pour tout objet Y de E , on a (2.4.5.4) :

# (Y, = lim B (UM wP (Y, = lim B (UM
w
la limite inductive &tant prise sur les familles épimorphiques K/ (Yi — Y,
i€1.
. . . ¥p ¥p . .
Par suite, 1'homomorphisme canonique H' (Y,M) —> H (Y,E) est un isomorphisme
v
(2.3.4). Donc (2.4.5.3), 1l'homomorphisme canonique 31P(M) e u&p(g) est un iso-
v

morphisme. Si M est un A-Module injectif, on a 96?(&) =0 pour p > 0 ; D'ol
x,l(g) = 0 et par récurrence sur p , %P(w =0, p>0 (3.4). Donc HP(X,E) =0
pour p > 0 (2.4.2.2) et (2.5). Par suite, le foncteur M F—> M transforme les
objets injectifs en objets acycliques pour le foncteur HO(X, . ) , d'ol 1'isomor-

phisme annoncé.

Exercice 3.6 : Soient G un groupe topologique et B, son topos classifiant (IV

G
2.5). Notons E, l'objet de BG constitué par 1l'espace topologique sous—jacent & G
muni de 1l'opération de translation 3 gauche par les &léments de G . Le morphisme

canonique de E_, dans 1'objet final e, de B, est un épimorphisme ; d'oti un recou~

G G G

vrement U = (EG — eG) et, pour tout faisceau abé&lien F de B , une suite

G

spectrale

(3.6.1) 2 = B, BIUP) = PP,

qu'on se propose d'étudier.
1) Montrer que pour tout entier n , le topos

B ( n facteurs)

G/ EG x EG X L..X EG

est canoniquement &quivalent au topos (IV 2.5)
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Pour tout entier n , notons Fn le faisceau sur l'espace topologique GX ... %X G

( n facteurs) induit par F .

2) En déduire que le terme Eg’q de (3.6.1) est canoniquement isomorphe au

p-éme groupe de cohomologie d'un complexe du type

Hq(e,Fo) —_— Hq(G,Fl) — Hq(GxG,FZ) _ ...,

qu'on explicitera ( e désigne 1l'espace topologique réduit 3 un point).

3) En déduire que la cohomologie du topos classifiant BG 3 valeur dans les
faisceaux localement constants est isomorphe i la cohomologie singuliire correspon—
dante des espaces classifiants utilisés en topologie lorsque pour les espaces topolo-—
giques du type GxGx ... xG , la cohomologie des faisceaux localement constants
coincide avec la cohomelogie singulidre correspondante (Ce qui est le cas lorsque, par

exemple, G est localement contractile) ; (Pour les espaces classifiants, on pourra

consulter [15]).

4. Faisceaux acycliques

Définition 4&1. : Soient (E,A) un topos annelé, F un A-Module, S une famille

topologiquement génératrice de E . On dit que F est S-acyclique si pour tout objet

X de S, et tout entier ¢ > 0, on a Hq(X,F) = 0 , Lorsque S est gal 3 ob E ,

les faisceaux S-acycliques sont appelds les faisceaux flasques.

4.2. Soient (C,A) un U-site annelé, F un faisceau de A-modules sur C . On dit
que F est C-acyclique si F est S-acyclique ofi S est la famille des faisceaux

associds aux objets de C .

Proposition 4.3 : BSoient (C,A) un U-site anneld, F un faisceau de A-modules.

Notons QfP : Cx —> C; le foncteur d'inclusion des A-Modules dans la catégorie

des préfaisceaux de A-modules (il s'agit ici des V-préfaisceaux oi V est un univers

tel que C seit V-petit). Les conditions suivantes sont &quivalentes :
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i) F est C-acyclique.

ii) Pour tout objet X de C et tout crible couvrant R%&—>X , on a :

Bi@R, %) = o pour tout q > 0 .
iii) Pour tout objet X de C, on a:

A/
g (X,F) = 0 pour tout q > 0

i) swmmd ii) : Comme F est C-acyclique, les préfaisceaux 96“(?) sont nuls pour
q > 0 . La suite spectrale 3.2.1 fournit alors un isomorphisme Hq(R,x"(F)) o Hq(X,F)
pour tout q . Par suite Hq(R,%"(F)) =0 pour q >0 .

ji)====P jii) : clair par passage 3 la limite inductive.
iii) == i) : on démontre par récurrence sur q que les préfaisceaux %q(F) sont

nuls pour @ > 0 . Pour cela, on utilise 3.4.2.

4.4. 11 résulte du critdre 4.3 ii) et de 3.5 que la propriété de S—acyclicité ne
dépend que du faisceau ab&lien sous-jacent. En particulier, un faisceau de A-modules

est flasque si et seulement si le faisceau abélien sous~jacent est flasque.

Corollaire 4.5 : Soient (E,A) un topos anneld et F un A-Module. Les propriétés

suivantes sont é&quivalentes :

i) F est flasque ;

ii) Pour toute famille épimorphique T- (xi eim X} ie1
14@C, ¥) = 0 pour tout q > 0 .

Dans 4.2, on prend pour C 1le topos E 1lui-méme. Le corollaire résulte alors de

1'équivalence 1i) & ii) de 4.2.

4.6. Les faisceaux injectifs sont flasques. Les faisceaux flasques sont S—acycliques
pour toute famille topologiquement génératrice S . Les faisceaux flasques ne sont pas
nécessairement injectifs (prendre pour topos E le topos des ensembles). Les faisceaux

S-acycliques ne sont pas nécessairement flasques (exercice 4.1.3).

Proposition 4.7 : Soient (E,A) un topos, F un A~Module flasque, X un objet de

E . Pour tout sous—objet Y de X 1'homomorphisme canonique 1°(x,F) — H°(Y,F)
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est surjectif.

Soit Y wun sous-objet de X tel que le morphisme HO(X,F) R HO(Y,F) ne soit
pas surjectif. Soit Z 1'objet obtenu en recollant deux copies X1 et XZ de X 1le

long de Y , L'objet Z est recouvert par les deux sous—objets X1 et X2 on a
X‘ KZ X2 = Y . Notons {f = (Xl » X2) le recouvrement ainsi obtenu. On constate aussi-

tdt que H‘(GZ,F) # 0 . Contradiction.

4.8. La propriété décrite dans 4.7 ne caractérise pas, dans le cas des topos géné-
raux, les faisceaux flasques (exer. 4 .15). Elle la caractérise cependant dans le cas
des topos engendrds par leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos asso-—
ciés aux espaces topologiques (exer. 4.16). La terminologie de flasque adoptée ici

coincide dans le cas des espaces topologiques avec la terminologie de [7] (exer. 4.16).

Proposition 4.9, : Soient u : (E,A) —> (E',A') un morphisme de topos annelés.

1) Le foncteur u_ transforme les A-Modules flasques en A'-Modules flasques.

2) Soient S et S' des familles topologiquement génératrices de E et E'

respectivement telles que ux(s') C S . Le foncteur u transforme les A-Modules

S-acycliques en A'-Modules S'~acycliques.

3) Lorsque u est un morphisme plat (1.8) le foncteur u_ transforme les A-

Modules injectifs en A'-Modules injectifs.

Soient X un objet de E' , T- (Xi —> X) une famille épimorphique, F

i€I
. b 4
un A-Module flasque, C (:r,uxF) le complexe de Cech du recouvrement SC . On a un
isomorphisme canonique C'(q:,uxfﬁ =~ C'(uxCC),F) en utilisant l'adjonction de u
et de u* et le fait que ™ commute aux produits fibré&s. De plus u©  commute aux
s . . . x x X :

limites inductives et par suite u (x) = (u Xi —> u'X) 1€1 est une famille
épimorphique. Comme F est flasque, on a Hq(ux(ﬂ:),F) pour ¢ » 0 et par suite
e = vl e ) = mlcTw *@,m) = TP = 0 pour q> 0.
Donc uxF est flasque.

Démontrons 2). Lorsque S' est stable par produits fibrés une démonstration

analogue a celle qui précéde permet de démontrer 2). Dans le cas général, nous utili-

serons la suite spectrale du morphisme u (5.3.2). L'assertion 2) ne sera pas utili-
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sée avant 5.3.2. Soit F un faisceau S-acyclique. les faisceaux unxF sont les
faisceaux associés aux préfaisceaux X t—> Hq(uxX,F) . Coome S' est une famille
topologiquement génératrice et comme F est S—acyclique, on a unxF = 0 pour tout
q » 0. La suite spectrale 5.3.2 fournit alors un isomorphisme, pour tout objet X de
E' : Hq(X,uxF):f Hq(uxX,F) et par suite, pour tout X dans S' , Hq(X,uxF) =0 .
Démontrons 3). Lorsque le morphisme u est plat, le foncteur ur pour les Modules
est exact (1.8). Par suite le foncteur u adjoint A droite de u® transforme les

objets injectifs en objets injectifs (0.2).

Proposition 4.10 : Soient F wun A-Module du topos annelé (E,A), G un A-Module

injectif.
1) Le foncteur F —p 3comA(F,G) est exact.

2) Le groupe abélien 9GomA(F,G) est flasque.

Preuve : Montroms 1). Soit :

¢} >~ F' > F > F" + 0

une suite exacte. Il nous faut montrer que la suite :
0 —-rxaomA(F",G) —rﬁomA(F,G) —p—’eomA(F‘,G) e

est exacte et pour cela il suffit de montrer que pour tout objet H de E , la

suite :
0 — HomE(H,scomA(F",G)) ———9-HomE(H,3eomA(F,G)) ———¢vHomE(H,3eomA(F',G) e ()
est exacte. Or (IV 6.12) cette derniére suite est isomorphe d la suite
0 — HomA(AH GAF",G) —_— HomA(AH GAF,G) —_— HomA(AH OAF',G) —_ 0
et le A-Module AH est plat (1.3.1).
2) Montrons que%ﬁomA(F,G) est flasque. Soit :
£I:=(xi—-—-a v ,i€1 ,

une famille &pimorphique de E , et

i —_— —.
(@ ...== -l—l-i’j, zxixxj - Li'szi
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le complexe défini en 1.5. Ce complexe est une résolution plate de l'objet Zx qui
est lui-méme plat(l.4 et 1.3).

Calculons alors les groupes :
1, ®om, (7,6) 5> 1% Hon; (. () Kom, (7,0)) 22> 1 (Hom, (c. (L) @, F,0)

Le complexe

c.() 8, F

est acyclique en degré # 0 , car C.(IL) est une résolution plate d'un module plat.

Par suite Hom(C.(X) Oz F,G) est acyclique en degré # 0 .

Proposition 4.11 : Soient (E,A) un topos annelé, F un faisceau flasque (resp.

injectif) de A-modules.

1) Pour tout objet X de E le AlX‘Module j; F est flasque (resp. injectif)

2) Pour tout fermé Z de E , le faisceau des sections de F 3 supports dams

Z (IV 14) est flasque (resp. injectif).

L'assertion 1) résulte de 4.5 lorsque F est flasque. Le foncteur j; admet un
adjoint & gauche exact jX! (IV 11). Par suite, lorsque F est injectif, j; F est
injectif (0.2). Démontrons 2). Notons i : Z —> E le morphisme d'inclusion. Le

. . . .o
faisceau des sections de F i support dans Z est alors le faisceau ii F (IV 14).

1
Le foncteur ixl

est adjoint 3 droite au foncteur ixix qui est exact (IV 14). Par
suite il transforme faisceau injectif en faisceau injectif. Soient U 1'ouvert com-
plémentaire de Z , j % U => E le morphisme d'inclusion et F un faisceau flas-

que. On a une suite exacte (IV 14) :

(4.11.1) 0 —> ixilF-—-->-F—> i 5™ .
Pour tout objet X de E , on a jxij(X) = F(XxU) et le morphisme
F(X) —> jxj"F(x) induit par la dernire flache de (4.11.1) provient de

1'injection canonique XxU%—> X . Comme F est flasque, ce morphisme est surjectif
(4.7) et par suite, la dernisre flache de 4.11.1 est un épimorphisme de préfaisceaux.
Pour tout objet X de E , la suite exacte de cohomologie dé&duite de 4.11.1 fournit

PR | . PR |
Hq(x,lxl F) = 0 pour q > 0 et par suite id F est flasque.
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4.12 La propriété pour un faisceau d'8tre flasque (resp. injectif) se localise (4.1l
1)). Mais ce n'est pas, en général, une propriété de caractdre local (exer. 4.15).
Cependant, c'est une propriété de caractére local dans le cas des topos engendrés par
leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos associés aux espaces topologt

ques (exer. 4.16).

Exercice 4.13 : Soient X un espace localement compact et F un faisceau c-mou
[7]. En utilisant le caractdre local de la mollesse (loc. cit.), montrer que la res—
triction de F 3 tout ouvert paracompact de X est un faisceau mou. Montrer que les
ouverts paracompacts forment une base de la topologie de X . En d&duire que, en no-
tant S 1la famille des ouverts paracompacts de X , le faisceau F est S-acyclique.
Montrer que le faisceau des fonctions continues sur X est S-acyclique mais n'est

pas flasque lorsque X n'est pas discret.

Probléme 4.14 : Etudier les topos totalement acycliques, i.e. les topos tels que

Hq(X,F} =0 pour tout q > 0 , tout objet X , tout faisceau abé&lien F .

Exercice 4.15 : Soient G un groupe discret, B, son topos classifiant (IV 2.4).

G
Montrer que pour tout faisceau abélien F et tout monomorphisme X ¢« Y , 1'homo-
morphisme F(Y) —> F(X) est surjectif. Soit E(G) 1le groupe G considéré comme

espace homogéne sous lui-méme. C'est un objet de B. . Le topos est équi-

¢ B /E(0)

valent au topos ponctuel (IV 8). Le morphisme E(G) —> e (e objet final de BG)

est un épimorphisme. Pour tout faisceau abélien F de B le faisceau F{E(G) est

G 2
flasque. En dé&duire que la propriété d'étre flasque ou injectif n'’est pas de caractére

local.

Exercice 4.16 : On dit qu'un topos E est engendré par ses ouverts si les ouverts
de E (i.e. les sous~objets de 1'objet final e de E ) forment une famille généra-
trice (I 7). Un tel topos posséde la propriété suivante :

(P} Toute famille &pimorphique Xi —> X, i €1, est majorée par une famille &pi-

morphique Uj —»X , j €3, o les Uj 3 ¥ sont des monomorphismes.
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a) Existe-t-il des topos qui possédent la propriété (P) et qui ne sont pas engen-
drés par leurs ouverts ? Les topos associfs aux espaces topologiques sont engendrés
par leurs ouverts. Si E est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)), pour tout

objet X de E , E est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)). Tout sous-

/X
topos d'un topos engendré@ par ses ouverts est engendré par ses ouverts. La propridté

(P) n'est pas une propriété de caractére local.

b) Soient E un topos, Ouv(E) 1la catégorie des ouverts de E munie de la topo-
logie induite. Le foncteur d'inclusion Ouv(E) —— E est un morphisme de sites,
d'ol un morphisme de topos Il : E = Ouv(Ey~ . Le foncteur T* est pleinement
fidéle. Le morphisme I posséde vis 4 vis de la 2-catégorie des topos engendrés par
leurs ouverts une proprié&té universelle que le lecteur explicitera.

c) Soient E un topos engendré par ses ouverts et Point(E) 1'ensemble des
points 3 isomorphismes prés de E . Montrer que Point(E) est petit. Mettre une topo-
logie sur Point(E) et définir un morphisme Top(Point(E)) ——> Ouv(E)™ faisant
de Top(Point(E)) un sous~topos de Ouv(EY” . Pour tout espace topologique X ,
montrer que tout morphisme de Top(X) dans E fournit un morphisme de Top(X) dans
Top(Point(E)) . Montrer qu'un topos engendré par ses ouverts est &quivalent 3 un topos
Top(X) (X espace topologique) si et seulement s'il possdde suffisamment de points.
Montrer qu'il existe des topos engendrés par leurs ouverts qui ne sont pas équivalents
3 des topos Top(X) ol X est un espace topologique.

d) Soit E un topos possé&dant la propriété (P) . Pour qu'un faisceau abélien
F sur E soit flasque, il faut et il suffit que pour tout monomorphisme X<—» Y ,
1'homomorphisme F(Y) —> F(X) soit surjectif.

e} Soit E un topos possé&dant la propriété (P) . Montrer que la propridété pour
un faisceau F d'8tre flasque est une propriété de nature locale.

f) Soient E un topos engendré par ses ouverts, e 1'cbjet final de E . Pour

qu’un faisceau abélien F soit flasque il faut et il suffit que pour tout ouvert U

de e , le morphisme canonique F(e) - F(U) soit surjectif.
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Exercice 4.17 (Faisceaux flasques et changement d'univers)
Soient € un U-site (par exemple un U-topos) et V un univers contenant U .

Notons € : C¥ w3 ( les catédgories de faisceaux correspondantes et l'injection
U v g

canonique. Soit F un U-faisceau abélien flasque sur C . On se propose de montrer

que eF est flasque. On remarque tout d'abord que pour tout objet X de CG on a

Hq(gx,gF) =0 pour q > 0 . Tout objet Y de ¢ admet une famille épimorphique

<

eXi —= Y, i €1 ol les eXi —> Y sont des monomorphismes. On en conclut que

Hq(Y,eF) = 1in? F(X) . Pour montrer que ces
(3.0 2 4

LY
ramener au topos Ouv(CV/Y)

flasque s'il 1'est localement.

lim! sont nuls pour q # 0 , on peut sa

et utiliser le fait que pour ce topos, un faisceau est

5. Les unﬁ et la suite spectrale de Cartan-Leray relative 3 un morphisme de topos

5.0. Soient u : (E,A) — (E',A') un morphisme de topos annelés, v = E —E'
le foncteur image directe. La notation u désignera encore l'extension aux Modules
du foncteur image directe. Le foncteur u  pour les Modules{a gauche pour fixer les

idées) est exact 3 gauche. Ses foncteurs dérivés droits sont notés unx s 9 20.

Proposition 5.1 :

1) Pour tout A-Module M , le faisceau unxM est le faisceau associé au pré-

faisceau X' b Hq(uxX',M) (x' €ob E") .

2) La formation des foncteurs unx commute aux restrictions des scalaires.

3) La formation des unx commute aux localisations. De manidre précise, pour

tout objet X' de E' , si on désigne par Uyt E/uxx, —> E! le morphisme

/X

déduit de u par localisation (IV 8), on a, pour tout A-Module M , un isomorphisme

canonique

(5.1.1) Rq(u/ alu™x) = R%_on) | x* 430 .

X')x

Désignons par u; : EE— E'"" le foncteur image directe pour les U-préfaisceaux

- x x . . s
(uxM =Mou" )., Comme u et u sont adjoints, on a un isomorphisme
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oi a est le foncteur faisceau associé pour E' . Comme les foncteurs a et u

sont exacts, on a
un & au” xq N
x —x

ce qui est une autre manidre d'énoncer 1)}. L'assertion 2) résulte alors de 1) et de

3.5. Par définition du morphisme u on a un isomorphisme canonique 5.1.1 pour

/X!
q = 0 . Le cas général s'en déduit en remarquant que les foncteurs de localisation

(IV 8) sont exacts et transforment les objets injectifs en objets injectifs (4.11).

Proposition 5.2 : Soient u : E—E' un morphisme de topos et S' une famille

P

génératrice de E' . Les faisceaux M acycliques pour les foncteurs Ho(uxX',.) s

X' € s', sont acycliques pour le foncteur u - En particulier, les faisceaux flas-—

ques sont acycliques pour u_ -

Résulte de 5.1, 1).

Proposition 5.3 : Soient u : E—> E' un morphisme de topos et M un Groupe abé-

lien de E . On a une suite spectrale :

(5.3.1) Equ = HP(E' ,unxM} —_—y Hp+q(E,M) .

Plus_généralement, pour tout objet X' de E' , on a une suite spectrale :

(5.3.2) E‘;'q = HP(X',unxM) — P

Par définition des foncteurs images directe et réciproque, on a un isomorphisme
o x . .. . s
H (X',uxM) = Ho(u X',M) . Le foncteur u transforme les objets injectifs en faisceaux
flasques (4.6 et 4.9). Les suites spectrales proposées sont donc des suites spectrales

de foncteurs composés (0.3).

Proposition 5.4 : Soient u : E—>E' et v : E' —>E" deux morphismes de

topos. On a une suite spectrale

P rd P*q
RVXR u_ =3 R (vou)x .

On a v U = (vu)x et le foncteur u transforme les objets injectifs
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en flasceaux flasques (4.9) donc acycliques pour Ve (5.2). On a donc une suite

spectrale des foncteurs composés (0.3).

-

6. Ext locaux et cohomologie 3 supports

6.0. Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module, & gauche pour fixer les idées.

-

Le foncteur N F——i>3&mmA(M,N) , sur la catégorie des A-Modules 3 gauches et & valeurs
dans la catégorie des Groupes abéliens est exact 3 gauche (IV 12). Ses foncteurs déri-

vés droits sont notés :

(6.0.1) Ext; (M, N) .

En particulier, on a

(6.0.2) gxt(14,8) =3om, (4, N)

Par définition, on a des isomorphismes canoniques (2.1 et IV 12).
(6.0.3) HO(E,gth(M,N)) = Exty(E;M,N) = Hom, (M,N) .
Plus généralement, pour tout objet X de E , on a (2.2)

(6.0.4) EO(X, Ext,(M,N) = Exty(X;M,N) = H MIX, N[0 .

A lx

Proposition 6.1 :

1) La formation des foncteurs EXCX commute aux localisations. De manidre préci-

se, pour tout objet X de E , on a des isomorphismes fonctoriels :

q ~ el
(6.1.1) ext, (4,N) X = gxtA!X(M|X,N|X) .

2) Le faisceau Extg(M,N) est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau

X b Excg(x;n,»n) .

3) Il existe une suite spectrale

(6.1.2) Extr-q(E;M,N)%sEg’q = WPE el .
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Plus généralement, pour tout objet X de E , on a une suite spectrale fonctorielle

en X et en les arguments M et N

(6.1.3) Exth (XM, 1) = - P Eelonn)

Par définition, on a un isomorphisme (6.1.1) lorsque q = 0 (IV 12). Le cas gé-
néral s'en déduit compte tenu du fait que les foncteurs de localisation sont exacts
et transforment les Modules injectifs et Modules injectifs (2.2). Le foncteur
N F~—€>§£omA(M,N) = Eth(M,N) transforme les Modules injectifs en faisceaux flasques
donc en faisceaux acycliques pour HO(X,.) (4.10). Les suites spectrales (6.1.2) et
(6.1.3) sont des suites spectrales de foncteurs composés compte tenu de (6.0.3) et
(6.0.4). Lorsque X varie dans E , la suite spectrale (6.1.3) fournit une suite
spectrale de préfaisceaux, d'ol en passant aux faisceaux associés, une suite spectrale
de faisceaux. Comme les faisceaux associds aux préfaisceaux Xv+—> H (X,.) sont nuls
lorsque p # 0 (3.1), cette suite spectrale dégénére et fournit 1'isomorphisme annoncé

dans 2).

Proposition 6.2 : Les foncteurs (M,N) —s Eth(M;N) s q >0, forment un 8-fonc-

teur en la variable M et la variable N . De maniére explicite, pour toute suite

exacte 0 N' N N" 0 (resp. O M’ M M" 0)

on a des longues suites exactes :

(6.2.1) o = ExEIOLN') —> Exed (4, N) —— gxt ] (M,N") £, £xtq;‘(M,N') —_ ..
(resp.
(6.2.2) —»exti(w',m — Eth(M,N) — Extz(M',N) N Extq;:l(M",N) —_— ).

I1 résulte des propriétés générales des foncteurs Extq

que pour tout objet X
de E , les foncteurs (M,N) > Extz(X;M,N) ,» @ 2 0, forment un §-foncteur en cha-
cun des arguments, d'oii 1'assertion, en faisant varier X et en prenant le faisceau

associé (6.1).

6.3. Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module, Z un fermé de E (IV 9),

U 1'ouvert complémentaire. On note HZ(E,M) le groupe des sections de M dont le
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support est contenu dans Z (IV 14) et g;(M) le sous-faisceau de M défini par les

sections de M "2 supports dans Z " (IV 14). Les foncteurs H;(E,.) et E;(.) sont

=~

exacts 3 gauche (IV 14). Les foncteurs dérivés sont notés H%(E,.) et g;(.) respec—

tivement et appelés les groupes (resp. faisceaux) de cohomologie de M 3 support

(x)

dans Z .

On a des isomorphismes canoniques (IV 14)
(6.3.1) Hy(E,M) 2 Hom,(A,,M) 2 Ext,(E;A,M)
(6.3.2) B0 = Kom, (a0 = €xc,(a,,1) .
d'oli des isomorphismes pour tout q 2 0
(6.3.3) Hy (E,M) = Ext, (E34,,M) ,

(6.3.4) B0 = exel(A,M) .

~

On remarquera que A_  &tant un biModule, les faisceaux £th(Az’M) = g;(M) sont

Z

munis canoniquement de structures de A-Module.

Pour tout objet X de E , notons Z! le sous~topos fermé de E!X déduit de

X

Z par localisation (c'est le complémentaire de UxX ). Par définition, on a des iso-

morphismes canoniques

(o] O ~ (o]
(6.3.5) B (X,H,(0) = H, (E/X,MIX) .
/X%
On pose
q ~
(6.3.6) Hy (X, M) HZ/X(E/X,M|X)

Compte—~tenu de {6.3.2), on a des isomorphismes canoniques

(6.3.7) H;(X,M) o Eth(X;AZ,M)

(x) Comparer avec SGA 2 I pour le cas des espaces topologiques ordinaires, ainsi
que 1'exposé de HARTSHORNE cité p.80 plus bas.
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Proposition 6.4, :

1) La formation des foncteurs Eg commute & la localigation. De manidre précise,

pour tout objet X de E , et tout A-Module M , on a des isomorphismes canoniques

(6.4.1) B0l x = B D
/X

2) Le faisceau Bg(M) est le faisceau associé au préfaisceau X b— H%(X,M) .

3) I1 existe une suite spectrale :

(6.4.2) e ) e=nP (5,5 (1) .

Plus généralement, pour tout objet X de E , il existe une suite spectrale

(6.4.3) w00, <=1 (x, B2 00) :

On ne fait que traduire la proposition 6.1 a 1'aide du dictionnaire 6.3.

Proposition 6.5 : Avec les notations de 6.3, notons j : U — E le morphisme

canonique. Pour tout A-Module M , il existe une suite exacte de faisceaux :

(6.5.1) 0 —> HO (M) M i M) —> M —>0

et des isomorphismes pour q > 2 :

(6.5.2) B0 2 el P 2 17wy .

On_a de plus, une longue suite exacte

q+1 (x)

(6.5.3) oo — By — 1@ — 1o — 1B em — . .

et plus généralement, pour tout objet X de E , on a une longue suite exacte

(6.5.4) e = HOW — B — wlo,w — Hg+1(X,M) _ ... .
Par définition de AZ , On a une suite exacte (IV 14)

(6.5.5) 0 ——> 4, > A > A, » 0 .

(x) cette suite exacte précise le rSle des invariants cohomologiques globaux Hq(E,N)
comme des ''groupes de cohomologie de E modulo l'ouvert U , 3 coefficient
dans M ".
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Les foncteurs ﬁxtg(A,.) sont nuls pour ¢ > 0 . On a EEOmA(AU,M):z jx(Mlu) (1IV 14)
. q q . q ~ 9

et par suite (2.2)  €xt (A,M) R jz(MlU) . Enfin  Ext (A,,M) = H (M) (6.3.4).

La longue suite exacte (6.2.2) fournit dans ce cas (6.5.1) et (6.5.2). Les suites

exactes (6.5.3) et (6.5.4) résultent du dictionnaire 6.3 et de la longue suite exacte

du S-foncteur Extz(X; . M , q 320, associde 3 (6.5.5).

Proposition 6.6. :

1) Les faisceaux flasques sont acycliques pour les foncteurs E; et H;(X, ).

2) Les foncteurs §§ et H;(X, . )} commutent aux restrictions des scalaires.

Soit M un faisceau flasque. La suite exacte (6.5.4) fournit des égalités

Hg(X,M) = (0 pour tout X et tout q > 2 et une suite exacte
0 — H(X,M) —— H*(X,¥) ——> B°(XxU,M) —> H;(X,M) —0 .

Mais le faisceau M &tant flasque, le morphisme HO(X,M) — HO(XXU,M) est surjec—
tif (4.). Par suite Hé(X,M) =0 et M est acyclique pour HZ(X;M). En passant aux
faisceaux associds, on en déduit que M est acyclique pour le foncteur g; (6.4).
I1 est clair que les foncteurs E; et H;(X, . ) commutent aux restrictions des sca-

laires et comme les faisceaux flasques sont acycliques pour ces deux foncteurs, la

propriété 2) en résulte.

Proposition 6.7, : Soient (E,A) un topos annelé, 2 un fermé de E , U l'ouvert

complémentaire, M et N deux A-Modules. Il existe des isomorphismes fonctoriels en

M et N compatibles avec les changements de fermés :

(] ~ o ~
i, (¥om, 01,10) 2% Bom, 04,57 (0) 25 Rom, (M 8, 4,1 .
Résulte de (IV 14) compte-tenu de (6.3.2).

6.8 On pose

(6.8.1) %omA,z(M,N) = Hy(%om, (1,) .

Le foncteur N }———9§&mpA Z(M,N) est exact 3 gauche. Ses foncteurs dérivés sont notés
b4

€Xti Z(M,N) t ce sont les faiscegux €xt 3 supports dans Z . On a donc
L]
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(6.8.2) ext, ,00W = Wom, 0 .

Posons MZ = MQAAZ . I1 résulte de IV 14 que MZ

1'image réciproque sur Z de M . On a donc, compte tenu de 6.7 des isomorphismes

est 1'image directe sur E de

q ~ q
(6.8.3) ExtA’Z(M,N) & &xt, (M),N)
Passons maintenant aux invariants globaux. On pose
= o . = o
(6.8.4) HomA,Z(M,N) = ExtA,Z(E,M,N) HZ(E,ﬁeomA(M,N)) .

Le groupe HomA z(M,N) est le sous—groupe du groupe des morphismes de M dans N
L
dont le support et dans Z (IV 14) i.e. qui sont nuls sur U . Plus glnéralement,

pour tout objet X de E , on pose

(6.8.5) Eth,Z(X;M,N) = Hg(x,%omA(M,N)

-

Les foncteurs N+—— Extz Z(X;M,N) sont exacts d gauche. Les foncteurs dérivés sont
:

notés Extz Z(X,M,N) . Ce sont les groupes Ext i supports dans Z . Les définitions
’

6.3.6, 6.8.1 et 6.8.5 et les isomorphismes 6.7 fournissent des isomorphismes

o 9
1] {X,&EmmA‘Z(M,N} s
o "~ " ] . 44
(6.8.6) ExtA’z(X,M,N) = Exe, (XM, B, (1)) ,

o
ExtA(X,ME, N}
Le dernier isomorphisme de (6.8.6) fournit des isomorphismes
q . 9oy,
(6.8.7) ExtA,Z(X,M,N) o~ ExtA(X,MZ,N) .

Proposition 6.9,

1) Il existe deux suites spectrales fonctorielles en M et N compatibles avec

les changements de fermés

Psq _ Pop.. 4
E = H (EXt (M;N)) »
(6.9.1) axtrg(u,n) Comaer 2 —Z T A

‘B9 = gxed o,B1 M)
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2) 11 existe trois suites spectrales fonctorielles en X , M et N compatibles

avec les changements de fermés

Peq P q
!Ez HZ(K’&tA(M;N) *
p*q 1pPr 9 P q
6.9.2 Ext M,N m E = H X, t (M,N)} +
( ) X A,z( Ny 1 2 (X,8xt,(,
"B Y = e M, () .

3) Les faisceaux GXtZ Z(M,N) sont canoniquement isomorphes aux faisceaux asso~
’

ciés aux préfaisceaux X hb—— Extg Z(X;M,N) .
L]

Lorsque N est injectif, le faisceau 3ComA(M,N) est flasque 4.10 donc acyclique
pour E; (6.6) . La premi&re suite spectrale de 6.9.1 est une suite spectrale de fonc~
teurs composés (6.8.1). De méme, lorsque N est injectif, §§(N) est injectif (4.11)
et la deuxidme suite spectrale de 6.9.] est une suite spectrale de foncteurs composés
déduite de 6.7. Les suites spectrales de 6.9.2 sont des suites spectrales de foncteurs
composés déduites de la définition 6.8.5 et les deux premiers isomorphismes de 6.8.6.
Enfin, en faisant varier X dans la deuxidme suite spectrale de 6.9.2 et en prenant

les faisceaux associés, on obtient une suite spectrale de faisceaux qui dégéndre grice

a2 3.1 et qui fournit les isomorphismes de 3).

Proposition 6.10 : Les foncteurs (M,N) b—> £xt2 Z(M,N) » 4 > 0, et
’

(M,N) b— Extz z(X;M,N) » 4 > 0, sont des §-foncteurs en chacune des variables M
’

et N . En notant MU le faisceau M OAAU (cf.IV 11), on a une longue suite exacte

8

q q q § q+l
(6.10.1) ee. = ExtA’Z(M,N) —_— ech(M,N) —_— extA(MU,N) — Ext

A,Z(M’N) — ..

et une suite exacte analogue par les groupes Ext .

Les foncteurs €xt2( .y ) et Eth(X; . 5, « ) forment des S—foncteurs par
rapport d chacune des variables (6.2) et le foncteur M b—a MZ est exact car AZ
est plat (1.3.3). La premiére assertion résulte donc des isomorphismes 6.8.3 et 6.8.7.

La suite exacte 6.10.1 et la suite exacte analogue pour les groupes Ext est la longue

suite exacte du S—foncteur
q Qy.
ExtA( « > N, q320 (resp. ExtA(X, LN, q30)
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relative 3 la suite exacte 0 MU M > Mz > 0 , compte tenu de

6.8.3 et 6.8.7.

6.11, Indiquons briévement comment on peut &tendre ces résultats au cas des familles

de supports. Soit E un topos. Pour tout objet X de E désignons par Fer(X) 1l'en-
semble des fermés du topos E/X . Cet ensemble est en correspondance biunivoque, par
passage au complémentaire, avec 1l'ensemble des ouverts du topos E/X , 1.e. avec 1'en-—
semble des sous—objets de X (IV 8). Le préfaisceau Fer : X b—> Fer(X) est en

fait un U-faisceau ainsi qu'on le vérifie immédiatement, il est donc représentable. En
d'autres termes, il existe un objet de E noté encore TFer et un fermé Z de

Fer

E/Fer tel que pour tout X , tout &lément de Fer(X) se déduise de ZFer par un

changement de base par un morphisme u, X ~—> Fer uniquement déterminé par Z .

Définition 6,12, : On appelle famille de supports de E un sous-ensemble ¢ de

1l'ensemble des fermés de E qui posséde les propriétés suivantes :

(S1) La réunion d'une famille finie d'Eléments de ¢ appartient 3 ¢ .

(S2) Tout fermé de E contenu dans un élément de ¢ est un élément de ¢ .

6.12.1 Soient E un topos , % une famille de supports de E , X un objet de
E . On désigne par 4(X) 1la plus petite famille de supports de E/X qui contient
les fermés de E/X déduits de fermés de ¢ par le changement de base X w——>e

( e objet final de E ). Le foncteur X b= 6(X) est un sous-préfaisceau du fais-—

ceau Fer . Il est donc séparé.

6.12.2 On dit qu'une famille ¢ de supports de E est de caractére local si elle

possé&de la propriété suivante :

{CL) Pour toute famille &pimorphique (Xi ——> ) , i €I (ot e est l'objet final
de E) la suite d'ensembles
$ —————> 0 ¥X,) —> il #(X,x X.)
. i L i 7
1 1,]
est exacte.
Soit a® le faisceau associé au préfaisceau Xb—— &(X) (6.12.1). La condi~

tion (CL) est Equivalente 2 la condition que le morphisme canonique ¢ —> ad(e)
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soit une bijection. (cf. la construction du faisceau associ& dans II dans le cas d'un

préfaisceau séparé). Pour vérifier (CL) on peut donc se limiter 3 une famille finale

de familles épimorphiques (Xi —— )i €1.

Exemple 6.12.3

1) Soit Z un fermé de E . L'ensemble des fermés de E contenus dans Z est
une famille de supports de E . Elle est de caractére local.

2) Soit T wun espace topologique et ¢ une famille de supports paracompactifiants
de T D]. La famille ¢ n'est pas, en général, de caractére local.

3) Soient T un espace topologique et p un entier. La famille de ¢p des fer-
més de T de codimension de Krull > p, est une famille de supports de T . Elle est
de caractére local.

4) Soit E un topos posséddant la propriété suivante : toute famille épimorphi-
que (Xi ——>e) , 1€ I, est majorée par une famille épimorphique finie. Alors
toute famille de supports de E est de caractdre local. En effet, en utilisant
1'exemple 1), il suffit de montrer qu'une limite inductive filtrante oy
de familles de caractére local est une famille de caractére local, ce qui résulte
immédiatement du passage 3 la limite inductive sur la suite d'ensembles

o, —a I ¢*(Xi)—-—-> I ¢

N Xy x X))
1 1,]

A ]

oll (Xi —e), i €1 , est une famille épimorphique finie. En effet d'aprds 6.12.2
et 1'hypoth&se sur E , on peut se limiter 3 des familles &pimorphiques finies pour
vérifier les conditions (CL) et comme les limites inductives filtrantes commutent aux
limites projectives finies (I 2), 1'exactitude de ces suites d’ensembles est conservée
par passage 3 la limite inductive.

5) Soit E un topos cohéremt (VI 2.3). Alors d'aprds ce qui précdde toute famille

de support de E est de caractére local.

6.13 Soient (E,A) wun topos annelé, ¢ une famille de supports de E, N un

A-Module (& gauche pour fixer les idées), X un objet de E . On pose
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(6.13.1) @M = lim H(N ,
-d Ezz —Z

(6.13.2) Hy(E,N) = lim HX(E,N) .
Z€d

Soit M un A-Module 3 gauche, on pose :

(6.13.3) ext; 40 =Wom 4w - lip et 0LW)
3 thI) s
o . - = 14 o .

(6.13.4)  Ext, ,(X;M,N) Hom, | ¥ 6(%) M|X,N[X) ;:; Ext, ,(KMN) .
On a des isomorphismes canoniques :

[s] [o]
(6.13.5) Exty JOLN) o Hy (€xt,0,N)
(6.13.6) Ext, (XiM,N) 22 B ((X,Ext; (M,1))

*

Lorsque ¢ est la famille des fermés contenus dans un fermé Z , on a des isomor-

phismes :
{ o o
Hy = B,
Hy & K,
(6.13.7)
o o
Exty o b o) X Extp (., )

(X5 « 5 o) = Ext® (X; ., . ) .

E A,Z

0
Xty

-
Les limites inductives qui définissent les foncteurs précédents sont filtrantes. Par

3 -

suite ces foncteurs sont exacts 3 gauche. Leurs foncteurs dérivés droits sont notés :

a4 q q 4 s .
(6.13.8) Hy s Hy s £xtA’¢( R » ExtA,@(X, ey o)

Ils se calculent eux aussi par limites inductives des foncteurs g; s H% s etC.y.
pour Z parcourant & .

Des isomorphismes 6.13.5 et 6.13.6, on tire deux suites spectrales par passage a
la limite inductive sur la premi&re suite spectrale de 6.9.1 et la premiére suite

spectrale de 6.9.2 :
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(6.13.9) exeh'd (N e 1200 - B (ExelOMW) .
& Z $ A

(6.13.10) Excg*g &M, N) = gPr? - Hg(X,exti(M,N)
s k-

6.14 Avec les notations de 6.13, on a, sans hypoth@se sur ¢ , un morphisme fonc-

toriel
o o o
(6.14.1) 8 HQ(N) ——3» H (E, §¢(N))

Ce morphisme est toujours injectif mais n'est pas en général un isomorphisme. Cepen-
dant, si ¢ est de caractére local, le morphisme 6 est un isomorphisme ainsi qu'on

le vérifie immddiatement. De méme si ¢ est de caractére local, on a un isomorphisme

' . o . o o
(6.14.2) 8 : EXtA’Q(E,M,N) ~ H (E,EXtA,Q(M,N)) B

Proposition 6.15 : Soient (E,A) _un topos amnelé, tel que E soit cohérent (VI

® une famille de supports de E , M et N deux A-Modules. Il existe deux suites

spectrales ¢

(6.15.1) HlE,N) === D% - W, oy
(6.15.2) Expy o (EsM,N) === 52°% = HP(g,Ext] (M)

Ces suites spectrales se déduisent de, la suite spectrale 6.4.2 et de la deuxiéme
suite spectrale 6.9.2 par passage i la limite inductive sur les fermés 2 de ¢ ,
compte tenu de ce que la cohomologie d'un topos cohérent commute aux limites inducti-

ves de faisceaux (IV 5).

6.16 Signalons, sans démonstration, qu'on peut &tendre au cas des famille de supports
la deuxidme suite spectrale de 6.9.1 et la troisidme suite spectrale de 6.9.2 (avec
X = objet final de E ) en supposant que le topos E est cohérent et que le Module
M est parfait [I3J.
Enfin on peut aussi généraliser la notion de famillesde supports en introduisant

les préfaisceaux de familles de supports, les faisceaux de familles de supports et les
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(x) )

groupes et faisceaux de cohomologie correspondants

7. Appendice : Cohomologie de Cech,

En développant une idée due & P. Cartier, on montre dans ce paragraphe comment
on peut dans un topos quelconque, calculer la cohomologie d'un faisceau i 1'aide de
recouvrements. Pour la théorie classique des espaces paracompacts, on renvoit & [7];
pour une autre méthode qui s'applique i certains topos, et en particulier au topos

&tale, voir ]:14].

7.1 Squelette et cosquelette

7.1.0 Soit & 1la catégorie des simplexes types (les objets de & sont les ensem~
bles ordonnés An = ]:O, ...,n] ,» les morphismes sont les applications croissantes).
Soient E un U-topos et A(E) de catégorie des préfaisceaux sur 4 3 valeur dans

E , autrement dit la catégorie des objets semi~simpliciaux de E . Désignons par

A[n:[ la sous—catégorie pleine de & définie par les objets Ap , p<n, par
in : IA[n] —> A le foncteur d'inclusion et par & E[n] 1la catégorie des pré-

faisceaux sur d\[n] & valeur dans E , autrement dit, la catégorie des objets semi-

simpliciaux tronqués 3 1'ordre n de E . D'aprés I 5.1, on a une suite de trois fonc-

teurs adjoints (I 5.3)

A E[n] I - S— & E

o X c e s o -
oii le foncteur i~ est le foncteur restriction & la catégorie A[n] , et ol les fonc-

teurs inx et in' sont respectivement ses adjoints 3 droite et i gauche. On notera

que AE et AE[n] sont des U-topos (IV 1.2) et que (i:,inx) est un morphisme

de topos (IV 3.1) qui est un plongement de & E{n] dans AE (I 5.6 et IV 9.1.1),

(%) cf. [12] chap. IV, § 1 (Lecture Notes 20, Springer) pour le développement de ces
notions sous forme de fugue avec variationms.
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Définition 7.1.1 : On note skn (resp. coskn) et on appelle foncteur squelette
d'ordre n (resp. foncteur cosquelette d'ordre n) le foncteur in'i: ) (resp. inxi; )
de AE dans AE .

les foncteurs squelette et cosquelette sont d'un usage constant en théorie

des ensembles semi-simpliciaux [3].

Proposition 7.1.2 :

1) Le morphisme d'adjonction skn ——> id est un monomorphisme. Les mor-

phismes canoniques sknukm e skn (resp. coskn — coskncoskm) sont des isomor-

phismes lorsque n ¢ m (resp. n > m ).

2) Soit u : E —— E' un morphisme de topos. Le foncteur u® » prolongé

aux objets semi-simpliciaux et semi-simpliciaux tronqués, commute aux foncteurs

. X
i i sk cosk .
nt > n’ n’?’ n

La premiére assertion résulte immédiatement des définitions. Pour démontrer
2), il suffit de constater que, d'aprds I 5.1, les foncteurs in' ey coskn se cal-

culent 3 1'aide de limites inductives et de limites projectives finies.

7.2 Un lemme d'acyclicité

7.2.0 Soit M un groupe abé&lien de E . L'homologie d'un objet semi~simplicial
K de E , 3 coefficients dans M , se définit de la maniére usuelle : On considére
d'abord A(K) , le groupe semi-simplicial ab8lien libre engendré par K , puis on
forme le produit tensoriel M Qz A(K) ; on obtient ainsi un groupe semi=-gimplicial
abélien de E . On consid@re alors le complexe de groupe ab&lien associ& (en formant
la somme alternée des opérateurs bord) et on en prend 1l'homologie. Les objets d'homo-
logie sont notés Hi(K,M) . Ce sont des groupes ab&liens de E.. Lorsque M est le
groupe 2 (groupe abélien libre engendré par 1l'objet final de E }, on note plus

E

simplement Hi(K) . Les groupes Hi(K) sont appelés les groupes d'homologie de K .

On dit qu'un objet semi-simplicial K est acyclique si pour tout groupe abélien M
de E , les groupes Hi(K,M) sont nuls (i > 0) ou, ce qui est £quivalent, si les
groupes Hi(K,M) sont nuls (i > 0).

La formation de 1'homologie commute aux images réciproques par les morphismes
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de topos.

Le but de ce numéro est de prouver le lemme suivant :

Lemme 7.2.1 : Soient E un topos, K. et L. deux objets semi~simpliciaux de E ,

v. ¢ K. —» L. un morphisme d'objets semi-gimpliciaux, n un entier 3 0. On suppose

que le morphisme v possdde les propriétés :

1) Pour tout entier p <n (p 3 0) le morphisme S : K.p —r Lp est un

isomorphisme.
'n
2) Le morphisme K.n —> L  estun épimorphisme.

3) Les morphismes canoniques K, ——% coskn(K.) s Le ——> coskn(L.) sont

des isomorphismes.

Alors, pour tout entier p , le morphisme vp est un épimorphisme et le morphisme v.

induit un isomorphisme sur les objets d'homologie.

Remarque : La démonstration montre en fait, qu'en adoptant une définition convenable

de 1'homotopie dans les topos, le morphisme v. est une &quivalence d'homotopie.

Preuve : On peut supposer que E est le topos des faisceaux sur un petit site C
(IV 1) et que par suite E est un sous-topos d'un topos E' ayant suffisamment de
foncteurs fibres (par exemple le topos C” ). Notons a¥ ; E' ——> E le foncteur

image inverse par le morphisme de plongement E ¢—» E' ., Soit

v.[o] : K.[n] — L.Eﬂ
le morphisme d'objets semi~simpliciaux tronqués obtenu en tronquant v. A& l'ordre n
Notons L.Eﬂ' 1'image {dans E' ) de K.Eﬂ par v, [n], v.Dﬂ' : K.Eﬂ —_— L.Dﬂ'

inxK.Eﬂ .

vl =1 V.Eq' (le foncteur i est ici relatif 3 E' ). D'aprés 1), le morphisme
nx nx

le morphisme induit par v.[n] . Posons L} = inxL.Bﬂ' , k!

v! : K} ——» L! posséde les propriétés 1!), 2), 3) du lemme. De plus, d'aprés 2), 3)
et 7.1.2, le morphisme axv! n'est autre que v. . Il suffit donc de démontrer le
lemme pour v! et par suite on peut supposer que E possdde suffisamment de fonec-
teurs fibres ; donc, en utilisant ces foncteurs fibres, on peut se ramener au cas ol
E est la catégorie des ensembles.

On constate tout d'abord que les hypothéses du lemme sur le morphisme v.
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sont stables par tout changement de bases M, ——> L. ol M. est un cosquelette
d'ordre n . Par suite la fibre P. de v. en un point base quelconque de L. est

du type inxP' Dﬂ ol P.Eﬂ est un complexe non vide tronqué i l'ordre n de la

forme

(7.2.2) P e e e e e .

Notons, pour tout entier i , § éi 1'ensemble semi-simplicial bord du simplexe éi .
Tout morphisme de Géi dans P. se prolonge en un morphisme de Ai dans P. . En
effet, la propriété est &vidente si i 3 n car P. est un cosquelette d'ordre n et
elle est claire pour i ¢n d'aprés la description 7.2.2. Comme P. est un complexe
de Kan, P. est homotopiquement trivial [Q]. Notons que le morphisme v. est une
fibration au sens de Kan [6]. Comme les fibres de cette fibration sont homotopique-
ment triviales, v. induit un isomorphisme sur les groupes d'homotopie de K. et

L. en tous les points bases de K. . D'aprds le théoréme d'Hurewitz, ceci implique
que v. induit un isomorphisme sur 1'homologie [6]. Ceci démontre la deuxiéme asser—
tion du lemme. Pour démontrer la premidre assertion, on remarque que tout morphisme
d'un complexe tronqué 3 1'ordre n dans L.[ﬁ] se reléve en un morphisme dans

K.Bﬂ . Par suite, d'aprés 3), tout morphisme d'un complexe dans L. se reldve en

un morphisme dans L. . Donc v. est surjectif.

7.3. Hyper-recouvrements

7.3.0 Soit € un site, appartenant i l'univers U , ol les produits fibrés et les
produits de deux objets soient représentables. Désignons par C~ 1le topos des U-pré-
faisceaux sur C et par c¥ 1le topos des U-faisceaux sur C . Un objet K de C~

-

est dit semi-représentable s'il est isomorphe 3 une somme directe de préfaisceaux

représentables.

Soit SR(C) 1la sous—catégorie pleine de €~ dé&finie par les objets semi-représenta-
bles. Dans la cat@gorie SR(C) 1les limites projectives pour des catégories d'indices
finies non vides sont représentables, et le foncteur d'inclusion SR(C) ¢&— G~
commute 3 ces limites projectives finies. D'aprds une remarque déji faite, on en déduit

que si K. est un objet semi-simplicial tronqué 3 l'ordre n de C~ dont tous les
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R . < + - fay s
objets sont semi-représentables, le prolongement 1n(K.) posséde la meme propriété.
Donc si K. est un objet semi-simplicial de C" dont tout les objets sont semi-

représentables, alors pour tout n , l'objet coskn(K.) possé&de la méme propriété.

7.3.1 Définitions et notation

7.3.1.1 Soit p > 0 un entier. Un objet semi-simplicial K. de C~ est appelé un

- 1 2 1 a
’
hyper-recouvrement de type p de C ou lorsqu'aucune confusion n'en résulte, un

hyper-recouvrement de type p , s8'il poss&de les propriétés suivantes :

HR1) Pour tout entier n > 0, Kn est semi-représentable.
HR2) Le morphisme canonique K., ——= coskp(K.) est un isomorphisme.
HR3) Pour tout entier n > 0 le morphisme canonique de préfaisceaux :

K —— (coskn(K.))

] est un isomorphisme couvrant de préfaisceaux (II 6.2),

n+l
Le morphisme canonique de préfaisceaux K0 —> e , oi e est 1'objet final de C~ ,

est un morphisme couvrant de préfaisceaux.

7.3.1.2 Un hyper-recouvrement de type p est un hyper-recouvrement de type ¢q pour

tout q > p . Un objet semi-simplicial K. sera appelé un hyper-recouvrement (de C )

s'il posséde les propriétés HR 1) et HR3).

7.3.1.3 On désignera par HRp (resp. HR) et on appellera catégorie des hyper-
recouvrements de type p (resp. catégorie des hyper-recouvrements) la catégorie

suivante :

a) Les objets de HRp (resp. HR ) sont les hyper-recouvrements de type p (resp.

les hyper-recouvrements).

b) Soient K. et L. deux objets de HRP (resp. HR ). Un morphisme de HRp
(resp. HR ) de source K. et de but L. est un morphisme v. : K, = L. d'objets

semi-simpliciaux de ™ .

7.3.1.4 Soient C un site oli les produits fibrés soients représentables et X un
objet de C . Un hyper-recouvrement de X (resp. un hyper-recouvrement de type p
de X ) sera un hyper-recouvrement du site C/X (resp. un hyper-recouvrement de type

p de C/X ). On définit de méme la catégorie des hyper-recouvrements de X (resp.
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du hyper-recouvrement de type p de X ). On a une suite de foncteurs d'inclusion :

... IR &> HR ¢ > ... ¢ HR
|4 P+l

Ces foncteurs sont pleinement fidéles. Nous noterons HR_~ la limite inductive des

catégories HRP .

7.3.1.6 Désignons, pour tout entier n > 0 , par é; 1'objet semi-simplicial type

de dimension n & valeur dans la catégorie des ensembles, i.e. le foncteur sur &
représenté par l'ensemble ordonné [o’ nﬂ . On désigne par Aﬁ le préfaisceau sur

C (2 valeur dans la catégorie des ensembles semi-simpliciaux constant de valeur én .
Le préfaisceau A; est donc un préfaisceau d'ensemble semi-simplicial. Les deux injec~
tions canoniques de &o dans A, définissent deux morphismes de préfaisceaux semi~-

i

simpliciaux :

b
a3 o]

et définissent, par suite, pour tout préfaisceau semi~simplicial K. , deux injections

canoniques :

0
K. —/—*% g.«x _4_‘13 .
€1
o
Deux morphismes K. :::EF::i L. de préfaisceaux semi-simpliciaux sont dits

morphismes homotopes s'il existe un morphisme

v i Rox A ——L.
tel que les diagrammes :
e,
K x K. x 4°
-]
u, v i = 0,1
L.
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= La

sont deux morphismes homotopes de K. dans L. , n'est pas,

soient commutatifs. Le morphisme v est appelé une homotopie reliant u i u

relation : ug et u,
en général, une relation d'équivalence. Cependant la relation d'équivalence engendrée
par cette relation est compatible avec la composition des morphismes. Cela nous permet
donc de définir la catégorie des préfaisceaux semi-simpliciaux 3 homotopie prés, en

passant au quotient par la relation d'équivalence engendrée par la relation d'homo-

topie.

—

7.3.1.7 Omn définit ainsi les catégories Egp , HR , HR , catégories des hyper-

recouvrements 3 homotopie prés.

Théoréme 7.3.2 Soit C un site satisfaisant aux conditions 7.3.0.

1) La catégorie §§; (resp. HR® ) est filtrante (I 2.7).

2) Soient K. un objet de HRp (resp. de HR ), n un entier tel que 0 & ngp
(resp. 0 g n ), et

u : X ———> K
n

un morphisme couvrant de préfaisceaux. Il existe un objet L. de HRP (resp. de HR )

et un morphisme f : L. -~ K. , tels que le morphisme

f :+ L —>K
n n n

se factorise par u .

3) Les faisceaux semi-simpliciaux associés (II 3.5) aux hyper-recouvrements sont

acycliques (7.2.0) en degrés strictement positifs. Le 0-2me faisceau d'homologie est

isomorphe au faisceau associé au faisceau constant Z .

- . v . P o s s o
Preuve : Démontrons 3). Soit K. le faisceau semi~simplicial associé 3 K. . Le fonc~-
teur "faisceau associd" commute au foncteur coskn (7.1.2. 2)). Par suite le faisceau
.. < . v . o .
semi-simplicial K. posséde les propriétés suivantes :
a) Le morphisme canonique K, ——> e est un épimorphisme de faisceaux.

b) Pour tout entier n » 0 , le morphisme canonique Kh+1 e (coskn(K.))n+] est
un épimorphisme de faisceaux.
A
Posons alors, pour n 2 0 , L.n = cosan. . On a alors, pour tout n , une

suite de morphismes de faisceaux semi-simpliciaux :
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~ \.ln Vn Vo
RS —=— L. —— L., ... L., e. )

et pour tout j , 0 £ j < n, vj possé&de les propriétés de 7.2.1. De plus, le morphisme
u induit un isomorphisme sur les composants de degré ¢ n . On déduit alors de 2.1
par récurrence sur n , que K. est acyclique.

Pour démontrer 1) et 2) nous introduirons une terminologie.

Définition 7.3.3 : Soit f : X.———> Y. un morphisme de préfaisceaux semi-simpli-

ciaux. On dit que f est spécial de type p (resp. spécial) si :

1) Les objets X. et Y. sont canoniquement isomorphes 3 leurs cosquelettes

d'ordre p et coskp(f) = f (resp. pas de conditions sur f , X* et Y.

2) Pour tout entier n tel que O gn g p (resp. 0 ¢ n ), le morphisme ¢n+l

figurant dans le diagramme ci-aprés est couvrant :

f
Xn+] 2l Yn+l
Ny,
Pn+1
L
(COSan')n+l (cosknf)n+l (COSknY')n+l

(Les flaches verticales sont définies par les morphismes canoniques

X. —> cosknx. et Y. —— cosknY. . L'objet Pn+ est le produit fibré et

i

¢n+1 est 1l'unique fldche rendant le diagramme commutatif}.

3) Le morphisme fO : Xo —_— YO est couvrant.

Un préfaisceau semi-simplicial K. est dit spécial de type p (resp.

spécial) si le morphisme canonique :

K. —> e, ( e. est l'cbjet semi-simplicial final)

est spécial de type p (resp. spécial), i.e. si K. satisfait les conditions HR 2)

et HR 3) (resp. HR 3)) de 7.3.1.1.

56



55 v

Lemme 7.3.4 :

1) Le composé de deux morphismes spéciaux (resp. spéciaux de type p ) est un

morphisme spécial (resp. spécial de type p ).

2) Soient K. un préfaisceau semi-simplicial spécial (resp. spécial de type p ),

X. ———s-)- Y. un wmorphisme spécial (resp. spécial de type p ) et u: K. —> 1Y,

un morphisme de complexes. Alors le produit fibré P. = K. x v X. est spécial (resp

spécial de type p ).

La preuve de ce lemme est laissée au lecteur.

7.3.5 Démonstration de 1'assertion 2) de 7.3.2.: On peut tout d'abord supposer

que X est semi-représentable. Pour tout objet semi-simplicial L. , désignoms par

Hom(x)(L.,K.) 1'ensemble des morphismes d'objets semi-simpliciaux munis d'une facto-
risation Ln —_x Kn . Le foncteur Hom(x)( . » K. ) est représentable.

En effet ce foncteur transforme les limites inductives en limites projectives, et la
catégorie A(C”) est un topos. On désignera par P un objet qui représente ce fonc-
teur. Pour un objet Z de €~ , désignons de méme par j;(z) 1'cbjet qui représente

le foncteur. L. b Hom(Ln,Z) sur AC" , dont 1la comstruction par lig est explicitée
dans III 1.1. On constate ici que cette construction ne fait intervenir que des Jlim

1

i s N . + e . p
finies, d'oll on conclut aussitdt que Jn transforme préfaisceaux semi-représentables

en préfaisceaux semi~simpliciaux 3 composantes semi-représentables, et morphismes

couvrants Z' — Z en morphismes spéciaux (7.3.3).

Par définition de P. , on a un carré cartésien :
(X)

P, ——

j;(u)

8+ e 3 +

K. ———— 3 (K ) .

n

s . . I .+ .+
D'aprés ce qu'on vient de signaler, les objets semi-simpliciaux Jn(X) et Jn(Kn)
.+ . P
sont semi-représentables et le morphisme Jn(u) est un morphisme spécial de type n

I1 suffit alors pour conclure d'appliquer 3.4. et le sorite 7.3.0.
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7.3.6.0 Soient M. et N. deux préfaisceaux semi-simpliciaux. Le foncteur :
L. b—— Hom(L. x M. , N. )

est représentable. Le préfaisceau semi-simplicial qui le représente sera noté
mom. (M.,N.) .

Le préfaisceau composant de degré n de cet objet sera noté 3£omn(n.,n.) . Onaun

isomorphisme canonique

&omn(u.,n.) —L‘jﬂomo(n. x _é;,N ) )

Lemme 7.3.6 : Soit

M, &— —» N.

I I

c u ¢ v s R .
skn én+l C— A n+1 (u 1'injection canonique}

un diagramme co-cartésien de préfaisceaux semi-simpliciaux.

Pour tout hyper-recouvrement L. , le morphisme :

Won, (¥.,L.) —————Kom_(M.,L.)

est couvrant.

Preuve. On a un diagramme cartésien :

t&omo(N.,L.) weomo(I.,L.)
Kom (a7, 512 __ﬁl‘.)._;.](,omo(skn NG .

I1 suffit donc de montrer que le morphisme (x) est couvrant. Or le morphisme (x)

est isomorphe au morphisme :

Ln+l ———pe (cosknL.)n+}

qui est couvrant par hypothédse, c.q.f.d.

7.3.7. Démonstration de 1'assertion 1) de 7.3.2. : Le produit de deux objets HRp
{resp. de HR ) est encore un objet de HRp (resp. de HR ) (7.3.4). Pour démontrer

que la catégorie HR® (resp. gg? ) est filtrante, il suffit de montrer qu'étant
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donnés deux morphismes de Hmb (resp. HR )

Ug

—_—
X, —— L.
%
il existe un morphisme v : M. ——> K. de HRp (resp. de HR ) tel que les morphis-

mes 1

soient homotopes, i.e. tel qu'il existe w : M. x A, —> L. rendant commutatifs

les diagrammes

(=) v w
u,
K. ——— > L. i=0,1 .
Soit alors, pour tout objet semi-simplicial M. de C~ (non nécessairement un hyper-
recouvrement), F(M.) 1'ensemble des couples (v,w) : v : M, ——3> K, ,
w: M, x Aj ~———> L. tels que les diagrammes (x) soient commutatifs. Le foncteur
M. b———> F(M.) est un foncteur contravariant en M. qui transforme les limites

inductives en limites projectives, et qui par suite est représentable par un objet

semi-simplicial F. . L'objet F. est &videmment le sommet d'un diagramme cartésiem :

F.

Mom.( 27,10
|

K., ——— L. « L.

oi 7 est défini par les deux inclusions de Aﬁ dans é: . I1 suffit donc, pour
démontrer 1'assertion, de montrer que F. est un objet de HRP (resp. de HR) et pour

cela, d'aprés 7.3.4.2) et le sorite 7.3.0, il suffit de montrer que
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a)’%om.(éj,L.) est semi-représentable ,
b) le morphisme 7 est spécial de type p (resp. spécial).

On vérifie tout d'abord immédiatement que“&mm.(éj,L.) est un objet semi-
simplicial semi-représentable. En effet les composantes de cet objet se calculent par
limites projectives finies 3 partir des Ln , et par suite sont semi-représentables.
Vérifions maintenant b). Tout d'abord on montre que, lorsque L. est spécial de type

P , le morphisme
%om. (_A_(l:,L.) — coskpﬂom.(g]",L )

est un isomorphisme ; ce qui permet de vérifier la propriété 1) de 7.3.3. Ensuite, le
morphisme

. ¢
L .xomo(é_l,L.) —_— Lo x L0

est, isomorphe au morphisme canonique :
(d »d )
L ————————————> L x L
1 [ o

qui est couvrant par hypoth&se ( L. est hyper-recouvrement).

PN YT

I1 reste donc 3 vérifier la propriété 2) de 7.3.3, i..e. a vérifier que V n , dans

le diagramme

LA
Wﬂom. (A L x L
n+l
/(cosh )
c i n o+l
k . . . .
(cos naeom (AI,L ))n+l (cosknL )n+1 x (cosknL )n+1
{ Pn+1 est le produit fibré), le morphisme ¢n+l est couvrant. Or un "adjoint
functors chasing” simple montre que :
—> Woom (ske_, (S, x 4%),L.) ,

C A [ | 4
Won_, 25,1 —>¥om ( aS,, xa5,L)
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et que le morphisme @n+l est isomorphe au morphisme

c o4 (o4 c
Rom _( 45, % A%,L) —— Hom (sk_, (85, x &]),L.)

provenant de l'injection

[
sk (b x A

. : . . ¢
Or il existe une suite de sous-objets de én+ x A :

c Sy o M s o w = S
ke ey ¥ &) = % " M = Lney 7 R :

telle que pour tout o s i § k , le morphisme

S M,
M1 M1+l

s'insére dans un diagramme cocartésien :

;o M,
Ml M1+

I

c ¢
Skn+l A n+2 'S n+2 '

1

(On ajoute 1'un aprés 1'autre les simplexes non dégénérés de dimension n+2 de

A

B 4 ¥ A ). D'aprés 7.3.6 le morphisme ¢n+l est un composé de morphismes cou-—

1

vrants et par suite est lui-m@me couvrant, ce qui achéve la démonstration de 7.3.2.

7.4. Le théoréme d'isomorphisme

7.4.0 Soit F wun préfaisceau en groupes abéliens sur un site C satisfaisant 3 la

condition 7.3.0. Pour tout hyper-recouvrement K. , on posera :
q q
H*'{K.,F) = H (Homcg(K.,F))

Les Hq(K.,F) forment un §-foncteur sur la catégorie des préfaiceaux abéliens sur

P P P 0
C , mais ils ne sont pas, en général, les foncteurs dérivés du foncteur H (K.,F) .
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Posons alors :

¥
V,
(7.4.0.1) B¢,/ = lig H'( ., )  (r peut 8tre infini) ,
HR!T
et
¥q
(7.4.0.2) H(C,F) = lig HY( ., F)
HR

r
Les gq(C,F) (resp. gq(C,F)) forment encore un &§-foncteur car la catégorie §§:
(resp. §5° ) est filtrante (7.3.2). Comme les catégories EBP ne sont pas nécessai-
rement des U—-catégories, ces §—foncteurs sont 3 valeurs dans la catégorie des V-groupes
abéliens, pour un univers V convenable.

Supposons maintenant que le préfaisceau F soit un faisceau. Comme le

faisceau semi-simplicial associé i un hyper-recouvrement est acyclique (7.3.2), on a

une suite spectrale fonctorielle en F et en K.

(7.4.0.3) ., RIm)) —> 9", P .

-

D'oli, en passant 3 la limite, des suites spectrales :

T
W e, RUm) —> w9, F) ,
(7.4.0.4)

A
i, Rim) —— %, m

Théoréme 7.4.1. : Soient C un site satisfaisant la conditionm 7.3.0, F un faisceau

abélien sur C .

1) Les suites spectrales (7.4.0.4) définissent des isomorphismes

r
A\
1, r) —— iV, , q g r+l

et un monomorphisme

r

v
22, F) —— 52N,
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2) On a un isomorphisme de §-foncteurs :

@

v Y
wd(c,r) —— ul(c,F) —— w%¢c",F) (pour tout q ) .

3) Soient G un préfaisceau de groupes abéliens et F 1le faisceau associ&. Il

existe des isomorphismes de foncteurs :

r

v

Hq(CaG) _"\L—" Hq(CmyF) » q < r-1 ¥
et _un monomorphisme :

T

Vr r,. v

H (C,6) ~———— H (C ,F) .

Lorsque G est un préfaisceau séparé, ce dernier morphisme est un isomorphisme et il

existe un monomorphisme :

r
.
8,00 — 1, m )

4) On a des isomorphismes :

@
hA

v, ¥,
al(c,6) —2» 8Y(6,6) —— 1", m) (tout q) .
Preuve.: Il suffit de montrer que si N est un préfaisceau abélien dont le faisceau
g ¥
associé est nul, on a Hq(C,N) =0 pour q § ¥ (resp. Hq(C,N) = 0 pour tout q ) ;

ce qui se fait immédiatement en utilisant 3.2.

Remarque 7.4.2 :

-

1) On notera que pour les sites satisfaisants 3 la condition de 7.3.0, lesohyper—
recouvrements de type 0 sont les recouvrements ordinaires et les foncteurs ﬁd ne
sont autres que les foncteurs ﬁq introduits en (2.4.5.1)

2) Soit C un site & limites projectives finies représentables tel que pour tout
cbjet X de C et toute famille couvrante {Xi ——e XY, €1 , 11 existe un io

é I tel que Xi —r X 80it couvrant. On peut montrer alors que les hyper-—
recouvrements de Zype p dont les composants sont repré@sentables sont cofinaux dans

HR . De méme, les hyper-recouvrements XK. tels qu'il existe un entier p tel que

K. soit de type p et tels que les composants de K. soient représentables, sont
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cofinaux dans HR . (On peut le démontrer en s'inspirant de 3.5). Ces hyper-recouvre~

ments 3 composants représentables suffisent donc, dans le cas envisagé, pour calculer

la cohomologie des faisceaux associés aux préfaisceaux.

8. Appendice. Limites inductives locales. (par P. Deligne)

Le rédacteur recommande au lecteur d'éviter, en principe, de lire cet appen-~
dice. Il expose une technique qui permet parfois d'étendre 3 des topos n'ayant pas
assez de points des assertions que 1'existence de points rend triviales. Cette techni-
que permet d'obtenir une variante faisceautique du théor@me de D. Lazard affirmant que
les modules plats sur un anneau sont les limites inductives de modules libres de type

fini.

8.1. Catégories localement filtrantes

8.1.0 si 8 est une catégorie et si p : A ———*& est une catégorie sur &,
on utilisera les notations suivantes
1

-Pour UE b , A

. )

est la catégorie fibre p-
-Pour f:U—>V dans® et 2, u & Ob A tels que p(l) =V et

p(w) =V, on pose

Homf()\,u) = p—l(f) , oi p : Hom(A,u) = Hom(U,V) .

Définition 8.1.1. Soit ,(‘ un site. On appelle catégorie localement co-filtrante

-

(ou localement filtrante & gauche) sur /.f une catégorie p r —— A sur A
telle que :

1240 Quels que soient £ ; U —» V dans 4 et u € o iv , il existe X €

Ob -(V tel que Homf()\,u) #0

'€4)) Quels que soient U € Ob .4 et la famille finie (4;) d'objets de -eU s

il existe un recouvrement fj : Uj ——> U de U et des objets uj € ObaqJ tels
b

£,

que pour tout i et j , on ait Hom ( Mg A # @ ,
3
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«£2) Quelles que soient f : U —— V dans 4 et la double flé&che

(¢o,¢1);/j ——% u au-dessus de f , il existe un recouvrement fj : VJ. R

de V et des fléches ‘l’j de but A telles que p(q;j) =fj et que ¢Oq’j =¢1,wj .

8.1.1.1. Cette définition se simplifie lorsque <€ est fibrée sur A : 1'axiome
(£x o) est alors satisfait, et (£1), (£2) peuvent s'énoncer :

(£'1) Quels que soient UE€ Ob § et la famille finie A d'objets de £ locale~

U 3
ment sur U , il existe u s'’envoyant dans tous les ).i .

(£'2) Quel que soit U € Ob S, toute double flache (¢0,¢l) i b ——> u  dans

.{U peut, localement sur U , 8tre égalisée par une fléche de but X .
8.1.2. Soient A un site, £ une catégorie sur A et € un champ sur A4 . On
désigne par ['@ la catdgorie des sections globales Honiart(é,c} de €.88 A aum

objet final S, T2 "n'est autre" que Gs .

Définition 8.1.2.1. La catégorie des systémes projectifs locaux d'objets de C ,

indexés par & est la catégorie Hom/j «,e .

Désignons par ¢ ("systéme projectif local constant associé") le foncteur

composé

IC = Hom®["“(4,0) e Hom (4,0) L UP . homy (£,0)

Lorsqu'on devra expliciter la dépendance en & , on &crira plutdt cp .

Définition 8.1.3. Le foncteur limite projective locale, noté ]i.im » est le foncteur
&L
partiellement défini adjoint & droite au foncteur c .

Le foncteur

lim : Eﬁ/}(«f,c) — T €

vérifie done

Hom(X,lim X)\) o Hom(cX,(X)\)

2 ez )

Définition 8.1.4 Un A-foncteur F : L —> M, entre catégories localement cofil-

trantes sur A est dit cofinal s'il vérifie les deux conditions suivantes :

65



64 A

(C¥1) Quels que soient U &€ Ob 4 et ¥ € Obu",II , i1 existe un recouvrement
f.‘i : Uj —>U de U et des objets )‘j € Obqu tels que Homg (F().j),u) #0

h] h]
(C$2) Quels que soient f : U ——V dans A4 et la double fléche

(¢o.¢l) : £()) ——> u au-dessus de f , il existe un recouvrement fj : Uj e\

de U et des fléches ""j de but ) dans f telles que P(le) = fj et que

9 F(zpj) =, F(zj;j) .

Le composé de deux foncteurs cofinaux est un foncteur cofinal ; les &quiva-—
lences de catégories localement filtrantes sont cofinales (la démonstration est laissée

au lecteur).

Proposition 8.1.5 Soient F : &———> M, un foncteur cofinal de catégories locale-

ment cofiltrantes sur 4 , € un champ sur A et (Xu)ué\ﬂo un systéme projectif

local indexé par M. Alors, le morphisme de foncteurs en X de TIC dans (ens) :

x .
F~ @ Hom(cd(’(x)’(xu)ueu‘b) ——-*Hom(c_t(x),XF(A)) € )

est un isomorphisme, de sorte que

x

F" : 1lim X —— 1lim X
:“Z-u Lz- F(N)

est un isomorphisme, les deux membres étant simultandment définis ou non définis.

La démonstration utilise le lemme suivant, laissé au lecteur :

Lemme 8.1.6 Si F : & ——> M, est cofinal, alors, quels gue soient £ : U —>V

dans A4 et les fléches au-dessus de f ¢ ¢ F()\') ——> pn (i =1,2) il existe un
i
recouvrement fj : Uj —— U de U, des objets )\J! € ob -‘fU et des diagrammes
j

commutatifs
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U, l s vy v
i

de projection (fj,f) dans A .

Quels que soient U € 0b A et yu € u«vU , il existe par (C%1) un recou-
vrement fj H Uj e J de U et des fléches "j H F(Aj) —_—q au-dessus des

f. . si
]

est image de
$=(o) € Hom(cy X, (X)) ) ¢ :X | p(w) —— X, ,
les diagrammes

.9
F 2}
{}x

sont commutatifs, de sorte que les ¢p sont déterminés, localement, par ¢ ;
puisque € est un champ, on conclut que F° est injectif. Pour prouver o surjec~
tif, partons de ¢ et construisons ¢ tel que ¢ = F ¢ . La construction précé-
dente fournit les fléches composées :

. i ¢.09 . X | U, ——sx U, .
¢th ¢J le |J ul ]

Vérifions que ces fliches se recollent, de sorte qu'il existe ¢u : X U —— Xu

tel que ¢1J | Uj = *1-1 i Soit un diagramme commutatif dans
1

\/
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Pour vérifier que %,j l Uij = ¢u,i I Uij , 11 suffit de le faire localement sur
Uij , ce qui permet, d'apr&s 8.1.6 et (%), de se limiter au cas oll il existe un
diagramme commutatif
Fiv, )
1]
}‘(a/ \{a)
1} i1
F(li) F(J\j}

L 1
4]

au-dessus du précédent. Le diagramme
TR

e

)‘F(xi) x|u, F(2.)

\

Xy

est alors commutatif, et il existe Qu) tel que, quel que soit ¢ : F(}) —» 1y

au—dessus de f : V—— U , le diagramme

S JeN)
N
X|v W xu}v

soit commutatif. Si ¢ : y ~——s ' est une fliéche de ./‘(7 , On aura

(clV)(¢u| V) = (o] ooy = (od|WM . v, = ¢ u,| V., et dés lors, ¢ =(¢) estun

morphisme de foncteur tel que y = b comme requis.
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Si E est un ensemble ordonné, on désignera encore par E la catégorie,

ayant E pour ensemble d'objets, telle que Hom{i,j) est réduit i | &lément ou vide

selon que £ € § ou non.

Proposition 8.1.7. Soit Z upe catégorie localement cofiltrante sur un site A 11

existe un ensemble ordonné E et un foncteur F de E dans L el que

(1) E , regardé comme catégorie sur A a 1'aide de pF : E —= A4 , est locale-

ment cofiltrante.

(ii) Le foncteur F est cofinal.

Soit &' 1la catégorie localement cofiltrante produit de & et de la caté-
gorie définie par l'ensemble ordonné I . La projection de &€ dans o est cofinale,
de sorte qu'il suffit de prouver (8.1.7) pour '

Si X est un ensemble fini de fldches dans &' , on désignera par X°
1'ensemble des extrémités des fléches dans X . Soit E 1'ensemble des parties finies
non vides de FL(L') , telles qu'il existe Ax € 0b L' vérifiant

a) aucune fléche de X , sauf l)\X ,» n'ahoutit a AX s
b) si u € X°, alors 1u € X et Hom(AX,u)(\ X #0 ,

¢) Tout diagramme du type

de fléches de X est commutatif.

On ordonne E par la relation opposée i la relation d'inclusion. Si X € E,

et si u € X°, il existe une et une seule fldche de A, dans p qui se trouve

X
dans X . Si X,Y € Eet XDY, soit >‘X v 1'unique fléche dans X de )‘X vers
t]
)‘Y . Les fonctions X bF——- xx et (X»Y) —— )‘X ¥ forment un foncteur de E
dans &' .

69



Lemme 8.1.8. La catéporie E est localement cofiltrante sur /4 et le foncteur

A E—— 2L est cofinal.

I1 faut vérifier successivement les axiomes :
(i) axiome (Zo). Soit f : V—> U et X € E; - Il existe AGOb-Z"I et
$ € Homf(l,lx) « De plus, on peut choisir ) tel que X € X° (ici sertZ' =.8x I).

Soit X' =X v { 1, Ju y oi Y est l'ensemble des fliches composées

»—2 Ay Y >y (9€X).Alors, X' € E, Aygr =& et Hom(X',X) # 4 .
(ii) axiome («f€1). Soit Xi une famille finie d'objets de EU . I1 existe un re—

couvrement fj : Uj ——> U, des objets )\J € Ob ZU et des fléches

6.. € Hom,. (AJ.,)\X) .81 x € X; N X; » il existe pour chaque j un recouvrement

Jj1

] 1
.. s U, . 8 PO T W . . =g,
ng jk —_— UJ et des fléches ka )‘Jk  — )\J telles que P(‘JJJk) ng
et qui égalisent la double fl&che A, ~—> x , oli une fldche appartient 3 X ,

J i a

l'autre 3 Xb . On peut s'arranger pour que les X n'appartiennent 3 aucun des X; .

jk
R . . .y . épé
emplagons les (fJ , AJ , ¢Jl ) par les (fjgjk . )‘Jk ’¢ji wjk ) , et répétons cette

construction pour tous les x dans une intersection de Xi . On obtient un nouveau

systéme (fj s )‘j ’ ¢ji) 3 posons

} w oY,
>‘j ]

w {1

X. = UX,
PR
i

]

ol Yj est 1l'ensemble des fléches composées

¢ . ¥
Al Nk x x (v €X,)

Alors, Xjé EV , et ces XJ. vérifient (£1) .
i

(iii) axiome (#3). Trivial, faute de doubles fl&ches non triviales !
(iv) axiome (C¥1). Trivial, car le foncteur ) est surjectif.

( (v) axiome (C¥2). Soient f : U > V et une double fl&che

(¢°,¢]) * Ay ———3 A au-dessus de f . Il existe un recouvrement fj : Uj — U

U fla A W ) = £, s = 3
de et des fléches sz AJ — telles que P(‘llJ) fJ s ¢°,\I)J ¢1¢J et
Aj &€ X° . Soit Xj = XV {l )\j} V) Yj s ol Yj est 1'ensemble des fli&ches composées
A ! A v (v €X)
j X "
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Alors, xj € Evj , et F(ij’x) = ¢, égalise (¢o,¢l) .

8.1.9.0. Supposons que A soit (le site des ouverts non vides de) 1'espace topologi-
que réduit 3 un point. Une catégorie localement cofiltrante sur A n'est alors autre
qu'une catégorie filtrante 3 gauche (i.e. telle que A° soit filtrante au sens de

I 2.7), les foncteurs cofinaux correspondant aux foncteurs cofinaux de catégories

filtrantes 3 gauche (I 8). La proposition 8.1.7 se reformule

Proposition 8.1.9. Pour toute catégorie cofiltrante & il existe un ensemble ordonné

cofiltrant E et un foncteur cofinal de E dans o .

Dans ce cas particulier, la démonstration de 8.1.7 se réduit essentiellement

3 la démonstration de (8.1.9) donnée dans I 8.

8.1.10. Soient q : E— 4 um morphisme de sites et p { L ——s B une

< . . P x o . .
catégorie localement cofiltrante sur /4 . Désignons par & 1a catégorie suivante :

(i) un objet de F* est un quadruple (V,U,4,)) tel que V € 0b®, U €A,

¢ € Hom(V,q"U) et A€ Ob <, -

(ii) une fl&che f : V,U,¢,)) — (V',¢",U',A') est un triple (f],fz,F3)
avec f1 € Hom(V,V') , fzé Hom(U,U') , f36 Hom (A,\') et qxf2 od=¢"o0 f] .
p(f3) = fz .

Le foncteur f+—— £ fait de 2* une catégorie sur 5 .

Lemme 8.1.11. La catégorie & est localement cofiltrante sur % .

L'axiome @o) est trivial. Vérifioms (-fl) :
Soit une famille finie L, = (V,Ui,¢i,)\i) - Les ¢, définissent un morphisme de V
dans le faisceau qx al Ui = a I qx U, de sorte qu'il existe des diagrammes

commutatifs




tels que les fj recouvrent V .

Soit )‘ji vérifiant Hom p O‘ji’)‘i) # @ . D'aprés @1), quitte a raffiner

ij
u. t V. on peut prendre A.. = A, indépendant de i , et les L, = (V,,U.,§.,2.)
i (e 3) s P P ii 3 P > j ( J’ J,IPJ: i

P

vérifient (X1).

Vérifions (¥2). Soit (f,,f,) : LT/ 1?2, avee it = (vuteiah

et fi = (f’gi’hi) . Les o définissent un morphisme de V dans le faisceau
b
E——

qx a Ker(U1 —_— UZ) = a Rer(q'U qx U2) , de sorte qu'il existe des

diagrammes commutatifs

£,
vJ. ] A
1 2
WJ- $ )
qu qu] ————— UZ (g,p: = 8,P.)
i Py 173 bl M

tels que les fj recouvrent V . Soit X‘j : )\J. = )\‘ tel que p(xj) = Pj .
D'aprés (¥€2) appliqué aux <)‘1Xj s hzxj) , quitte A& raffiner Uj (et Vj ), on peut

se débrouiller pour que h, xj = h, x, s et les Lj = (VJ.,Uj,wJ.,AJ.) vérifient €2).

2]

P . x P s .
Proposition 8.1.12, Soit t" : A — b une catégorie localement cofiltrante

sur A4 , et munissons AT de 1a topologie induite par celle de 4 3 1'aide de t*

x P . x
Alors, t est une &quivalence de sites t : A—s 4 .

. x .
Par construction, tx : fo—-—-> ‘3: ot transforme faisceaux sur 4 en

faisceaux sur ,dx . D'aprés o), et (1) appliqué 3 la famille vide, tout objet
"assez petit" de 4 est dans 1'image de t* (i.e. 1'image de t* est un crible cou-
vrant dans A, donc par le “lemme de comparaison™ (III 4) 1'inclusion dans /A de sa
sous-catégorie pleine définie par t¥(0b A%) est une &quivalence de sites, ce qui
permet de supposer tx surjectif sur les objets.
Soit § un faisceau sur 4" .
(i) Soient fJ. : Uj ——> U un recouvrement dans A , Al et AZ dans A%

et f; € I-Iomf (uj,)\l) pour i = 1,2, Alors, 57(/51) et F¢ Az) ont méme image

dans T Flu) .
H J
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Soit en effet x = (xj) dans 1'image de 5(/3]) . Pour que x soit dans

celle de 5"()\2) » i1 suffit que pour tout diagramme commutatif

%
x5 et x alent méme image dans F(u) . Puisque § est un faisceau, il suffit de
vérifier cela aprés avoir remplacé u par les différents objets d'un de ses recouvre-—
ments ; d'aprds (&2), ceci permet de supposer les diagrammes analogues au précédent,
avec A remplacé’ par A‘ s également commutatifs, auquel cas l'assertion est
évidente.

(ii) Soient f: U —>V dans A" , A € 0b ,d; et u € 0b /5; . I1 existe

x

U et des fléches

alors un recouvrement £j : Uj ~s U , un objet p' € Ob

o
)tj L
lbj\‘u /

sur

D'aprés (i), il existe une et une seule fldche f rendant commutatif le diagramme

suivant::

Fw) £ Fw
I
] ¢j
FoH m > 5

la flache f ne change pas quand on remplace (fj) par un recouvrement plus fin

. ' :
donné par fk : Uk B ———— Ui ®) °* qu'on remplace )\j par Ak , muni de
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9 € Homfk(kk'xj(k)) , et qu'on remplace ¢j(¢j) par ¢j(k) o # (¢j(k) o ¢k) .

On laisse au lecteur le soin d'en dé&duire que f ne dépend que de £ .

(iii) Prouvons que f est fonctoriel emn f . Soient donc

Wt oy —B

i}

dans A et A°, u®, v° dans Ob AU , 0bA_ et Ob A W respectivement. Il existe

v

un diagramme commutatif

\)° uo Ao
/////fxaj. ////fgxa
e? | 1
] e b
e
]k 2/
¥
£° £}
3
22
1k
N, ———
ik ¥

tel que
a) tx(vl) . tx(ul) s tx(e;k) . tx(f;) ne dépendent pas de i ,

P, . i i
b) 1 @&tant fixé, les ejk recouvrent W et les fj recouvrent V .

On construit tout d'abord u] , v‘ gt vz par (£0), et les uj comme en

. : '
(ii). Soit ij

comme requis par le diagramme. Raffinant ng

un diagramme non nécessairement commutatif, du type requis, vérifiant a) et b).

=
un recouvrement de W s'envoyant dans le recouvrement Vj =t (uj)

et appliquant (£0) et (1), on obtient

Raffinant encore et appliquant X2), on le rend commutatif.

-

Reste alors 3 contempler le diagramme commutatif suivant :

h

FO©) & Fau* » F(v°)
- |

f‘ﬁl) S OJi}\““Hwhnufiinihws

T nF )
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s . - . . x
(iv) I1 est clair que g est fonctoriel en F : tout faisceau T sur A

est donc image directe par t d'un préfaisceau 5’0 (uniquement déterminé) sur A .
et tout morphisme de faisceau f : f——-——»q est image d'un et d'un seul morphisme
de préfaisceau fo : ‘fo -—-—-)qo .

I1 en résulte déjad que tx est pleinement fidéle ; il reste 3 prouver que
ffo est un faisceau. Si fj : Uj — I est un recouvrement, ce recouvrement est
» v Ax y I ?
image d'un recouvrement dans , de sorte que O(U) s'injecte dans 1 o(Uj) .

8i des xj ¢ fo(Uj) se recollent, alors, & fortiori, ils se recollent dans A

donc proviennent d'un &lément de ?o(U) . Ceci achéve la démonstration de (8.1.12).

8.1.13.0. Soient q:'é--—>-/5 s P L ——> 4 et LT comme en (8.1.10) et €
Nazges N =
un champ sur € . Le champ qxc sur A est le champ "défini" par (qxt:)U quu .

si (X est un systdme projectif local indexé par &£ 3 valeur dans

V) A€ol

qxc , on définit un syst@me projectif local index& par X™ et & valeur dans

¢ : (XL) Lex” par la formule
X, = ¢7X, pourL=(V,U,¢,r) .

On laisse au lecteur le soin de vérifier que :

Proposition 8.1.13.1. Avec les notations précédentes, on a3

g X, —=— gim X,

X€L Les”

les deux membres &tant simultanément définis ou non.

Soient 4 un site et px : A ——> /4 une catégorie localement filtrante
sur /$ . 81 € est un champ sur A , alors pxc est un champ sur Ax (8.1.13.0);
: x x L. .
de plus, le foncteur identique : A ——> A® est une catégorie localement fil-
trante sur A% , muni de la topologie induite, et tout systéme inductif local (X)\)

. ~ Py s . N - x
indexé par A" définit un systZme inductif local, indexé par AT, sur AT .

On vérifie aisément :
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Proposition 8.1.14. Avec les notations précédentes, on a

. . - ,
dim X gm X,
WA XYV

les deux membres étant simultanément définis ou non.

8.2, Limites inductives locales dans les catd@gories de faisceaux

8.2.0. Soit p :z—-—>/$ un morphisme de sites. Soit € 1e champ sur A

suivant

(i) Un objet de € est un couple (U,5) d'un objet de A et d'un faisceau K}

sur pxU .

(ii) Une fléche f : (U,§) — (V,g) est un couple formé d'une fladche

fo : U—>V et d'un morphisme de ¥/U-faisceaux :

x x
£, 1P (£) g—»-i’r'
(iii) Le foncteur de € dans A est donné par f F——> fo .

On prendra garde que CU est la catégorie opposée de la catégorie des

faisceaux sur \pxU .

Soit & une catégorie localement cofiltrante (3 gauche) sur A .

Définition 8.2.1. Avec les notations précé&dentes, la catégorie des syst@mes inductifs

locaux, indexés par & , de faisceaux sur © , est la catégorie HomA(-C,C)" .

Le foncteur "limite projective" de 8.1.3 s'appelle ici foncteur "limite

inductive locale". C'est un foncteur de Hom ,(&,€)° dans (T€)° = (Z)N

4

Théoréme 8.2.2. Le foncteur "limite inductive locale" de la catégorie des systémes

inductifs de faisceaux sur & , indexés par « , dans la catégorie des faisceaux

sur € , est partout défini, commute aux limites projectives finies et commute aux

limites inductives quelconques.
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Les propositions 8.1.13, 8.1.14 et 8.1.12 permettent de se ramener au cas
ot 4= z =-Z . Un systéme inductif local est alors la donnée, pour chaque U € Ob/.f,
duun faisceau fU sur /‘/U et, pour chaque fldche f : V =——— U dans A d'une
flache, fonctorielle en f , de £~ fU dans fv .

Pour de tels systémes inductifs, les Lim se calculent comme suit :

Lemme 8.2.3. Soit U —— 3’“ une section de la catégorie des préfaisceaux sur les

objets de A .oOna

a(U —> r(u.J—'U)) P z_;g a:FU

Par définition, le second membre représente le foncteur qui, 3 chaque
faisceau F sur A , associe 1'ensemble des systémes cohérents de fléches

: fU —e 7|U . A son tour, une fléche est un systéme cohérent de fléches

¢U
¢g , une pour chaque g : V =0 , ¢g : ?U (V) — (V) . Appliquons 8.1.11

¢y

au foncteur identique de 4 , obtenant ainsi ,Jx localement filtrante sur A . On

a vu que

~ " . -
ol Vg est la source de g et le foncteur "faisceau constant engendré". Le fone-

teur U p——> IU de A dans AT est cofinal, d'oii encore par 8.1.5

¥ N .
ztzim '}'U(U) ~  Lim afu .

Revenant aux définitions, on trouve enfin

sig F O % a @——r1@©,F) .

45

Ceci montre que dans le cas auquel on s'est réduit, le foncteur E‘El_ est
partout défini, et qu'il se calcule comme composé du foncteur "faisceau engendré par
un préfaisceau” et du foncteur (‘.FU) b= (U e T (U,fu)) . Ces deux foncteurs
commutent aux limites projectives finies, et le foncteur ﬂg_ commute de plus aux

limites inductives quelconques de par sa définition comme foncteur adjoint.
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Le lemme 8.2.3 fournit un procédé systématique pour démontrer des propriétés

du foncteur limite inductive locale & partir des propriétés analogues du foncteur

"faisceau associé i un préfaisceau". On trouve ainsi :

Proposition 8.2.4. Soit € ., 4 et & comme précédemment, Of)\ un systdme inductif

local de faisceaux d'anneaux sur %€ , i)\ (resp. "QA } un systéme inductif local de

faisc2aux de modules 3 droite (resp. & gauche) sur J('l , tous trois indexés par o€ .

On a
l. = i 1 -
ig (GC)‘ G.A vfzx) 21g °ek . ] 2im ﬂ)\
A .&lﬂ#}\
(Se ramener au cas g =4 =& , et noter que les deux membres colnci-

dent avec le faisceau engendré par le préfaisceau des

Z (V) 8
U J%(U) ﬂZU(U) y.

Proposition 8.2.5. Soit gl | 22 A deux morphismes de sites, et

(F,‘\) un_systdme inductif local de faisceau sur ©

indexg& par une catégorie locale-

2

ment cofiltrante & sur 4 . On a

x . . x
q ZlmF)\ghmq F

L Ter A

s s oA x . s 5 :
Ceci résulte aussitdt de ce que ¢ admet un adjoint 3 droite qx .

Soient 4 et & deux sites dans lesquels les &E finies sont repré&senta-
bles, soit p : & —> 4 un morphisme de sites tel que px i A —> & commute
aux _&i_m finies, et soit & 1a catégorie localement cofiltrante sur € ayant pour
objets les triples (V,U,¢) o V € Ob®&, UEOb 4 et ¢é€Hom(V,p°U) . On 1'obtient

en appliquant 8.1.11 3 ’/.S b —s 4B .

Proposition 8.2.6. Pour bout faisceau ¥ sur 4 , on a

§=1L1m ¢x¢§:

ﬁ x
rel

oli, par abus de notation, ¢ désigne le morphisme induit par p de §/V dans A/V .
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Soit ¢' 1le foncteur image ré&ciproque au sens des préfaisceaux ; de 8.2.3,

on tire
. ¥ N N
Lim¢Y ¢ F =g2im a¢'¢ F = 2im FW =gim FOW = ¥
Te< = el = Y v

Proposition 8.2.7. Soient p : T = § un morphisme de topos, QS un faiseeau

d'anneaux sur S et OT son image réciproque sur T . Pour qu'un QT~Madule 2 droite

M, soit plat sur BT » il faut et il suffit que le foncteur

(8.2.7.1) A e My o N

O

de la catégorie des OS-Module 4 gauche dans celle des faisceaux abéliens sur T

soit exact.

L'assertion "il faut" est triviale ; supposons donc le foncteur (8.2.7.1)
exact, et prouvons que M oest plat.

On peut supposer p défini par un morphisme de sites p : &—> /4 veri-
fiant les hypothéses faites en 2.6. Soit V € Ob& , U € ObA et ¢#:V ——»-pxU .

On désigne encore par ¢ le morphisme de sites induit : ¢ : € /V —> AB/U .

Lemme 8.2.8. Le foncteur of —s ot v e o M, de la catégorie des OS|U—

modules sur A/U dans celle des OT|V~modu1e¥ sur ¥ /V , est exact.

On se raméne 3 prendre V = p~ U . Soient j et j' 1les "morphismes d'in-

clusion” : § : A/U—> A et j’:%/pxU—>-Z . Ona:

i My & Sap - M8 T
v T

d'oll 8.2.8 puisque j, et j; sont exacts et f£id&les.

Soit alors Q un OT'-Module. On a (8.2.6)

Q=tim _¢* ¢_ Qlv
({%‘px'ﬂ x
de sorte que (8.2.4)
Me Q= gin M v 8 & o |V
OT ﬁ* pxU OV *
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D'aprés 8.2.8, les foncteurs @Qb—> .R,]v e ¢x¢x Q|V sont exacts 3 gauche, de sorte
v}

P

que ./14 8 Q est exact 3 gauche en Q , dcmcY exact.
T

Corollaire 8.2.9. Soit f : (T,OT) — (S,OS) un morphisme de topos annelés.

Alors, l'image réciproque par f d'un faiseceau de modules (& droite) plats est un

faisceau de modules plats.

Factorisant f par (T,f" OS) , On Se raméne au cas OT = £ Os . Soit

alors J’é un faisceau de modules plats sur S . D'aprés 8.2.7, pour vérifier que
£ M est plat, il suffit de vérifier 1'exactitude du foncteur

N— "M o WX = f‘(ﬂ,gﬁ')

6’1‘ S

-~ . s x
d'oli 1'assertion, puisque f~ est exact.

.

Lemme 8.2.10. Soit (S, OS) un topos annelé, ¥ un faisceau de modules 3 gauche

localement de présentation finie, ‘3 un faisceau de bimodules et W un faisceau

-

plat de modules 3 gauche. Alors, la fldche canonique

_Ho_m(f,%) e ¥ — @(fﬂ% o %)

est un_isomorphisme.

La question est locale sur S , ce qui permet de supposer que % admet une

présentation finie

51——;' ?0 :F 8]

La premiére ligne du diagramme suivant est exacte, car % est plat :

0—91_132('5’,‘8) o ¥ ——-a-_@(&'],%) o ¥ ——»@9;(?2.3)0%
l e )

0—>Hom (§,4 e®) ——pom(s, g o) ——pm (F,, § oW

d'oli 1'assertion. Faisant q= ¥ 1 » on déduit de 8.2.10 :
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Lemme 8.2.11. Tout morphisme d'un faisceau de modules localement de présentation

finie dans un faisceau de modules plat se factorise, localement sur S , par un fais~-

ceau libre 02 (n€w) .

Théoréme 8.2.12. (D. Lazard). Pour qu'un faisceau de modules M sur un site annelé

(s, Os) soit plat, il faut et il suffit qu'il soit limite inductive locale de modules

libres de type fini.

Le "il suffit" résulte de 8.2.2, 8.2.4.

Quel que soit U € 0b 4 , soit ,fo(U) (resp. -fl (U)) 1la catégorie des
faisceaux de modules libres de type fini (resp. de présentation finie) sur U , munis
d'une application linéaire dans v«:{U . Pour toute fléche f : V —=>U dans 4 ,
soit f° 1le foncteur de restriction de .{i(U) dans .ii(V) . Les foncteurs définis-
sent une catégorie (i , fibrée sur 4 , dont les fibres sont les catégories oppo-

sées des catégories -{i(U)

Le lecteur vérifiera que la catégorie .tl est localement filtrante sur A .
et que
V“ = g2im M
M, £) G-(]

si M est plat, 1'inclusion de -Co dans & est pleinement fidéle

1

et, d'aprés 8.2.11, vérifie (C F1) de 8.1.4. Elle vérifie das lors automatiquement

(CF2), et .zo est localement filtrante. D'aprés 8.1.5, on a
M= i
2im M ,

(M, f)éatz

d'oli 1'assertion 8.2.12.

81



s Verlag.

127

[3] H.

[4] P.

[57 »®.

[6] P.

[17 Rr.

[87 J. Giraud

[97 J. Giraud

[107 a.

[117 A
Journal.

127 Rr.

[137 L. Illusie

[147 S. Lubkin

157 G. Segal :

BIBLIOGRAPHIE

M. Artin et B. Mazure : Etale Homotopy Theory, Lecture Notes n° , Springer

-~

Blum et Herrera : Article 3 paraltre aux Inventiones.

Cartan et S. Eilenberg : Homological Algebra.

Deligne : Théorie de Hodge (Publication de 1'I.H.E.S).

Gabriel et N. Popescu : CRAS.

Gabriel et M. Zisman : Homotopie Theory and Calculus of Fraction,
Ergebnisse der Mathematik, Bd 35.

Godement : Théorie des faisceaux. Herman.

.
.

.
H

Méthode de la Descente., Mémoire de la S.M.F.

Algébre homologique non commutative {3 paraitre).

Grothendieck : On the De Rham Cohomology of Algebraic Varieties, I.H.E.S n°29.

Grothendieck : Sur quelques points d'Algébre Homologique, Tohoku, Math.

Hartshorne : Residues and Duality. Lecture notes n° 20, Springer Verlag.

: S.G.A, 6 1.
On a Conjecture of A. Weil. Am. J. of Math. p.456, 1967.

Classifying spaces and Spectral Sequences, I.H.E.S. n° 34.

[16] Séminaire Cartan 1957-1957.

[17] D. Sullivan : Geometric Topology, part I, Notes miméographiées. M,I.T. 1970.

82



