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Introduction 

On pr~sente dans cet expos~ les invariants cohomologiques commutatifs et 

~l~mentaires des topos. Dans le n ° I, on ~tudie les modules plats et les morphismes 

plats de topos annel~s. Les d~monstrations sont faites en utilisant l'hypoth~se, le 

plus souvent v~rifi~e dans la pratique, que les topos ont suffisamment de points 

(IV 6). Ces d~monstrations sont reprises dans le cas g~n~ral dans l'appendice n ° 8 

o~ Deligne, ~ l'aide de la technique des limites inductives locales, g~n~ralise en 

outre au cas des topos, le th~or~me de D. Lazard sur la structure des modules plats. 

Les th~or~m~de cet expose, sont des th~or~mes d'existence de suites spectrales reliant 

les diff~rents invariants cohomologlques (N ° 3, 5, 6). On sait que, m~me pour les 

espaces topologiques, la eohomologie de Ceeh ne coincide pas en g~n~ral avecla coho- 

mologie des faisceaux [I]3. On introduit dans l'appendice n ° 7, un calcul de Cech 

modifi~ permettant d'obtenir, ~ l'aide de recouvrement, la cohomologie des faisceaux 

dans un topos quelconque, on est amen~ dans cet appendice ~ utiliser des recouvrements 

slmpliciaux (hyper-recouvrements) dont les invariants homotopiques ont ~t~ ~tudi~s 

darts [,] aussi 

Les invariants cohomologiques introduits sont ~l~mentaires en ce sens que 

nous n'utilisons pas les categories d~riv~es [123. Le lecteur familier avec ce langage 

fera i-,,~diatement la traduction des dlff~rents ~nonc~s de cet expos~ et pourra alors 

les g~n~raliser aux complexes et ~ l'hypercohomologie. Ce langage des categories d~ri- 

v~es est d'ailleurs utilis~ dans la suite de ce s~minaire. 

on se limite ici ~ la cohomologle commutative. Pour le H ] non commutatif, 

utilis~ darts ce s~minaire, et pour le H 2 non commutatif, nous renvoyons ~ [9] . Les 

foncteurs qu'on d~rive sont additifs ; on reste muet sur les structures multiplica- 

tives (cf. ~]). 
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O. G~n~rallt~s sur les categories ab~liennes 

Dans ce num~ro nous rappelons quelques lemmes dont la plupart se trouvent 

dans Ill]. 

Proposition O.! Soit ~ une categoric ab~lienne poss~dant un g~n~rateur. Les condi- 

tions suivantes sont ~guivalentes : 

i) La categoric ~ v~rifie l'axiome AB 5): Les petites sommes directes sont repr~- 

sentables et si (X i) , i ~ I , est une petite famille filtrante croissante de sous- 

objets d'un objet X de ~ e_!t y est un sous-objet de X , on a 

(sup Xi) (~ Y = sup (X i (~ Y). 
i i 

il) Les petites limites inductives pseudo-filtrantes (1.2.7) sont repr~sentables 

et commutent aux limites projectives finles. 

De plus, si les conditions ci-dessus sont remplies, les petites limites 

i~nductlves filtrantes sont universelles (I 2.6). 

Preuve : II est clair que (il) ~ (i) , Pour montrer que i) ~ (ii) , et pour prou- 

vet l'assertion suppl~mentaire, il suffit d'utiliser que ~ est une sous-cat~gorie 

plelne d'une cat~gorie de modules J~ sur un anneau convenable, telle que le foncteur 

d'inclusion u :~ ~ admette un adjolnt ~ gauche v exact [5]. La v~rification 

est alors triviale. 

O.I.1 On salt [|l] qu'une cat~gorle ab~lienne ~ poss~dant un g~n~rateur et 

v~rlflant l'axiome AB 5) poss~de suffisamment d'injectifs i.e. tout objet se plonge 

dans un objet injectlf. De plus, d'apr~s le r~sultat d~j~ clt~ [5], les petits produits 

sont repr~sentables dans ~ (axiome AB 3) ~). 

V 

Proposition 0.2 Soient ~ et ~ deux catg$ories ab~liennes et ~ • ~ deux 
> 

U 

foncteurs adjoints (u est adjoint ~ gauche de v ). Consid~rons les deux propri~t~s : 

i) Le foncteur u est exact. 
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if) Le foncteur v transforme les objets injectifs de ~ e n objets injectifs de~ 

l) On a toujours l'implication (i) ~(ii). 

S_i i, d e plus, tout objet non nul de ~ e st source d'un morphlsme non nul dans 

un objet injectif, alors (il) < >(1) . 

2) Supposons que : 

a) la cat~gorie ~ poss~de suffisamment d'injectifs. 

b) l'une des deux conditions ~quivalentes (i) et (ii) ci-dessus soit remplie. 

c) le foncteur u solt fiddle. 

Alors, la cat~gorie ~ poss~de suffisamment d'injectifs. 

Preuve : La preuve est laiss~e au lecteur. 

Remarque 0.2.1 La cat~gorle des groupes commutatifs poss~de suffisamment d'injectifs. 

Appliquant le lemme 0.2 on en d~duit que route cat~gorie de modules unitalres sur un 

anneau ~ ~l~ment unit~ poss~de suffisamment d'injectifs. Appliquant alors le r~sultat 

[5] (utilis~ dans la preuve de O.l) et 0.2, on en d~duit que toute cat~gorie de ab~- 

lienne poss~dant un g~n~rateur et des petites limites inductives filtrantes exactes 

poss~de suffisamment d'injectifs ; ce qui fournit une nouvelle d~monstration de ce 

fair. 

Proposition 0.3 Soient ~, ~, ~ trois categories ab~liennes et u : ~ >~ , 

v : ~ >~ deux foncteurs additifs exacts ~ ~auche. Supposons que ~ e_tt ~ poss~- 

dent sufflsamment d'objets injectifs. Les deux propri~t~s suivantes sont ~quivalentes : 

i) II existe un foncteur spectral dont le terme 

RPvRqu 

et qui aboutit ~ RP+qvu (convenablement filtr~). 

ii) Le foncteur u 

pour le foncteur v . 

Preuve : (i) ~ (ii) 

EP,q 2 est : 

transforme les objets injectifs de as en objets acycliques 

est trivial car il suffit d'appliquer le foncteur spectral 
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un objet injectif. L'implicatlon (ii) ==~ (i) est d~montr~e dans ~l]. 

Proposition 0.4 : Soient ~ e__tt ~ deux categories ab~liennes et u : ~ >~ un 

foncteur addltif exact ~ gauche. Soit M un sous-ensemble de l'ensemble des objets 

d__ee ~ poss~dant les propri~t~s suivantes : 

l) Tout objet de ~ se plonge darts un ~l~ment de M . 

2) S_~_i X % Y appartient ~ M , l'ob~et X appartient 

3) s_i 

0 ~ X' ~ X ...... ~ X" ~ 0 

M . 

est une suite exacte et si 

M et la suite 

X' e_!t X appartiennent M , alors X" appartient 

o---~u(X') > u(X) 

est exacte. Les obiets nuls appartiennent 

A lprs tout in~ectif appartlent 

pour u , i~e ~ pour tout q ~ 0 et tout ob~et 

ticulier les r~solutions par des ob~ets de M 

d~riv~s de u .) 

Pour la preuve voir [II] 3.3.1. 

> u(X") > o 

M , 

M , et les objets de M sont acycliques 

X de M , on a Rqu(x) = 0 . (En par- 

permettent de calculer les foncteurs 

Proposition 0.5 : Soient U C ~ deux univers, ~ (resp. ~ ) une U__-cat~orie 

(resp. V__-cat~orie) ab~lienne v~rifiant l'axiome AB 5) relativement ~ U (resp. ~ V ) 

et poss~dant une famille ~n~ratrice U-petite (resp. V__-petite). Soit E: ~ >~ 

un foncteur exact et pleinement fiddle. Les conditions sulvantes sont ~quivalentes : 

I) II existe une famille ~n~ratrice (Xi) i~l d__ee ~ telle que la famille 

( c(Xi))iE I soit g~n~ratrice dans ~ . 

I') Tout ob~et de ~ est isomorphe ~ un ~uotient d'un ob~et du type u~A (Y~) 
o~ A ~ V . 

Sous ces conditions, on a la propri~t~ suivante : 

2) E transforme les produits U-petits en produits (donc commute aux limites pro- 

jectives U--petites). 

De plus, sous les conditions ~quivalentes I) o__uu I'), les conditions suivantes sont 
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fiquivalentes : 

a) Pour tout objet Y d_~e ~ , tout sous-objet de e(Y) est isomorphe ~ l'ima~e 

p a r  ~ d ' u n  s o u s - o b j e t  de  Y . 

a') Ii existe u ne famille g6n6ratrice (Xi)i61 d__ee ~ telle que la famille 

(e(Xi))iE I solt ~n@ratrice dans ~ et telle que pour tout i E I, tout sous-objet 

de e(X i) soit iso~rphe ~ l'image par ~ d'un sous-objet de X i . 

b) Tout ob~et de ~ est isomorphe ~ un sous-objet d'un objet du type T[6(Y ) 
eEA 

o~  A E V . 

e) e commute aux sommes directes U__-petites (done commute aux limites inductives 

U__-petltes. 

De plus, sous les conditions I) e~t a') on a : 

d) £ transforme les objets injectifs en objets injectifs. 

Remarque 0.5.1 : Lorsque dans 0.5 on a U = V , les conditions I) eta') entralnent 

que E est une ~quivalenee de cat@gories (car on a alors b), 2) et a) ). 

0.5.2. Nous nous bornerons g donner des indications sur la d~monstration. Les impli- 

cations I) ~ I') I) ~ ~ 2), sont lalss~es au lecteur. Ii est clair que a)==~a') 

Montrons que a') entralne d). Soit M un injectif dans ~. Pour tout i E I et 

tout sous-objet Y • ~ X i de X i , l'homomorphisme Hom(Xi,M) ~ Hom(Y,M) est sur- 

jeetif. Done, en vertu de a') et de la pleine fid~lit~ de E , pour tout sous-objet 

UC > e(X i) , l'homomorphisme Hom(c(Xi),~(M)) • Hom(U,~(M)) est surjectif. Comme 

les ¢(X i) forment une famille g@n@ratrice de ~ , e(M) est injeetif [II]. 

Montrons que a') ~ b). Quitte ~ augmenter la famille des X. , on peut supposer 
i 

que pour tout i ~ I , tout quotient de X i est isomorphe ~ un Xj pour un j eonve- 

nable. Soit alors, pour tout i E I , X. • > M. un monomorphisme dans un objet 
l l 

injectif. La famille (e(Xi))iE I est stable par quotient et pour i E I , le morphisme 

e(X i) • ~ ~(M i) est, d'apr~s d), un monomorphisme dans un objet injectif. On v@rifle 

alors i~m@dlatement que, la famille ~(X i) @tant g@nfiratrice, la famille (c(Mi))iE I 

est cog@n~ratrice, d'o8 b). 

Montrons que b) = ~ c) . Soit (Z)~E A une famille U__-petite d'objets de ~ et mon- 

trons que le morphisme canonique 
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~(Z) .... > e(~ Z) 
e~A a~A 

est un isomorphisme. Conm~e la famille des objets c(Y) est cogEnEratrice, il suffit 

montrer que pour tout objet Y de ~ , l'homomorph~sme 

Hom(E(~Z ),c(Y)) ~ Hom (~(Z), c(Y)) 

est un isomorphisme ce qui r~sulte de la pleine fidElitE de ~ . II reste ~ montrer 

que c) ~ a) . Soit Z un sous-objet de e(Y) . II existe, en vertu de I'), une 

famille U__-petite Y d'objets de ~ et un ~pimorphisme de ~ E(Y ) sur Z . Come 

e commute aux sommes directes U_-petites, il existe donc un Epimorphisme c(Y') ~ Z . 

Notons u : s(Y') > Z > ~(Y) le morphisme composE. On a Z = Im(u) . Comme 

est pleinement fiddle, on a u : E(v) et par suite Z = Im(c(V)) = E(Im(v)). 

Exercice 0.5.2. : Soit Sexv(O~ la catEgorie des foncteurs contravariants de O~ dans 

la categoric des V--groupes commutatifs qui commutent aux limites inductives U-petites. 

Montrer que sous les conditions I) eta') le foncteur canonique de ~ dans Sexv(db) 

est une Equivalence. 

1. Modules plats 

DEfinition I.I : Soit (E,A) un topos annel~ (IV II.I.I). Un A-~odule g drolte 

(resp. ~ gauche) M est dit plat s i le foncteur M ~A ' (resp. ~A M ) de la catE- 

~orie des A-Modules ~ gauche (resp. ~ droite) dans la categoric des faisceaux abEliens 

de E , est exact. 

Proposition 1.2 : Soit M u n B-A bi-Module. 

I) Les propri~tEs suivantes sont Equivalentes : 

i) Le module M est A-plat ~ gauche 

ii) Pour tout B-~odule injectif I , l__eeA-Module ~ gauche ~omB(M,l) 

injectif. 

2) Un Module 

est plat. 

est 

M , limite inductive pseudo-filtrante (I 2.7.1) de Modules plats, 

(M i - 0 pour i < i O ) , alors pour tout Module F , le complexe : 

3) Enfin, si M,= ... Mi+ 1 > M i ... est un eomplexe acyclique de modules plats 
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M , @A F = ... Mi+ ! •A F ) Mi@A F ... 

est acyclique. 

Preuve : D'apr~s (IV 12.12) on a un isomorphisme d'adjonction : 

Horn B (M @A " ' ") "~" ~ H°mA (" ' ~6°mB(M ' ") ) 

Ii suffit alors d'appliquer 0.2 pour obtenir l'~quivalence (1)< ~(ii) . Cet iso- 

morphisme d'adjonction montre par ailleurs que le produit tensoriel commute aux limi- 

tes induetives. Le fait que les limites inductives pseudo-filtrantes soient exactes 

(O.l) entralne la deuxi~me assertion. Pour montrer que le complexe M. @A F est acy- 

clique, il suffit de montrer que pour tout faisceau ab~lien injectif I le complexe 

Hom~(M. 8AF,I) est acyclique. Ce complexe est isomorphe, en vertu des formules 

d'adjonction, au complexe Homi(F,~omz(M. ,I) ). Or d'apr~s l'~quivalence 

(i) ~==~(ii) , le complexe de faisceaux 

~Omz(M. , I) 

est un complexe acyclique dont les objets sont injectifs, d'o~ la conclusion. 

Proposition 1.3.1 : Soient (E,A) un topos annel~, H un ob~et de E , M u_~n 

A/H-MOdule plat. Alors JH!M est un A-Module plat. En particulier A H est plat 

droite et ~ ~auche. 

Supposons, pour fixer les idles, que M soit un A/H-Module ~ droite. 

Pour tout A-Module ~ gauche P , on a un isomorphiame canenique (IV 12) 

P ~AJH!M ~--- jH!(P ~A/HM) 

Les foncteurs JHI et j~ sont exacts (IV II.3.1 et 11.12.2) et par hypoth~se, le 

foncteur -eA/HM est exact. Par suite le foncteur P > P @AJH!M est exact et 

JH!M est plat. 

Proposition 1.3.2 (Formule de projection pour les immereions ferm~es) : 

Soient (E,A) un topos annel~ , i : F >E un sous-topos ferm~ de E . 

Posons iXA = A/F . Pour tout A/F-MOdule (~ droite) M et tout A-Module (~ gauche) 
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P , on a un isomorphisme fonctoriel 

i~(M OA/Fi~P ) ~_~ (iM) @A P 

Soient U l'ouvert compl~mentaire de F et j : U ~ E le morphisme 

canonlque d'immersion. On a j*(i M QA P) -'~ O @A/uJ~(P) (IV 12) ; par suite 

i~M@ A P a son support dans F . Doric le morphisme d'adjonction 

i~M® A P > i~i~(i~MA P) est un isomorphisme (IV 14). On a 

i~(i~MO A P) ~ i~i~M @A/Fi~P (IV 12) et comme i : F ~ E est une immersion 

ferm~e, iRiRM ~ M (IV 14) ; d'o~ l'isomorphisme annonc~. 

Corollaire 1.3.3 : Pour tout A/F-Module plat M , i~M est plat. 

II r~sulte de 1.3.2. et de (IV 14) que le foncteur P! > (i~M) % A P 

est un foncteur exact. 

1.4 Soient (E,A) un topos annelfi, x : P > E un point de E (IV 6.1), vois(x) 

la catfigorle des voisinages de x (IV 6.8). A tout objet V de vois(x) correspond 

un ob~et de E , encore not~ V , et un point x V : P > E/V de E/V . De plus, 

tout morphisme u : V ) W de vois(x) , correspond un dlagramme essentiellement 

commutatif de morphisme de topos (IV 6.7) 

( i .4 .1 )  
P -> E/V 

E/w 

~u 

Soit N un A -module (resp. un ensemble). Du diagramme (1.4.1), on d~dult un dla- 
X 

gramme de A -modules (resp. d'ensembles) : 
X 

(1.4.2)  

ad W 
x W Xw~N 

x v Xv~N 
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o~ ad W et ad v sont les morphismes d'adjonction. De plus, on v~rifie in~a~dlatement 

que ~ (uv) = ~(v) ~(u) . On a donc un foncteur de la cat~gorle filtrante vols(x) ° 

dans la cat~gorle des A -modules (resp. ensembles) et un homomorphlsme : 
X 

(1.4.3) A(N) : £im x v~(~)o x v XV,N ~ N 

Proposition 1.5 : 

phisme. 

Pour tout A -modules (resp. ensemble) N , A (N) est un isomor- 
X - -  

Cette proposition est un cas particulier d'une proposition due ~ Deligne 

(8.2.6). Donnons-en une d~monstration directe. En passant aux ensembles sous-jacents 

il suffit de d~montrer la proposition lorsque N est un ensemble (I 2.8). La cat~- 

gorle cofiltrante Fl(vois(x)) des f l ~ c h e s  de vois(x) 

vois(x) par le foncteur p : Fl(vois(x)) > vois(x) 

but. Soit D une cat~gorie et F : Fl(vols(x)) ~ D 

est fibr~e sur la cat~gorie 

qu~ ~ une fl~che, associe son 

un pro-objet (I 8.10). Pour 

tout objet V de vois(x) , notons F v le pro-objet obtenu en restreignant le fonc- 

teur F ~ la cat~gorie fibre vois(x)/V . A tout morphisme m : U • V de 

vois(x) , le foncteur changement de base par m associe un morphisme du pro-objet 

F U dans le pro-objet F v et les morphlsmes canoniques de pro-objets F ~ F v 

d~terminent un morphisme de pro-objets : 

(1.5.1) F > ,Km o FV 
Vvo~(x) 

dont on v~rifie imm~diatement que c'est un isomorphisme. Appliquons cette remarque au 

= F(U,V,m) 

pro-objet d'ensembles point,s : 

(1.5.2) ( U , V , m )  , ) x~(~) 

On obtient un isomorphisme de pro-objets : 

(1.5.3) F ~> him him 
o~F~ix(x) Voi'~----s(x)/V 

d'o~, pour tout ensemble N , une bijection 

x~(m) ; 

(1.5.4) him Hom(xv(m) ,N) = him him Hom(Xv(m) ,N) o 
Fe ) o o 

10 
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Mais, pour V flx~, ~im Hom(x~(m),N) s'identifie ~ ~Xv N . En effet, on 
(v---~is(x)/V) ° 

x..x.. N_-~ ~ £im a ~w, v°is-~XV)° HomE/v(W,xv~N) d'apr~s iV 6.8.1 donc, par adjonction, on a 

X~Xv,N= £--~ o Hom(~(w),N) et de plus la categoric vois(x V) est ~quivalente 
vo~s(x v) 

la cat~gorie vois(x)/V (IV 6.7.2). Enfln, les applications canoniques de transi- 

tion llm_ Hom(~(m),N) ) ~ Hom(~(n),N) darts 1 .5 .4  s'identi- 
( v o i - i ~ / u )  ° (vois(x)/V)" 

f i e n t  aux a p p l i c a t i o n s  canon iques  x~ XuN ~ X~Xv N ( 1 . 4 . 3 )  a i n s i  que le  l e c -  

t e u r  voudra  b i e n  l e  v a r i f i e r .  On a donc une b i j e c t i o n  

(1.s.5) ~i~ Hom(~(m),N)= ~im x~ N 
F ~ i s ( x ) )  ° vo-~s(X) ° XV~ 

et l'applicatlon A(N) : £im> ~V Xv~ N > N (1.4.3) composfie avec la 
vows(x) ° 

bljection 1.5.5.provlent des applications Hom(x~(m),N) > N qui aune applica- 

tion r : x;(m) ) N associe l'image par r du point marqu~ de x~(m) . Pour 

dfimontrer la proposition, il suffit alors de remarquer que tout objet (U,V,m) de 

Fl(vois(x)) est minor~ par (U,U, idu) et que x~(id U) est rfiduit ~ un filfiment ou, 

en d'autres termes, que le morphisme canonlque du pro-objet constant rfiduit ~ un ~l~- 

ment dans F est un isomorphisme de pro-objets. 

Proposition 1.6 : Soient (E,A) un topos annelfi, M __ 

I) Lorsque M est plat, pour tout point x : P > E 

M est plat. 
X 

2) Soit (xi) i~l une famille conservatrice de point de 

i ~ I , M soit un A -module plat. 
X. X. 
I I 

Alors M est plat. 

un A-Module, 

de E , le A -module 

E telle que pour tout 

Lemme 1.6.1 : Soient M un Module plat et V un ob~gt de E . L_~e A/V-Module j~ 

est plat. 

Ii faut montrer que le foncteur P : > P OA/VJV M est exact. Co,me le 

foncteur prolongement par zfiro iV! est exact et fiddle (IV 11.3.1), il suffit de 

montrer que le foncteur P t ) jvI(P ®A/VJV M est exact. On a un isomorphisme 

I! 
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fonctoriel jV!( P @A/VJv~M) N jv!(p) eAM (IV 12.11) et par suite le foncteur 

P ~ ~ jvI(P) @ A M est exact (IV l l . 3 . 1 ) .  

1.6.2 D~montrons l). Supposons pour fixer les idles que M soit un A-Module ~ gauche 

plat et soit x : P I > E un point de E • Montrons que le foncteur N I > N@ A M 
X 

X 

de la c a t ~ g o r i e  d e s  A - m o d u l e s  ~ d r o i t e  dar t s  l a  c a t 6 g o r i e  d e s  g r o u p e s  c o ~ u t a t i f s  e s t  
x 

exact. II suffit pour eela de montrer que ce foncteur est exact ~ gauche. Avee les 

notations de 1.4, soient V un voisinage de 

localisation. On a, pour tout A -module N , 
X 

Xv(XvRNR 8 A Jv~M) (IV 12. ll) . Done le foncteur 
X 

c h e .  P a r  s u i t e ,  l e  f o n c t e u r  N I > N @A Mx ' 
x 

teurs exacts ~ gauche (1.5), est exact ~ gauche. 

x et JV : E/V > E le morphisme de 

XvXXv~N @ A M x X~Xv~N --~ @A Vv"X M ~--- 
x x L]V 

N I > XvXv~N @A Mx est exact ~ gau- 
x 

limite inductive filtrante de lone- 

D~montrons 2). Soit 

0 > P' > P > P" > 0 une suite exacte de A-Modules et montrons que la 

suite O > P' @A M > P @A M ~ P" ~A M > O est exacte. II suffit pour 

cela de montrer que pour tout i ~ I , la suite obtenue en passant aux fibres en x. 
i 

est exacte (IV 6). Or la suite des fibres en x. est la suite (IV 13.5) 
i 

O .... > P' @A M ) P A@" M > P" @A M 
X- X X, X. Xo X. 
1 X 1 X. 1 I X. i 

1 1 

O et comme M est 
X, 
1 

plat, cette suite est exacte. 

Proposition 1.7 : Soient (E,A) un topos annel~,, u : E' > E un morphisme de 

topos et posons A' = uXA . Soit M un A'-Module ~ droite (resp. ~ gauche). Les con- 

ditions suivantes sont ~quivalentes : 

i) Le foncteur N: > M @A,U~N (resp. N I > u~N OA,M) de la cat6gorie des 

A-Modules ~ sauche (resp. ~ droite) dans la categoric des f_alsceaux ab~liens de E' 

est exact. 

ii) M est un A'-Module plat. 

Ii est clair que ii) ~ i) 

Montrons que i) T > ii) . Nous ne ferons la d6monstration que dans le cas o~ E' 

poss~de une famille eonservatrice de points (xi) i ~ I " Le cas g~n~ral est tralt~ 

en (8.2.7). Dans ce cas partlculier, qui couvre la plupart des applications, on est 

12 
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ramen~ au cas o~ E' est le topos ponctuel et o~, par suite, le morphisme u , qu'on 

notera x , est un point de E (1.6. et IV 11.3.1). Nous nous bornerons au cas o~ M 

est un A'-Module ~ droite. Le cas o~ M est un A'-Module ~ gauche s'y ram~ne en pas- 

sant aux anneaux opposes. Soient V un voisinage de x et V sa fibre en x . On 
x 

a, avec les notations de 1.4, un dlagramme essentiellement commutatif de morphismes de 

topos : 

J 
P - ; P/V 

X 

g / v  

JV 
X > P 

"O 

> E 

o~ x/V est le morphisme d~duit de x par localisation sur V (IV 5.10) et j est 

l e  morphisme d g d u l t  du p o i n t  marqug de V . Mon t rons  que l e  f o n c t e u r  
X 

N' ) M OA, XVN' est exact. On a x V = j~(x/V) ~ et id = 3 3V et par suite, on 
X 

a un isomorphisme canonique M OA, ~N' ~"-- 3"~(3 V "~ M ~A' (x/V)~N') . Comme le fonc- 
.~ x / v  

teur 3 est exact et comme le foncteur Iv I est exact et fld~le (IV 1 1 . 3 . 1 ) ,  il 
X 

s u f f i t  de m o n t r e r  que l e  f o n c t e u r  N' 1 ~ JV !(3Vx M 0 (x/V)~N ' )  e s t  e x a c t ,  e t  p a r  
X 

s u i t e  (IV 1 2 . 1 1 ) ,  i l  s u f f i t  de m o n t r e r  que l e  f o n c t e u r  N' t ~ M OA,J v i (x /V)~N ' 
x 

est exact. Mais il r~sulte de la d~finition de l'image inverse d'un topos induit (IV 

5 . 1 0 . 2 )  que J v  ! ( x / v ) ~ N '  e s t  ~ g a l  g X~Jv!N ' e t  conmle l e  f o n c t e u r  3V! e s t  e x a c t  
X 

(IV 11.3.1), le foncteur N' ; > M OA,X~Jv!N' est exact par hypoth~se. Pour tout 

A ' - m o d u l e  Q , on a un i s o m o r p h i s m e  f o n c t o r i e l  ( 1 . 5 )  : 

Q N Jim x 
o XvXvtQ 

v o l s ( x )  

D'apr~s ce qul pr~cBde, le foncteur Q I > M @A' Q est limite inductive filtrante 

de foncteurs exacts ~ gauche. Ii est donc exact ~ gauche et par suite M est plat. 

Corollaire 1 .7 .1  : Soient u : (E',A') ~ (E,A) un morphisme de topos annel~s, 

M un A-Module plat. Alors u~M est un A'-Module plat. 

R~sulte du crit~re donn~ dans 1.7 et de la formule (IV 13.4.5). 

13 
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Corollaire ].7.2 : Soit u : (E',A') > (E,A) un morphisme de topos annel~s. 

Los conditions suivantes sont ~quivalentes : 

-I 
i) l__ee u (A)-Module ~ droite (r@sp. ~ 5auche) A' est plat. 

ii) le foncteur u de la cat~orle des A-Modules ~ gauche (resp. ~ droite) dans 

la cat~gorle des A'-Module ~ gauche (resp. ~ droite) est exact. 

L'~quivalence r~sulte de ].7 et de la d~finitlon de u x (IV ]3.2.]). 

D~finltion 1.8 : Un morphlsme de topos annel~ qui poss~de les propri~t~s ~quivalen- 

tes de ].7.2 est appel~ un morphisme de topos plat ~ gauche (resp. ~ droite). 

Proposition ].9 : Soient U c V deux univers , C un U-slte , C U e_~_t C V los 
-- m 

categories des U et V-faisceaux d'ensembles resPectivement , e : C U ~ C v l__ee 

foncteur d'inclusion canonique , A u__nn U_-faisceau d'anneaux sur C . 

l) Le foncteur 

Modules. Le foncteur 

Modules. 

e commute aux limftes inductives et projectives U-petites de 

e est conservatif et pleinement fiddle sur los categories de 

% 

2) Pour tout ohjet H d~e C U , il existe un isomorphisme canonique 

e(AH) "~- e(A)e(H ) 

3) Tout A-Module injectif g gauch e ou ~ droite est transform~ par 

Module injectlf. 

e en ~(A)- 

4) Tout 

plat. 

A-Module plat ~ droite ou ~ gauche est transform~ par e e n e(A)-Module 

5) Le foncteur 

homomorphismes. 

e commute ~ laformation du produit tensoriel et du faisceau des 

La formation du faisceau associ~ ne d~pend pas de l'univers (II 3.6). Ii 

r~sulte alors de la construction des limites inductives et projectives dans los cate- 

gories de faisceaux (II 4.l et 6.4) que le foncteur ~ con~nute aux U-petites llmi- 

tes projectives d'ensembles ou de Modules, d'o~ l). D~montrons 2). En prenant une 

E-petite sous-cat~gorie g~n~ratrice de C U , on peut se ramener au cas o~ C est 

14 
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U__-petite (III 4.1). Ii r~sulte alors de (II 6.5) que le A-Module libre engendr~ par 

H s'obtient en formant le pr~faisceau de A-modules libres engendr~ par H , formation 

qui commute ~ l'agrandissement des univers, puis en formant le faisceau associ~, opg- 

ration qui elle aussi commute ~ l'agrandissement des univers (II 3.6). Pour dgmontrer 

3) il suffit de montrer, en vertu de 0.5, que tout sous V-faisceau d'un U-faisceau est 

un U-faisceau ce qui est bien clair. D~montrons 4). Soit M un A-Module plat. II suf- 

fit de montrer que pour tout e(A)-Module injectif J , le faisceau ab~lien 

~omE(A)(g(M),J) est injectif (1.2). En vertu de 0.5, J est sous-objet, donc fac- 

teur direct d'un objet du type ~e(l ) , o~ les I sont injectifs. On peut donc 

supposer que J = E(1) o~ I est un objet injectif. Si l'homomorphisme 

~omA(M,l)) >~om A(cM,EI) est un isomorphisme on en d~duit que 

~om (A)(C(M),c(1)) est injectif d'apr~s 3). Ii reste donc ~ d~montrer 5). Le fair 

que la formation du produit tensoriel comute au foncteur ~ r~sulte de IV ]2.6 et 

du fait que la formation du faisceau associ~ commute ~ l'agrandissement de l'univers 

(II 3.6). Pour tout objet X de C U et tout couple de A-Modules M et N de C U 

on a donc 

Hom_~cV (EX'~°mA(M'N)) ~-- H°mc] (X'~°mA(M'N)) --'~H°mA(ZX @Z M,N) 

en vertu de la pleine fid~lit~ de e , puis 

H°mA(ZX @Z M'N)'--~ H°meA(e(Zx @Z M)'eN)--~ H°mcA(eZx @Z eM,eN) 

en vertu de la pleine fid~lit~ de e et de ce qui precede. Utilisant alors 2) et 

IV ]2.]4, on obtient en d~finitive un isomorphisme 

Hom_~cV (eX, e~omA(M,N)) ~" HOmC~(eX,~OmeA(eM, eN)) ; 

d'o~ l'isomorphisme annonc~. 

l.lO Soient E un topos , ~= (U i > X) i~ I une petite famille de morphismes 

de m~me but. Pour tout ensemble fini A = [O, ..... n] , posons 

Sn(q~ = I] Uf(l)X X ...XxUf(n) , 
f:A÷ I 

la somme ~tant prise sur l'ensemble des applications de A dans I . Soient m 
n 

15 
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et n deux entiers , g : A ) A une application. On d~finit un morphisme 
m n 

1.10.1 s(g) : Sn(%) ~ Sm(%0 , 

de la mani~re suivante : pour tout f : 
n 

I , la restriction de s(g) 

Uf(1)× x ...XxUf(n) est le morphisme compos~ de l'inclusion canonique 

et de 

Uf(g(1))~X'''×xUf(g(m)) 

l'unique morphisme 

> S ('~) , 

sf(g) : Uf(1) Xx...×xUf(n) > Uf(g(1 ) ×X...Xx Uf(g(m)) 

tel que pour tout i ~ A 
m 

prf(g(i))sf(g) = Prf(gi) ) 

(pr o d~signe la ~-~me projection). On obtient ainsi un foncteur contravariant 

A t ) S de la c a t ~ g o r i e  des  e n s e m b l e s  f i n i s  d a n s  E ; a u t r e m e n t  d i t  un c o m p l e x e  
n n 

semi-simpliclal S.Oi) d'objets de E • Notons que ce complexe est canoniquement 

augment~ vers X . Tout foncteur de E dans une cat~gorie C transforme S.(~L) en 

un objet simpliclal de C . En particulier sl A est un Anneau de E , le foncteur 

"A-Module libre engendr~" transforme S.(~) en un complexe simplicial de A-biModules 

augment~ vers A X et not~ A.(%) . On a 

1.10.2 An (%L) = f:A~)+l uA"f( I) Xx .... ) 

n 

Ce complexe sera souvent not~ 

S 
O S 

O 

1.1o.3 , . .  0.. %i xUj s, " O Au., ' 
s 2 1,J > i 

o~ les fl~=hes de 1.10.3 (sauf la derni~re qui est l'augmentation) repr~sententent 

les op~rateurs faces du complexe simplicial A.(~) , c'est-~-dire les morphismes 

correspondants aux applications injectlves croissantes de A n dans An+ 1 ( s.z 

~vite l'entier i ). Au complexe A.(~) , on associe un complexe diff~rentiel aug- 

ment~ vers A X : 

16 
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,A x 1 . 1 0 . 4  d ) " " %~xUj i i 

en posant 

1.10.5 d = ~ (-l)Is. 
i 

Proposition 1.11 : Lorsque la famille q~ = (U i > X)i~l est ~pimorphique, l_~e 

complexe diff~rentiel I.|0.4 est acyclique et fournit une r~solution de A X . 

Notons Z le faisceau constant de valeurs Z . Par d~finition du foncteur 

"A-Module llbre engendr~", on a, pour tout objet H de E , 

d'o~ 

AH = ~H @~A 

A. (%5) ~. (q1~) ezA 

Comme les composantes de Z.(~) sont des ~-Module plats((l.3.1), il suffit de mon- 

trer la proposition lorsque A = 

Supposons tout d'abord que E soit le topos des ensembles. Alors le complexe 

augment~ S.(~L) est somme direete de complexes augment~s du type 

) > 

... ) SxS×S ~ SxS > S > { e} ({e} ensemble ~ un ~l~ment). 
• ) > 

Chacun de ces complexes augment~s est homotopiquement trivial. Donc S.(%i) est un 

complexe augment~ homotopiquement trivial et par suite son homologie est triviale d'oG 

la proposition dans ce cas. 

Soit maintenant p : Ens > E un point de E . Comme la formation du complexe 

~.(ql) co~ute aux foncteurs image inverse par les morphismes de topos, 

X 
p (~.(71)) --~ Z (pX(%~)) est une rfisolution de ~pX x x • --~-~p--(~X ) ; d'o~ la proposition 

lorsque E poss~de suffisamment de foncteurs fibres (IV 4.6). Ceci est le cas en 

particulier lorsque E est un topos de pr~faisceaux C ̂  car pour tout objet X de 

C , F (X,-) est un foncteur fibre• Dans le cas g~n~ral, E est ~quivalent ~ un topos 

de faisceaux sur un petit site C (IV I) et la famille ~pimorphique ~[- (U i > X)iE I 

est image, par le foncteur "faisceau associ~", d'une famille fipimorphique 

17 
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%%' = (U~ > X')i~l . Par suite Z.(q/~) --'~a_~Z.(9~ ') est une r~solution de 

~x' = Zx 

v 

2. Cohomolo~ie de Cech. Notation cohomolo~ique 

2.1 Notation g~n~rale 

2.1.I Soient (E,A) un topos annel~, M,N deux A-Modules (~ gauche pour fixer les 

idles). On note Ext~(E;M,N) la valeur en N du q-i~me foncteur d~riv~ droit du 

foncteur HomA(M, . ) Eli. Les foncteurs Ext~(E;M,N) q ~ ~ , forment un 6-foncteur 

en la variable N • C'est aussi un 6-foncteur contravariant en la variable M . On a, 

par d~finition, Ext~(E;M,N) = HomA(M,N) 

2.1.2 Soit X un objet de E . Lorsque M = A X , le A-Module libre engendr~ par 

X ( ~ 12), on pose Ext~(E;Ax,N ) = Hq(X,N) . On remarquera que dans cette nouvelle 

notation, l'anneau A ne figure plus. Ceci ne peut prater ~ confusion car nous mon- 

trerons (3.5) que la formation des Hq(x,.) co~mutent ~ la restriction des scalaires. 

Le foncteur Hq(x,.) est le q-i~me foncteur d~riv~ droit du foncteur HomA(Ax,.) = 

HomE(X,. ) encore not~ r(x, . ) . Lorsque M = A , on pose Ext~(E;A,N) = Hq(E,N) . 

2.2 Localisation. 

Soient 

Le foncteur 

gauche Jx! 

injectifs. On a donc, pour un A-Module variable N de 

variable de E/X , des isomorphismes fonctoriels 

.X 

2.2.1 Ext~ I x(E/x;M,]xN) N EXt~(E;Jx!M,N) 

En particulier, on a des isomorphismes canoniques 

X un objet de E , j : E/X > E le morphisme de localisation (IV 8). 

.X 
IX pour les Modules, est exact (4.1l) et admet un foncteur adjoint 

exact (4.11). Par suite il transforme les Modules injectifs en Modules 

E et un AIX-Module M 

Hq(E/x,J~N) ~ Hq(X,N) 

Pour tout objet X de E et tout couple M et N de A-Modules, on pose : 

18 
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2.2.2 Ext~(X;M,N) = Ext~ x(E/x;M[X,N IX) 

D'apr~s ce qui precede, les foncteurs Ext~(X;M,.) sont les foncteurs d~riv~s des 

foncteurs N ~ > HomAIx(MIX,NIX) . Le foncteur (M,N) I > Ext~(X;M,N) , q > O , 

forment un 6-foncteur par rapport ~ chacune des variables. 

2.3 Cas des topos de pr~faisceaux. Cohomolo~ie d'un recouvrement. 

2.3.] Soient C une petite cat~gorie munle d'un pr~falsceau d'anneaux A , C ~ le 

topos des pr~falsceaux sur C , X un osier representable sur C ̂ . Le foncteur qui 

assocle ~ un A-Module M le groupe FiX,M) = MiX) est exact (I 3). Par suite Hq(X,M) ffi 0 

pour tout q • 0 et tout A-Nodule M ou encore que A X est un A-Module projectif. 

2.3.2 Solt S un pr~faisceau sur C . On a un isomorphisme canonlque pour tout 

A-Module M (I 2) : 

riS,M) ~-- i~s Mls 

De plus, pour tout A-Nodule injectif M , le AIS-Module 

suite, les groupes 

du foncteur ~S 
canonlques : 

MIS est injectif (2.2). Par 

Hq(S,M) sont les valeurs en MIS des foncteurs d~riv~s ~ droite 

En notant ~_mq ces foncteurs d~rlv~s, on a des isomorphismes 
t/s 

~qiS,M) _t~ ~S q MTS . 

En particulier, on a des isomorphismes canonlques 

Hq(C^,M) ~ ~im q M 

~/S 

2.3.3. Soient X un objet de C et ~= (U i 

mes de C telle que pour tout i ~ I , U. ~ X 
i 

le complexe simpliclal ~tudi~ en ].10 : 

> X), i ~ I , une famille de morphis- 

soit quarrable (I 10). Notons A . 

A. = ... ~ I I AUiXxU j ~ I I 
(i,j)~l×l i E I i 

Pour tout A-Module M , on pose C'(~,M) = HomA(A .,M) : 

(2.3.3~I) C'(~,M) : ~--~M(UI)iEI .... ~ ~--~ M(Ui ×xUj) 
(i,j)Elxl 

On pose Hq(~,M) = Hq(c'(~,M)) 

> 
) 
) 
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Proposition 2.3.4 : 

1) Avec les notations de 2.3.3, soit 

(U i 

R t ;X 

> X) , i & I . On a un isomorphisme canonique 

Hq(~/~,M) =~ Hq(R,M) 

2) Les foncteurs 

Comme R est un sous-objet de X 

Ui! ×RUi2 ×''" ×RUin et Ui| XxUi2 x 

r~sulte de I.]! que le complexe A%5. 

le crible engendr~ par la famille 

Hq(~i, . ) eo~mutent aux restrictions des scalaires. 

dans C ̂ , les produits fibres 

... XxU i sont canoniquement isomorphes. II 
n 

est une r~solution de A R et de 2.3.1 que les 

eomposants de A~. sont des Modules projectifs. Les groupes de eohomologies de 

C'(~/~,M) sont donc canoniquement isomorphes ~ Ext~(C~;AR,M) , d'o~ l'isomorphisme. 

L'assertion 2) r~sulte imm~diatement de la description de C'(%L,M) (2.3.3.1). 

Corollaire 2.3.5 : Soient '%b= (U i >X , i61) e~t ~L' = (U~ > X , j ~J ) 

deux ...... families de morphismes de but X ; Soient ~ = (~: I --->J , m i : U i ) U'4(I). ) 

et ~' = (~' : I -->J m~ ; U. > H' ) deux morphismes (au-dessus de X ) de %L 
-- ' i i #(i) w 

dans ~' . Les morphismes ~ et #' induisent les morphismes #q et ~'q • 

~'q : Hq(~,M) >Hq(~',M) Les morphismes ~q e t ~ 'q sont ~aux. En particu- 

lier si les families ~LL e_!t It' sont ~quivalentes (i.e. s'il existe un morphisme de 

dans q~ et un morphisme de i[' dans ~L ) les A-Modules Hq(%L,M) et Hq(%L',M) 

sont canoniquement isomorphes. 

Preuve : En effet, soient R et R' les cribles de X engendr~s par les familles 

~t et q/~' . Les morphismes ~ et ~' d~finisaent un m~me morphisme de R dans R' 

et induisent donc deux morphismes homotopes entre les r~solutions projectives A~i. 

et Ag/, . 

Exercice 2.3.6 : (R~solution standard) 

a) Soit C une petite cat~gorie. Pour tout entier n > 0 , on note FIn(C) 

l'ensemble des suites de morphismes de C : (Ul, .... u n) telles que pour tout i , 

0 < i < n , le but de u i soit ~gal ~ la source ~e ui+ 1 de sorte que les morphis- 

20 



19 v 

mes u. et sont composables. D~finir un ensemble semi-simplicial z Ui+l 

ES(C) = ob C ~ FII(c) ~ FI2(C) ~ , ~ FI3(C) .... 

dont les op~rateurs faces s. : Fln(C) 
1 

S o ( U  1 . . . . .  u n )  - ( u  2 . . . . .  u n )  , 

> FIn-I(c) sont les suivants : 

si(u I .... , u n) = (ul, .... Ui+lU i .... , u n) , 0 < i < n , 

Sn(U 1, . . . ,  u n) ffi (Ul, . . . .  Un_ I) 

b) Montrer que lorsque C poss~de un objet initial ou un objet final, le com- 

plexe ES(C) est homotopiquement trivial. 

c) Pour tout bobjet X de C , on note x\C la categoric des fl~ches de source 

X . D~finir un pr~faisceau semi-simplicial E_SS(C) dont la valeur en tout objet X de 

C soit ES(xkC) . On note ZE_SS(C ) le pr~faisceau semi-simpllcial ab~lien libre 

engendr~ par E__SS(C) . II est muni d'une augmentation canonique ZES(C) > Z dans 

le pr~faisceau constant de valeur Z . Montrer que, en passant au complexe diff~ren- 
= 

tiel associ~, le complexe ZE_SS(C ) est une r~solution de Z et que les composants de 

ce complexe sont des pr~faisceaux ab~liens projec~ifs. 

d) Pour tout pr~faisceau ab~lien M , on pose ST'(M) = Hom(ZEs(c),M) • Explici- 

ter les composants de ST'(M) . Montrer que pour tout entier q ~ 0 , Hq(ST'(M)) = 

Hq(CA,M) . 

e) Montrer que pour tout faisceau S sur C les foncteurs Hq(s, . ) commutent 

aux restrictions des scalaires. 

f) Remarquer que lorsque C est un groupe, ZES(C) est la r~solution standard 

du module trivial Z [3] . 

g) Montrer que pour tout pr~faisceau ab~lien M sur C , ZES(C ) 0 M est une 

r~solution (~ gauche) de M . D~finir le foncteur lim sur les pr~faisceaux. Montrer 
c- 

qu'il est exact ~ drolte. Noter H (C,M) ses foncteurs d~riv~s ~ gauche, Montrer que 
q 

les composants du complexe ZES(C ) 0 M sont acycliques pour ~im . En d~duire, en no- 
- C 

rant ST.(M) le complexe ~imc (ZE--S(C) @ M), des isomorphismes Hq(ST.(M) ~Iiq(C,M) . 
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h) Soit u : C ̂ ~ Ens l'unique morphisme du topos C ̂ dans le topos ponc- 

x c~ tuel. On note u I : C~ >Ab l'adjoint ~ gauche du foncteur u : Ab ) 

Montrer que pour tout pr~faisceau ab~lien M , u!M = I~ M 

i) On note dor~navant ST'(C,M) et ST.(C,M) les complexes notes ST'(M) et 

ST.(M) . Un pr~faisceau M sur C est dit localement constant s'il transforme tous 

les morphismes de C en isomorphismes. Associer ~ tout pr~faisceau localement cons- 

tant M un pr~faisceau localement constant M sur la cat~gorie C ° (cat~gorie 

oppos~e ~ C ) tel que pour tout morphisme u de C , M (u) = M(u) -I . Trouver un 

o V 
isomorphisme canonique entre les complexes ST'(C,M) et ST'(C ,M) (resp. ST.(C,M) 

V 

et ST. (C°,M)). 

j) Soit C une petite categoric poss~dant un ohjet initial (resp. une petite 

categoric filtrante~. Montrer que pour tout pr~faisceau constant M , Hq(C^,M) = 0 

pour q > 0 (resp. Hq(C,M) = 0 pour q > 0 ) 

v 

2.4 Cas des petits sites. Cohomologie de Cech. 

2.4.1 Soient (C,A) un U-site annel~ , C Ale topos des faisceaux sur C , 

c : C -----> C ̂ le foncteur canonique qui associe ~ un objet de C le faisceau asso- 

ci~ au pr~faisceau repr~sent~ par cet ohjet. Par abus de notation, pour tout o~jet X 

de C et tout faisceau de A-modules M nous poserons Hq(X,M) = Hq(X,M) (cf.2.3.1). 

Rappelons que lorsque la topologle de C est moins fine que la topologie canonique, 

ce qui est toujours le cas dans la pratique, le foncteur c est pleinement fiddle et 

permet d'identifier C avec son image par E • 

2.4.2 On note ~o : C A > C~ le foncteur d'inclusion des faisceaux de A-modules 

dans la cat~g6rie des pr~faisceaux de A-modules. Pour tout faisceau de A-modules M 

on a donc par d~finition : 

(2.4.1) ~°(M)(X) = H°(X,M) = M(X) , 

pour tout objet X de C . le foncteur ~o est exact ~ gauche. Ses foncteurs d~riv~s 

drolte aont notes ~q . Comme pour tout objet X de C , le foncteur "section sur 

X " est exact dans la categoric des pr~faisceaux, on a 
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(2.4.2.2) ~q (M) (X) = Hq (X,M) , 

pour tout objet X de C et tout faisceau de A-modules M , de sorte que le pr~- 

faisceau ~q(M) n'est autre que le pr~faisceau X~ > Hq(X,M) . 

2.4.3 On suppose que (C,A) est un petit site annelfi de sorte que C A est un topos 

auquel on peut appliquer les r~sultats de 2.3. Soit X un objet de C et 

R ¢ > X un eible couvrant. Pour tout pr~faisceau de A-modules G , les groupes 

Hq(R,G) (qui sont donc calcul~s dans le topos C ̂) sont appel~s les ~roupes de coho- 

v 

mologie de Cech du pr~faisceau G relatifs au crible couvrant R . 

Lorsque R " ~ X est le crible engendr~ par 

une famille couvrante qL= (~i > X)iE I de morphismes quarrables ces groupes peu- 

V 

vent se calculer ~ l'aide du complexe C'(~L,G) (2.3.3) appel~ complexe de Cech de 

G relatif ~ la famille couvrante ~t (ou du recouvrement ~L ). Les groupes 

Hq(~,G) = Hq(R,G) (2.3.4) sont alors appel~s groupes de co h0mologie de Cech de G 

relatifs ~ la famille couvrante D~L . 

2.4.4 Soit M un faisceau de A-modules sur C . Les groupes Hq(IL,~°(M)) sont 

le plus souvent notes, abusivement, Hq(qI,M) et appel~s groupes de cohomologie de 

Cech du faisceau M relatifs ~ la famille couvrante ~L. 

v 
2.4.5 On note ~o : C~ >C~ l'extension naturelle aux pr~faiseeaux de A-modules, 

du foncteur L dficrit en II. On a donc, par d~finition, pour un pr~faisceau G et 

un objet X de C : 

v 
(2.4.5.1) ~°(G)(X) = ~im R'----~ X G(R) , 

la limite inductive ~tant prise suivant les crlbles couvrant X . II r~sulte de 
V 

(2.4.5.1) que le foncteur ~o est exact ~ gauche. Les foncteurs d~riv~s ~ droite de 
v 

~= sont notes . Comme les foncteurs "section sur X" et "limite inductive fil- 

trante" sont exacts, il r~sulte de (2.4.5.1) qu'on a 

v ~im 
(2.4.5.2) ~q(g)(x) = R ~  Hq(R'G) " 

la limite ~tant prise suivant les cribles couvrant X . 
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V 
V 

Les pr~faisceaux ~q sont appel~s les pr~faisceaux de cohomolo~ie de Cech. Pour tout 

objet X de C , on pose 

v 
(2.4.5.3) Hq(x, G) = ~q (G) (X) 

Vq v 
Les groupes H (X,G) sont appelfis les groupes de cohomolo~ie de Cech. Lorsque la 

topologie de C est dfifinie par une prfitopologie, ce qui est le plus souvent le cas 

dans la pratique, on a, compte tenu de 2.3.4, 

v 
(2.4.5.4) Hq(X,G) ---~ ~i~ Hq(~, G) , 

la limite inductive fitant prise suivant les families couvrantes quarrables prfiordon- 

nfies par la relation d'ordre naturelle sur les cribles qui leur correspondent 

(2.3.5). 

2.4.6 Soit M un faisceau de A-modules. On pose, abusivement 

v V q  v v 
(2.4.6.,) Hq(X,M) = Hq(x,~°,(M) , ~ (M) = ~q(~o (M)) , 

V 

et les groupes Hq(X,M) sont appel~s groupes de cohomologie de Cech du faisceau M . 

v 

Signalons que si les foncteurs H q sont des foncteurs d~riv~s sur la categoric des 

pr~faisceaux, ils ne forment pas, en g~n~ral, un 6-foncteur sur la categoric des 

faisceaux. 

2.5 Chan~ement d'univers. Cohomologie de Cech dans le cas des U-sites 

2.5.1 Soient (C,A) un U-site annel~ st V un univers contenant U . Le site 

(C,A) est alors un _V-si~e et on a un _U-t°p°s C~ , un _V-t°p°s C~ et un foncteur 

canonique d'inclusion E : C~ ~ ) C~ . Le foncteur ~ est exact et pleinement 

fiddle sur les categories de Modules et transforme les Modules injectifs en Modules 

injectifs (,.9). Pour tout couple de U-faisceaux de A-modules on a donc des isomor- 

phismes canoniques 

(,5,,) q.>O 

En particulier, pour tout U-faisceau d'ensembles R sur C , on a des isomorphismes 

canoniques (2.1.1) 

(2.5.1.2) Hq(R,M) ~--- Hq(eR,~M) q i> 0 , 
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et plus particuli~rement encore, pour tout objet X de C , on a des isomorphismes 

canoniques (2.b.|) 

(2.5.1.3) Hq(X,M) ~ Hq(X, EM) 

En termes vagues, on peut done dire que la cohomologie des faisceaux ne d~pend pas du 

choix des univers et on peut toujours, pour la n6cessit~ d'une d~monstration o~ d'une 

construction, augmenter l'univers pour calculer la cohomolog~e d'un faisceau. 

2.5.2 Soient (C,A) un U-site annel6 et 

la cat~gorie des U__-faisceaux ~ : C~,U 

U-pr~faiseeaux dans les V-pr~faisceaux de 

par suite les foncteurs d6riv~s du foncteur 

V un unlvers contenant U . Notons C~ 

> C~,~ le foncteur d'inclusion des 

A-modules. Le foncteur ~ est exact et 

~o : CA > C~, X ( ) sont les 

foncteurs ~ ~q , q ~ 0 . Par abus de notation, nous noterons encore 

~q : C A ) C~,V , q ) 0 ,les foncteurs ~q . Cet agrandissement de l'univers 

pr~sente lorsque C est V--petit l'avantage suivant; La cat~gorie C~ n'est pas en 

g~n~ral un U-topos et les U--pr~faisceaux de A-modules ne sont pas n~cessairement 

des sous-modules de ~-pr~faiseeaux injectifs, alors que la cat~gorie des V__-pr~- 

falsceaux est un topos (un V-topos) et que par suite tout V--pr~faisceau de A-modules 

est un sous-objet d'un V__-pr~faisceau injectif (0.].I). Ainsi pour tout V--pr~faiseeau 

d'ensembles R (et en particulier lorsque R est un U-pr~faisceau) et pour tout 

tout U-faisceau de A-modules M ,les groupes Hq(R,~q(M)) sont d~finis par 2.|.I 

et il r~sulte de (2.5.1.2) que ces groupes ne d~pendent pas de l'univers [ considerS. 

V 

De m~me, pour tout couple d'entiers ~ 0 p et q ,les pr~faisceaux ~P(~q(M)) sont 

d~finis par 2.4.5 et il r~sulte de (2.5.1.2) et de (2.4.5.4) que ces pr~faisceaux ne 

d~pendent pas de l'univers V utilis~ pour les d~finir. 
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3. La suite spectrale de Cartan-Lera~ relative ~ un recouvrement 

Proposition 3.1 : Soient (C,A) un U-site annel~, V un univers contenant U . Le 

foncteur ~o : CA ............ ~ C~, ! (2.5.2) transforme les A-Modules i niectlfs en pr~faisceaux 

injectlfs. Pour tout entier q > 0 , et tout A-Module M , le faisceau associ~ au 

pr~faisceau ~q(M) est nul. 

Notons ~V le foncteur "faisceau associ~" pour les V--pr~falsceaux et 

e : C~ • > C~,[ le foncteur d'inclusion des U_-faisceaux dans les V__-faisceaux. On 

~° ~ 0 a = E (II 3.6) et comme les foncteurs ~V et E sont exacts, on a = 

pour tout entier q > 0 . Pour tout U_-faisceau M et tout V-pr~faisceau N on aun 

isomorphisme fonctorlel Homc^ (N,~°(M)) ~ Homc~ (avN,e M) . Lorsque M est in- 
A,V A,~ -- 

jectlf, ~M est injectif (1.9~ et comme le foncteur _a v est exact, le foncteur 
o 

N } > Hom C (N,~@~ (M)) est exact. Par suite ~°(M) est injectif. 
A,V 

Th~or~me 3.2 : Solent (C,A) un U-site annel~, R u__nn U__-pr~faisceau d'ensembles sur 

C , M un faisceau de A-Modules. Ii existe une suite spectrale, fonctorielle en R 

et en M : 

mP,q = HP(R,@6q(M)) (3.2.]) HP+q(a--R'M) ~ -2 

(Lorsque C n'est pas U-petit, le terme HP(R,~q(M)) doit ~tre interpr@t~ comme la 

cohomologie du pr~faisceau ~q(M) dans le topos C~ o3 V est un univers contenant 

tel que C soit V-petit (2.5.2)}. 

Par d~finition du foncteur "faisceau aseoci~" (cf. II) on aun isomorphisme de 

foncteur H°(aR,M)--'~" H0(R,~£°(M)) . Le foncteur ~o transforme les objets injectifs 

en objets injectlfs. La suite spectrale des foncteurs compos~s (0.3) est la suite 

spectrale cherch~e. 

Corollaire 3.3 : Soient X un objet de C e_~t %L= (U i > X) , 

mille couvrante telle que pour tout i ~ I , le morphisme U. > X 
l 

On a alors une suite spectrale (dite de Cartan-Leray) : 

(3.3.1) HP+q(X,M)~m p'q = HP(~L ~q(M)) 
-2 J 

i E I , une fa- 

soit quarrable. 
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Soit R ~ > X 

faisceau associ~ 

on a HP+q(aR,M) = 

le crible engendr~ par q~ . Con=he ce crible est couvrant, le 

R es~ le faisceau assoei~ ~ X (II 5.2). Compte tenu de 2.4.1, 

HP+q(X,M) . Le corollaire r~sulte alors de 2.3.4. 

Corollaire 3.4 : Ii existe une suite spectrale fonctorielle en le faisceau 

l'objet X de C 

V 
(3.4.1) HP+q(X,M)~ ~P'q = HP(X,~q(M)) 

-2 

Cette suite spectrale fournit, lorsque X varie dans C , la suite spectrale de 

pr~faisceaux : 

: EP,q (3.4.2) ~P+q(M). -2 

M et 

V 
-- 

Ces 

(3.4.3) 

(3.4.4) 

Les morphismes 

morphismes ~2 
faisceaux 

suites spectrales fournissent des morphismes fonctoriels (morphismes de coin) : 

#q(M) : ~q(M) • ~q(M) , 

#~(M) : Hq(X,M) ) Hq(X,M) 

~q et ~ sont des isomorphismes lorsque q ~gale 0 o u 1 . Les 

2 
et #X sont des monomorphismes. Plus g~n~ralement) lorsque les prO- 

Wl(M) sont nuls pour 0 < i < n , les morphismes ~q(M) e_!t ~(M) 

sont des isomorphismes pour 0 ~ q ~ n et des monomorphismes pour q = n + 1 . 

La premiere suite spectrale s'obtient en passant ~ la limite inductive dans la 

suite spectrale (3.2.1) sur les cribles R" ) X couvrant X (2.4.5.2). La deuxi~me 

suite spectrale s'en d~duit aussitSt (2.4.5.3). Les faisceaux associ~s aux pr~fais- 

ceaux ~q(M) sont nuls lorsque q > 0 

V 

q > 0 (II.3.4). Par suite ~°~q(M) 

associ~ est nul. On a done ~° ~q(M) 

(3.1). On a done ~0 o~q(M) = O pour tout 

est un pr~faisceau s~par~ dont le faisceau 

-- 0 pour q > 0 (II 3.2). Les assertions sur 

q 
les morphismes ~q et ~X s'en d~duisent aussitSt. 

Corollaire 3.5 : Soient (E,A) un topos annel~ et M un A-Module (3 sauche pour 

fixer les idles). Notons M le Groupe ab~lien sous-jacent ~ M . Le foncteur 

M~----> M est exact et par suite, pour tout objet X de E , l'isomorphisme 

canonique 

H°(X,M) ~> H°(X,M) 
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se prolongs en des morphismes 

Hq(X,M) ) Hq(X,M) 

Ces morphlsmes sont des isomorphismes. 

Pour tout objet Y de E , on a (2.4.5.4) : 

q ~ O  

HP(Y,M) = lim HP(~M) HP(Y,M) = lim HP(~J~,M__) 

la limits inductive ~tant prise sur les families 6pimorphiques '~= (Yi ) Y) ' 

i E I .  

V v 
Par suite, l'homomorphisme canonique HP(Y,M) ) HP(Y,M_) est un isomorphisme 

(2.3.4). Done (2.4.5.3), l'homomorphisme canonique ~,,V(M) 

V 

morphisme. Si M est un A-Module injeetif, on a ~P(M) = 0 

~I(M_) = 0 et par r6currence sur p , ~P(M__) = 0 , p > 0 

pour p > 0 (2.4.2.2) et (2.5). Par suite, le foncteur M I 

objets injeetifs sn ohjets acycliques pour le foncteur 

phisme annonc~. 

) ~P(M) est un iSO-  

p o u r  p > 0 ; D ' o ~  

(3.4). Done HP(x,M_) = 0 

) M transforms les 
n 

H°(X, • ) , d'o~ l'isomor- 

Exereice 3.6 : Soient G un groupe topologique et B G son topos classifiant (IV 

2.5). Notons E G l'objet de B G constltu~ par l'espaee topologique sous-jacent ~ G 

muni de l'op~ratlon de translation ~ gauche par les 61~ments de G . Le morphisme 

eanonique de E G dans l'objet final e G de B G est un ~pimorphisme ; d'o~ un recou- 

vrement ~= (E G ~ e G) st, pour tout faisceau ab~lien F de B G , une suite 

spectrale 

(3.6.1) 

q u ' o n  s e  p r o p o s e  d ' ~ t u d l e r .  

1) M o n t r e r  que  p o u r  t o u t  e n t i e r  

BG/ E G x E G x ...x E G 

est eanoniquement ~quivalent au topos (IV 2.5) 

E~ 'q = HP(~,,~q(F)) ~. HP+q(BG,F) 

n , l e  t o p o s  

( n facteurs) 
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TOP(OxGxGx...x G) ( n-I facteurs9 

Pour tout entler n , notons F le faisceau sur l'espace topologique Gx ... x G 
n 

( n facteurs) induit par F . 

2) En d~duire que le terme E~ 'q de (3.6.1) est canoniquement isomorphe au 

p-~me groupe de cohomologie d'un complexe du type 

Hq(e,Fo) ~ Hq(G,FI) ) Hq(G×G,F 2) ) ... , 

qu'on expllcitera ( e d~signe l'espace topologique r~duit ~ un point). 

3) En dfiduire que la cohomologie du topos classifiant B G ~ valeur dans les 

faisceaux localement constants est isomorphe ~ la cohomologle slnguli~re correspon- 

dante des espaces classifiants utills~s en topologie lorsque pour Its espaces topolo- 

giques du type GxGx ... xG , la cohomologie des faisceaux localement constants 

colncide avec la cohomologie slnguli~re correspondante (Ce qui est le cas lorsque, par 

exemple, G est loealement contractile) ; (Pour Its espaces classlfiants, on pourra 

consulter [15]). 

4. Faisceaux acycliques 

D~finltion ~I. : Soient (E,A) un topos annel~, F un A-Module, S une famille 

topologiquement ~n~ratrice de E . On dit que F est S-acyclique si pour tout objet 

X d_~e S , et tout entier q > 0 , on a Hq(X,F) = O . Lorsque S est ~gal ~ ob E , 

Its faisceaux S-acycliques sont appel~s Its faisceaux flasques. 

4.2. Solent (C,A) un U-site annel~, F un faisceau de A-modules sur C . On dit 

que F est C-acycllque si F est S-acyclique o~ S est la famille des faisceaux 

associ~s aux objets de C . 

Proposition 4.3 : Soient (C,A) un U-site annel~, F un faisceau de A-modules. 

Notons ~ : C~ ~ C~ le foncteur d'inclusion des A-Modules dans la categoric 

des pr~falsceaux de A-modules (il s'agit ici des V..-pr~faisceaux o~ V est un univers 

tel que C soit V-petit). Les conditions suivantes so_nt ~quivalentes : 
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i) F est C-acyclique. 

ii) Pour tout ob~et X de C et tout crible couvrant Rt ~ X , on a : 

Hq(R, 9~°(F)) = 0 pour tout q > 0 

ill) Pour tout ob~et X de C , on a : 

~q (X,F) = 0 pour tout q > 0 ; 

i) ~ ii) : Comme F est C-acyclique, les pr~faisceaux ~q(F) sont nuls pour 

q > 0 . La suite spectrale 3.2.1 fournit alors un isomorphisme Hq(R~(F))_.~Hq(X,F) 

pour tout q . Par suite Hq(R,~°(F)) = 0 pour q > 0 • 

ii)-----~, ill) : clair par passage ~ la limite inductive. 

ill)-----> i) : on d~montre par r~currence sur q que les pr~faisceaux ~q(F) sont 

nuls pour q > 0 . Pour cela, on utilise 3.4.2. 

4.4. Ii r~sulte du crit~re 4.3 ii) et de 3.5 que la propri~t~ de S-acycli=it~ ne 

d~pend que du faisceau ab~lien sous-jacent. En particulier, un faisceau de A-modules 

est flasque si et seulement si le faisceau ab~lien sous-jacent est flasque. 

Corollalre 4.5 : Soient (E,A) un topos annel~ et F un A-Module. Les propri~t~s 

sulvantes sont ~quivalentes : 

i) F est flasque ; 

ii) Pour toute famille ~pimorphique ~= (X i > X) i ~ I " 

Hq~C, F) = 0 pour tout q > 0 . 

Dans 4.2, on prend pour C le topos E lui-m~me. Le corollaire r~sulte alors de 

l'~qulvalence i) ~ ii) de 4.2. 

4.6. Les falsceaux injectifs sont flasques. Les faisceaux flasques sont S-acycliques 

pour toute famille topologiquement g~n~ratrice S . Les faisceaux flasques ne sont pas 

n~cessairement injectifs (prendre pour topos E le topos des ensembles). Les faisceaux 

S-aeycllques ne sont pas n~cessairement flasques (exercice 4.].3). 

Proposition 4.7 : Soient (E,A) un topos, F un A-Module flasque, X un objet de 

E . Pour tout sous-ob~et Y d_~e X l'homomorphisme canonique H°(X,F) > H°(Y,F) 
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est surjectif. 

Soit Y un sous-objet de X tel que le morphisme H°(X,F) ) H°(Y,F) ne soit 

pas surjectif. Soit Z l'objet obtenu en recollant deux copies X 1 et X 2 de X le 

long de Y . L'objet Z est recouvert par les deux sous-objets X] et X 2 on a 

X 1 x Z X 2 = Y . Notons ~ = (X 1 , X 2) le recouvrement ainsi obtenu. On constate aussi- 

tSt que HI(~,F) # 0 . Contradiction. 

4.8. La propri~t~ d~crite dans 4.7 ne caract~rise pas, dans le cas des topos g~n~- 

raux, les faisceaux flasques (exer. 4"15)" Elle la caract~rise cependant dans le cas 

des topos engendr~s par leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos asso- 

ci~s aux espaces topologiques (exer. 4.16). La terminologie de flasque adopt~e ici 

coincide dans le cas des espaces topologiques avec la terminologie de [7] (exer. 4.16). 

Proposition 4.9. : Soient u : (E,A) ) (E',A') un morphisme de topos annel~s. 

I) Le foncteur u transforme les A-Modules flasques en A'-Modules flasques. 
X 

2) Soient S et S' des families topologiquement g~n~ratrices de E et E' 

respectivement telles que uX(s ') C S . Le foncteur u transforme les A-Modules 
x 

S-acycliques en A'-Modules S'-acycliques. 

3) Lorsque u est un morphisme plat (1.8) le foncteur u transforme les A- 
X 

Modules injectifs en A'-Modules injectifs. 

Soient X un objet de E' , ~ = (X i • X) i~l une famille ~plmorphique, F 

un A-Module flasque, C'(~,uxF) le eomplexe de ~ech du recouvrement ~C . On a un 

isomorphisme canonique C.(~,uxF ) N C.(uX~,F) en utilisant l'adjonction de u x 

X X X 
et de u et le fait que u commute aux produits fibres. De plus u commute aux 

limites inductives et par suite uX(~) = (uXXi ~ uXX) i ~ I est une famille 

~pimorphique. Comme F est flasque, on a Hq(uX(~),F) pour q ~ 0 et par suite 

Hq(0~,umF) = Hq(c'(~C,uxF)) = Hq(c'(u x(~,F))= Hq(uX((~,F) = 0 pour q> O. 

Donc u F est flasque. 
m 

D~montrons 2). Lorsque S' est stable par produits fibres une d~monstration 

analogue ~ celle qui precede permet de d~montrer 2). Dans le cas g~n~ral, nous utili- 

serons la suite speetrale du morphisme u (5.3.2). L'assertion 2) ne sera pas utili- 
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s~e avant 5.3.2. Soit F un faisceau S-acyclique. ~es faisceaux Rqu F sont les 
X 

falsceaux associ~s aux pr~faisceaux X ~ ~ Hq(uZX,F) . Comme S' est une famille 

topologlquement g~n~ratrice et comme F est S-acyclique, on a Rqu F = 0 pour tout 
X 

q > O. La suite spectrale 5.3.2 fournit alors un isomorphisme, pour tout objet X de 

E' : Hq(x,uxF)~ Hq(uXX,F) et par suite, pour tout X dans S' Hq(X,UxF) = 0 

D~montrons 3). Lorsque le morphisme u est plat, le foncteur u x pour les Modules 

est exact (1.8). Par suite le foncteur u adjoint ~ droite de u x transforme les 
X 

objets injectifs en objets injectlfs (0.2). 

Proposition 4.10 : Soient F un A-Module du topos anuel~ (E,A), G un A-Module 

injectif. 

l) Le foncteur F! p ~omA(F,G ) est e x a c t .  

2) Le ~roupe ab~llen ~omA(F,G) est flasque. 

Preuve : Montrons l). Soit : 

O > F' ~ F ) F" ~ 0 

une suite exacte. Ii nous faut montrer que la suite : 

O ..... ~ ~omA(F", G) ~ ~omA(F,G) ~ ~omA(F' ,G) ~ 0 

est exacte et pour cela il suffit de ~ntrer que pour tout oh jet H de 

suite : 

0 > HomE(H,~.)omA(F",G)) ~) HomE(H,~OmA(F,G)) > HOmE(tt,~omA(F' ,G) ... 

est exacte. Or (IV 6.12) cette derni~re suite est isomorphe ~ la suite 

0 • HOmA(A ~ eAr',C) • HO~A(A H 0AF,G) 

et le A-Module A H est plat (1.3.1). 

2) Montrons que~omA(F,G ) est flasque. Soit : 

= (x i ~- x) 

une famille ~pimorphique de E , et 

c . ( ~ )  : . . .  

, HOmA(A ~ OAF',G) ) o 

, iEl , 

, ) I ~XixXj > $ { Z x "  
> ....... 

' i,j ~ i 

E, la 

> 0 
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le eomplexe d~flni en 1.5. Ce complexe est une r~solutlon plate de l'objet EX qui 

est lul-m~me plat(l.4 et 1.3). 

Calculons alors les groupes : 

HqC~C,~omACF,G ) ~'> HqcHom~CC.(~)~OmACF,G))'~; Hq(HomACC.(~ ) @I F,G) 

Le complexe 

C . ( ~ )  @I F 

est acycllque en degr~ ~ 0 , car C.(~) est une r~solution plate d'un module plat. 

Par suite Hom(C.(0~) @Z F,G) est acyclique en degr~ # 0 . 

Proposition 4.1| : Soient (E,A) un topos annel~, F un faisceau flasque (resp. 

in~ectlf) de A-modules. 

I) Pour tout objet X de E l e AIX-Module j~ F est flasque (resp. injectif) 

2) Pour tout ferm~ Z de E , le faisceau des sections de F ~ supports dens 

Z (IV 14) est flasque (resp. injectif). 

.X 
L'assertion I) r~sulte de 4.5 lorsque F est flasque. Le foncteur 3 X admet un 

adjolnt ~ gauche exact iX! (IV 11). Par suite, lorsque F est injectif, j~ F est 

injectlf (0.2). D~montrons 2). Notons i : Z > E le morphisme d'inclusion. Le 

! 

faisceau des sections de F g support dens Z est alors le falsceau i i'F (IV 14). 
X 

I . .X 

Le foneteur i i" est adjolnt ~ droite au foncteur i i qul est exact (IV 14). Par 
X 

suite il transforme faisceau injectif en faisceau injectif. Soient U l'ouvert com- 

pl~mentaire de Z , j : U ~ E le morphlsme d'inclusion et F un faisceau flas- 

que. On a une suite exacte (IV 14) : 

(4.11.I) O 

Pour tout objet X 

F(X) ~ jxjxF(X) 

ix IIF > F ~ Jz J F 

de E , on a jxjXF(X) ffi F(XxU) et le morphisme 

induit par la derni~re fl~che de (4.11.I) provient de 

l'injectlon canonique XxU ~ • X . Comme F est flasque, ce morphisme est surjectlf 

(4.7) et par suite, la derni~re fl~che de 4.11.1 est un ~pimorphisme de pr~faisceaux. 

Pour tout objet X de E , la suite exacte de cohomologie d~duite de 4. | I. 1 fournit 

q v t 
H (X,ixi'F) = 0 pour q > 0 et par suite ixi'F est flasque. 
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4.12 La propri~t~ pour un faisceau d'etre flasque (resp. injectif) se localise (4.11 

l)). Mais ce n'est pas, en g~n~ral, une propri~t~ de caract~re local (exer. 4.15). 

Cependant, c'est une propri~t~ de caract~re local dans le cas des topos engendr~s par 

leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos associ~s aux espaces topolog~ 

ques (exer. 4.16). 

Exercice 4.13 : Soient X un espace localement compact et F un faisceau c-mou 

[7]. En utilisant le caract~re local de la mollesse (loc. cit.), montrer que la res- 

triction de F ~ tout ouvert paracompact de X est un faisceau mou~ Montrer que les 

ouverts paracompacts forment une base de la topologie de X . En d~duire que, en no- 

tant S la famille des ouverts paracompacts de X , le faisceau F est S-acyclique. 

Montrer que le faiseeau des fonctions continues sur X est S-acyclique mais n'est 

pas flasque lorsque X n'est pas discret. 

Probl~me 4.14 : Etudier les topos totalement acycliques, i.e. les topos tels que 

Hq(X,F) = 0 pour tout q > 0 , tout objet X , tout faisceau ab~lien F . 

Exercice 4.15 : Soient G un groupe discret, 

Montrer que pour tout faisceau ab~lien F et tout monomorphisme 

morphisme F(Y) > F(X) est surjectif. Soit E(G) le groupe 

espace homog~ne sous lui-m~me. C'est un objet de B G . Le topos 

valent au topos ponctuel (IV 8). Le morphisme E(G) > e (e 

est un ~pimorphisme. Pour tout faisceau ab~lien F de B G , le faisceau 

flasque. En d~duire que la propri~t~ d'etre flasque ou injectif n'est pas de caract~re 

local. 

B G son topos classifiant (IV 2.4). 

X ' > Y , l'homo- 

G consid~r~ comme 

BG /E(G) est ~qui- 

objet final de B G) 

FIE(G) est 

Exercice 4.16 : On dlt qu'un topos E est engendr~ par ses ouverts si les ouverts 

de E (i.e. les sous-objets de l'objet final e de E ) forment une famille g~n~ra- 

trice (I 7). Un tel topos poss~de la propri~t~ suivante : 

(P) Toute famille ~pimorphique X. > X , i ~ I , est major~e par une famille ~pi- 
i 

morphique U. > X , j ~ J , o3 les U. ~ X sont des monomorphlsmes. 
J J 
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a) Existe-t-il des topos qui poss~dent la propri~t~ (P) et qui ne sont pas engen- 

dr~s par leurs ouverts ? Les topos associ~s aux espaces topologiques sont engendr~s 

par leurs ouverts. Si E est engendr~ par ses ouverts (resp. jouit de (P)), pour tout 

objet X de E , E/X est engendr~ par ses ouverts (resp. jouit de (P)). Tout sous- 

topos d'un topos engendr~ par ses ouverts est engendr~ par ses ouverts. La propri~t~ 

(P) n'est pas une propri~t~ de caract~re local. 

b) Soient E un topos, Our(E) la cat~gorie des ouverts de E munie de la topo- 

logie induite. Le foncteur d'inclusion Ouv(E) ..... > E est un morphisme de sites, 

d'oO un morphisme de topos ~ : E ~ Ouv(E) "~ . Le foncteur Hx est pleinement 

fiddle. Le morphisme H poss~de vis ~ vis de la 2-cat~gorie des topos engendr~s par 

leurs ouverts une propri~t~ universelle que le lecteur expllcitera. 

c) Soient E un topos engendr~ par ses ouverts et Polnt(E) l'ensemble des 

points ~ isomorphismes pros de E . Montrer que Point(E) est petit. Mettre une topo- 

logic sur Point(E) et d~flnir un morphisme Top(Point(E)) > Our(E) ~ faisant 

de Top(Point(E)) un sous-topos de Ouv(E) ~ Pour tout espace topologique X , 

montrer que tout morphisme de Top(X) dans E fournlt un morphisme de Top(X) dans 

Top(Point(E)) . Montrer qu'un topos engendr~ par ses ouverts est ~quivalent ~ un topos 

Top(X) (X espace topologique) si et seulement s'il poss~de suffisamment de points. 

Montrer qu'il existe des topos engendr~s par leurs ouverts qui ne sont pas ~quivalents 

des topos Top(X) o~ X est un espace topologique. 

d) Soit E un topos poss~dant la propri~t~ (P) . Pour qu'un faisceau ab~lien 

F sur E soit flasque, il faut et il suffit que pour tout monomorphisme X " ~ Y , 

l'homomorphlsme 

e) Soit E 

un faisceau F 

f) Solent 

qu'un faisceau ab~lien F soit flasque il faut et il suffit que pour tout ouvert 

de e , le morphisme canonique F(e) ~ F(U) soit surjectif. 

F(Y) • F(X) soit surjectif. 

un topos poss~dant la propri~t~ (P) . Montrer que la propri~t~ pour 

d'etre flasque est une propri~t~ de nature locale. 

E un topos engendr~ par ses ouverts, e l'objet final de E . Pour 

U 
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Exercice 4.17 (Faisceaux flasques et changement d'univers) 

Soient C un U_-site (par exemple un U-topos) et [ un univers contenant ~ . 

) ~ les categories de faisceaux correspondantes et l'injection Notons e : C U C V 

canonique. Soit F un U-faisceau ab~lien flasque sur C . On se propose de montrer 

que eF est flasque. On remarque tout d'abord que pour tout objet X de C U on a 

admet une famille ~plmorphique Hq(EX, eF) = 0 pour q > 0 . Tout objet Y de C v 

EX i > Y , i ~ I o~ les eX. ~ Y sont des monomorphismes, on en conclut que 
i 

Hq(Y, eF) F(X) • Pour montrer que ces ~lim q sont nuls pour q # 0 , on peut se 
e~Y 

ramener au topos Ouv(Cv/Y) et utiliser le fait que pour ce topos, un faisceau est 

flasque s'il l'est localement. 

5. Les Rqu e t la suite spectrale de Cartan-Leray relative ~ un morphisme de topos 

5.0. Soient u : (E,A) > (E',A') un morphisme de topos annel~s, u = E ~ E' 
X 

le foncteur image d i r e c t e .  La n o t a t i o n  u d g s i g n e r a  e n c o r e  l ' e x t e n s i o n  aux  Modules  
x 

du foncteur image dlrecte. Le foncteur u pour les Modules(~ gauche pour fixer les 
x 

i d f i e s )  e s t  e x a c t  ~ g a u c h e .  Ses f o n c t e u r s  d ~ r i v ~ s  d r o i t s  s o n t  n o t e s  Rqu , q ~ 0 . 

Proposition 5.1 : 

I) Pour tout A-Module M , le faisceau Rqu M est le faisceau associ~ au pr~- 
X 

faisceau X ~ : ~ Hq(uXX',M) (X' ~ ob E') 

2) La formation des foncteurs Rqu commute aux restrictions des scalaires. 
X 

3) La formation des Rqu commute aux loealisations. De mani~re pr~dise, pour 
X 

tout objet X' de E' , si on d~sisne par U/x : E/uXX, ~ E' le morphisme -- /X' 

d~duit de u par localisation (IV 8), on a, pour tout A-Module M , un isomorphisme 

canonique 

(5.1.1) Rq(u/x,) x (M[ u~x')-~ Rqux(M) I X' q > 0 . 

D~signons par u ̂ : E ̂ 
X 

(u^M = M o u x ). Cormme u x 
X 

et 

E '^ le foncteur image directe pour les U-pr~faisceaux 

u sont adjoints, on a un isomorphisme 
X 

u . ~  au ^ o 

x - -  x 
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oO a est le foncteur faisceau associ~ pour E' . Comme les foncteurs a et u ̂ 

s o n t  e x a c t s ,  on a 

Rqu ,~ au~q 
X -- X 

ce qui est une autre mani~re d'6noncer l). L'assertion 2) r6sulte alors de I) et de 

3.5. Par d6flnltlon du mo~phisme U/x , on a un isomorphlsme canonique 5.l.l pour 

q = 0 . Le cas g~n6ral s'en d~duit en remarquant que les foncteurs de locallsatlon 

(IV 8) sont exacts et transforment les objets injectifs en objets injectifs (4.11). 

Proposition 5.2 : Solent u : E > E' un morphisme de top0s e t S' une famille 

~n6ratrice de E' . Les faisceaux M acycliques pour les foncteurs H°(uXx',.) , 

X' ~ S' , sont a c~cliques pour le foncteur u x . En particuller, les faisceaux flas- 

ques sont aczcllques pour u 
x 

R6sulte de 5.1, I). 

Proposition 5.3 : Soient u : E ~ E' 

lien de E . On a une suite spectrale : 

(5.3.1) E~ 'q = HP(E',RquxM) 

Plus g6n~ralement, pour tout objet x' 

(5.3.2) E~ 'q = HP(X',RquxM ) 

un morphisme de topos et M un Groupe ab6- 

HP+q(E,M) 

de E' , on a une suite spectrale : 

HP+q(uXX',M) 

Par d~finltlon des foncteurs images directe et r6ciproque, on a un isomorphisme 

H°(X',uxM) "~ H°(uXX',M) . Le foncteur u transforme les objets injectifs en faisceaux 
X 

flasques (4.6 et 4.9). Les suites spectrales propos6es sont donc des suites spectrales 

de foneteurs compos~s (0.3). 

Proposition 5.4 : Solent u : E > E' e_tt v : E' > E" deux morphismes de 

topos. On a une suite spectrale 

RPvxRqux ~ RP+q(v o u) x 

on a v u ~ __(vu) x et le foncteur u transforme les objets injectifs 
xx x 
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en flasceaux flasques (4.9) donc acycllques pour 

spectrale des foncteurs compos~s (0.3). 

v (5.2). On a doric une suite 
x 

6. ~xt locaux et cohomologle ~ supports 

6.0. Soient (E,A) un topos annel~, M un A-Module, ~ gauche pour fixer les idles. 

Le foncteur N I )~mA(M,N) , sur la cat~gorie des A-Modules ~ gauches et ~ valeurs 

dans la cat~gorle des Groupes ab~llens est exact ~ gauche (IV 12). Ses foncteurs d~ri- 

v~s drolts sont notes : 

(6.0.1) 

En partlculler, on a 

(6.0.2) 

~xt~(M,N) 

~t~(M,N) -~A(M,N) 

Par d~finitlon, on a des isomorphlsmes canoniques (2.1 et IV 12). 

(6.0.3) H°(E,Ext~(M,N)) 

Plus g@n@ralement, pour tout objet X 

(6.0.4) H°(X, ~xt~(M,N) 

Proposition 6.1 : 

o 
= EXtA(E;M,N ) = HomA(M,N) 

de E , on a (2.2) 

= Ext~(X;M,N) = HomAIx(MIX,NIX ) 

I) La formation des foncteurs ~xt~ commute aux localisations. De mani~re preci- 

se, pour tout objet X d_ee E , on a des isomorphismes fonctorlels : 

(6.1.1) ~Xt~(M,N) IX = F.Xt~Ix(MIX,NIX ) 

2) Le falsceau ~xt~(M,N) est isomorphe au falseeau associ~ au pr~faisceau 

X ~ ~ Ext~(X;M#N) 

3) Ii exlste une suite spectrale 

(6.1.2) Ext~ +q(E;M'N) ( -2~P'q = HP(E'~xt~ (F'G)) 
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Plus g~n~ralement, pour tout ob]et X d~e E 

ell X et en les arguments M e__tt N 

(6.1.3) Ext~+q(X;M,N)/ ~P'q 
-2 

, on a une suite spectrale fonctorlelle 

= HP(X,Ext~(M,N)) 

Par d~flnition, on a un isomorphisme (6.1.1) lorsque q = O (IV 12). Le cas g~- 

n~ral s'en dfiduit compte tenu du fait que les foncteurs de localisation sont exacts 

et transforment les Modules injectifs et Modules injectifs (2.2). Le foncteur 

~omA(M,N) = ~xt~(M,N) transforme les Modules injectlfs en faisceaux flasques N1 

donc en faisceaux acycliques pour H°(X,.) (4.10). Les suites spectrales (6.1.2) et 

(6.1.3) sont des suites spectrales de foncteurs compos~s compte tenu de (6.0.3) et 

(6.0.4). Lorsque X varie dans E , la suite spectrale (6.1.3) fournit une suite 

spectrale de pr~faiseeaux, d'o~ en passant aux faisceaux associ~s, une suite spectrale 

P 
de faisceaux. Comme les faisceaux associ~s aux pr~faisceaux Xl ~ H (X,.) sont nuls 

(3.1), cette suite spectrale d~g~n~re et fournit l'isomorphisme annonc~ 

Les foncteurs (M,N) f ~ ~xt~(M,N) , q > 0 , forment un 6-fonc- 

M et la variable N . De mani~re explicite, pour route suite 

> N > N" ) 0 (resp. 0 ) M' ~ M ) M" > O) 

, ~xt~(M,N") ~ > ~xtq~l(M,N ') > ... 

lorsque p # 0 

dans 2). 

Proposition 6.2 : 

teur en la variable 

exacte 0 ~ N' 

on a des lon~ues suites exactes : 

(6.2.1) ... --~ ~xt~(M,N') ---~ ~xt~(M,N) 

(resp. 

(6.2.2) .... • ...... • 8 ) 

Ii r~sulte des propri~t~s g~n~rales des foncteurs Ext q que pour tout objet X 

de E , les fonc~eurs (M,N) I ~ Ext~(X;M,N) , q ~ 0 , forment un 6-foncteur en cha- 

cun des arguments, d'o~ l'assertion, en faisant varier X et en prenant le faisceau 

associ~ (6.1). 

6.3. Soient (E,A) un topos annel~, M un A-Module, Z un ferm~ de E (IV 9), 

U l'ouvert compl~mentaire. On note H°(E,M) le groupe des sections de M dont le 
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support est contenu dans Z (IV 14) et ~(M) le sous-faisceau de M 

sections de M "~ supports dans Z " (IV 14). Lea foncteurs H~(E,.) 

exacts ~ gauche (IV 14). Les foncteurs d~riv~s sont notes H~(E,.) et 

tlvement et appel~s lea ~roupes (reap. falsceaux) de cohomolo~ie de M 

dans Z (x). 

On a des isomorphismes canoniques (IV 14) 

(6.3.1) H~(E,M) "~ HomA(Az,M ) "~ o ~ EXtA(E ;A z, M) 

(6.3.2) H~(M) "~" ~omA(Az,M ) --'~ ~xt~(Az,M ) 

d'o~ des isomorphlames pour tout q ~ 0 

(6.3.3) H~(E,M) --~ Ext~(E;Az,M ) , 

(6.3.4) H_qz(M) --~ ~xt~(Az,M ) 

d~flni par les 

et H~(.) sont 

H~(.) respec-  

support 

On remarquera que A Z ~tant un biModule, les faisceaux Ext~(Az,M) "~ H~(M) sont 

munis canonlquement de structures de A-Module. 

Pour tout objet X de E , notons. Z/X le sous-topos ferm~ de E/X d~duit de 

Z par localisation (c'est le compl~mentaire de UxX ). Par d~finition, on a des iso- 

morphismes canonlques 

(6.3.5) H°(X,H~(M)) ~--- H~/x(E/x,MIX) 

On pose 

(6.3.6) q/x(E/x'MI x) H~(X,M) ~--- H Z 

Compte-tenu de (6.3.2), on a des isomorphismes canoniques 

(6.3.7) H~(X,M) ~--- Ext~(X;Az,M ) 

(x) Comparer avec SC~ 2 I pour le cas des espaces topologiques ordinalres, ainsi 
que l'expos~ de HARTSHORNE clt~ P.80 plus bas. 
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Proposition 6.4. : 

l) La formation des foncteurs H~ commute ~ la localieation. De mani~re precise, 

pour tout ob~et X de E , et tout A-Module M , on a des isomorphismes eanoniques 

(6.4.1) 

2) Le falsceau 

H~(M)f X = ~q (MfX) 
~Z/x 

H_~(M) est le f alsceau associ~ au pr~faisceau X l , H~(X,M) 

3) II existe une suite spectral e : 

(6.4.2) HP~q(E,M) 6==HP(E,H__~(M)) 

Plus$~n~ralement, pour tout objet X d__£e E , il existe une suite spectrale 

(6 .4 .3)  HP~q(X,M) ~HP(x,Hqz(M)) 

On ne fair que traduire la proposition 6.1 ~ l'aide du dlctionnaire 6.3. 

Proposition 6.5 : Avec les notations de 6.3, notons j : U > E le morphisme 

canonlque. Pour tout A-Module M , il existe une suite exacte de faisceaux : 

(6.5.1) O • ~(M) ~ M 7 jx(M]U) > H~(M) > 0 , 

et des isomorphismes pour q ) 2 : 

(6.5.2) H_q(M) --~ Extq-~(Au,M ) -~ Rq-ljx(M[U ) 

On a de plus, une lonsue suite exacte 

(6.5.3) ... .... ) H~(E,M) ) Hq(E,M) ~ Hq(U,M ) ) H~+I(E,M) ~ ... (x) 

et plus g~n~ralement, pour tout objet X d_~e E , on a une 10ngue suite exacte 

(6.5.4) ... , H~(X,M) ) Hq(X,M) ~ Hq(x×U,M) ~ H~+I(x,M) > ... 

Par d~flnltlon de A Z , on a une suite exacte (IV 14) 

(6.5.5) O ~ A U ~ A ~ A Z ) O 

(x) eette suite exacte precise le r$1e des invariants cohomologiques globaux H~(E,N) 
comme des "groupes de cohomologie de E modulo l'ouvert U , ~ coefficient 
dans M " 
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Les foncteurs ~xt~(A,.) sent nuls pour q > 0 . On a ~omA(Au,M)~ Jx(MIU) (IV 14) 

e t  p a r  • ( 6 . 3 . 4 ) .  

La longue suite exaete (6.2.2) fournlt dans ee eas (6.5.f) et (6.5.2). Les suites 

exaetes (6.5.3) et (6.5.4) r~sultent du dictionnaire 6.3 et de la longue suite exacte 

du ~-foncteur Ext,(X; . ,M) , q ~ 0 , associ~e g (6.5.5). 

Proposition 6.6. : 

I) Les ' falsceaux flasques sent acycliques pour les foncteurs H~ et H~(X, . ) . 

2) Le@. foncteurs H~ et H~(X, . ) co~mlutent aux restrictions des scalaires. 

Soit M un faisceau flasque. La suite exacte (6.5.4) fournit des ~gallt~s 

H~(X,M) = 0 pour tout X et tout q > 2 et une suite exacte 

o ~ ,~(X.M) ...... ~ ,°(X.M)• H°(XxU.M) ~ ,~(X.M) , O 

Mais le faisceau 

H~(X,M) = 0 et M tif (4.). Par suite 

falsceaux associ~s, on en d~duit que M 

II est clair que les foncteurs H~ et --z 

M ~tant flasque, le morphisme H°(X,M) ~ H°(X×U,M) est surjec- 

est acyclique pour H~(X;M). En passant aux 

est aeyclique pour le foncteur H~ (6.4). 

H~(X, . ) commutent aux restrictions des sea- 

laires et eomme les faisceaux flasques sent acycliques pour ces deux foncteurs, la 

propri~t~ 2) en r~sulte. 

Proposition 6.7. : Solent (E,A) un topos annel~, Z un ferm~ de E , U l'ouvert 

compl~mentalre, M e_~t N deux A-Modules. II existe des isomorphismes fonctoriels en 

M e_~t N compatibles avec les changements de ferm~s : 

H~(~OmA(M,N)) ~ ~omA(M,H~(N))-~omA(M 0 A Az,N) 

R~sulte de (IV 14) compte-tenu de (6.3.2). 

6.8 On pose 

( 6 . 8 . 1 )  

Le foncteur N | 

Ext~,z(M'N)A : ee sent les faisceaux 

l~°mA, Z (H, N) = H_~ (~OmA(M, N) 

• ~omA, z(M,N) est exact ~ gauche~ Ses foneteurs d~riv~s sent not~s 

~xt ~ supports dans Z . On a done 
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( 6 . 8 . 2 )  Ext~,z(M,N) = ~omA,z(M,N ) 

Posons M Z = M~AA z . II r~sulte de IV |4 que M Z est l'image dlrecte sur E de 

l'image r~ciproque sur Z de M . On a doric, compte tenu de 6.7 des isomorphismes 

( 6 . 8 . 3 )  ~xt~,z(M,N) ~--- ~Xt~(Mz,N) 

Passons malntenant aux invariants globaux. On pose 

(6.8.4) HomA, z(M,N) ffi Ext~,z(E;M,N) ffi H~(E,~OmA(M,N)) 

Le groupe HomA, z(M,N) est le sous-groupe du groupe des morphismes de 

dont le support mt dans Z (IV 14) i.e. qul sont nuls sur 

X de E , on pose pour tout objet 

(6.8.5) 

M dans N 

U . Plus g~n~ralement, 

Ext~,z(X;M,N) = H~(X,~OmA(M,N ) 

Les foncteurs N [ ) Ext~,z(X;M,N) sont exacts ~ gauche. Les foncteurs d~riv~s sont 

notes Ext~,z(X,M,N) . Ce sont les groupes Ext ~ supports dans Z . Les d~finitions 

6.3.6, 6.8.1 et 6.8.5 et les isomorphismes 6.7 fournissent des isomorphlsmes 

o 
(6.8.6) EXtA, z(X;M,N) = 

H°(X,~OmA,Z(M,N) 

o o 
EXLA(X;M,~_Z(N)) 

o 
EX[A(X~Mz,N) 

Le dernier isomorphisme de (6.8.6) fournit des isomorphismes 

(6.8.7) Ext~,z(X;M,N) ~--- Ext~(X;Mz,N) 

Proposition 6 . 9 .  : 

N compatible s avec l) !! exlste deux suites spectrales fonctorielles en M eft 

p+q 
~XtA, z(M,N) 

les chansements de ferm~s 

( 6 . 9 . 1 )  
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2) II existe trois suites spectrales fonctorielles en X , Met N compatibles 

avec les ehansements de ferm~s 

(6.9.2) ~XgA, Z -  -P+q (M,N) ~====.........= ~ '~p~2 q HP(x'~xtq!z(M'N)) " 

L ,.EP.n E,:~(X~M,HqZ(~) ) 2 

3) Les faisceaux 

ci@s aux pr~faiseeaux 

Ext~,z(M,N) sont canoniquement isomorphes aux faisceaux ass 0- 

X| > Ext~,z(X;M,N) 

Lorsque N est injectif, le faisceau ~omA(M,N) eat flasque 4.]0 done acyclique 

pour H~ (6.6) . La premiere suite spectrale de 6.9.1 est une suite spectrale de fonc- 

teurs compos~s (6.8.1). De m~me, lorsque N est injectif, H~(N) est injectif (4.11) 

et la deuxi~me suite spectrale de 6.9.] est une suite spectrale de foncteurs compos@s 

d@duite de 6.7. Les suites spectrales de 6.9.2 sont des suites spectrales de foncteurs 

eompos~s d~duites de la d@finition 6.8.5 et les deux premiers isomorphismes de 6.8.6. 

Enfin, en faisant varier X dans la deuxi~me suite spectrale de 6.9.2 et en prenant 

les faisceaux associ~s, on obtient une suite spectrale de faiseeaux qui d@g~n~re grace 

3.1 et qul fournit les isomorphismes de 3). 

Proposition 6.10 : Les foncteurs (M,N) I > ~xt~,z(M,N) , q ) 0 , e t 

(M,N) I ~ Ext~ z(X;M,N) , q > 0 , sont des 6-foncteurs en ehacune des variables M 

e t N . En notant M U le faisceau M @AA~ (cf. IV II), on a une lonsue suite exacte 

"" , A,Z "" 

et une suite exacte analogue par les groupe R Ext. 

q q 
Les foneteurs ~xt~( . , . ) et Ext,(X; . , . ) forment des 6-foncteurs par 

rapport ~ chacune des variables (6.2) et le foncteur M: M Z est exact car A Z 

est plat (1.3.3). La premiere assertion r~sulte done des isomorphismes 6.8.3 et 6.8.7. 

La suite exacte 6.10.1 et la suite exacte analogue pour les groupes Ext est la longue 

suite exacte du ~-foncteur 

~xt~( • , N) , q ) 0 (resp. Ext,(X; . ,N) , q ) 0 ) 
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relative ~ la suite exaete 0 > M U ~ M ~ M Z ~ O , eompte tenu de 

6.8.3 et 6.8.7. 

6.1 !, Indiquons bri~vement comment on peut ~tendre ees r~sultats au cas des families 

de supports.' Soit E un topos. Pour tout objet X de E d~signons par Fer(X) l'en- 

semble des ferm~s du topos E/X . Cet ensemble est en correspondance biunivoque, par 

passage au compl~mentaire, avee l'ensemble des ouverts du topos E/X , i.e. avee l'en- 

semble des sous-objets de X (IV 8). Le pr~faisceau Fer : X | ~ Fer(X) est en 

fait un U-faisceau ainsi qu'on le v~rifie imm~diatement, il est done representable. En 

d'autres termes, il existe un objet de E nots encore Fer et un ferm~ ZFe r de 

E/Fer tel que pour tout X , tout ~l~ment de Fer(X) se d~duise de ZFe r par un 

changement de base par un morphisme u Z : X ~ Fer uniquement d~termin~ par Z . 

D~finition 6,;2. : On appelle famille de supports de 

l'ensemble des ferm~s de E qui poss~de les propri~t~s_suivantes : 

E un sous-ensemble ~ de 

(Sl) La r~union d'une famille finiefl'~l~ments de ~ appartient ~ ~ . 

(S2) Tout ferm~ de E contenu dans un ~l~ment de ~ est un ~l~ment de 

6.12.1 Soient E un topos , ~ une famille de supports de E , X un objet de 

E . On d~signe par ~(X) la plus petite famille de supports de E/X qui contient 

les ferm~s de E/X d~duits de ferm~s de ~ par le changement de base X ........ > e 

( e objet final de E ). Le foncteur X~ ~ ~(X) est un sous-pr~faiseeau du fais- 

ceau Fer . II est done s~par~. 

6.12.2 On dit qu'une famille ~ de supports de E est de earact~re local si elle 

poss~de la propri~t~ suivante : 

(CL) Pour route famille ~pimorphique (X i ....... > e) , i E I (o3 e est l'objet final 

de E) la suite d'ensembles 

• ~ ~(X i) > H ~(x.× X.) 
i i,j l 

est exacte. 

Soit a~ le faisceau associ~ au pr~faiseeau X | > ~(X) (6.12.1). La condi- 

tion (CL) est ~quivalente ~ la condition que le morphisme canonique ~ > a_~(e) 
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soit une bljection. (cf. la construction du faisceau associ~ dans II dans le cas d'un 

pr~faisceau s~par~). Pour v~rifier (CL) on peut donc se limiter ~ une famille finale 

de families ~pimorphlques (X i ~ e ) , i ~ I . 

Exemple 6. !2.3 : 

I) Soit Z un ferm~ de E . L'ensemble des ferm~s de E contenus dans Z est 

une famille de supports de E . Elle est de caract~re local. 

2) Soit T un espace topologique et ~ une famille de supports paracompactlflants 

de T [7]. La famille ~ n'est pas, en g~n~ral, de caract~re local. 

3) Soient T un espace topologique et p un entier. La famille de # des fer- 
P 

m~s de T de codimension de Krull ~> p, est une famille de supports de T . Elle est 

de caract~re local. 

4) Soit E un topos poss~dant la propri~t~ suivante : route famille ~pimorphi- 

que (X i ~ e ) , i E I , est major~e par une famille ~pimorphique finie. Alors 

route famille de supports de E est de caract~re local. En effet, en utilisant 

l'exemple I), il suffit de montrer qu'une limite inductive filtrante ~ 

de families de caract~re local est une famille de caract~re local, ce qui r~sulte 

i~m~diatement du passage ~ la limite inductive sur la suite d'ensembles 

~ ~ ~ ~(x i) ~- ~ ~ (X i × xj) , 
i i,j 

o~ (x i ) e), i ~ I , est une famille ~pimorphique finie. En effet d'apr~s 6.12.2 

et l'hypoth~se sur E , on peut se limiter ~ des familles ~pimorphiques finies pour 

v~rifier les conditions (CL) et comme les limites inductives filtrantes commutent aux 

limites projectives finies (I 2), l'exactitude de ces suites d'ensembles est conserv~e 

par passage ~ la limite inductive. 

5) Soit 

de support de 

E un topos coherent (VI 2.3). Alors d'apr~s ce qui precede route famille 

E est de caract~re local. 

6.]3 Solent (E,A) un topos annel~, # une famille de supports de E , N un 

A-Module (~ gauche pour fixer les idles), X un objet de E . On pose 
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(6 .13 .1 )  H~(N) = l lm H~(N) Z-W -- 

(6.13.2) H~(E,N) ffi l i~  H~(E,N) 
Z G 0  

Solt M un A-Module ~ gauche, on pose : 

(6.'3.3) ~xt~,0(M,N) =~omA, 0(M,N) = lim ~xt~,z(M,N) , 
Z~'~ 

(6.13.4) Ext~,0(X;M,N) ffi HOmAIX, 0(x)(MIX,NIX) ffi lim Ext~,z(X;M,N ) 
z~ 

On a des isomorphismes canonlques : 

(6.13.5) ~XtA, 0(M,N) ---~ .~ ([XtA(M,N)) , 

(6.13.6) Ext~,o(X;M,N) -~ H°((X,~xt~(M,N)) 

Lorsque @ est la famille des ferm~s contenus dans un ferm~ 

phlsmes : 

(6.13.7) 

Z , on a des isomor- 

H O N o 

H o ~ o 
0 -- H Z 

0 0 

~XtA,~(. , • ) "~, EXtA,Z( • , • ) 

O O 
EXtA,~(X; • , • ) ,~ EXtA,z(X; • , • ) 

qui d~finlssent les foncteurs precedents sont filtrantes. Par Les llmites inductives 

suite ces foncteurs sont exacts ~ gauche. Leurs foncteurs d~ri~s droits sont notes : 

(6.13.8) , ,  xtl0(, > Ex<0 x , > 

pour Z parcourant 0 . 

Des isomorphis~s 6.13.5 et 6.13.6, on tire deux suites spectrales par passage 

la llmite inductive sur la premiere suite spectrale de 6.9.1 et la premiere suite 

spectrale de 6.9.2 : 
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(6.13.9) ~,.X~A, @ , 

(6.13.10) ~XCa, ¢ -  ~P+q (X;M,N) <, -2RP'q = H~(X,~xt~(M,N) 

6.14 Avec les notations de 6.13, on a, sans hypoth~se sur ~ , un morphisme fonc- 

toriel 

(6.14,1) 0 : H~(N) ) H°(E, _~(N)) 

Ce morphisme est toujours injeetif mais n'est pas en g~n~ral un isomorphisme. Cepen- 

dant, si ~ est de caract~re local, le morphisme 8 est un isomorphisme ainsi qu'on 

le v~rifie i~diatement. De m~me si ~ ese de caract~re local, 

o 
0' : EXtA,~(E;M,N) ~ H°(E,Ext ,~(M,N)) 

: Soient (E,A) un topos annel~, tel que E 

on a un isomorphisme 

(6.14.2) 

Proposition 6.15 

une famille de supports de E , M e_~_t N 

soit coherent (Vl 

deux A-Modules. II existe deux suites 

~ectrales : 

(6.15.I) 

(6.15.2) 

Ces suites spectrales se d~duisent d~ la suite spectrale 6.4.2 et de la deuxi~me 

suite spectrale 6.9.2 par passage ~ la limite inductive sur les ferm~s Z de ~ , 

compte tenu de ce que la cohomologie d'un topos coherent commute aux limites inducti- 

ves de faisceaux (IV 5). 

6.16 Signalons, sans d~monstration, qu'on peut ~tendre au cas des famille de supports 

la deuxi~me suite spectrale de 6.9.1 et la troisi~me suite spectrale de 6.9.2 (avec 

X = objet final de E ) en supposant que le topos E est coherent et que le Module 

M est parfait [13]. 

Enfin on peut aussi g~n~raliser la notion de famille~de supports en introduisant 

les pr~faisceaux de families de supports, les faisceaux de families de supports et les 
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(*) 
groupes et faisceaux de cohomologie correspondants 

7. Appendice : Cohomolo~ie de Cech, 

En d~veloppant une idle due ~ P. Cartier, on montre dans ce paragraphe comment 

on peut dans un topos quelconque, calculer la cohomologie d'un faisceau ~ l'aide de 

recouvrements. Pour la th~orie classique des espaces paracompacts, on renvoit ~ [TJ ; 

pour une autre m~thode qui s'applique ~ certains topos, et en particulier au topos 

~tale, voir [14]. 

7.1 Squelette et cosquelette 

7.1.0 Soit ~ la categoric des simplexes types (les objets de & sont les ensem- 

bles ordonn~s A = [0, ...,n] les morphismes sont les applications croissantes). 
n 

Soient E un U_-topos et 6(E) de categoric des pr~faisceaux sur ~ ~ valeur dans 

E , autrement dit la categoric des ob~ets $emi-sim~liciaux de E . D~signons par 

A[n3 la sous-cat~gorie pleine de ~ d~finie par les objets Ap , p ~ n , par 

i : ~[n~ ~ A le foneteur d'inclusion et par ~ E En ] la cat~gorie des pr~- 
n 

faisceaux sur ~[n] ~ valeur Hans E , autrement dit, la cat~gorie des 0Diets semi- 

simpliciaux tronqu~s ~ l'ordre n de E . D'apr~s 1 5.|, on a une suite de trois fonc- 

teurs adjoints (I 5.3) 
i 
nl 

i 

n~ 

nO le foncteur i x est le foncteur restriction ~ la categoric £~n] , et nO les fonc- 
n 

teurs in~ et in!" sont respectivement ses adjoints ~ droite et ~ gauche. On notera 

que ~ E et 6 KEn] sont des _U-t°p°s (IV 1.2) et que (i T,inx) est un morphisme 

de topos (IV 3.1) qui est un plongement de £ E In] dans ~ E (I 5.6 et IV 9.1.1). 

(~) of. [I~ chap. IV, § I (Lecture Notes 20, Springer) pour le d~veloppement de ces 
notlons sous forme de fugue avec variations. 
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D~finition 7.|.] : On note sk n (resp. cosk n) et on appelle foncteur squelette 

d'ordre n (resp. foncteur cosquelette d'ordre n) le foncteur in!in ~ ) (resp. inxiXn ) 

de ~E dans ~E . 

Les foneteurs squelette et cosquelette sont d'un usage constant en th~orie 

des ensembles semi-simpliciaux [3J. 

Proposition 7.1.2 : 

l) Le morphisme d'ad~onction sk n > id 

phismes canoniques sk sk > sk (resp. eosk 
n m n n 

phismes lorsRue n ~ m (resp. n ~ m ). 

est un monomorphisme. Les mor- 

cosknCOSk m) sont des isomor- 

2) Soit u : E > E' un morphisme de topos. Le foncteur u x , prolong~ 

aux objets semi-simpllciaux et semi-simpllciaux tronqu~s, commute aux foncteurs 

in! , i n , sk n , cosk n 

La premiere assertion r~sulte imm~diatement des d~finitions. Pour d~montrer 

2), il suffit de constater que, d'apr~s 1 5.1 les foncteurs in! .. eosk 

culent ~ l'aide de limites induetives et de limites pro~ectives finies. 

se cal- 

7.2 Un lemme d'acyclicit~ 

7.2.0 Soit M un groupe ab~lien de E • L'homolo~ie d'un objet semi-simplicial 

K de E , ~ coefficients dans M , se d~finit de la mani~re usuelle : On consid~re 

d'abord A(K) , le groupe semi-simplicial ab~lien libre engendr~ par K , puis on 

forme le produit tensoriel M @ z A(K) ; on obtient ainsi un groupe semi-simplicial 

ab~lien de E . On consid~re alors le complexe de groupe ab~lien associ~ (en formant 

la somme altern~e des op~rateurs bord) et on en prend l'homologle. Les objets d'homo- 

logie sont notes Hi(K,M) . Ce sont des groupes ab~liens de E.. Lorsque M est le 

groupe Z E (groupe ab~lien libre engendr~ par l'objet final de E ), on note plus 

simplement Hi(K) . Les groupes Hi(K) sont appel~s les groupes d'homo!ogie de K . 

On dlt qu'un objet semi-simplicial K est acyclique si pour tout groupe ab~lien M 

de E , les groupes Hi(K,M) sont nuls (i > O) ou, ce qui est ~qulvalent, si les 

groupes Hi(K,M) sont nuls (i > 0). 

La formation de l'homologle commute aux images r~ciproques par les morphismes 
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de topos. 

Le but de ce num~ro est de prouver le lem~e suivant : 

Soient E un topos, K. e~_t L. deux objets semi-simpliciaux de E , Lemme 7.2.] : 

v. : K. ~ L. un morphisme d'objets semi-simpliciaux, n un entier ~ 0. On suppose 

que le morphisme v poss~de les propri~t~s : 

.... : K ~ L est un l) Pour tout entler p < n (p > O) le morphlsme Vp P P 

isomorphisme. 
v 

2) Le morphisme K n n ~ Ln est un ~pimorphisme. 

3) Les morphismes canoniques K. > eoskn(K.) , L. ~ coskn(L. ) sont 

des isomorphlsmes. 

Alors, pour tout entier p , le morphisme v est un ~pimorphisme et le morphisme v. 
P 

induit un isomorphisme sur les objets d'homologie. 

Remarque : La d~monstration montre en fair, qu'en adoptant une d~finition convenable 

de l'homotople dans les topos, le morphisme v. est une ~quivalenee d'homotopie. 

Preuve : On peut supposer que E est le topos des faisceaux sur un petit site C 

(IV I) et que par suite E est un sous-topos d'un topos E' ayant suffisamment de 

foncteurs fibres (par exemple le topos C ~ ). Notons a x : E' . ~ E le foncteur 

image inverse par le morphisme de plongement E ¢ ~ E' . Soit 

v.[n] : K.[n] > L.[n~ 

le morphisme d'objets semi-simpliciaux tronqu~s obtenu en tronquant v. 

Notons L. [nJ' l'image [dans E' ) de K. ~] par v. In], v. ~]' : K. In] 

le morphisme induit par v.[n] . Posons L! = inle.[n]' , K! = inlK.[n ] , 

v! = inxV.[n ]' (le foncteur inx est ici relatif ~ E' ). D'apr~s l), le morphisme 

v! : K! • L! poss~de les propri~t~s l), 2), 3) du lenmae. De plus, d'apr~s 2), 3) 

et 7.1.2, le morphisme aXv! n'est autre que v. . II suffit done de d~montrer le 

lemme pour v! et par suite on peut supposer que E poss~de suffisarm~ent de fonc- 

teurs fibres ; done, en utilisant ees foncteurs fibres, on peut se ramener au cas o~ 

E est la cat~gorie des ensembles. 

On constate tout d'abord que les hypotheses du lemme sur le morDhisme v. 

l'ordre n . 

L. [nJ ' 
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sont stables par tout changement de bases M. ~ L. o~ M. est un cosquelette 

d'ordre n . Par suite la fibre P. de v. en un point base quelconque de L. est 

du type i P. [n~ o~ P.[n] est un complexe non vide tronqu~ ~ l'ordre n de la 
nx 

forme 

(7.2.2) P re )e ..... >e ~... >e 
n 

Notons, pour tout entler i , 6 A. l'ensemble semi-simpliclal bord du simplexe A. 

Tout morphlsme de 6A. dans P. se prolonge en un morphisme de 4. dans P. . En 
~i --i 

effet, la propri~t~ est ~vidente sl i ) n car P. est un cosquelette d'ordre n et 

elle est claire pour i ( n d'apr~s la description 7.2.2. Comme P. est un complexe 

de Kan, P. est homotopiquement trivial [~. Notons que le morphisme v. est une 

fibration au sens de Kan [~. Comme les fibres de cette fibration sont homotoplque- 

ment triviales, v. indult un isomorphisme sur les groupes d'homotopie de K. et 

L. en tousles points bases de K. . D'apr~s le th~or~me d'Hurewitz, ceci implique 

que v. induit un isomorphisme sur l'homologie [6]. Ceci d~montre la deuxi~me asser- 

tion du lemme. Pour d~montrer la premiere assertion, on remarque que tout morphisme 

d'un complexe tronqu~ ~ l'ordre n dans L.[n] se rel~ve en un morphisme dans 

K.[n3 . Par suite, d'apr~s 3), tout morphisme d'un complexe dans L. se rel~ve en 

un morphisme dans L. .Donc v. est surjectif. 

7.3. Hyper-recouvrements 

7.3.0 Soit C un site, appartenant ~ l'univers U , o~ les prodults fibres et les 

produits de @eux objets soient repr~sentables. D~signons par C A le topos des U-pr~- 

faisceaux sur C et par C ~ le topos des U-faisceaux sur C . Un objet K de C A 

est dit seml-repr~sentable s'il est isomorphe ~ une son, he directe de pr~faisceaux 

repr~sentables. 

Soit SR(C) la sous-cat~gorie pleine de C ̂  d~finie par les objets semi-repr~senta- 

bles. Dans la cat~gorie SR(C) les limites projectives pour des categories d'indices 

flnies non vides sont repr~sentables, et le foncteur d'incluslon SR(C) ~ , C ̂ 

commute ~ ces limites projectlves finies. D'apr~s une remarque d~j~ faite, on en d~duit 

que si K. est un objet semi-simpllcial tronqu~ ~ l'ordre n de C ̂ dont tousles 
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objets sont semi-repr~sentables, le prolongement 

Donc sl K. est un objet semi-slmpllclal de 

repr~sentables, alors pour tout n , l'objet 

7.3.1 D~flnitlons et notation 

.+ 
In(K. ) poss~de la m~me proprietY. 

C ̂ dont tout les objets sont semi- 

eosk (K.) poss~de la m~me proprietY. 
n 

7.3.1.I Soit p > 0 un entier. Un objet semi-simplicial K. de C A est appel~ un 

p de C , ou lorsqu'aucune confusion n'en r~sulte, un 

p , s'il poss~de les propri~t~s suivantes : 

Pour tout entier n ~ 0 , K n est semi-representable. 

Le morphisme canonlque K. > cosk (K.) est un isomorphisme. 
P 

Pour tout entler n ~ 0 le morphisme canonique de pr~falsceaux : 

> (cOSkn(K.))n+ l est un isomorphisme couvrant de pr~faisceaux (II 6.2), 

hyper-recouvrement de type 

hyper-recouvrement de type 

HRI) 

HR2) 

RR3) 

K+1 

Le morphisme canonique de pr~falsceaux K > e , o0 e est l'objet final de C A , 
o 

est un morphisme couvrant de pr~falsceaux. 

7.3.1.2 Un hyper-reeouvrement de type p est un hyper-recouvrement de type q pour 

tout q > p . Un objet semi-simpllclal K. sera appel~ un h[per-recouvrement (de C ) 

s'il poss~de les propri~t~s }IR l) et HR3). 

7.3.1.3 On d~signera par HR (resp. HR) et on appellera cat~gorie des hyper- 
P 

recouvrements de type p (resp. cat~gorie des hyper-recouvrements) la cat~gorie 

sulvante : 

a) Les objets de HR (resp. HR ) sont les hyper-recouvrements de type p (resp. 
P 

les hyper-recouvrements). 

b) Soient K. et L. deux objets de HR (resp. KR ). Un morphlsme de HR 
P P 

(resp. HR ) de source K. et de but L. est un morphisme v. : K. > L. d'objets 

semi-slmpliciaux de C" 

7.3.1.4 Soient C un site o7 les produits fibres soients repr~sentables et X 

objet de C ° Un hyper-recouvrement de X (resp. un hyper-reoouvrement de type 

de 

un 

P 

X ) sera un hyper-recouvrement du site C/X (resp. un hyper-recouvrement de type 

de C/X ). On d~finlt de m~me la cat~gorie des hyper-recouvrements de X (resp. 
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du hYper-recouvrement de type p de X ). On a une suite de foncteurs d'inclusion : 

• ~ HR t > . ~ > HR ... HRp p+l "" 

Ces foncteurs sont pleinement fiddles. Nous noterons HR® la limite inductive des 

categories HR 
P 

7.3.1.6 D~signons, pour tout entier n ~ 0 , par A c l'objet semi-simplicial type 
--n 

de d i m e n s i o n  n ~ v a l e u r  darts l a  c a t g g o r i e  d e s  e n s e m b l e s ,  i . e .  l e  f o n c t e u r  su r  • 

repr~sent~ par l'ensemble ordonn~ [O, n] . On d~signe par A c le pr~faisceau sur 
--n 

C (~ valeur dans la cat~gorie des ensembles semi-simpliciaux constant de valeur A 

Le pr~faisceau A c est donc un pr~falsceau d'ensemble semi-slmpliclal. Les deux injec- 

tions canoniques de A ° dans A 1 d~finissent deuxmorphismes de pr~faisceaux semi- 

slmpliciaux : 

e 0 
- -  - - ]  

e 
1 

et d~finissent, par suite, pour tout pr~faisceau semi-simpllcial 

canoniques : 

K. ~ K. × A7 
e 

1 

Deux morphlsmes K. 

morphismes homotopes 

K. , deux injections 

u o > 
L. de pr~falsceaux semi-simpliciaux sont dits 

u I 
s'il exlste un morphisme 

C • L. v : K. x A| 

tel que les diagrammes : 

K. 
e, 
i 

/ 
L. 

C 

i = 0,~ 
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soient commutatlfs. Le morphisme v est appel~ une homotopie reliant Uo --~ u| . La 

relation : u ° et Ul sont deux morphismes homotopes de K. dans L. , n'est pas, 

en g~n~ral, une relation d'~quivalence. Cependant la relation d'~quivalence engendr~e 

par cette relation est compatible avec la composition des morphismes. Cela nous permet 

done de d~finir la cat~gorie des pr~faisceaux semi-simpllciaux ~ homotopie pros, en 

passant au quotient par la relation d'~quivalence engendr~e par la relation d'homo- 

topie. 

7.3.1.7 On d~flnit ainsi les categories HR , ~ HR , categories des hyper- 

recouvrements ~ homotopie pr~s. 

Th~or~me 7.3.2 Solt 

I) La cat~gorie H_R e (resp. HR = ) est filtrante ---p 

2) Soient K. un objet de HR (resp. d__ee HR ), 
P 

(resp. 0 $ n ), e_!t 

C un site satisfalsant aux conditions 7.3.0. 

(I 2.7). 

n un entier tel que 0 6 n ~ p 

u : X ~ K 
n 

un morphlsme couvrant de pr~faisceaux. II existe un objet L. d__ee HRp (resp. de HR ) 

et un morphlsme f : L. • K. , tels que le m orphisme 

f : L ~ K 
n n n 

se factorlse par u 

3) Les faisceaux semi-simpliciaux associ~s (II 3.5) aux hyper-recouvrements sont 

acycllques (7.2.0) en de~r~s strictement positifs. L_ee 0-~me faisceau d'homologie est 

isomorphe au falsceau associ~ au faisceau constant Z 

Preuve : D~montrons 3). Soit K~ le faisceau semi-simplicial associ~ ~ K.. Le fone- 

teur "falsceau associ~" commute au foncteur cosk (7.1.2. 2)). Par suite le faisceau 
n 

semi-simplicial K. poss~de les propri~t~s suivantes : 

a) Le morphisme canonlque K 0 ~ e est un ~pimorphisme de faisceaux. 

b) Pour tout entier n > 0 , le morphisme canonlque Kn+ ! ~ (coSkn(K.))n+ ! est 

un ~pimorphisme de faisceaux. 

Posons alors, pour n ~ 0 , L. = cosk K? On a alors, pour tout n , une 
n n 

suite de morphismes de faiseeaux semi-simpliciaux : 
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v v 0 
n • > L. 0 > e. K ~. Un ~ L. n L.n_ | ... 

et pour tout j , 0 ~ j ~ n , vj poss~de les propri~t~s de 7.2.1. De plus, le morphisme 

u n induit un isomorphisme sur les composants de degr~ ~ n . On d~duit alors de 2.1 

par r~currence sur n , que K. est aeyclique. 

Pour d~montrer I) et 2) nous introdulrons une terminologie. 

D~finltlon 7.3.3 : Soit f : X. • Y. 

ciaux. On dit Rue f est sp~clal de type p 

un morphisme de pr~faisceaux semi-simpli- 

(resp. special) s_L : 

I) Les ob~ets X. e_..tt Y. sont canoniquementisomorphes ~ leurs cosquelettes 

d'ordre p e_~t cOSkp(f) = f (resp. pas de conditions sur f , X" e tt Y" ). 

2) Pour to utentier n tel que 0 ~ n ~ p (resp. 0 ~ n ), le morphlsme ~n+l 

fi~urant dans le dia~ramme ci-apr~s est couyrant : 

Xn+ I 

~]Pn÷l 
. /  

( c ° S k n X " )  n÷ 1 

fn+ I 

(c°Skn f) n+ 1 

Yn+ I 

(c°SknY") n+ 1 

(Les fl~ches verticalas sont d~finies pa X les morphismes canoniques 

__ Y. • L'objet Pn+l est le produit fibr~ et X. • cosknX, et Y. ~ cosk n 

~n+l est !'unique fl~che rendant le dia~ramme commutatif). 

3) Le morphisme f0 : X0 ~ Y0 est couvrant. 

Un pr~faisceau semi-simplicial K. est dit special de type p (resp. 

sp~clal) si le morphisme canonique : 

K. ------~e. ( e. est l'objet seml-simplicial final) 

est sp~cial de type p (resp. special), i.e. si 

et HR 3) (resp. HR 3)) de 7.3.1.1. 

K. satisfait les conditions HR 2) 
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Lemme 7.3.4 : 

I) Le compos~ de deux morphismes sp~ciaux (resp. sp~ciaux de type p )est un 

morphisme sp~clal (resp. sp~cialde type p ). 

2) Soient K. un pr~faisceau semi-slmplicial special (resp. special de type p ), 

f 
X. • Y. un morphisme special (resp. special de type p ) et u : K. ~ Y. 

un morphisme de complexes. A!ors le produit fibr~ P. = K. x y.X. est special (reap 

special de type p ). 

La preuve de ce lemme eat laiss~e au lecteur. 

7.3.5 D~monstration de l'assertion 2) de 7.3.2.: On peut tout d'abord supposer 

que X est semi-representable. Pour tout objet semi-simplicial L. , d~signons par 

HOm(x)(L.,K.) l'ensemble des morphismes d'objets semi-simpliciaux munls d'une facto- 

risation Ln ~ X u > Kn . Le foncteur Hom(x)( . , K. )est representable. 

En effet ce foncteur transforme les limites inductives en limites projectives, et la 

categoric ~(C ̂ ) est un topos. On d~signera par P un objet qui repr~sente ce font- 

.+ 
teur. Pour un objet Z de C ̂ , d~signons de m~me par 3n(Z) l'objet qui repr~sente 

le foncteur. L. : ~ Hom(Ln,Z) sur ~C ̂  , dont la construction par ~im est explicit~e 

dans III 1.1. On constate ici que cette construction ne fair intervenir que des ~im 

.+ 

finies, d'o~ on conclut aussitSt que 3n transforme pr~faisceaux semi-repr~sentables 

en pr~falsceaux semi-simpliciaux ~ composantes semi-repr~sentables, et morphismes 

couvrants Z' ~ Z en morphismes sp~ciaux (7.3.3). 

Par d~finition de P. , on a un carr~ cartfisien : 

P. ~ j+(X) 

• ,+ 

D'apr~s ce qu'on vient de signaler, lea objets seml-simpliciaux j+(X) et 3n(K n) 

sont semi-repr~sentables et le morphisme j+(u) est un morphisme special de type 

Ii suffit alors pour conclure d'appliquer 3.4. et le sorite 7.3.0. 

n • 

57 



56 V 

7.3.6.0 Soient M. et N. deux pr~faisceaux semi-slmpllciaux. Le foncteur : 

L. | > Hom(L. x M. , N. ) 

est representable. Le pr~faisceau semi-simplicial qui le repr~sente sera not~ 

~om.(M.,N.) . 

Le prfifalsceau composant de degr6 

isomorphism canonique 

~o. (M.,N.) 
n 

n de cet objet sera not~ ~om (M.,N.) . On a un 
n 

Letmm 7.3.6 : Soit 

M. ~ ~ N. 

l T 
Skn -~+AC 1 • u : _A n+C 1 (u l'injectlon canonique) 

un dia~r,mm~ co-cartfisien de pr6faisceaux semi-simpllciaux. 

Pour tout hyper-recouvrement L. , le morphisme : 

~Omo(N.,L.) >~Omo(M.,L.) 

est couvrant. 

Preuve. On a un dlagramme cartfisien : 

~om (N.,L.) >~om (M.,L.) 
o O 

gOmo(A~C+l,L.) (x) > ~Pmo(Skn A~+I,L.C ) 

II suffit done de montrer que le morphisme (x) est couvrant. Or le morphisme (x) 

est isomorphe au morphisme : 

Ln+ ! ~ (cosknL. )n+  l 

qui eat couvrant par hypoth~se, e.q.f.d. 

7.3.7. D~monstration de l'assertion I) de 7.3.2. : Le prodult de deux objets HR 
P 

(reap. de RR ) est encore un objet de fiR (resp. de HR ) (7.3.4). Pour d~montrer 
P 

que la cat~gorle HR ° (resp. HR ° ) est filtrante, il suffit de montrer qu'~tant ---p 
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donn~s deux m o r p h l s m e s  de HR 
P 

(resp. Hit ) 

u o 

K. > L. 

u I 

il existe un morphisme v : M. > K. de Hit 
P 

~es : 

(resp. de HE ) tel 

u v 
o > 

M. ~ L. 
UlV 

q u e  l e s  m o r p h l s -  

c 
soient homotopes, i.e. tel qu'il existe w : M. x ~I 

les d i a g r a ~ a e s  

L. rendant c o m m u t a t i f s  

(x) 

e° 
c 

M. I ~M. XA_l 

vl l- 
U. 

1 
K. > L. i = 0, I 

Soit alors, pour tout objet semi-simplicial M. de C ̂ (non n~cessairement un hyper- 

recouvrement), F(M.) l'ensemble des couples (v,w) : v : M. ~ K. , 

c 
w : M. x ~l • L. tels que les diagrammes (x) solent commutatifs. Le foncteur 

M. | • F(M.) est un foncteur contravariant en M. qui transforme les limites 

inductives en limites projectiles, et qui par suite est representable par un objet 

semi-simpliclal F. . L'objet F. est ~vldemment le sommet d'un diagramme cart~slen : 

A C F. -.--~F~m. ( ~ I , L . )  

K. ~ L- ×L. 
~o,ul 

o~ ~ est d~fini par les deux inclusions de A c dans c --o ~l " Ii suffit donc, pour 

d~montrer l'assertion, de montrer que F. est un objet de HE (resp. de HE) et pour 
P 

cela, d'apr~s 7.3.4.2) et le sorite 7.3.0, il suffit de montrer que 
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a ) ~ o m . ( A _ l , L . )  est s e m l - r e p r ~ s e n t a b l e  , 

b) le morphisme w est special de type p (resp. special). 

On v~rifie tout d'abord imm~diatement que ~om.(A_l,L.) est un objet semi- 

simplicial semi-representable. En effet les composantes de cet objet se calculent par 

limites projectives finies ~ partir des L , et par suite sont semi-repr~sentables. 
n 

V~rlflons maintenant b). Tout d'abord on montre que, lorsque L. est special de type 

p , le morphisme 

e s t  un i somorph isme  ; ce qu i  permet  de v ~ r i f i e r  l a  p r o p r i ~ t ~  1) de 7 . 3 . 3 .  E n s u i t e ,  l e  

morphlsme : 

c 
~o : °mo(Al'L')-- ~ Lo × Lo 

es~ isomorphe au morphisme canonique : 

(do,d I) 
× L L1 :~ Lo o 

qui est couvrant par hypoth~se ( L. est hyper-recouvrement). 

II reste done ~ v~rlfier la propri~t~ 2) de 7.3.3, i..e. ~ v~rifler que ~ n , dans 

le diagr amme 

~om. (A~,L.) n+l 
n+l -- .~ Ln+ l x Ln+ ! 

Pn+l 

~~(cO~kn~)n÷ 
(coskn~Om.(A__~,L.))n+ ! . . . .  [ ~ (cosknL.)n+ l × ( cosknL . )n+  ! 

( Pn+| est le produit fibre), le morphisme Cn+l 

functors chasing" simple montre que : 

Pn+l ~) ~mo(Skn+l(A-~C+l x AI),L. ) 

est couvrant. Or un "adjoint 
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et que le morphisme %n+l 

'~:~mo( -n+l Ac x --A~'L') 

provenant de l'injection 

Skn+l( c A_~ ~ c c 

Ac c 
Or il existe une suite de sous-objets de --n+l x hl 

(ACorn x ~C) = M " /  ~ MI' ' ' ' ' "  Skn+ I + I  -- o 

telle qua pour tout o ~ i ~ k , le morphisme 

M.'1 ~ Mi+l 

s'ins~re dans un dlagramme cocart~sien : 

est isomorphe au morphisme 

> ~:~m O(skn*l(~.~+l × ~_~),L.) 

A C x c 

M i " ~ Mi+ ] 

t T 
c ¢ ,. & c  

Skn+ l  ~ n+2  - -  n+2 

(On ajoute l'un apr~s l'autre les simplexes non d~g~n~r~s de dimension n+2 de 

n+l x A I ). D'apr~s 7.3.6 le morphisme ~n+l est un compos~ de morphismes cou- 

vrants et par suite est lui-m~me couvrant, ce qui ach~ve la d~monstration de 7.3.2. 

7.4. Le th~or~me d'isomorphisme 

7.4.0 Solt F un pr~faisceau en groupes ab~liens sur un site C satlsfalsant ~ la 

condlflon 7.3.0. Pour tout hyper-reeouvrement K. , on posera : 

Hq[K.,F) - Hq(Homc^(K.,F)) 

Les Hq(K.,F) forment un 6-foncteur sur la cat~gorie des pr~faiceaux ab~liens sur 

C , mais ils ne sont pas, en g~n~ral, les foncteurs d~riv~s du foncteur H°(K.,F) • 
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Posons alors : 
r 
Z~ 

( 7 . 4 . 0 . 1 )  H (C,F) 

et 

= ii~ H q (  . , F) 
HR 

r 

(r peut ~tre infinl) 

( 7 . 4 . 0 . 2 )  Hq(C,F) = l i ~  Hq( . , F) 
HR 

v 

Les Hq(C,F) ( r e s p .  Hq(C,F))  f o rmen t  e n c o r e  un 6 - f o n c t e u r  c a r  l a  c a t ~ g o r i e  HR ° - - p  

( r e s p .  HR ° ) e s t  f i l t r a n t e  ( 7 . 3 . 2 ) .  Comme l e s  c a t e g o r i e s  HR ne s o n t  pas  n ~ c e s s a l -  - -  - - -p  

rement des U-categories, ces 6-foncteurs sont ~ valeurs dans la cat~gorie des V-groupes 

ab~llens, pour un univers V convenable. 

Supposon~ maintenant que le pr~faisceau F soit un falsceau. Comme le 

falsceau semi-simplicial associ~ ~ un hyper-recouvrement est acyclique (7.3.2), on a 

une suite spectrale fonctorielle en F et en K. : 

( 7 . 4 . 0 . 3 )  
p+q 

HP(K.,~q(F)) ==ffi'=~ H (C ,F) 

D'o~, en passant ~ la limite, des suites spectrales : 

r 

~P(C,~q(F)) ~fffiffiffi=~ HP+q(C~,F) 

(7.4.0.4) 

~p p+q 
H'(c,~q(F)) ~ H (C ,F) 

Th~or~me 7.4.1. : Soient C un site satisfaisant la condition 7.3.0, 

ab~lien sur C . 

I) Les suites spectrales (7.4.0.4) d~finissent des isomorphlsmes 

r 

~q(C,F) > Hq(C~,F) , q ~< r+l 

F un faisceau 

e tun monomorphisme 

r 

~r+2(C,F) ) Hr+2(C~,F) . 
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2) On a un isomorphlsme de 6-foncteurs : 

V ~ ~q 
Hq(C,F) , (C,F) H (C ,F) (pour tout q ) 

3) Soient G un pr~faisceau de ~roupes ab~liens et 

exlste des isomorphlsmes de foncteurs : 

r 

Vq 
H (C,G) ~ Hq(C~,F) , 

F le faisceau associ~. II 

q ~ r - I  

et un monomorphisme : 

r 

Hr (C,G) ) Hr (C~,F) 

Lorsque G est un pr~faisceau s~par~, ce dernier morphisme est un isomorphisme et il 

existe un monomorphisme : 

r 

~r+l (C,G) '~ H r+l (C~,F) 

4) On a des isomorph,,i,,,smes : 

Hq(C,G) ~ ~ ~ q Hq(G,G) ~ g (C ,F) (tout q) 

Preuve.: Ii suffit de montrer que sl N est un pr~falsceau ab~lien dont le faisceau 

associ~ est nul, on a q(C,N) = 0 pour q ~< r (resp. Hq(C,N) = 0 pour tout q ) ; 

ce qui se falt imm~diatement en utilisant 3.2. 

Remarque 7.4.2 : 

l) On notera que pour les sites satlsfaisants ~ la condition de 7.3.0, les hyper- 
o 

recouvrements de type 0 sont les recouvrements ordlnaires et les foncteurs Hq ne 

sont autres que les foncteurs ~q introduits en (2.4.5.1) . 

2) Solt C un site ~ limites projectives finies repr~sentables tel que pour tout 

objet X de C et toute famille couvrante (X i ~ X) , i ~ I , il existe un i ° 

I tel que X i -------~X soit couvrant. On peut montrer alors que les hyper- 
o 

reeouvrements de type p dont les composants sont repr~sentables sont cofinaux dans 

HR . De m~me, les hyper-recouvrements K. tels qu'il existe un entier p tel que 

K. soit de type p et tels que les composants de K, soient repr~sentables, sont 
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cofinaux dans HR . (On peut le d~montrer en s'inspirant de 3.5). Ces hyper-recouvre- 

ments ~ composants repr~sentables suffisent donc, dans le cas envisage) pour calculer 

la cohomologle des falsceaux associ~s aux pr~faisceaux. 

8. Appendlce. Limites inductives locales. (par P. Deligne) 

Le r~dacteur recon~nande au lecteur d'~viter, en prlncipe, de lire eet appen- 

dice. II expose une technique qui permet parfois d'~tendre ~ des topos n'ayant pas 

assez de points des assertions que l'existence de points rend trivlales. Cette techni- 

que permet d'obtenir une variante falsceautique du th~or~me de D. Lazard affirmant que 

les modules plats sur un anneau sont les limites inductives de modules lihres de type 

fini, 

8.1. Cat~$ories localement filtrantes 

8 . 1 . 0  

on utilisera les notations suivantes 

- Pour U ~ Ob ' ~U est la categoric fibre O-I(U) 

- Pour f : U > V dans ~ et ~, ~ ~ Ob ~ tels que 

p(~) = V , on pose 

Si 63 est une categoric et si p :~ • ~ est une categoric sur ~ , 

p(~) = U e t  

-I 
Homf(l,U) = p (f) , o~ p : Hom(l,~) ...... ) Hom(U,V) • 

D~flnitlon 8.].!. Soit ~ un site. On appelle categoric localement co-filtrante 

(ou localement filtrante ~ gauche) sur ~ une categoric p :~ > ~ sur 

telle que : 

(~0) Quels que soient f : U > V dans ~ e__~t ~ ~ Ob ;~$ , il existe % 

Ob "~V tel ~ue Homf(%,B) # ~ , 

(~|) Quels que soient U ~ Ob ~ et la famille flnie (~i) d'objets de . ~U ' 

il existe un recouvrement f. : U. > U de U et des oSjets ~j ~ Obj. tels 
3 3 -- 3 

que pour tout i e t j , on alt Homf. ( ~j , h i) # ~ , 
J 
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(~#2) quelles que soient f : U 

(@o,@i):~ ~ ~ au-dessus de 

d_~e V et des fl~ches ~j de but 

V dans ~ et la double fl~che 

f , il existe un recouvrement f. : V. ~ V 
3 

telles que p(¢j) * f.] et que ¢O~j = ¢i,¢j 

8.1.1.1. Cette d~finltlon se simplifie lorsque -~ est fibr~e sur ~x : l'axiome 

(~x o) est alors satlsfait, et (~I), (~2) peuvent s'~noncer : 

(~'l) Quels que soient U ~ Ob S et la famille flnie %i d'objets de "~U ' locale- 

ment sur U , il existe ~ s'envoyant dans tousles I. . I 

~ dans (~'2) Quel que solt U ~ Ob S , toute double fl~che (~o,@i) : I • 

"~U peut, localement sur U , Btre ~galis~e par une fl~che de but I . 

8.1.2. Soient /~ un site, ~ une cat~gorie sur ~ et e un champ sur ,4 . On 

d~slgne par Fe la categoric des sections globales HomCart(~,C) de e . si 2~ a un 

objet final S , F__e "n'est autre" que ~S " 

D~finition 8.1.2.1. La cat~gorle des syst~mes projectifs locaux d'objets de C , 

Hom indexes par ~I~ est la cat~gorie ~(~,e) . 

D~signons par c ("syst~me projectif local constant associ~") le foncteur 

compos~ 

r C = Hom~art(,~,C) ' , Hom~(~,C) u I > u.p ~ Hom~ (~,C) 

Lorsqu'on devra expliciter la d~pendance en -~ , on ~crira plutSt c~ 

D~finition 8.1.3. Le foncteur limite projective locale, not~ i~ , est le foncteur 

partlellement d~fini adjoint ~ droite au foncteur c . 

Le foncteur 

~.im : ~om~(,6c) ~ _r c 

v~rifle donc 

H°m(X'~i~Z x) -" Hom(cX,(X~) ~ ~wr ) 

D~finition 8.1.4 U__nn ~-foncteur F :,~ ~j~ entre categories localement cofil- 

trantes sur ~ est dit cofinal s'il v~rifie les deux conditions suivantes : 
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(Cf]) Quels que s o i e n t  U ~ Ob /~ 

f. : U. • U de U et des objets 
3 3 

(C~2) Quels que soient f : u 

(~o,01) : f(A) ~ ~ au-dessus de 

de U et des fl~chea ~j de but 

0o F(~j) =01F(~j) 

e_!t ~ ~ Ob~ U , il existe un recouvrement 

lj ( Ob~U. tels que Homf.(F(Aj),~) # 
3 3 

) V darts /~ et la double fl~che 

f , il existe un recouvrement f. : U. • U 
3 3 ) 

p(@j) . et que dana ~ telles que = f3 

Le compos~ de deux foncteurs cofinaux est un foncteur cofinal ; les ~quiva- 

lencea de categories localement filtrantes sont cofinalea (la d~monstration est laiss~e 

au lecteur). 

Proposition 8.1.5 Soient F : ~ )v~ un foncteur cofinal de cat~$ories locale- 

ment cofiltrantea sur ~ , C un champ sur ~ e t (X) £~ un ayat~me projectif 

local index~ par ~ . Alors, le morphisme de foncteurs en X de FC dans (ens) : 

F x : Hom(c~(~(X),(X ) ~ ' ) ' H°m(c.~(X)'XF(),)) ~. ( a ~ )  

est un isomorphisme, de sorte que 

F x : ~,im X , i~m ~ XF(X) 

eat un isomorphisme, les deuxmembres ~t~nt aimultan~ment d~finis ou non d~finis. 

La d~monatration utilise le lemme auivant, laiss~ au lecteur : 

Lemme 8.1.6 Si F : ~ ~v~ est cofinal, alors, quels que soi ent f : u > v 

dans ~ et lea fl~ches au-dessus de f 0; : F(%') > ~ (i - 1,2) il existe un 
i 

recouvrement fj : Uj ~ U de U des oh jets %~ ~ Ob ;~U. et des diagrammes 
__ ) j 

] 
commutatifs 

F(>,j) 

F(X~) 
- 

v( x 2) 
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f .  
U. ] = U ~ V 
J 

de pro jec t ion  (fj,f) darts /~ 

vrement 

f . .  Si ] 

* = (*x) ~ S°m(c~X'(XF(X))X~ ) : *X : X [ p(x) 

est image de 

les dlagra~s 

Quels que solent u 60b /~ et U 6 ~ U , il existe par (Cfl) un recou- 

fj : Uj ~ U de U et des fl~ches ~j : F(~j) ~ ~ au-dessus des 

• XF(X) 

> X 

EF(~j) 

/ 
xluj , x 

CB [Uj ~[Uj 

sont co=m~utatifs, de sorte que les ~ sont d~termin~s, localement, par ~ ; 

puisque ~ est un champ, on conclut que F x est injectif. Pour prouver F x surjec- 

tif, partons de ~ et construisons ~ tel que ~ = F x ~ . La construction pr~c~- 

dente fournit les fl$ches compos~es : 

¢~,j : Cj o ~,~j: x ] uj "x I uj 

V~rlflons que ces fl~ches se recollent, de sorte qu'il existe 

tel qua ~ I Uj = ~,j . Solt un diagrarmne co~utatif dans 

U.. 
t3 

u i u~ 

U 

¢~ : X }U > X 

67 



66 V 

Pour v~rifler que ~,j I Uij = ~,i I Uij , il suffit de le faire localement sur 

U.. , ce qui permet, d'apr~s 8.1.6 et (~o), de se limiter au cas o~ il existe un 
z3 

diagramme co~nnutatlf 

F(:, .  ,) 
l j  

F(alj) / //  
F(~ i )  

\•a j i) 
F(~ ) 

] 

a u - d e s s u s  du p r e c e d e n t .  Le dlagramme 

XF(N~ Uij 

X~ 

% 
F() . . )  

.1 

est alors commutatlf, et il existe (~) tel que, quel que soit ~ : F(1) 

au-dessus de f : V ~ U , le diagramme 

/ "-<. 
x l v  , ~ l v  ........... ' xu lv  

soit commutatif. Si o : ~ > ~' est une fl~che de ~ , on aura 

(c]V)(~ I V) = (olV) ~'~X * (°$1V) " ~I " ~ ~,l V , et d~s lots, ~ = (~) 

morphisme de foncteur tel que ~ = F x comme requis. 

e s t  u ~  
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Si E est un ensemble ordonn~, on d~signera encore par E la cat~gorie, 

ayant E pour ensemble d'objets, telle que Hom(i,j) est r~duit ~ | ~l~ment ou vide 

selon que i ~ j ou non. 

Proposition 8.1.7. Soit &~ une cat~orle localement cofiltrante sur un slte ~ . II 

exlste un ensemble ordonn~ E et un foncteur F de E dans ,Z~ tel que 

(1) E , re~ard~ comme cat~ori9 sur /~ ~ l'aide de pF : E > /~ , est locale- 

ment cofiltrante. 

(ii) Le foncteur F est cofinal. 

Soit .~' la cat~gorle localement cofiltrante produit de ~ et de la cat~- 

gorle d~finie par l'ensemble ordonn~ Z • La projection de ~ dans ~ est cofinale, 

de sorte qu'il suffit de prouver (8.1.7) pour .~' 

Si X est un ensemble fini de fl~ches dans ~' , on d~signera par X ° 

l'ensemble des extr~mlt~s des fl~cbes dans X . Solt E l'ensemble des parties finies 

non rides de F£(~') , telles qu'il existe ~X ~ Ob .~' v~rifiant 

a) aucune fl~che de X , saul IAX , n'aboutit ~ I X , 

x et Hom(~X,~) (% X ~ b) sl ~ 6 X ° , alors l 

c) Tout diagramme du type 

la '  

de fl~ches de X est commutatif. 

et sl 

dans 

~y . 

dans 

On ordonne E par la relation oppos~e ~ la relation d'inclusion. Si X ~ E, 

~ X ° , il exlste une et une seule fl~che de I X dans ~ qul se trouve 

X . Si X,Y E E et X ~Y , solt IX, Y l'unique fl~che dans X de I X vers 

Les fonctions X i ~ I X et (X = Y) , ~ IX, Y forment un foncteur de E 

.~, 
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Lemme 8.1.8. La ca£#gorie E eSt localement cof~itranCe sur ~ et le foncteur 

: E > ~' est cofinal. 

II faut v~rlfier successivement les axiomes : 

(i) axiome (~o). Soit f : V > U et X ~ E U . II exlste l~Ob~ et 

~ Homf(%,l X) . De plus, on peut cholslr ~ tel que ~ @ X ° (icl sert.~' =,~x 7). 

Solt X' = X ~{ l% } ~.s Y o~ Y est l'ensemble des fl~ches compos~es 

~ > ~X ~ > ~ ( ~ ~ X ). Alors, X' ~ E , ~ X' = ~ et Hom(X',X) # ~ . 

(ii) axiome (,~I). Solt X i une famille finie d'objets de E U . II existe un re- 

couvrement f'J : U.j ~ U , des objets ~j ~ Ob-Z" U. et des fl~ches 

J 
~jl ~ H°mf.(Aj'AX.) " Si x ~ X°a /% ~ , il existe pour chaque j un recouvrement 

j l 

gjk : Ujk ~ Uj et des fl~ches Sjk : %jk ~ Aj telles que p(~jk ) = gjk 

et qui ~gallsent la double fl~che ~. ...... > x , off une fl~che appartient ~ X , 
J > a 

l'autre ~ ~ . On peut s'arranger pour que les ljk n'appartiennent ~ aucun des X. ~ 
1 

Rempla@ons les (fj ' %j ' ~ji ) par les (fjgjk ' Ajk '~ji ~jk ) , et r~p~tons cette 

construction pour tousles x dans une intersection de X. . On obtlent un nouveau 
1 

syst~me (fj , Aj , ~ji) ; posons 

Xj = U X. &2 {Ix } %4 Y. 
i ~ j a 

off Yj est l'ensemble des flaches eompos~es 

~j  " ~ ~ x .  ~- x ( , £ x  i ) 

Alors, Xj E EV. , et ces X. vfiriflent (all) . 
J J 

(iii) axiome (~3). Trivial, faute de doubles fl~ches non triviales ! 

(iv) axiome (C ~ I). Trivial, car le foneteur ~ est surjeetif. 

( (v) axiome (C~ 2). Solent f : U ~ V et une double fl~che 

(~o'~I) : ~X , ? ~ au-dessus de f . II existe un recouvrement f. : U. > U 
J J 

de U et des fl~ches ~j : Xj '* X X telles que p(~j) = fj , ~o,~j = ~l~j et 

~. ~ X ° . Soit X. = X•{I ~.} t) Y. , o~ Y. est l'ensemble des fl~ches composfies 
J J J J J 

*j 
x. ~ x x * , ~ ( ~ x )  J 
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Alors, Xj E EV.j , et F(~j,X) = 9j ~galise (~o,~i) 

8.1.9.0. Supposons que /~ soit (le site des ouverts non vides de) l'espace topologi- 

que r~duit ~ un point. Une cat~gorie loealement ¢ofiltrante sur /~ n'est alors autre 

qu'une eat~gorie filtrante ~ gauche (i.e. telle que /~o soit filtrante au sens de 

1 2.7), les foncteurs cofinaux correspondant aux foncteurs cofinaux de categories 

filtrantes ~ gauche (I 8). La proposition 8.1.7 se reformule 

Proposition 8.1.9. Pour route q at~$orie cofiltrante 

cofiltrant E et un foncteur cofinal de E darts ~ . 

il existe un ensemble ordonn6 

Dans ce cas particulier, la d~monstration de 8.1.7 se r6duit essentiellement 

la d~monstration de (8.1.9) donn~e dans 1 8. 

8.1.I0. Soient q : ~ >/~ un morphisme de sites et p :~ > ~ une 

eat~gorie localement cofiltrante sur ,/~ . D6signons par ~x la eat~gorie suivante : 

(i) un objet de ,~,~x est un quadruple (V,U,~,I) tel que V ~ Ob q~ , U ~ Ob~ , 

~ Hom(V,qXU) et I 60b ~LP U 

(ii) une fl~che f : V,U,~,I) ~ (V',~',U',I') est un triple (fl,f2,F3) 

avec fl ~ Hom(V,V') , f2 E Hom(U,U') , f3 ~ Hom (1,1') et qXf 2 o ~ = ~' o f] , 

P(f3 ) = f2 

Le foncteur f ; ~ fl fair de ,~ une cat~gorie sur 

Le~e 8.1.]I. La cat~$orie d~ est localement cofiltrante sur 

L'axiome (~eo) est trivial. V~rifions (dfl) : 

Soit une famille finie L.I = (V'Ui'~i' I i) . Les ~i d~finissent un morphisme de 

dans le faisceau qX a ~ U.I = a H qX Ui , de sorte qu'il existe des diagrammes 

commutatifs 

fo 
V.  J , V 

J 

I *J I #i 

q N .  - ' q N .  
J x I 

q (Pij) 
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tels que les f. recouvrent V . 
J 

Soit Xjl v6rifiant Hom Plj (lji'%i) # ~ " D'apr~s (~I), quitte ~ rafflner 

U.j (et V~)j , on peut prendre ~.. = ~. ind6pendant de i , at les L. = (V=,U=,$=,%j)jjj 
j 1  J J 

v ~ r i f i e n t  ( ~ 1 ) .  

• ~ , L i V~rlfions (~f2) Solt (fl,f2) : L I ' ' ~  L 2 avec = (V1,Ul,~l,X I) 

et fi = (f'gi'hi) " Les ~i d6flnissent un morphlsme de V dans le faiseeau 

> ~ 
q a Ker(U l ~ U 2) = a Ker(qXu I q U 2) , de sorte qu'il existe des 

dlagraamles conm~utatlfs 

V. 
J 

f ,  
> V 1 ~ V 2 

~j ~i I ~2 
U 2 ) q X u l  

qXUj pj (glPJ = g2Pj) 

• > Al tel que p(×j) = pj . tels que les fj reeouvrent V . Soit ×j : Ij 

D'apr~s (~2) applique aux (kIX j , h2xj) , quitte ~ raffiner U.j (et Vj ), on peut 

se d~brouiller pour que h, ×j = h 2 Xj , et les L.j = (Vj,Uj,~j,~j) v~rifient ~L°2). 

Proposition 8.1.12. Soit t x : ~x ~ ~ une eat~gorle loealement cofiltrante 

sur /~ , et mtmissons /~x de la topolo~ie induite par eelle de /~ ~ l'aide de 

Alors, t x est une Equivalence de sites t : ~ > ~x 

t x 

Par construction, t : ~; > ~ o t x transforme faisceaux sur ~ en 
X 

faisceaux sur ~x . D'apr~s (~o), et (,fl) applique ~ la famille vide, tout objet 

"assez petit" de ~ est dans l'image de t x (i.e. l'image de t x eat un crible cou- 

vrant dans ~), done par le "lemme de eomparaison" (III 4) l'inclusion dans ~ de sa 

sous-cat~gorie pleine d~finle par tx(Ob ~x) est une Equivalence de sites, ce qul 

permet de supposer t ~ surjectif sur lea objets. 

Soit ~ un faiseeau sur /~ x 

(i) Soient f. : U. ) U un recouvrement dans /~ , /~I et ~2 dana /~XU 
J J 

et fi ~ I i) pour i = 1,2 Alors ~ (/~I) et F(/~2) ont m~me image J Homf. (~j, . , 
J 

d a n s  ~ ~ ( ~ j )  . 
J 
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Solt an affet x " (xj) dang l'Image de ~(~I) . Pour qua x solt dang 

calla de ~(X2) , il suffit que pour tout dlagramam cc~mutatlf 

p , ~j 

l 1 
2 

tJ k ~- 

xj et x k alent m~me image dang Y(~) . Pulsque ff est un falsceau, £I sufflt de 

v 6 r l f l e r  c e l a  apr~e  a v o l r  remplac~ ~ pa r  l e a  d l f f ~ r e n t s  o b j e t s  d ' u n  de s e s  r e c o u v r e -  

manta ; d ' a p r ~ s  ( ~ 2 ) ~  c e c i  permet  de suppose r  l e s  d iagr-mmes ana logues  au pr~c~dent~ 

avec ~2  

~ v i d e n t e .  

(ii) Solent f : U ~ V dans /~x , k ~ Ob /~UX et 

alors un recouvrement f. : U. ~ U i un objet ~' ~ Ob 
J J 

r e m p l a c ~ ' p a r  .~1 , ~ga lement  c o m m u t a t l f s ,  auque l  cas  l ' a s s e r t l o n  e s t  

x II exlste ~ 063 v . 

et des fl~ches 

s L 1 r  

f. 
U. J ~ U 
3 

• V 

D'apr~s (1), il existe une et une seule fl~che ~ rendant commutatif le dlagr~me 

sulvant:: 

* *j 

La f l ~ c h e  

donn~ par  

ne change pas  quand on remplace  ( f j )  

fk : U k - - - - - ' ~ U j ( k )  ' q u ' g n  r emplace  ~j 

par un recouvremenC plus fin 

pa r  "~k  ' ~uni de 
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HOmfk(~,lj(k)) , et qu'on remplace ~j($j) par ~j(k) o ~k (~j(k) o ~k ) . 

f . On laisse au lecteur le soin d'en d~duire que f ne d~pend que de 

Prouvons que f est fonctoriel en f . Soient done 

W h • V g ~ U 

dans ~ et %a , ~. , ~o dans Ob ~U ' Ob/~V et Ob~ W respectivement. II existe 

un dlagramme commutatlf 

(iii) 

uo ~o t o  

tel que 

' " x i i 
a) tx(v I) , tx(~ I) , t (ejk) , tx(fj) ne d~pendent pas de i , 

i i 
b) i ~tant fix~, les e. kj recouvrent W et les f: recouvrent V 

J 

I I 2 
On eonstruit tout d'abord p , v ~t ~ par ~E0), et les pj co,me en 

(il). Soit Wik un recouvrement de W s'envoyant dans le recouvrement Vj = tx(Bj) 

cosine requls par le diagramme. Rmffinant Wik et appliquant ~f0) et ~fl), on obtient 

un dlagramme non n~cessalrement con=nutatif, du type requls, v~rifiant a) et b). 

Raffinant encore et appliquant (~2), on le rend co~utatif. 

Reste alors ~ contempler le diagramme commutatif suivant : 

~F(v 2) 
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(iv) Ii est clair que g est fonctoriel en ~ : tout faisceau ~ sur ~x 

est donc image directe par t d'un pr~faisceau ~o (uniquemant d~termin~) sur ~ , 

et tout morphisme de faisceau f : ~Y )~ est image d'un et d'un saul morphisme 

de pr~faisceau fo : ~o )~ 

II en r~sulte d~j~ que t est pleinement fiddle ; il reste ~ prouver que 
x 

~o est un faisceau. Si fj : Uj • U est un recouvrement, ce recouvrement est 

image d'un recouvrement dans ~x , de sorte que ~o(U) s'injecte darts H. ~o(Uj) 
J 

Si des x~ ~ ~o(U~) se recollent, alors, ~ fortiori, ils se recollent dans ~x 

donc proviennent d'un ~l~ment de ~o(U) . Ceci ach~ve la d~monstration de (8.1.12). 

8.1.13.0. Soient q : ~ > ~ , p :~ > ~ et ~x co~ en (8.l.10) et 6 

un champ sur ~ . Le champ qx ~ sur ~ est le champ "d~fini" par (qxC)U = 6qX U 

Si (X~) I ~-d est un syst~me projectif local index~ par ~ ~ valeur dans 

qx ~ , on d~finit un syst~me projectif local index~ par ~" et ~ valeur dans 

C : (X L) L ~  par la formule 

X L = @XX% pour L = (V , U , ~ , I ) 

On laisse au lecteur le soln de v~rifier que: 

Proposition 8.1.13.1. Avec les notations pr~c~dentes, on a 

• L , 

les deux membres ~tant simultan~ment d~finis ou non. 

Soient ~ un site et pX : ~x ,~ une cat~gorie locale~ent filtrante 

sur ~ . Sl 6 est un champ sur /~ , alors px6 est un champ sur ~x (8.1.13.0); 

de plus, le foncteur identlque : ~x > ~x est une cat~gorie localement fil- 

trante sur ~x , muni de la topologie induite, et tout syst~me inductif local (XI) 

index~ par I x d~finit un syst~me inductif local, index~ par ~x , sur ~x . 

On v~rifie ais~ment : 

75 



74 V 

Proposition 8 . 1 . 1 4 .  Avec les notations pr~c~dentes, on a 

~im X = ~im X 

les deux membres ~tant simultan~ment d~flnis ou non. 

8.2. Limites inductives locales dans_les categories de faisceaux 

8.2.0. Soit p : ~ ) /~ un morphisme de sites. Soit ~ le champ sur /~ 

suivant 

(1) Un objet de 6 est un couple (U,~) d'un objet de ~ et d'un faisceau 

sur pXU . 

(il) Une fl~che f : (U,9) > (V,@) est un couple form~ d'une fl~che 

f : U ) V et d ' u n  m o r p h i s m e  de ~ / U - f a i s e e a u x  : 
0 

X X 
f| : p (fo) ~ ) 

(iii) Le foncteur de 6 dans ~ est donn~ par f ! ) f 
O 

On prendra garde que C U est la cat~orie oppos~e de la categoric des 

faisceaux sur ~pXU . 

Soit ~ une categoric localement cofiltrante (~ gauche) sur 

D~finitlon 8.2.1. Avec les notations pr~c~dentes, la categoric des syst~mes inductifs 

locaux, indexes par ;~ , de faisceaux sur ~ , est la cat~gorie Hom~(~,6) ° 

Le foncteur "limite projective" de 8.1.3 s'appelle ici foncteur "limite 

inductive locale". C'est un foncteur de Hom~(~)6) ° dans (r6) ° = (~)~ 

Th~or~me 8.2.2. Le foncteur "limite inductive locale" de la cat~gorie des syst~mes 

inductifs de faisceaux sur "~ , indexes par ~ , dans la categoric des faisceaux 

sur ~ , est partout d~fini, commute aux limites projectives finies et commute aux 

llmites inductives quelconques. 
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Les propositions 8.1.13, 8.1.14 et 8.].12 permettent de se ramener au cas 

o~ ~ = ~ ~ . Un syst~me inductif local est alors la donn~e, pour chaque 

duun faisceau ~U sur ~/O et, pour chaque fl~che f : V ~ U dans 

fl~che, fonctorielle en f , de fx~ U dans YV ' 

Pour de tels syst~mes inductifs, les ~im se calculent comme suit : 

U ( 0b~, 

d'une 

Lemme 8.2.3. Solt U > ~U 

objets de /~ . On a 

une section de la cat~orie des pr~faisceaux sur les 

U 

Par d~finitlon, le second membre repr~sente le foncteur qui, ~ chaque 

faisceau ~ sur ~ , associe l'ensemble des syst~mes coh~rents de fl~ches 

~U : ~U ~ ~IU . A son tour, une fl~che SU est un syst~me coherent de fl~ches 

~g , une pour chaque g : V ~ U , ~g : ~U (V) • ~(V) . Appllquons 8.1.I! 

au foncteur identique de ~ , obtenant ainsi ~x localement filtrante sur ~ . On 

a vu que 

~ip Yu(Vg) ~ ~im a~ 
g¢~ _N -'~ U ' 

% 
o~ V est la source de g et g 

teur U I ~ I U de ~ dans /jx 

le foncteur "faisceau constant engendr~". Le fonc- 

est cofinal, d'o~ encore par 8.].5 

-~ him a~ U ~im ~u(U) ~ __ 
U ~ 0 ~ 

Revenant aux d~finitlons, on trouve enfln 

= a ( U t  ~ r ( u , ~  U) . ~ u ( U )  ~ • 

Cecl montre que dans le cas auquel on s'est r~duit, le foncteur £i~ est 

partout d~fini, et qu'il se calcule comme compos~ du foncteur "faisceau engendr~ par 

un pr~faisceau" et du foncteur (~U) ~ ~ (U | • r (u, ~ U )) . Ces deux foncteurs 

commutent aux limites projectives finies, et le foncteur Elm commute de plus aux 

limites inductlves quelconques de par sa d~finition comme foncteur adjoint. 
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Le lemme 8.2.3 fournit un proc6d~ syst~matique pour d~montrer des propri~t~s 

du foncteur limite inductive locale ~ partir des propri~t~s analogues du foncteur 

"faisceau associ6 ~ un pr6fa~sceau". On trouve alnsl : 

Proposition 8.2.4. Soit ~ , /~ e__tt ~ comme pr~c~demment, 6~ un syst~me inductif_ 

local de .falsceaux d'anneaux sur ~ , ~l (resp. ~ ) un syst~me inductif local de 

faiseeaux de modules ~ droite (resp. ~ gauche) sur ~X , tous trois indexes par ~f . 

On a 

£iw (~fl 8 ~ ) = £i~ ~X 8 £im v~ 

(Se ramener au eas ~ = /~ = -~ , et noter que les deux membres colnci- 

dent avec le faisceau engendr~ par le pr~faisceau des 

~u (U) ~u~U ) J~u (U) 

Proposition 8.2.5. Soit ~| q • ~2 

(F%) un Syst~me inductif local de faisceau sur 

ment cofiltrante ~ sur ~ . On a 

...... > ~ deux morphismes de sites, e_!t 

2 index~ par une cat~orie locale- 

X 
q £im F% ~, £im qX FI 

Ceci r~sulte aussit~t de ce que qX admet un adjoint ~ droite qx 

Soient ~ et 

bles, solt p : ~ ~ 

aux ~im finies, et solt 

objets les triples (V,U,~) 

en appllquant 8.1.11 g I~ 

deux sites dans lesquels les £im finles sont repr~senta- 
( 

X 
un morphisme de sites tel que p : /~ • ~ co~ute 

la cat~gorie localement cofiltrante sur ~ ayant pour 

o3 V ~ Ob~, U E Ob ~ et ~ ~Hom(V,pXU) . On l'obtient 

Proposition 8.2.6. Pour bout faisceau ~ sur ~ , on a 

o_~_~, par abus de notation, ~ d~signe le morphlsme induit par p de ~/V dans /~/V . 
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Soit ~' le foncteur image r~ciproque au sens des pr~faisceaux ; de 8.2.3, 

on tire 

~im~ ~x ~ = ~im a~' Cx ~ = ~im $(v) ~ = ~i~ ~(v) ~ = 
v 

Proposition 8.2.7. Soient p : T > S un morphisme de topos, OS un faisceau 

d'anneaux sur S et 0 T son image r~ciproque sur T . Pour qu'un ~T-Module ~ droiee 

soit plat sur 0 T , il faut et il suffit que le foncteur 

(8.2.7.1) ~(r . ~ ~ pXj~ 

6 T 

de la eat~orie des 0s-MOdule ~ gauche dans celle des faiseeaux ab~liens sur T 

soit exact. 

L'assertlon "il faut" est triviale ; supposons done le foncteur (8.2.7.1) 

exact, et prouvons que ~ est plat. 

On peut supposer p d~fini par un morphisme de sites p : ~ > /~ 

fiant les hypotheses faites en 2.6. Solt V ~ Ob ~ , U E Ob ~ et ~ : V 

On d~slgne encore par ~ le morphlsme de sites indult : ~ : ~ /V 

v~ri- 

X ~ p U .  

~ / g  . 

Lemme 8.2.8. Le foneteur ~: > J~ IV @ x ~  , de la eat~orie des 0sIU- 

modules sur /~/U dans celle des 0TIV-module~ sur ~/V , est exact. 

On se famine ~ prendre V = pX U . Soient j et j' les "morphismes d'in- 

clusion" : j : /~/U ~ /~ et j, : ~ /pX U ~ ~ On a : 

. ,  ® c X A r )  -, , ~  @ p'" 
j! °v J! 

d'o~ 8.2.8 puisque j! et j~ sont exacts et fiddles. 

Soit alors Q un 0T-MOdule. On a (8.2.6) 

Q = ~ ~X ~X QIV 
~:V-~pXU 

de sorte que (8.2.4) 

Me 

0 T 
Q = ~im j~ Iv ® ~x ~x QIV 

~..-~ pX U 0 v 
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~'ap~s 82.8, les fo~cteu~s Q, ~ ~Iv ~ ~ QlV 

que ~ e Q est exact ~ gauche en Q ,donc V exact. 

0 T 

sont exacts ~ gauche, de sorte 

Corollalre 8.2.9. Soit f : (T,0 T) > (S,0 s) un morphisme de topos annel@s. 

Alors, l'image r~clproque par f d'un fais=eau de modules (~ drolte) plats est un 

faisceau de modules plats. 

Factorisant f par (T,f x 0 s) , on se ram~ne au cas 0T = fx 0S . Soit 

alors ~ un faisceau de modules plats sur S . D'apr~s 8.2.7, pour vfirifier que 

fx~ est plat, il suffit de v~rlfler l'exactitude du foncteur 

v~'i ) fx~F ~ ~ fx ~- = fx (~ ~ j~p,) 
0 T 0 s 

d'o~ l'assertion, puisque fx est exact. 

Lemme 8.2.10. Soit (S, O s) un topos annelfi, ~ un faisceau de modules ~ gauche 

localement de presentation finie, ~ un faisceau de bimodules et ~ un faisceau 

plat de modules ~ gauche. Alors, la fl~che canonique 

est un isomorphisme. 

La question est locale sur S , ce qui permet de supposer que ~ admet une 

prfisentatlon finle 

~l ~ F 0 > ~ > 0 

La premiere ligne du diagramme suivant est exacte, car ~ est plat : 

o .- Horn ( ~ ,  ~ )  Q ~ ...... , Hom (~'~, ~ )  0 

o ~ Horn (~' ,  ~ ~'1~) , Horn ( ~ ,  ~ ~ ~ )  

' Horn (~'2, ~) ~ 

d'oO l'assertlon. Faisant q = ~ , on d~duit de 8.2.10 : 
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Lemme 8.2.11. Tout morphismed'un faisceau de modules localement de presentation 

finie dans un faisceau de modules plat se factorise, localement sur S , par un fais- 

n 
ceau libre 0 S ( n~ ~ ) . 

Th~or~me 8.2.12. (D. Lazard). Pour qu'un faisceau de modules ~ sur un site annel~ 

(S, 6 s) soit plat, i!wfaut et il suffit ~u'il soit.limite inductive locale de modules 

libres de t~pe fini. 

Le "il suffit" r~sulte de 8.2.2, 8.2.4. 

Quel que soit U 60b~ , soit ~o(U) (resp.~l(U)) la cat~gorie des 

falsceaux de modules llbres de type fini (resp. de presentation flnie) sur U , munis 

d'une application lln~aire dans ¢~IU . Pour toute fl~che f : V ~ U dana ~ , 

solt fx le foncteur de restriction de 

sent une cat~gorie ~i ' fibr~e sur /~ , dont les fibres sont les categories oppo- 

s~es des categories ,~.(U) . 
1 

Le lecteur v~rifiera que la cat~gorie ~l 

et que 

• Z'.(U) dans ~.(V) . Les foncteurs d~finis- 
i l 

est localement filtrante sur ~ , 

(M,f) ~"fl 

Si ¢~ est plat, l'inclusion de "~o dans "~l est pleinement fld~le 

et, d'apr~s 8.2.11, v~rifie (C ~l) de 8.1.4. Elle v~rifie d~s lors automatiquement 

(C~2), et ~-~o est localement filtrante. D'apr~s 8.1.5, on a 

= £im M 

(M,f)6Z 2 

d'o~ l'assertion 8.2.12. 

81 



80 V 

BIBLIOGRAPHIE 

Ill M. Artin et B. Mazure : Etale Homotopy Theory, Lecture Notes n ~ , Springer 
Verlag. 

[2] Blum et Herrera : Article ~ paraltre aux Inventiones. 

/33 H. Cartan et S. Eilenberg : Homological Algebra. 

[4] P. Deligne : Th~orie de Hodge (Publication de I'I.H.E.S). 

[5~ P. Gabriel et N. Popescu : CRAS. 

[6] P. Gabriel et M. Z~sman : Homotopie Theory and Calculus of Fraction, 
Ergebnisse der Mathematik, Bd 35. 

ZTJ R. Godement : Th~orie des faisceaux. Herman. 

[8] J. Giraud : M~thode de la Descente. M~moire de la S.M.F. 

[9] J. Giraud : Alg~bre homologique non commutative [~ para~tre). 

[10J A. Grothendieck : On the De Rham Cohomology of Algebraic Varieties, I.H.E.S n°29. 

/Ill A. Grothendieck : Sur quelques points d'Alg~bre Homologique, Tohoku, Math. 
Journal. 

[12=7 R. Hartshorne : Residues and Duality. Lecture notes n ° 20, Springer Verlag. 

[1~] L. lllusle : S.G.A. 6 I. 

[]4] S. Lubkin : On a Conjecture of A. Weil. Am. J. of Math. p.456, ]967. 

/lSJ G. Segal : Classifying spaces and Spectral Sequences, I.H.E.S. n ° 34. 

[l~ S~minalre Caftan ]957-1957. 

[]7] D. Sullivan : Geometric Topology, part I, Notes mim~ographi~es. M.I.T. ]970. 

82 


