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TI~OREME DE CHANGEMENT DE BASE POUR UN MORPHISME PROPRE : 

FIN DE LA DEMONSTRATION 

par M. ARTIN 

i. Le cas projectif et plat. 

Rappelons l'6nonc6 de XII 5.9. bis dans le cas envisag6 ici : 

P___roposition I.i. Soit Sle spectre d'un anneau hens~lien noeth~rien, et 

f : X ~ Sun morphisme projectif et plat. Soit X ° la fibre ferm~e de X/S. 

Le foncteur de restriction 

Et(X) > Et(X ) 
O 

e st une 6quivalence de cat6gories. 

Comme nous l'avons d~jg remarqu6, il r~sulte de XII 6.5 (i) que 

la fl~che est pleinement fiddle. Ii reste ~ d6montrer que chaque rev~tement 

6tale Y de X est induit par un rev~tement ~tale Y de X. 
O O 

Lemme 1.2. Soit S localement noeth6rien, f : X ---> S projectif et plat, e t 

Y c X un sous~sch~ma. Le sous-foncteur c =-~- Y/X : (Sch)/S > (Ens) d u 
X/S 

foncteur final "qui exprime la condition Y = X ", i.e. tel que pour S' --> S, 

on ait 

¢(S') =$@ s__~i Y' # X' 

~] s__i Y' =x' 
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(o~ l'on d~signe par un prime l'effet du changement de base S' > S) est 

representable par un sous-pr~sch~ma Z de S. Si Y est ouvert (resp. fermi), 

il en est de m~me de Z. 

D~monstration. Soit Y ferm~ dans l'ouvert U de X, et soit C le ferm~ compl~- 

mentaire de U. Puisque F est propre, l'image de C dans S est un ferm~ D, et 

il est ~vident que la condition U = X est repr~sent~e par l'ouvert S - D de S. 

On peut donc supposer qu'on a d~j~ U = X, i.e. que Y est un sous-sch~ma fermi. 

Consid~rons le morphisme surjectif ~X > Oy de Ox-modules; dire que Y = X 

revient au m~me que de dire qu'il existe un morphisme Oy ~ > QX tel que le 

compos~ ~ soit l'identit~, c'est-g-dire, qu'il existe une section de 

Hom(Oy,Ox) qui rel~ve la section identique de Hom(Ox,O_x). Or il rdsulte de 

EGA III 7.7.8 que le foncteur qui ~ S'/S associe l'ensemble des sections 

de Hom(Oy,O_x) (resp. Hom(Ox,Ox) est repr~sent~ par un fibr~ vectoriel V 1 

(resp. V 2) sur S. Soient ~ : V 1 > V 2 le morphisme u I > u & induit par 

~X > Oy, et s : S > V 2 la section correspondant ~ l'identit~ O X ~> ~X" 

L'image inverse de la section s par ~ s'identifie ~ un sous-sch~ma ferm~ 

Z de S, et il est clair que Z repr~sente le foncteur ¢, d'o~ le lemme. 

Lemme 1.3. Soient Sun schema localement noeth~rien, f : X > S u.n..morp hisme 

projectif et plat~ e_~t E un faisceau localement libre sur X. Soit 

QE : (Sch)/S ----> (Ens) 

le foncteur qui ~ S'/S associe l'ensemble QE(S') des faisceaux quotient.s 

A' __de E' = E ~Os ~S' munis d'une structure d'Alg~bre ~tale sur ~X'* C e 

foncteur est representable pal. un schema localeme.nt., de type fini s.u r S. 
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D~monstration. Le foncteur Quot(E), ~(E)(S') = ensemble des quotients de 

E' plat au-dessus de S', est repr4sentable par un sch4ma localement de type 

fini (TDTE IV, exp. 221) disons par Z / S. Soit M le quotient "universel" 
u 

de E @Os ~ au-dessus de X Z. Le sous-foncteur de Quot(E) des quotients que 

sont plats au-dessus de X' est repr~sent~ par un ouvert U de Z. En effet, 

soit M' un quotient de E', donn4 par un S-morphisme S' > Z. Puisque M' 

est plat au-dessus de S', dire qu'il est plat au-dessus de X' revient au 

m@me que de dire que pour chaque point s' E S', le module M's, est plat 

au-dessus de la fibre X' (EGA IV 5.9), ce qui 4quivaut ~ (M) plat 
S I U Z 

au-dessus de la fibre Z au point z image de s'. Or l'ensemble U des z 6 Z 
z 

tels que (M) soit plat sur Zz, i.e. que M soit plat sur Z en les points 
uz u 

de Zs, est ouvert dans Z en vertu de EGA IV 11.1.5, d'o~ l'assertion. 

Ii suffit maintenant de repr4senter le foncteur relatif QE/U[f]. 

On est donc r4duit au lemme suivant, en rempla~ant S par U et X par XXsU : 

Lemme 1.4. Soient Sun sch4ma localement noeth4rien, f : X---> Sun morphisme 

projeetif et plat, e_~t M un faisceau localement libre sur OX. Le foncteur 

Alg4t : (sch)/s ----> (Ens), qui ~ S'/S associe l'ensemble Alg4t(S') des 

structures d'al~bre sur M' 4tales au-dessus de ~X' ' est repr~sent@ble 

par un sch4ma de type fini sur S. 

D4monstration. Nous dirons, pour abr4ger, "repr4sentable" en sous-entendant 

"par un schema relatif de type fin i". Les fibr4s vectoriels rencontr4s seront 

tous d4finis par des faisceaux coh4rents, donc seront de type fini. Une loi 

de composition bilin4aire dans M' est donn4e par une section du faisceau 

localement fibre Hom (M'®M',M'). Puisque Hom(M'®M',M') est S-plat, il r4sulte 

134 



- 4 - XIII 

de EGA III 7.7.6 que le foncteur "loi de composition bilin~aire" est repr~- 

sent~e par un fibr~ vectoriel Z sur S. II faut v~rifier que les conditions 

suppl~mentaires sur la loi d'@tre associative, commutative, et d'avoir une 

section unit~, sont repr~sent~es par un sous-sch@ma de Z, et on peut (en 

consid~rant le foncteur relatif) remplacer S par Z, donc peut supposer qu'on 

a une loi de composition donn~e sur M, et montrer qu'on peut representer le 

sous-foncteur de S exprimant les conditions pr~c~dentes par un sous-sch~ma 

de S. 

Or pour l'associativit~, la condition est que deux sections de 

Hom(M®M ®M, M) deviennent ~gales par changement de base S' ----> S. Soit Y 

le produit fibr~ de ces sections au-dessus du fibr~ vectoriel correspondant 

Hom(M ×M®M, M). Le schema Y s'identifie ~ un sous-sch~ma ferm~ de X, et 

l'associativit~ apr~s S' ---> S est exprim~ par la condition Y' = X ~. Elle 

d~finit donc un sous-foncteur de S representable par un sous-sch~ma ferm~ 

de S d'apr~s 1.2. Pour la commutativit~ la condition est que deux sections 

de Hom(M ~M, M) deviennent ~gales, ce qui ddfinit encore un sous-foncteur 

de S representable par un sous-sch~ma ferm@ d'apr~s 1.2. Supposons enfin, 

ce qui est maintenant loisible, que la loi est d~j~ associative et commu- 

tative, et examinons la condition pour qu'il existe une section unit~, qui 

sera alors unique. Le foncteur qui en S'/S a comme valeur l'ensemble des 

sections de M' est representable par un fibr~ vectoriel, d'apr~s EGA III 7.7.6, 

et tout revient ~ representer le sous-foncteur de ce dernier eorrespondant 

aux sections unit~s (compte tenu de l'unicit~ qu'on vient de rappeler). 

Relativisant comme d'habitude, on peut supposer qu'une section c de M est 

d~j~ donn~e, et montrer que le sous-foncteur de S exprimant qu'elle devient 
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une section unit~ est representable. Or, la condition que C soit une unit~ 

est que le compos~ des morphismes ~vidents M' ----> M'®M' > M' soit l'iden- 

tit~, c'est-~-dire que deux sections d@termin~es de Hom(M,M) deviennent 

~gales. On conclut encore grace g 1.2. 

Supposons enfin qu'une structure d'alg~bre cormnutative unitaire 

soit donn~e sur le module localement libre M. La condition d'@tre ~tale 

est ouverte dans X (SGA I 4.5), donc representable sur S par un sous-sch~ma 

(ouvert). Ceci ach~ve la d~monstration de 1.4, donc de 1.3. 

1.5. Soit maintenant Z/S l'objet qui repr~sente le foncteur envisag~ dans 

1.3, et examinons la condition sur Z d'etre lisse sur Sen un point z. En 

traduisant SGA 1111 3.i en termes du foncteur QE, on trouve la condition 

suivante : 

Soient Bun anneau artinien local, AM.= rB, J un ideal de B tel 

que J~i = O, S' = Spec B, S" = Spec B/J et S' > Sun morphisme. On utilise 

des notations ~videntes pour les effets des changements de bases S' > S 

et S" ---> S. 

(~t) Pour chaque quotient A" de E" muni d'une structure d'alg~bre ~tale sur 

QX"' correspondant ~ un S-morphisme $" > Z d'image z, il existe un 

quotient A' de E', muni d'une structure d'alg~bre ~tale sur OX,, qui 

l'induise. 

Or puisque X' et X" ont m~me espace sous-jacent, une alg~bre A' 

qui induit A" est d~j~ d~termin~e g isomorphisme unique pros (SGA I 8.3). 
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On peut donc exprimer la condition (~t) ainsi : 

(~t~t) Soit A' une alg~bre ~tale sur ~X" et A" l'alg~bre induite de A' sur X". 

Chaque homomorphisme surjectif 

E" ~" > A" 

correspondant ~ un morphisme S" ----> Z d'image z, se rel~ve en un homomor- 

phisme (n@cessairement surjectif en vertu du lemme de Nakayama) 

E' ~' > A' 

De la suite exacte 

0 > J > B ----> B/J > 0 

on d@duit une suite exacte de faisceaux sur X' : 

0 > J® Hom(E',A ~) > Ho__~m(E',A') ~ Hom(E",A") > 0 

L'obstruction au rel~vement de ~" se trouve dans HI(x ' , J~ Hom(E',A')). Soit 

S = Spec B/~.. Puisque J~= O, on a 
o 

J ® Hom (E',A') --~ J ® Hom (Eo,A o) 

et il est clair que 

H I (X', J ® Hom (Eo,Ao)) ~ J ® Hl(Xo , Hom (Eo,Ao)) 

Tenant compte du fait que la cohomologie conmlute g l'extension des corps 

de base, on trouve le 

Corollaire 1.6. Soient Z/S le sch4ma qui repr4sente le foncteur de 1.3, 

X Z = X XsZ, e__!t A Z l'Alg~bre 4tale quotien~ ("g4n4rale") de E Z. Alors Z/S 

est lisse en tout ppint z tel que 
O 
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H I (Xo, Hom(Eo,Ao)) = O , 

o2 l'indice z6ro d6signe la restriction A la fibre X de X Z / Z au point z 
o -- o 

Nous pouvons maintenant achever la d6monstration du th6or~me I.i : 

avec les notations du th6or6me, soit Y /X un rev~tement 6tale, donn6 par 
o o 

• (n) est un faisceau d'Alg~bres Ao, 6tale sur 0 X Pour n assez grand, A ° 
o 

engendr6 par ses sections (EGA III 2.2.1). On a donc une surjection 

N 
O x > A (n) > O o 

o 

d'oO une surjection 

N (-n) = E 
OX o 

o 
>A > 0 

o 

Choisissons n assez grand pour qu'on ait aussi 

i 
(+) H (Xo, Hom(Eo, Ao) ) = O 

ce qui est possible en vertu de (EGA III 2.2.1), puisque 

Hom(Eo,A o) = [Hom(Q~ , Ao) ] (n) = [Ao(n)] N 
o 

Posons E = O~(-n), et soit Z/S le schema qui repr~sente le foncteur envisag~ 

dans 1.3. Le quotient A de E correspond ~ un point z E Z de la fibre fermde 
o o o 

de Z/S, rationnel sur k(s), et d'aprgs 1.5 et (+), Z/S est lisse au point z . 
o 

Or puisque S est le spectre d'un anneau hens~lien et Z/S est lisse au point 

z de la fibre ferm~e, on peut trouver une section de Z/S passant par z : 
o o 

c'est par exemple imm~dJat ~ partir de la d6finition originale (SGA II I.i) 

de la lissit~. Ii s'ensuit que A est induit par une Alg~bre A ~tale sur X 
o 

(quotient de E), ce qui ach~ve la d~monstration de i.I. 
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2. Le cas de dimension relative ~ I. 

L'assertion est la suivante : 

Proposition 2.1. Avec les notations de XII 5.9 his, le foncteur 

Et(X) > Et(X ) est une ~quivalenqe de categories si S est noeth~rien 
o 

strictement local, e t f est projectif et de dimension ~ i. 

D'apr~s XII 8.5, cela ach~vera la d4monstration de XII 5.1 (ii), 

qU i g~n~ralise ~ la fois i.i e_~t 2.1. 

Lemme 2.2. Soit S le spectre d'un anneau local noeth~rien A, et soit X/S 

p_[0jectif, de dimension relative ~ n. Ii existe un S-schema projectif et plat 

Z/S de dimension relative ~ net une immersion ferm~e X ~ > Z au-dessus de S. 

N 
D~monstration. Soit X ---->~ Sun plongement projectif au-dessus de S, et soit 

= = Spec k, J C A[Xo, .... XN] l'id~al homog~ne qui d~finit X. Soient k A/rA, S o 

X ° = X ~S k. Alors X ° est d~fini par l'id~al homog~ne 

Jo = Im (J > k [Xo,...,XN]). Con~ne dim Xo ~ n, il est bien connu qu'il 

o o 
existe des ~l~ments fl' .... fN-n de Jo qui d~finissent un sous-sch~ma Z ° de 

~ de dimension n. Soient f. (o ~ i ~ N-n) des ~l~ments de J qui rel~vent 
l 

o 
les fi' et soit Z le sous-sch~ma de ~ d~fini par fl' .... fv • En vertu 

de EGA IV 11.3, Zest plat au-dessus de S, d'autre part en vertu de 

EGA IV 13.1.5 il est de dimension relative dim Z = n. Cela ach~ve de prou- 
o 

vet 2 . 2 .  

D4monstration de 2.1. Soit X/S projectif de dimension relative ~ I, avec 

S noeth4rien strictement local. Nous pouvons supposer X (donc X ) connexe. 
o 

Soit X > Z une immersion ferm4e au-dessus de S avec Z projectif, plat et de 

dimension ~ i, cf. 2.2. Soit s le point ferm4 de S. On a un diagramme 
o 
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correspondant de schemas 

Et(Z) .... > Et(X) 

I a \i b 

Et(Zo) , c > Et(Xo) 

On veut d~montrer que best une ~quivalence. D'apr~s XII 5.8, best plei- 

nement fiddle, et il reste ~ d~montrer qu'il est essentiellement surjectif° 

Or a est essentiellement surjectif d'apr~s I.i, et il suffit donc de dgmontrer 

que cest essentiellement surjectif. On est ainsi rgduit (laissant tomber le ) 
o 

la proposition suivante : 

Proposition 2.3, Soient k un corps is~parablement clos, Z u n k-schema, loca- 

lement de type fini et de .dimension ~ i, e t xL--> z un sous-sch~ma ferm~ 

connexe. Alors tout rev@tement ~tale de X est induit par un re v@tement ~tale 

de Z. 

D~monstration. On peut supposer Z et X de dimension i, le cas o~ X est de 

dimension nulle ~tant triviale grace ~ l'hypoth~se faite sur k. Alors 

Z = X U Y,oO Y est le sous-sch~ma ferm~ adherence de Z-X. Soit V = X n Y 

le schema intersection, qui est un schema discret i.e. localement artinien. 

Le morphisme XiiY > Zest fini et surjectif, donc un morphisme de descente 

strict pour la cat~gorie des rev~tements ~tales (SGA IX 4.7). On a ~videmment 

(~) (XliY) X Z (X~.Y) = Xi[YiIV(1)~V (2) (V (i) = V) , 

o~ pr. envoie V (i) dans le composant X de X~Y et V (j) dans le composant Y 
I 

pour j =#= i. 

Soit X'/X un rev@tement ~tale de degr~ n, et soit Y"/Y un rev~tement 

de degrg n (par exemple le rev@tement trivial de degr~ n), de sorte que X'JJ_Y" 
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est un rev~tement de XIIY de degr~ n. Ii suffit de trouver des donn4es de 

descente pour ce rev@tement et pour le morphsime X J/y---> Z. En regardant 

(w), on voit qu'une donn4e de descente pour ce morphisme 4quivaut simplement 

un isomorphisme 

X' ×X V = V' ~ > V" = Y" XyV 

Puisque k est s4parablement clos, il en est de m@me de k(zi) ~ et par suite 

chaque rev@tement 4tale de Vest compl~tement d4compos4, d'o~ V' ~ V", ce 

qui donne le r4sultat. 

Remarque 2.4. On peut 4viter le recours au d41icat r~sultat de SGA IX et 

la th4orie de la descente, par un argument direct, montrant que la cat~gorie 

des rev~tements ~tales de Zest ~quivalente ~ la cat~gorie des triples 

(X', Y', @), o~ X'(Y') est un rev~tement 4tale de X(Y) et @ un V-isomorphisme 

X' ×X V ~ Y'EyV. Ce r4sultat, valable pour tout schema Z r4union de deux 

sous-sch4mas ferm~s X,Y, s'~tablit directement ~ l'aide du r~sultat analogue 

pour la d4termination des Modules quasi-coh4rents sur X (lorsque X = V (5), 

Y = V(K), JC~_ = O). 

3. Un r~sultat auxiliaire sur le $roupe de Picard (~). 

Proposition 3.1. Soient X un sch4ma noeth~rien, X un sous-sch~ma ferm4 de X 
o 

i, et b) pour toute partie ferm4e connexe non-vide Y de X, tel que a) dim X ° . . . . . . . . . . .  

Y = Y ~ X est connexe non-vide. 
o o 

(w) Figure aussi dans EGA IV 21.9.11, 21.9.12 sous une forme l~g~rement plus 
g4n4rale ; notarmnent il suffit dans 3.2 que f soit s4par4 au lieu de propre. 
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(i) Soit Z ° la r~union des {x} n X ° pour x E Ass ~X tel que ~} n X ° soi____~t 

r~duit ~ un point. Alors pour tout diviseur de Cartier D o sur X tel qu e 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  o ..... 

supp(D ° ne rencontre pas Z o, il existe un diviseur de Cartier D sur X, i!!n- 

duisant D (et si D ~ O, on peut prendre D ~ 0). 
o o 

(ii) Supposons qu'il existe un ouvert affine U de X contenant l'ensemble 
.. o -- o 

fini Ass ~X U Zo (condition automatiquement . . . . . . . .  satisfaite X est noeth~rien et 
o 

--si X ° admet un faisceau inversible ample). Alors l'homomorphisme ...... 

Pic(X) > Pic(X o) est surjectif. 

D~monstration.(i) Comme dim X ~ I, on voit tout de suite que tout diviseur 
o 

de Cartier D sur X a un support discret, donc est la diff4~ence de deux 
o o 

diviseurs de Cartier positifs, de supports contenus dans celui de D o . Cela 

nous ram~ne dans (i) au cas o~ D O est positif, donc o~ pour tout x E Supp D O , 

D o est d~fini en x par un ~l~ment non diviseur de z~ro fx E rad (O X_ ,x). Alors 
o 

fx est induit par une section gx de ~X sur un voisinage ouvert Ux de x. Je 

dis qu'en prenant U x assez petit, gx est non diviseur de z~ro dans ~U ' i.e., 
x 

V(g x) ~ Ass ~U = 0. En effet, il r~sulte de a) et b) que pour tout x E X, 
x 

~X est un ferm~ connexe de X donc et en particulier pour z E Ass , z n X ° o 

est, soit r~duit ~ un seul point fermi, soit ~ une r~union connexe de compo- 

santes irr~ductibles de dimension I sur X . Comme x ~ Z il s'ensuit que 
o o 

dans le premier cas on a x ~ z . Mais pour s E Ass ~X du deuxigme type, on 

ne peut pas avoir x E z et z E V(gx), puisqu'alors gx donc fx s'annulerait 

sur une des composantes irr~ductibles de z n supp Xo, qui est aussi une 

composante irr~ductible de Xo, ce qui est incompatible avec le fait que fx 

est non diviseur de z~ro dans OXo, x. Donc quitte g restreindre Ux on peut 
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supposer que V(g x) ~ Ass ~U = ~' i.e. gx est non diviseur de zero. Soit 
x 

Y l'adh~rence de V(g x) dans X, alors Yx N X n uxc V(gx)N x ° admet x comme 
x o 

p o i n t  i s o l ~ ,  donc i l  en e s t  de m~me de Yx N X o, doric p a r  l a  c o n d i t i o n  b) 

de la proposition, Yx admet une composante connexe Y'x telle que Y'x ~ Xo = {x}. 

De plus, on a Y' C Ux, car T = Y' - Y' N U est un ferm~ de X tel que 
X X n x x 

T NX = ~ donc T = ~ en vertu de la condition b). Nous prenons maintenant 
X O X 

le diviseur de Cartier D' sur X qui induit Y' sur Ux, et induit z~ro sur 
x x 

' et poserons D = ~ d'x, qui est un diviseur de Cartier positif sur X, X - Yx' 

induisant ~videmment D sur X . 
O o 

(ii) La conclusion r~sulte de (i) et du fait que tout module inversible 

L sur X est isomorphe au module d~fini par un diviseur de Cartier D 
--O O O 

dont le support ne rencontre pas Z o. Ce dernier fait signifie en effet que 

pour L admet une section dCfinie sur un ouvert V contenant Ass ~X U Z o, 
--O O 

O 

cette section ne s'annulant en aucun point de ce dernier ensemble. Or il 

suffit de prouver cela en remplagant X ° par l'ouvert affine Uo, et dans ce 

cas cela est bien connu et provient du fait qu'un module inversible sur 

un schema semi-local est isomorphe au faisceau structural. Enfin, on sait 

bien que si X ° admet un faisceau smple, alors toute partie finie de X ° 

est contenue dans un ouvert affine. Cela prouve (ii). 

On ale corollaire suivant, qui g~n~ralise XII 8.6 et qui ach~ve 

la d~monstration de 5.1 (iii) : 

Corollaire 3.2. Soit S le spectre d'un anneau hens~lien noeth~rien~ e t 

f : X > Sun morphisme propr e et de dimension relative ~ t .  Alors pour 

tout sous-sch~ma ferm~ X' de X ayant m~me espace sous-jacent que la fibre 
O ........... 
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ferm~e X ° de X/S, l'applicat.ion canonique Pic(X) ---> Pic(X O) est surjective. 

En effet, on applique la proposition ~ (X,X~), en notant que la 

condition a) est satisfaite par hypoth~se, et b) en vertu de XII 5.7. II 

reste ~ v~rifier l'hypoth~se faite dans ii) d'existence d'un Uo, ce qui 

r~sulte du fait que X' est n~cessairement projectif (comme toute courbe 
o 

propre sur un corps). 

Remarque. Le lecteur qui ne voudra pas admettre ou reconstituer le fait que 

les courbes propres sur un corps sont projectives, se bornera ~ utiliser 

le corollaire en supposant d~j~ que f est projectif, ce qui suffit pour 

l'application que nous avions en vue ici. Signalons d'autre part que, admet- 

tant la projectivit~ des courbes alg~briques propres sur un corps, on conclut 

que sous les conditions de 3.2 X est n~cessairement projectif sur S, comme 

on volt en choisissant un ~o EPic (Xo) ample et le relevant en un ~ E Pic(X), 

et appliquant EGA III 4.7.1. 
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