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THEOREME DE CHANGEMENT DE BASE POUR 

UN MORPHISME PROPP~ 

par M. ARTIN 

i. Introduction. 

Nous donnons dans cet expos~ le th~or~me fondamental qui dit, sous 

une forme un peu plus precise, que pour un morphisme propre f : X ----> Y de 

schemas, et pour un faisceau ab~lien F de torsion sur X, la fibre de Rqf~F 

g~om~trique de Y est isomorphe ~ la cohomologie Hq(X~,FIX~) de en nn point 

la fibre X~. 

Rappelons que pour un morphisme propre d'espaces paracompacts 

le r~sultat analogue est bien connu (GODEMENT II 4.11) et facile. II est 

beaucoup plus d~licat dans le cas des schdmas. Par exemple, l'hypoth~se 

que F soit de torsion est bien n~cessaire, contrairement ~ ce qui se passe 

pour les espaces paracompacts. 

La d~monstration se fait en plusieurs ~tapes : on se r~duit par 

des m~thodes de d~vissage plus ou moins formelles au cas o~ Y est noeth~rien, 

off la dimension relative de f est ~ I, et o~ le faisceau F est constant. Pour 

traiter ce cas particulier, on se sert du th~or~me de sp@cialisation pour 

le groupe fondamental (5.9) qui est une variante non-ab~lienne du th~or~me 

~nonc~ plus haut, et qu'on peut d~montrer directement dans le cas parti- 

culier envisag~ (XIII 2). 
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2. Un exemple. 

Montrons que l'hypothgse que F soit de torsion est n4cessaire : 

Soit X une surface non singuli~re sur un corps k alg~briquement clos, Y 

une courhe non singuli~re sur k, et f : X ----my un morphisme propre dont 

la fibre g~n4rique est lisse et la fibre g~om~trique en le point g~om4trique 

y de Y a un point double ordinaire, et est irr4ductible. Soit Fle faisceau 

constant ~X' 

Rappelons le fait suivant : pour un point quelconque z d'un sch4ma 

Z, soit i : z ---> Z l'inclusion. On a Hl(z,i~z) = 0 (IX 3.6 (i)). Or 

p u i s q u e  X e s t  normal  donc u n i b r a n c h e ,  i l  s ' e n s u i t  que ~X i~  ~ x '  o~ 

i : x ---~ X est l'inclusion du point g4n4rique. Donc HI(X~x ) = 0 et de 

m~me Rlf~ ~X = O. Mais je dis que pour la fibre g4om4trique Xo de X/Y avec 

le p o i n t  d o u b l e  o r d i n a i r e  on a HI(Xo , ~X ) ~ ~ ( 4 ) ,  ce qu i  donne l e  c o n t r e -  
0 

exemple, puisque ~X ~--- ~xlXo ' 
o 

Soit i : x ---> X l ' i n c l u s i o n  du p o i n t  g ~ n 4 r i q u e  de Xo, e t  s o i t  
o 0 o 

Q le point singulier de X . La courbe X a deux "branches" en Q et il s'ensuit 
o o 

que la fibre de i o n (  ~X ) au p o i n t  Q e s t  i somorphe  ~ X  ~ .  En d e h o r s  de Q 
0 

l a  courbe  Xo e s t  n o r m a ~ e t  donc i o n (  ~ x  ) ~ X  dans  Xo - Q' On a donc une 
0 o 

s u i t e  e x a c t e  

O >~X -'--> ion( ~x ) ' > ( ~)Q > O , 
o o 

oN le d e r n i e r  membre e s t  l ' e x t e n s i o n  p a r  0 du f a i s c e a u ~  au p o i n t  Q. Tous 

H ° Hl(Xo , les trois membres ont un i somorphe  ~ ~ ,  e t  i o n (  ~ x  ) )  = O, d ' o ~  
0 

(~) Comparer, du point de vue ~I' avec SGA 3 X (6, Exemples) et (1.6). 
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HI(Xo ' ~X ) = ~ par la suite exacte de cohomologie. 
O 

3. Rappels sur l_e H I non-ab41ien. 

On va indiquer bri~vement quelques r4sultats sur la cohomologie 

non-ab41ienne dont nous aurons besoin dans la suite. Nous omettrons la 

plupart des d~monstrations, bien connues dans divers cas particuliers, et 

qu'on trouvera dans la th~se de GIRAUD [i]. 

Soient X un sch4ma, et Fun faisceau en groupes sur X. Pour chaque 

X'/X ~tale, on d4finit un ensemble point4 HI(x',F), fonctoriel covariant en 

F et contravariant en X'. Le H I commute aux produits finis de faisceaux. Si 

f : X > Y est un morphisme, on d~finit un faisceau d'ensembles point4s 

(c'est-~-dire, avec section distingu4e) RIf.F. C'est le faisceau associ~ au 

pr4faisceau (d'ensembles point~s) ~IF, qui, ~ chaque Y'/Y 4tale, associe 

l'ensemble HI(XXyY ',F). 
On ales suites exactes de cohomologie habituelles, dont nous nous 

contenterons d'indiquer une : 

u 

Proposition 3.1. Soit 0 ----> F > G une injection de faisceaux de groupes, 

et soit C = G/F le faisceau d'ensemb!es homog~nes sous G. On a une suite 

exacte de faisceaux d'ensembles point4s 

i 
O > f.F > f~G > f~C ~ > RIf~F u > RlfwG 

Bien entendu, cette suite exacte est obtenue en passant g la suite 

de faisceaux associ4e ~ la suite exacte de pr4faisceaux dont la valeur pour 

Y'/Y 4tale est 

0 > F(X') ----> G(X') > C(X') --~ HI(x',F) > HI(x',G) , 
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o~ X' = XXyY'. La relation d'6quivalence induite par ~ est celle donn6e 

par l'op6ration de f~}G sur F{~C. On peut comme d'habitude expliciter la 

relation d'6quivalence induite par u I grace A la notion de "torsion" [I]. 

f g 
Proposition 3.2. Soient X -----> Y > Z des morphismes de sch6mas. On a 

une suite exacte pour chaqu_~e Z'/Z 6tale, posant Y' = YXzZ', X' = XXzZ' : 

O ---> HI(y', f~F) ---> HI(x',F) > H°(Y',RIf~F) 

d'o~ en passant aux faisceaux associ~s, une suite exacte de faisceaux point's 

sur Z : 

O > (Rlg~)f~F ---~ Rl(gf)~F > f~(Rlg~)F 

Proposition 3.3. La famille des foncteurs de la forme HI(x',F), pour X' ~tale 

sur X, et de la forme RIf~F, pour un morphisme quelconqu___ee f : X > Y~ est 

u 
effa~able, c'est-~-dire il existe une injection F > G tel que les morphismes 

induits HI(x',F) > HI(x',G) e_~t RIf~F > RIf~G soient tous nuls. Plus 

pr~cis~ment, il existe une injection F u > G tel que chacun des ensembles 

HI(x',G), avec X' ~tale sur X, et chacun des faisceaux point@s RIf~G, soient 

nuls. Si X est noeth~rien et F est un faisceau de ind- L-f~Egupes Construc- 

tible, alors il exist¢ une telle injection, o~ de plu s G est un faisceau de 

ind- ~-groupes. 

D~monstration. La premiere assertion est sans doute vraie dans un topos 

quelconque, mais pour la topologie ~tale, il est commode de faire l'effa- 

cement avec la "r~solution de Godement" 

(3.4) F > G = ~ ix~ix~F 
x6X 
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o~ x parcourt l'ensemble des points de X et o~ i : x ......... > X est un point 
x 

g~om~trique de X au-dessus de x. Notons que pour X'/X ~tale, on a 

G(x') = 7-T (ix~F)(X'×xT) = T-F (-FTrT,) , 
x E X x 6 X x'/x 

o~ les ~' sont des points g~om~triques de X'. Or il est clair que pour 

chaque point de X' il y a au moins un x' au-dessus, d'o~ F(X') c G(X') 

(VIII 3), donc F c G. D'autre part, un u / x ~tale quelconque est somme 

de spectres de corps s4parablement clos, d'o~ HI(u,G) = O, quel que soit 

le faisceau G sur ~. Ii r4sulte alors de 3.2 que Hl(x',ix~ix~F) = 0 pour 

chaque X'/X 4tale, d'o~ (puisque H I commute aux produits) HI(x',G) = 0, 

donc de m~me RIf{~G = 0 pour tout f : X > Y, grace A la description de 

RIf~(G) comme faisceau associ4 au pr4faisceau Y' ~--> HI(X×yY',G). 

Supposons maintenant que de plus F est constructible et X noeth6- 

rien. Alors on voit imm4diatement qu'il existe un ensemble fini de points 

{x I ..... Xn} de X tel que le morphisme 

F ~ ~ ix~l x F 
l~i~n 

soit d~j~ injectif. Le faisceau i×~$ix~F est un faisceau de groupes ind-fini 

(IX 1.5), donc le produit fini l'est aussi (IX 1.4 et 1.6 (iii)). En rem- 

pla~ant G par ce faisceau, on obtient la derni~re assertion. 

3.5~ Comme dans le cas de la cohomologie ab~lienne (trait~ dans V 2.4), 

on peut calculer le H I par le proc4d~ de CECH [I]. 
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4. Le morphisme de chansement de base. 

Soit 
g! 

X < ................. X ! 

f, 

-- S I S ~ ......... 

un carrg cartgsien de morphisme de schgmas. On en dgduit un morphisme de 

foncteur ~ = ~g 

(4.1) g~f~ ~ > f'~g'~ 

de la mani~re suivante : donner un tel morphisme gquivaut ~ donner un mor- 

phisme de foncteurs 

(4.1 adj) f~ > g~f'~g'~ , 

parce que g~ et g~ sont adjoints. Nous prenons pour ce morphisme le morphisme 

(id --> g'~g'~) 
f~ > f~g, g,~ = g~f, gV~ , 

en tenant compte que 

g~f'~ = (gf')~ = (fg')~ = f~g'~ 

Notons qu'il y a un autre condidat pour (4.1). En effet, donner 

> id) 
> g'~ 

un tel morphisme ~quivaut ~ donner 

f'~g~f~ > g'~ 

et on peut prendre 

( f~ f~ 
f,~g~f~ "~ g,~f~f~ ........ 
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J'ignore sices deux choix coTncident toujours (~), et en tout cas 

nous nous servirons uniquement du premier.. Nous l'appellons morphisme de 

chansement de base. 

En restreignant (4.1) aux faisceaux ab~llens (resp. de groupes) 

on d~duit Un morphisme ~q = ~g g pour chaque q e 0 (resp. pour q = O, I) : 

~q 

(4.2) g~(Rqf~) > (Rqf'~)g '~ 

En effet, cela revient au m~me que de donner 

(4.2 adj) (Rqf~) > g~(Rqf'~)g '~ 

et on a des morphismes "~vidents" 

(Rqf~) a > (Rqf~)g, g,~ ~ 

= (Rq(gf')~g'~ 

b 
> R q , , , ~.~ fg )~g = 

c 

> g~(Rqf'~)g '~ 

Remarque 4.3. Supposons que g(donc g') soit une immersion ferm~e. Alors les 

morphismes bet c ci-dessus sont des isomorphismes (VIII 5.7). Ii suit que 

(4.2) n'est autre essentiellement que le morphisme a ci-dessus, qui est 

Rqf~ , , d~fini en appliquant au morphisme canonique F----> g ~g ~F . 

Proposition 4.4. (Composition des morphismes de chansement de base). 

(i) Soit 
g' h' 

X < X ' < X" 

f I f' ] f" 
V V 

S < - g .... S' ~ h .......... S" 

(~) Mr. DELIGNE a r~solu par l'affirmative cette perplexitY, dans un con- 
texte sensiblement plus g~n~ral, cf. Exp. XVII. 
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un diagramme cart~sien de morphismes de schemas. Alors le diasranm~e suivant 

est commutatif : 

(gh)~f~ gh >' f"~(g'h' )~ 

h~.g h ~g '~ 
h~g~f~ > h~f'~g '~ > f ~h 

et le diagramme avec f~,f'~f"~ remplac~ par Rqf~,Rqf'~,Rqf"~ l'est aussi, 

dans les domaines de d~finition naturels des foncteurs en question (cf. n ° 3). 

(ii) Soit 

y ~-- . . . .  y, 

g '  

X ' ~  X ~ 

g 
S ~ S' 

un diagrarm~e cart~sien de morphismes de schemas. Alors le diasramme suivant 

est commutatif : 

g~( fe)~ ............... > ( f 'e' ) ~<.g"~ 

f J 
g~f~e~ - > f ' ~g'~+e~ > f '~e '~g"~ 

o~ les trois fl~ches horizontales proviennent des homomorphismes de chan- 

$ement de base pour fe, f e__~t e respectivement. 

Dans le cas ab~lien, les morphismes de chansement de base pour fe 

sont induits par un morphisme de suit~spectrales 
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EP,q = g~(Rqf~)(Rqe~)F ~ g~RP+q(fe)~ F 

(RPf '.~.) (Rqe '~.)g"~fF ~ RP+q( f 'e  ' )-~l- g '~'F 

qui, pour les termes initiaux, est induit par les morphismes de changement 

de base pour e et f ; et pour un faisceau de groupes, on a un morphisme de 

suites exactes 

0 ......... > g~(Rlf~)e~F > g~Rl(fe)~F " > g~f~(Rle~)F 

0 > (Rlf'~)e'~g"~F) ...... > Rl(f'e'){~g"~F ----> f'~(Rle'~)g"~F 

Nous laissons la d4monstration au lecteur. 

5. Enonc4 du th4or6me pr.incipal et de quelques variantes. 

Le th4or6me est le suivant : 

Th4or~me 5.1. (Th6or&me de changement de base pour un morphisme pr0pre). 

X < $' X' 

S < ..... $ S'  

un diagranmae cart4sien de schemas, avec f propre. 

(i) Soit Fun faisceau d'ensembles sur X. A!ors le morphisme (4.1) 

: g~f~F ...... > f'~g'~F 

est bijectif. 

Soit 
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(ii) Soit fun faisceau de $roupes (resp. de groupes ind-finis) sur X. Alors 

le morphisme (4.2) 

i : g~(Rlf~)F > (Rlf,)g,~F 

est injectif (resp. bijectif). 

(iii) Soit Fun faisceau ab~lien de torsion sur X. Alors le morphisme (4.2) 

~q : g~t(Rqf~)F ----> (Rqf'~)g'~F 

est bijeetif pour ehaque q e O. 

On va d'abord ~noncer des consequences imm~diates du th~or&me. Si 

S' = ~ est un point g~om~trique de S, de sorte qu'un faisceau sur ~ est d~ter- 

min~ par ses sections globales, on a H°(~,Rqf'~G) = Hq(X',G) pour chaque fais- 

ceau G sur X, d'o~ le corollaire suivant (qui est d'ailleurs essentiellement 

~quivalent ~ (5.1)) : 

Corollaire 5.2. Soient f : X > S propre, ~ > Sun point $~om~trique, e t 

X~ la fibre de f au point ~ . 

(i) S i F est un faiseeau d'ensembles sur X, le morphisme canonique de chan- 

$ement de base 

(f~F) ~ > H°(X~,FIX~) 

est bijectif. 

(ii) S i F est un faisceau de groupes (resp. de groupes ind-finis) le mor- 

phisme de changement de base 

Rlf~(F)~ > HI(x~,FIX~) 

est injectif (resp. biJectif). 
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(iii) Si F est un faisceau ab41ien de torsion, alors pour chaque q ~ O l e 

morphisme de c hangement de base 

(Rqf,~)F~ > Hq(x~,rlx ~) 

est bijectif. 

Tenant compte de (X 4.3) et (X 5.2), on trouve : 

Corollaire 5.3. Sous les conditions de (5.2), soit n la dimension de la fibre 

Alors pour chaque faisceau, a.b~lien de torsion F sur X, la fibre (Rqf~F)~ X~. 

est nulle pour q > 2n. S i F est un faisceau de p-torsion (p la caraq.t~ristique 

de ~), alors la fibre de Rqf~(F) e_nn ~ est nulle pour. q > n. 

Rappelons qu'on dit que la dimension relative de X/S est ~ n si 

la dimension de chaque fibre est & n . On a donc 

Corollaire 5.3 his. Soit f : X '> S propre et X/S de dimension relative ~ n. 

Alors Rqf~F = 0 s_~i q > 2n pour chaque faisceau ab41ien F de torsion sur X. S i 

S est de caract4ristique p, et si F est un faisceau ab~lien de p-tor.sion, alors 

Rqf~F = O s i q > n . 

En appliquant (5.1) a un morphisme de spectres de corps s4parablement 

clos, on obtient 

Corollaire 5.4. (.Invariance de la cohomologie par chan$ement de corps.....d..¢ base 

dans le cas propre). Soient k c K des corps s4parablement closet X un sch4ma 

propre sur Spec k. Soit X' = X K . Soit Fun faisceau sur X e t F' le faisceau 

image inverse sur X'. Alors 

(i) H°(X,F) > H°(X',F ') . 

89 



- 12 - XII 

(ii) S i F est un faisceau de $roup@s (resp. de groupes ind-finis) 

HI(x,F) ~ > HI(x',F ~,) 

est injectif (resp. bijectif). 

(iii) Si F est un faisceau ab61ien de torsion, 

Hq(X,F) HN(x',F ' ) 

pour tout q. 

Une variante l~g~rement diff~rente de (5.2) est la suivante : 

Corollaire 5.5. Soit $ le spectre d'un anneau hens~lien et soit S' = s le 
O - -  

= point fermi. Soit f : X > S p_[opre. Posons Xo = X', F ° g'~F Alors on a : 

(i) H°(X,F) ~ > H°(Xo,Fo ) 

pour tout faisceau d'ensembles F. 

(ii) HI(x,F) > HI(Xo,F o) 

est injectif (resp. bijectif) p_qur tout faisceau de zroupes (resp. de groupes 

ind-finis) F. 

(iii) Hq(X,F) ~ > Hq(Xo,F o) 

pour tout faisceau ab~lien de torsion F, et tout q . 

En effet, cet ~nonc~ n'est qu'un cas particulier de (5.2) si S est 

strictement local. Supposons que (5.2) soit connu. Soit S le localis~ strict 

de $, ~ le point ferm~ de S, et G le groupe de Galois de S/S (qui est aussi 

le groupe de Galois de V/So). Alors G op~re sur les fibres des R q, et on a 

(avec des notations @videntes) 

H°(X,F) ~ H°(~,7) G 

H°(Xo,Fo ) ~ H°(Xo,~o )G 
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pour un faisceau d'ensembles F, d'o~ (i) puisque H°(X,~) ~ > H°(Xo,Fo ) ~ et 

que l'isomorphisme commute ~vide~ent avec l'op~ration de G. 

Si F est un faisceau de groupes, on d~finit ais~ment un morphisme 

de suites exactes d'ensembles point, s 

(5.5.1) 

o > HI(G,Ho(~,F)) _____> HI(x,F) > ~i(~,~)G 

; i ,[ 
0 > HI(G, HO(Xo,Fo))  "'--'-> HI(Xo,F  o) .... > HI(Xo,Fo  ) 

o~ les flAches verticales extr@mes sont des isomorphismes d'apr6s (5.2). 

Soient ~ , $ E HI(x,F) des classes qui ont m@me image dans H°(Xo,Fo ), et 

soit F le faisceau obtenu en tordant F A l'aide de ~ [i]. Soit ~' la classe 

HI(x,F C~) correspondant ~ ~. Alors, puisque la classe ~' correspondant ~ 

est nulle, l'image de ~' dans HI(Xo,(F~)o ) est nulle. 

Examinons le diagramme d6duit de (5.5.1) en rempla~ant F par F ~ : 

on trouve que l'image de ~' dans H°(X,F<~) G est nulle, donc que $' est image 

d'un 616ment de HI(G,H°(X,F)), et que cet 616ment dolt @tre nul. Donc 8' est 

nul, i.e. ~' = ~' , d'o~ ~ = ~ . Cela donne l'injectivit@ du morphisme de (ii). 

Supposons maintenant que F soit un faisceau de groupes ind-finis, 

et d6montrons la surjectivit6 de la fl~che (ii). Or il suffit de d6montrer que 

le foncteur F ~-> HI(Xo,Fo ) est effa~able. En effet, soit O > F ~ G une 

injection qui efface ce foncteur. Soit C = G/F . On a un morphisme de suites 

exactes (4.4) 

1 
o~ le morphisme u 

o 

H°(X,C) > HI(x,F) > HI(x,G) 

t t°(Xo,Co ) ---> Hl (Xo,Fo  ) ~> t t l (Xo,Go ) 

e s t  nuI ,  ee qui  i m p l i q u e  b i en  l a  s u r j e c t i v i t ~  de ~ , 
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que le foncteur F I > HI(Xo,Fo ) est effaGable pour D4montrons les 

faisceaux F de groupes ind-finis. Soit F u > C la "r4solution de Godement" 

(3.4). On a 

HI(G,H°(Xo,Co) ) ---~ HI(G,H°(X,C)) c HI(x,c) = O 

De plus, on ale carr4 commutatif : 

HI(x,F) ~ HI(Xo,Fo ) 

O=HI(x,c) > HI(Xo,C o) 

(puisque HI(x,G) = lim HI(x',c) = 0 , X'/X 4tale), donc est nul. On a donc ----> 

un morphisme de suites exactes 

> HI(G,H°(Xo,F o) > HI(Xo,Fo ) > HI(L,L) G 

O . . . . . .  > HI(Xo,Go ) > HI(Xo,Go )G 

oN ~G est nul, ce qui implique que ~ est ~galement nul, d'o~ l'effa~abilit~. 

D~montrons enfin l'assertion (iii) de (5.5) : On a un morphisme 

de suites spectrales 

EP,q = HP(G,H q (X,F) > Hn(X,F) 
2 

HP(G, Hq,Xo,Fo)) ~ Hn(Xo,Fo ) 

D'apr~s (5.2), les morphismes Hq(X,F) -" Hq(Xo,F o) sont des isomorphismes. 

Cela implique que ~ est un isomorphisme pour E~ 'q , donc pour les aboutisse- 

ments, d'o~ le r~sultat, cqfd. 
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5.6. Examinons (5.9 (i) et (ii) dans le cas o~ F est constant : Soit F = S X 

un faisceau d'ensembles constant sur le schema X, de valeur T. Alors F(X) 

n'est autre que l'ensemble des applications localement constantes de X dans T. 

Si X est un sous-sch~ma de X, et si T a au moins deux ~l~ments, on en conclut 
O 

que F(X) ---> F(X o) est bijectif si et seulement si l'application U e-> U ° = U~ 

de l'ensemble ~(X) des parties ~ la fois ouvertes et ferm~es de X dans l'en- 

semble analogue 8(X ) est bijective. Si l'ensemble ~ (X) des composantes 
O O O  

connexes de X est fini, cela revient au m~me que de dire que l'application 
O 

(X) > ~ (X) est bijective. Ainsi, (5.5) (i) peut aussi se reformuler 
o o  O 

de la fa~on suivante (compte tenu que dans ce cas X ° est de type fini sur 

un corps donc est noeth~rien, donc ~ (X) est fini) : 
O O  

Corollaire 5.7. Soient S le spectre d'un anneau hens~lien, s son point fermi. 
O 

Soit f : X > Sun morphisme propre et X la fibre ferm~e de X/S. Alors 
o 

l'application ~ (X) > ~ (X) induite par X > X est bijective. 
....... 0 O 0  o 

(En particulier, cela implique que l'ensemble ~ (X) est fini). Nous 
o 

alons d~montrer directement (5.7) dans le cas noeth~rien : 

Lemme 5.8. L'~nonc~ (5.7) est vrai si S est noeth~rien (~). 

0 

D~monstration. Dans le cas noeth~rien, ~ (X) est certainement fini, 
O 

et en rempla~ant X par une composante connexe on peut supposer que ~ (X) est 
O 

un ensemble ~ un ~l~ment, c'est-~-dire que X est connexe et non-vide. II faut 

d~montrer qu'alors X est ~galement connexe et non-vide. Or l'image de X dans 
o 

S est ferm~e puisque f est propre et non-vide car X est non-vide, donc contient 

S ce qui explique que X est non-vide. Soit 
O ~ O 

(~) Cf. EGA IV 18.5.19. 
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X 

la factorisation de Stein de f (EGA III 4.3.3) de sorte que S'/S est fini 

et S' est connexe. On sait que chaque fibre de f' est connexe non-vide, et 

l'espace sous-jacent ~ X est la r4union des espaces sous-jacents aux fibres 
O 

ferm4es de S'. Tout revient donc ~ d4montrer que S' est le spectre d'un anneau 

local. Mais puisque S est hens41ien, l'anneau A' de S' est produit d'anneaux 

locaux (VII 4.1 (i)), donc A' est local puisque S' est connexe, ce qui prouve 

5.8. 

5.9.0. Suppossons maintenant que F = G X est un faisceau constant de groupes, 

de valeur G, oO G est un groupe fini. Alors HI(X,Gx ) classifie les rev~ tements 

principaux galoisiens de X, de groupe G (VII 2.1)). Le corollaire 5.5 (ii) 

dit que le morphisme X ---> X induit une bijection entre les ensembles de 
o 

classes de ces rev~tements. Ii s'ensuit donc, de la d4finition des ~I' que 

5.5 (ii) pour les faisceaux de groupes finis constants (en pr4sence de (i) 

~quivaut g : 

Th~or~me 5.9. (Th~or&me de sp~cialisation pour le $roupe fondamental). Avec 

les notations de (5,5), supposons X connexe non-vide, Alors X est connexe 
O 

est un point $~om~trique de X le morphisme de groupes non-vide, et six ° o' ....... 

fondamentaux 

Ul(Xo,Xo) ---~-->~l(X,~o) 

est bijectif. 
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D'autre part, d'aprgs la th~orie de ~alois (SGA V) l'~nonc~ 5.9 

(dans le cas X connexe, ce qu'on peut supposer, grace ~ 5.7) ~quivaut 
o 

Th~or~me 5.9 bis. Soient S le spectre ........ d'un anneau hens~lien, So le point 

ferm~ de S, f : X ---> Sun morphisme propre, et X la fibre ferm~e de X/S. 
- -  o 

Pour un schema Z, notons Et(Z) la ca~g0rie des rev~tements ~tales de Z. 

Alors le foncteur restriction 

Et(X) ~ Et(X ) 
o 

est une ~quivalence de cat~$ories. 

Re~arque 5.10. Rappelons que 5.9 a ~t~ d~jg d~montr~ (SGA 1X 2.1) dans le 

cas oh S est le spectre d'un anneau local noeth~rien complet. Malheureusement 

on n'arrive pas g utiliser ce r~sultat pour prouver 5.9 en g~n~ral (~), et 

la d~monstration donn~e de 5.9, dans le present expos~ et le suivant, est 

tr~s diff~rente de celle donn~e dans SGA 1X. 

5.11. On peut donner une autre variante "non commutative" de(5.5) (ii), en 

utilisant la th~orie de la 2-cohomologie de J. GIRAUD (cf. Th~se de J. GIRAUD, 

en preparation). Supposons S noeth~rien. Prenons un lien L sur X, et supposons 

que L se r~alise localement (pour la topologie ~tale) par un faisceau en 

groupes ind-finis. Consid~rons l'application 

(2) H2(Xo,Lo ) : H2(X,L) > 

oh L est la restriction de L A X . Alors on a 
o o 

(5.11.1) (~(2~-i (H2(Xo,Lo),) H2(X,L), , 

(~) La situation a change depuis ces lignes ont ~t~ ~crites, cf. th. 3.1 dans 
M. Artin, Algebraic approximation of structures over complete local rings 
(~ paraftre). 
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o~ les "primes" d~signent les parties form~es des ~l~ments neutres. 

Compte tenu de 5.5 (iii), cet ~nonc~ ~quivaut aussi au suivant : 

Pour toute gerbe ~ sur X, de lien L comme ci-dessus, d~signant par 

o is restriction de ~ ~_ Xo, l e foncteur restriction sur les categories de 

sections 

~(X) - > ~o(Xo) 

est une 4~uivalence de cat4gories. 

Le fait que ce foncteur soit pleinement fiddle r~sulte en effet de 

5.5 (i), et le fait qu'il soit essentiellement surjectif lorsque ~(X) =~ 

i.e. lorsque la classe ~ E H2(X,~) de ~ est neutre, r4sulte de 5.5 (ii). II 

reste donc ~ exprimer que ~o(X O) =#= @ implique ~(X) =/= @ , ce qui n'est 

autre que (5.11.i). 

Nous ne donnerons pas ici la d4monstration de (5.11.1), et nous nous 

contenterons de signaler que pour tout sch4ma noeth4rien X et tout sous- 

sch4ma ferm4, on peut montrer en fait que la validit4 des ~nonc~s 5.5 (i) (ii) 

implique celle de (5.11.1) ; la d4monstration se fait assez 414mentairement, 

en utilisant le r4sultat de descente VIII 9.4 a). 

6. Premieres r~ductions. 

Nous utilisons l'abr~iation (f,F,g) pour d~signer les donn~es de 

5.1 dans l'un quelconque des trois cas (i), (ii) ou (iii) de ce th~or~me. 

Lemme 6.1. Pour que 5.1 soit vrai pour les donn~es (f,F,g), o__~ f,F sont fixes, 

e t g queldonque, il suffit que pour tout S-schema S, localis~ strict d'un schema 
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!ocalement de type fini S' sur Sen un point qui est ferm~ dans sa fibre, l e 

th~or~me soit vrai pour (f,F,g), o_~ f,F sont d~duits de f,F par le chansement 

de base S > S, et o~ g : s > S est l'inclusion du point ferm~ de S . 

D~monstration. On peut supposer ~videmment S,S' affines, spectres d'anneaux 

A,A' . Alors A' est la limite inductive de ses sous-A-alg~bres de type fini 

A! , et utilisant la th~orie de passage ~ la limite (VII 5.11 et 5.14), on 
i 

est ramen~ ~ prouver 5.1 pour les (f,F,g i) o~ gi : Spec(A!)l = SJl > S, ce 

qui nous ram~ne au cas oO g est de type fini. Pour prouver que les homomor- 

phisme de changement de base sont des isomorphismes, il suffit de prouver 

qu'ils induisent des isomorphismes sur les fibres des faisceaux en jeu, et 

il suffit de regarder les fibres g~om~triques en des points s' de S' qui 

sont ferm~s dans leur fibre sur S (VIII 3.13). Soit ~' un point g~om~trique 

de S' correspondant ~ une clSture s@parable de k(s') ; comme s' est alg~brique 

sur le point corespondant s de S, k(~') est donc aussi une clSture s~parable 

de k(s). D~signons par ~ le pr~sch~ma s', consid~r~ cormne ~tant au-dessus de 

S, i.e. consid~r~ comme point g~om~trique de S, et consid~rons les localis~s 

stricts Set S' de Sen set en ~' 

commutatif. 

respectivement, de sorte qu'on a un carr~ 

D 
~w > s 

g, > g , 

o~ la premiere fl~che horizontale est un isomorphisme. Compte tenu de VIII 5.2 

et 5.3, l'homomorphisme induit sur les fibres en s' par l'homomorphisme de 

changement de base relatif ~ (f,F,g) s'identifie ~ l'homomorphisme 
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Hi(X,F) - - ~  Hi(x' F ') 

induit par X' > X, o3 ~ et X' d~signent les schemas d~duits de X par les 

changements de base S > Set ~' > S. Or le carr6 commutatif ci-dessus 

fournit de fa~on 6vidente un carr6 commutatif 

Hi(X,F) > Hi(X',F ') 

o0 la premiere fl~che horizontale est encore un isomorphisme, donc la deuxi~me 

fl~che horizontale est un isomorphisme d~s que les deux fl~ches verticales le 

sont. Or c'est ce qu'assure l'hypoth~se de (6.1), cqfd. 

6.1.1 Ainsi, pour prouver 5.1 dans une situation (F,f,-), on est ramen~ 

~tudier le cas particulier 5.5, avec S strictement local. Cela nous amine 

~tudier de faGon g~n~rale la situation o0 on a un morphisme h : Y ---> X de 

schemas, et o3 on se propose de donner les conditions g~n~rales moyennant 

lesquelles les homomorphismes correspondants 

Hi(X,F) > Hi(y,h~(F)) 

sont bijectifs. Le present num~ro donnera quelques r~sultats auxiliaires 

faciles sur cette situation, que (pour la commodit~ de r~f~rencesult~rieures) 

nous 6noncerons avec plus de g~n6ralit6 et de precision qu'il ne serait n~ces- 

saire pour la d~monstration de 5.1. 

Lemme 6.2. Soient C,C' deux cat6$ories ab~liennes, T" = (T i) e t T'" = (T 'i) 

deux foncteurs cohomologiques de C dans C', ~ = (~i) u n homomorphisme de 
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foncteurs cohomologiques de T" dans T'" . On suppose T" e t T'" nuls en desr~s 

< O, e_~t T i effa~able pour i > O. Soit nun entier. Les conditions suivantes 

sont ~quivalentes : 

a) iest un i somorphisme pour i ~ n, un monomorphisme pour i = n + i. 

b) (Si n ~ -I). L'homomorphisme i est un monomorphisme si i = O, et un 

~pimorphisme si i ~ n. 

o i 
c) (S_~i n ~ O). L'hom@m0rphisme ~ est un isomorphisme, et les T' sont effa- 

~ables pour O < i ~ n. 

Si ces conditions sont remplies, et si A E Ob(C), alors 

~n+l(A) : Tn+I(A) > T'n+I(A) est un ~pimorphisme (donc un isomorphisme) 

si et seulement si T'n+I(A) est effa~able~ i.e. s'il existe un monomorphisme 

A > B tel que l'homomorphisme T'n+I(A) > T'n+I(B) c orrespondant soit nul. 

S__!i C' = (Ab) (¢at~gorie des groupes ab~liens), et si ~ E T'n÷I(A), alors 

est dans l'image de Tn+I(A) si et seulement si ~ est effa~ab!e, !,!, s'il 

existe un monomorphisme A > B tel que l'image de ~ dans T'n+I(B) soit nulle° 

D~monstration. Evidemment a) implique b) et c). Comme les hypotheses faites 

sur T" impliquent que les T i (i > O) sont les satellites droits de T ° , l'im- 

plication c) > b) r~sulte de la caract~risation axiomatique des foncteurs 

satellites ; elle r~sulte ~galement, par r~currence sur n, de is derni~re 

assertion de 6~2, qui se d~montre par l'argument bien connu qu'on se dispense 

se r~p~ter ici (cf. d~monstration de 6." ci-dessous). L'implication b) ~tc) 

est triviale sin = i, et sin e O on proc~de par r~currence surn : l'hypo- 

i 
th~se de r~currence nous permet de supposer que ~ est un isomorphisme pour 

99 



22 - XII 

i N n-l, un monomorphisme pour i = n, donc par l'hypoth~se un isomorphisme 

aussi pour i = n, et il reste ~ montrer que c'est un monomorphisme pour 

i = n+l, utilisant que %O nest un isomorphisme. Soit A > Bun monomorphisme 

qui efface T n+l, d'o~ une suite exacte O > A > B > C > O dans C, 

et un homomorphisme de suites exactes dans C' : 

+ +l(B ) T' (B) ----> T'n(c) ~-> T 'n I(A) ----> T' 

o~ les deux premieres fl~ches verticales sont des isomorphismes d'apr~s ce 

qu'on vient de voir, et Tn+I(A) > Tn+I(B) est nul par construction. Alors 

le lemme des cinq implique que Tn+I(A) > T'n+I(A) est un monomorphisme, cqfd~ 

Corollaire 6.3. Supposons que T', T'" proviennent de foncteurs...cohomologi~ues 

(d~not~s par les m~mes symboles) sur la cat~gorie d~riv~e...dr.gite [3] D+(C), 

valeur dans C' ; on ne suppose pas n~cessairement les Ti(i > O) effa~ables. 

On suppose que K" E D+(C), Hi(K ') = O pour i < O implique Ti(K ") = T''(K') = O 

pour i < O. Soit K" E Ob D+(C) un complexe born~ ~ gauch.e.d..ans C tel que 

Hi(K ") = O pour i < O. 

(i) Si la condition a) de 6.2 est satisfaite, alors l'homomorphisme 

~i(K') = Ti(K" ) > T'i(K" ) est un isomorphisme pour i < n, un monomorphisme 

pour i = n+l. 

(ii) Soit de plus L" E Ob D+(C) tel que Hi(L ") = O pour i < O, et soit 

u : L" > K" un homomo.rp.hisme dans D+(C), induisant un homomorphisme injec- 

tif H°(u) : H°(L ') > H°(K'). Alors, pour que Tn+I(L ') ---~ T'n+I(L °) soit 
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surjectif, i l faut et il suffit que l'image de Tn+I(L ") dans Tn+I(K ") soit 

contenue dans celle de Tn+I(K ). Si C' = (Ab), et si ~ E T'n+I(A), alors 

est dans l'image de Tn+I(A) si et seulement si son image dans T'n+I(K ") est 

dans celle de Tn+I(K ") . 

Rappelons que l'hypoth~se que T" et T'" proviennent de foncteurs 

cohomologiques sur D+(C) peut s'expliciter en disant qu'ils proviennent de 

foncteurs cohomologiques sur la cat~gorie ab~lienne des complexes born~s 

gauche de C, commutant aux translations des degr~s, transformant des homomor- 

phismes de complexes homotopes g z~ro en des homomorphismes nuls de C', et 

transformant tout homomorphisme u : K" > L" de complexes qui est un quasi- 

isomorphisme (i.e. qui induit des isomorphismes Hi(K ") > Hi(L')) en un 

isomorphisme de C'. Pratiquement, tousles foncteurs cohomologiques de C dans 

C' qu'on rencontre sont obtenus ainsi. 

D~monstration de 6.3. Prouvons d'abord (i). L'assertion est ~vidente si 

Hi(K ") = 0 pour i ~ n+l, car alors d'apr~s les propri~t~s de degr~s impos~es 

T" , T'', on aura Ti(K ") = T'i(K ") = 0 pour i ~ n+l. Soit d'autre part m 

un entier ~ 0 tel que Hi(K ") = 0 pour i < m : il en existe, par exemple m = 0 

fait l'affaire. Nous proc~dons par r~currence descendante sur m, l'assertion 

~tant prouv~e si m = n+2. Nous supposons donc l'assertion prouv~e pour les 

m' > m, et la prouvons pour m. D'apr~s l'hypoth~se sur les degr~s de K', K" 

est quasi-isomorphe ~ un complexe g degr~s e m, donc on peut le supposer 

degr~s ~ m. II s'ensuit une suite exacte de complexes 

0 > H m I-m] > K" > K'" > 0 , 

oh H m = Hm(K'), oh le signe I-m] indique translation de -m sur les degr~s d'un 
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complexe, et o~ K'" est d~fini comme conoyau. Donc les objets de cohomologie 

de K'" sont ceux de K" en degr~s ~ m+l, et nuls en degr~s ~ m+l ; en particu- 

lier, on peut appliquer l'hypoth~se de r~currence ~ K'" . La suite exacte 

prdc@dente donne lieu ~ un homomorphisme de suites exactes 

T i-I (K'') > T i-m (H m) - > Ti(K ") > Ti(K '') > Ti+l~m(H m) 

T , i - I ( K  , ' )  > T , i - m ( H  m) ~ > T ' i ( K  ") > T , i ( K  ' ' )  > T , i + i - m ( H  m) 

Faisant alors i ~ n dans le diagramme precedent, et tenant compte de l'hypo- 

th~se de r~currence et de m e O, on trouve que les fl~ches verticales autours 

de la fl~che verticale m~diane sont des isomorphismes eta fortiori des ~pi- 

morphismes, et que la fl~che verticale de droite est un monomorphisme, donc 

par le leone des cinq la fl~che verticale m~diane est un 6pimorphisme. Faisant 

i ~ n+l, on trouve de m@me que les fl~ches verticales autour de la m~diane 

sont des monomorphismes, la fl~che verticale de gauche ~tant un isomorphisme 

eta fortiori un ~pimorphisme, d'o~ on conclut par le lemme des cinq que la 

fl~che verticale mddiane est un monomorphisme, ce qui ~tablit 6.3 (i). 

Pour ~tablir la deuxi~me assertion 6.3 (ii), on utilise de m~me la 

suite exacte 

0 > L" " > K" > K '"  > 0 , 

o~ K' est d~fini comme le napping-cylinders de L" > K" ,donc est encore 

cohomologie ~ degr~s positifs. La "chasse au diagramme" habituelle dans 

Tn(K ") > Tn(K '') > T n+l (L') > Tn+I(K') > Tn+I(K '') 

T,n(K ") ~ T,n(K ,') -----> T,n+I(L -) > T,n+I(K ") > T,n+l(K ,') 
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donne alors la derni~re assertion de 6.3, compte tenu du fait que (en vertu 

de la premiere partie d~j~ d~montr~e) les deux premieres fl~ches verticales 

sont des isomorphismes, les deux derni~res des monomorphismes. Cela ach~ve 

la d~monstration de 6.3. 

Lemme 6.4. Le th~or~me (5.1) est vrai si fest fini. 

Cela r~sulte aussitSt en effet de VIII 5.5 et 5.8. 

Proposition 6.5. Soit h : Y > X un morphisme de ..schemas quasi-compacts et 

quasi-s~par~s. Dans (i) ci-dessous, I d~signe un ensemble donn~ ay~.n.t. ' au moins 

deux points, dans (ii) e_~t (iii), ~ d~signe une partie non-vide de l'ensembl.e 

des hombres premiers, et dans (iii) n d~sisne un entier. 

(i) Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

a) Pour tout faisceau d'ensembles F su___~r X, l'application canonique 

H°(X,F) .......... > H°(Y,h~(F)) 

est inje..ct...ive (resp. bijective). 

b) Pour tout morphisme fini X' > X, d~signant par h ° : Y' ---> X' 

le morphisme d~duit de h par ..le changement de ba..$ e X' > X, l'appli.cation 

canonique 

H°(X, IX ,) - > H°(Y',Iy,) 

d~duite-de h' est injective (~. bijective). 

b') Avec les notations de b), l'application U ~--> h'-l(u) de l'e~- 

semble des parties de Y' ~ la fois ouvertes et ferm~es dans l'ensemble des 

parties de X' ~ la fois ouve.r...tes et ferm~es est .injective (resp. b ijective). 
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b") (Si X localement noeth~rien). Avec les notations de b), l'ap- 

.R.!ication induite sur les ensembles de composantes connexes 

(h') : ~ (X') > ~ (Y') 
0 o 0 

.e.st surjeetive (resp. bijeetive), ou encore : s i X' est non-vide (resp. connexe 

non-vide) il en est de m@me de Y' 

De plus, sices conditions sont satisfaites, alors pour t@ut faisceau 

en groupes F sur X, le foncteur P ~ > hS~(P) de la cat~gorie des torseurs 

(=fibres principaux homog~nes) sous F dans la cat~gorie des torseurs sous 

h~(F) est fiddle (resp. pleinement..fid~le), eta fortiori, dans le cas resp~, 

.l!application canonique 

HI(x,F) > HI(y,h~(F)) 

..est injective. Enfin, sous les m@mes hypotheses, le foncteur X' ; > Y' = X'XxY 

..d.e la cat~gorie des rev@tements ~...t.ales de X dans la cat~gorie des ~r@v@tements 

~tales de Y est fiddle (resp. pleinement fiddle). 

(ii) Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

a) Pour tout faisceau F .d e $roupes indqL-finis sur X, l'application 

canonique 

HI(x,F) ~ . > HI(y,h~(F)) 

est bijective pou r i = 0, I. 

b) Pour tout mo.rphisme fini X' > X, d~signant par h' : Y' ---> X' 

..l.e morphisme d~duit de h par changement de base, et pour tout ~-groupe fini 

ordinaire G, l'application canonique 

HI(x',Gx ,) > HI(y',Gx ,) 

.e..st bijective pour i = O,i . 
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b') (Si~ =~). Avec les notations de b), le fonqteur image inverse 

par h' induit une ~quivalence de.. la cat~gorie des rev@tements ~tales de X' 

avecla cat~gorie des rev&tements ~tales de Y'. 

b") (Si X noeth~rien, ~ =~). Avec les notations de b), s i X' est 

non-vide, il enest de m~me de Y', et si y' est un point g~om~trique de Y', 

x' son image dans X', l'application canonique 

H.(Y',y') ---> ~.(X',x') , pour i = O,I , 
l i 

est bijective. 

(iii) Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

a) Pour tout faisceau F de L-torsion sur X, l'homomorphisme 

Hi(X,F) > Hi(y,h~(F)) 

est un isomorphisme si i ~ n, un monomorphisme si i = n+l. 

a') (Si n z -i). Pour tout F comme ci-dessus, l~homomorphisme envi- 

sag~ est injectif si i = O, e.t sur~ectif si i ~ n. 

b) (Si n ~ -I). P0ur t.out morphisme fini X' ---> X, d~signant par 

h' : Y' > X' le morphisme d~duit de h par changement de base X' > X, e__~t 

pour tout 6 E ~, v > O, l_J'homomorphisme canonique 

Hi(x',( ~/~v ~x,) --, Hi(y,, m/~ ~)y,) 

est injectif pour i = O, surjectif pour i g n. 

De plus, on ale compl~ment suivant h l'~nonc~ precedent : 

Corollaire 6.6. (i) Supposons la condition non resp~e 6.5 (i) a) satisfaite, 

soit Fun faisceau d'ensembles sur X, et soit ~ E H°(Y,h~(F)), Supposons 
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qu'il existe un monomorphisme de faisceaux d'e..n.sembles F ---> G tel que l'image 

de ~ dans H°(Y,h~(G)) soit dans.....l'image de H°(X,G). Alors ~ est dans l'image 

de H°(X,F). 

(ii) Supposons la condition 6.5 (i) a) resp~e satisfait.e , soit Fun faisceau 

de $r.0upes sur X, et soit ~ E HI(y,h~(F)). Supposons qu'il @xiste un monomo_r_r- 

phism e de faisceaux de groupes F > G tel que l'image de ~ dans HI(y,h~(G)) 

soit dans l'image de HI(x,G), alors ~ est dana l'imase de HI(x,F). 

(iii) Supposons la condition 6.5 (iii) a) satisfaite (pour une valeur donn~e 

n), soit Fun faisceau de k-torsion sur X et soit ~ E Hn+I(y,h~(F)). Supposons 

~u'il existe un monomorphisme F ----> G de faisceaux de k-torsion, tel que. 

l'image de ~ dans Hn+I(y,h~(G)) soit dans l'image de Hn+I(x,G), alors 

est dans l'image de Hn+I(x,F). 

D~monstration de 6.5 et 6.6. Prouvons d'abord 6.6. Le cas de 6.6 (iii) est 

un cas particulier de la derni~re assertion dans 6.3, appliqu~ au cas o~ C 

est la cat~gorie des faisceaux ab~liens de k-torsion sur X, C' est la cat~- 

gorie (Ab), et Ti(F) = Hi(X,F), T'i(F) = Hi(y,g~(F)) (noter que T'' est bien 

un foncteur cohomologique en F, grace au fait que le foncteur h" est exact). 

Bien entendu, ici la consideration des complexes comme dans 6.3 est inutile 

(elle nous sera commode plus loin (6.8)) et nous utilisons uniquement la 

derni~re assertion de 6.3. 

Pour prouver (i), consid~rons la somme amalgam~e H = G3-[FG, limite 

inductive, dans la cat~gorie des faisceaux d'ensembles sur X, du diagramme 

f 
G 

F • 
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Les propri~t~s d'exactitude habituelles du topos des faisceaux d'ensembles 

montrent, comme F ----> G est un monomorphisme, que l'on a un diagramme exact 

de faisceaux d'ensembles sur X 

F > G >> H 

(ce que l'on peut exprimer en disant que dans un topos, tout monomorphisme 

est effectif, et prouver en se ramenant comme d'habitude ~ la cat~gorie des 

ensembles). Comme les foncteurs H ° et h ~ sont exacts ~ gauche, on en conclut 

un homomorphisme de diagrammes exacts d'ensembles 

H ° (X,F)  - -  > H ° (X,G) ~ H°(X,H)  

H°(Y,h~(F)) ~ H°(Y,h~(G)) ~ H°(Y,h~(H)) , 

o~ les fl~ches verticales sont injectives. Une "chasse de diagrarm~e" imm@diate 

prouve alors l'assertion 6.6 (i). 

Pour prouver 6.6 (ii), nous allons d'abord prouver la deuxi~me asser- 

tion de 6.5 (i), savoir que moyennant la condition a) de 6.5 (i), pour tout 

faisceau de groupes F sur X, le foncteur P ~ h~(P), de la cat~gorie des 

torseurs sous F dans la cat~gorie des torseurs sous h~(F), est fiddle (resp. 

pleinement fiddle), donc, dans le cas resp~, induit une injection sur les H I . 

Pour ceci, si Pet P' sont deux torseurs sous F, d~signons par Isom F (P,P') 

le faisceau des F-isomorphismes de P sur P'. Ii est imm~diat que la formation 

de ce faisceau commute ~ toute extension de la base, en particulier ~ l'ex- 

tension de la base par h . (C'est I~ une assertion valable pour tout morphisme 

de sites). Utilisant l'hypoth~se sur l'effet de h ~ sur les H ° pour le faisceau 

ISOmF(P,P') , on trouve que l'application ISOmF(P,P') ) ISOmF(h~(P),h~(P')) 

est injective (resp. bijective), ce qui signifie que le foncteur P~ > h~(P) 
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est fiddle (resp. pleinement fiddle). (NB dans la cat~gorie des torseurs 

sous un faisceau en groupes, tout homomorphisme est un isomorphisme). Notons 

d'autre part, que si F est un sous-faisceau en groupes d'un faisceau en 

groupes G, alors la donn~e d'un torseur P sous F revient g la donn~e d'un 

torseur sous G (savoir celui d&duit de P par extension F ----> G du Groupe 

structural), muni d'une section de Q/F (qui s'interpr&te en effet comme une 

"restriction du Groupe structural" de G ~ F). Ceci pos~, avec les notations 

de 6.6 (ii), comme l'image de ~ de ~ dans HI(y,h~(G)) provient d'un ~l~ment 

de HI(x,G), ee dernier est d~fini par un torseur Q sous G, de sorte que 

est la classe du torseur h~(Q) sous h~(G). Le fait que ~ provient d'un 

E HI(y,h~(F)) s'explicite alors en disant que ~ est la classe du h~(F)-tor - 

seur d~fini par h~(Q) et une section convenable de h~(Q)/h~(F). Comme le 

foncteur h ~ est exact ~ droite, ce dernier faisceau n'est autre que h~(Q/F), 

et comme h ~ induit une bijection sur les H ° des faisceaux d'ensembles, il 

s'ensuit que la section envisag~e de h~(Q)/h~(F) provient d'une section de 

Q/F. Cette derni&re d~finit alors un F-torseur par restriction du groupe 

structural, et la classe de ce torseur dans HI(x,F) a ~videmment ~ con~e 

image dans HI(y,h~(F)). Cela prouve 6.6 (ii) et ach~ve la d~monstration de 6.6. 

Prouvons maintenant 6.5, en commen~ant par 6.5 (iii), Evidemment 

a) implique a'), et l'implication inverse est un cas particulier de 6.2(appli- 

qu~ encore au cas o~ C est la cat~gorie des faisceaux de ~-torsion sur X, et 

C' la cat~gorie des faisceaux de groupes ab&liens), pourvu qu'on prouve l'effa- 

~abilit~ dans C des foneteurs Hi(X,F) pour i > O . Cela n'offre en effet pas 

de difficultY, mais nous pouvons aussi nous dispenser de prouver ce r~sultat, 
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en notant que F est limite inductive filtrante de ses sous-faisceaux F. 
i 

pour lesquels il existe un entier n > O annulant F. (IX i.i). Alors h~(F) 
I 

est limite inductive des h~(F.), et compte tenu de la commutation de la 
i 

cohomologie ~ la limite inductive (VII 3.3), resultant des hypotheses de 

quasi-compacit~ et de quasi-s~paration faites sur X et Y (qui n'avaient pas 

servi pour 6.6), on se ram~ne ~ prouver la condition a) pour les F. , ce 
i 

qui nous ram~ne au cas o~ il existe un entier m > O tel que mF = 0 . On peut 

~videmrnent supposer que les diviseurs premiers de m sont E~, et on peut 

alors prendre pour C la cat~gorie des faisceaux de ~/m~-Modules sur X. Or 

on sait que dans cette cat~gorie, les foncteursHl(X, - ) pour i ~ 1 sont 

effa~ables ( ). Cela montre l'~quivalence des conditions a) eta') de 

6.5 (iii). D'autre part, appliquant a) ~ l'image directe d'un faisceau de 

~-torsion F' sur X', X' fini sur X, qui est de k-torsion grgce ~ IX 1.2 (v), 

1.6 (iii), et utilisant 6.4 et VIII 5.5, on trouve que l'homomorphisme 

Hi(X',F ') > Hi(y',h'~(F')) 

est un isomorphisme pour i ~ n, un monomorphisme pour i = n+l, d'oO afortiori 

la condition b). Reste g prouver que cette condition implique a'). Pour ceci, 

utilisons le fait (IX 2.7.2) que tout faisceau de ~-torsion F sur X est limite 

inductive filtrante de faisceaux de k-torsion constructibles ; alors l'argument 

de passage ~ la limite d~j~ utilis~ montre que dans a'), on peut se limiter 

au cas o~ F est constructible. En vertu de IX 2.14 il existe alors un nombre 

fini de morphismes finis Pi : X~ "> X, de faisceaux constants de ~-torsion 

GX! sur les X!I ' et un homomorphisme injectif 
i 

109 



- 32 - XII 

F > ]--Fpi~ (G i x!) 
i 9. l 

Ceci dit, sin = -I, i.e. lorsque la conclusion voulue se r~duit ~ l'assertion 

d'injectivit~ pour H°(X,F) ----> H°(Y,h~(F)), on volt aussit6t qu'on peut darts 

cette question remplacer F par un faisceau G tel qu'il existe un monomorphisme 

F > G, et par suite on peut remplacer F par le produit des pi~(Gi X!). 
i 

Compte tenu de 6.4, on est done ramen4 ~ prouver l'assertion d'injectivit4 

en rempla~ant h : Y > X par h' : Y' ----> X', et F par un faisceau constant 

sur X' de valeur un groupe fini de k-torsion ordinaire G. Or G est isomorphe 

une somme de groupes de la forme ~/£~, avee 6 E~. On est done bien r~duit 

v4rifier b). Lorsque n ~ O, on proc~de de fa~on analogue. Par r~currence 

sur n, on peut supposer la conclusion voulue (et par suite a)) prouv~e pour 

l'entier n-i au lieu de n. Utilisant alors 6.6 (iii), on voit qu'on peut 

encore remplacer F par un faisceau G tel qu'il existe un monomorphisme 

F > G, et on prendra encore pour G le faisceau p~(Gx,). Compte tenu de 6.4 

et de la nullit~ des R1p~ (i e I) pour un morphisme fini (VIII 5.5), cela nous 

famine encore ~ prouver la surjectivit~ pour H nen rempla~ant h : Y > X 

par un h' : Y' ----> X', et F par un faisceau constant sur X' de valeur un 

groupe fini de k-torsion ordinaire. Comme l'injectivit~ est d~j~ acquise 

grace ~ l'hypoth~se de r~currence et l'implication a') a), on est encore 

ramen4, par d~vissage sur G, au cas o~ G est de la forme ~/L ~, c'est-~-dire 

au cas envisag~ dans la condition b) de 6.5 (iii). Cela prouve le eas (iii) 

de 6.5. 

Les cas (i) et (ii) se d~montrent exactement de la m~me fa~on, pour 

ce qui est de l'4quivalence des conditions a) et b) darts 6.5 (i) resp. 6.5 (ii): 
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on utilise IX 2.7.2 et la commutation du H ° et H I aux limites inductives 

filtrantes de faiseeaux (VII 5.14) pour se ramener au cas o~ F est cons- 

tructible, puis IX 2.14, 6.6 (i)(ii) et VIII 5.8 pour se ramener au cas par- 

ticulier envisg~ dans b). Par ailleurs, dans (i), l'~quivalence des conditions 

b), b') et b") est triviale et n'est mise que pour m~moire, ainsi que le fait 

qu'elles impliquent la fid~lit~ (resp. la pleine fidelitY) du foncteur 

X' I > Y' de la cat~gorie des rev~tements ~tales de X dans la cat~gorie des 

rev~tements ~tales de Y. IIen est de m~me de l'~quivalence des conditions 

b), b') et b") dans 6.5 (ii), qui ont ~t~ ajout~es pour faire bon poids. La 

d~monstration de 6.5 est ainsi achev~e. 

Remarque 6.7 (*~). I) Evidemment, les arguments d6montrant 6.5 et 6.6 sont de 

nature tr~s g~n~ra~et essentiellement triviale et auraient int~r@t ~ ~tre 

ddgag6s en des lemmes abstraits de la m~me eau que 6.2 (les faiseeaux p~(Gx,) 

jouant le rSle de cog6n6rateurs de la cat~gorie C dans laquelle on travaille). 

On laisse ce plaisant exercice au lecteur, et nous nous bornons g signaler que 

le m~me 6nonc~ essentiellement pourrait ~tre donnd en regardant des foncteurs 

tels que Rif~ au lieu des foncteursH i. Les m~mes remarques s'appliquent 

6.8, 6.11 ci-dessous. 

2) Lorsque X est noeth~rien, alors les arguments dorm,s montrent 

que dans l'~nonc~ des conditions b) et leurs variantes dans 6.5 (i) (ii) (iii), 

on peut se borner ~ prendre X' int&gre ; lorsque X est universellement japonais, 

on peut m@me les prendre int&gre et normaux ; c'est ~galement possible sans 

(¢~) Le r~dacteur recommande d'omettre la lecture de ces remarques, ainsi que de 
(6.13), introduites subrepticement (en m~me temps que diverses autres modi- 
fications plus ou moins heureuses du texte original) par un collaborateur 
irr~v~rencieux. 
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la restriction japonaise sur X, ~ condition de prendre des morphismes 

p : X' > X entiers au lieu de morphismes finis. Nous ne nous servirons 

d'aucune de ces variantes dans la suite du s~minaire. 

3) La d~monstration de 6~6 n'utilise pas l'hypoth~se de quasi-eompa- 

cit~ et de quasi-s~paration faite sur X, et il en est de m@me pour le fait 

que dans (i) (ii) (iii) la condition a) implique les autres, ainsi que pour 

l'~quivalence des conditions b), b'), b") entre elles. Notons d'autre part 

que la forme b) des conditions 6.5 (i) montre que, pour ~ = ~, ce sont des 

cas particuliers (lorsque X est quasi-compact quasi-s~par~) de 6.5 (iii), 

pour n = -i resp. pour n = O. Cela reste d'ailleurs vrai (en se bornant aux 

conditions sous la forme a)) sans la restriction ~nonc~e sur X, comme on voit 

ais~ment grgce au fait que pour tout faisceau d'ensembles F, et tout hombre 

premier 6, on peut trouver deux faisceaux ab~liens de £-torsion Get H, et 

un homomorphisme u : G > H des faisceaux d'ensembles sous-jacents, tels 

que F soit isomorphe ~ l'image inverse de la section nulle (on prendra pour 

Fle ~/£~ -Module libre engendr~ par F, et pour Hle faisceau constant ~/£ 

sur X). Le m~me argument montre que (sans restriction de quasi~compacit~ et 

de quasi-s~paration) 6.5 (ii) a) (o~ il suffit m@me de faire i = O) implique 

la condition resp~e 6.5(i) a) ; cela permet par suite, compte tenu que cette 

derni~re implique d~j~ l'injectivit~ de HI(x,F) > HI(y,h~(F)) pour tout 

faisceau en groupes F sur X, de se borner dans l'~nonc~ de 6.5 (ii) a) d'exiger 

pour i = i la surjectivit~ de HI(x,F) > HI(y,h~(F)). Malheureusement, le 

cas 6.5 (ii) ne peut @tre envisag& comme cas particulier de 6.5 (iii), ce 

qui nous oblige souvent de r~p~ter dans le cas non commutatif un argument 

d~j~ fait pour l'essentiel dans le cas commutatif. Notons ~galement que, sauf 

6.10, les r~sultats qui suivent sont ~nonc~s de sorte qu'ils sont valables 
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sans hypoth~se de quasi-compacit~ et de quasi-s~paration. 

Proposition 6.8. (Lemme de descente). Avec les notations $~n~rales de 6.5, 

supposons donn~ de plus un mo.rphisme p : X > X, d~signons par h : Y ----> X 

le morphisme d~duit de h par le changement de base p, et par py : Y----> Y 

le morphisme canonique. Nous supposons, ou bien que pest surjectif, ou bien 

~ue h est une immersion ferm~e et. que x = p(X) U h(Y). 

(i) S upposons que le morphisme h : Y > X satisfasse ~ l..a. condition d'in- 

jectivit~ (resp. de bi~ectivit~) de 6.5 (i) a). Dans le cas resp~, supposons 

de..plus que le morphisme de chan~ement de base 

(~) h~(p~(~)) -- > py (h~(F)) 

es.t iniectif pour tout faisceau, d'ensembles ~ sur ~. Alors le morphisme 

h : X > Y satisfait @~alement la condition d'injectivit~ (resp, d e bijec- 

tivit~) de 6.5 (i) a). 

(ii) Supposons que h : Y > X satisfasse la condition de 6.5 (ii) a), et 

ue pour tout faisceau de ind-L- r~es F sur X, le morphisme de changement 

de base (~) soit bi~ectif. Alors h : Y > X satisfait ~galement. la condition 

de 6.5 (ii) a). 

(iii) Supposons que h : Y > X satisfasse ~ la condition de 6.5 (iii) a), 

et que pour tout faisceau ab~lien ~ de ~-torsion sur X, l'homomorphisme de 

changement de base 

h~(Rip~(ff)) -- ~ Ripy~ (h~(F)) 

soit bijectif pour i ~ n-l, injectif pour i = n (o~ nest un entier ~ i donn~). 

Alors le morphisme h : Y > X sstisfait ~galement ~ la condition de 6.5 

(iii) a).  
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D~monstration de 6.8. Dans le cas o~ on ne suppose pas p surjectif, mais h 

une immersion ferm~e et X = p(X) D h(Y), nous consid~rons le sch4ma somme 

X' de X et Y, et le morphisme p' : X' ----> X d4duit de pet h. Alors p' est 

surjectif, de plus on v4rifie trivialement, dans chacun des trois cas en- 

visages (i) (ii) (iii), que les hypotheses faites sur le couple (h,p) sont 

encore satisfaites pour le couple (h,p'). Cela nous famine doric au eas oN p 

est surjectif, dans lequel nous allons nous placer dans la suite. Dans ce cas 

pour tout faisceau F sur X, l'homomorphisme canonique 

F -- > p~(p~(F)) 

est injectif. Dans le cas (i), pour verifier l'injectivit4 de 

H°(X,F) > H°(Y,h~(F)), on est ramen6 aussitgt au cas o~ on remplace F 

par p~(F) (o~ on pose ~ = p~(F)). Or consid4rons le diagramme commutatif 

H°(X, p~(~) ) > H°(y, h~(ff)) 

H° (Y,py~(h~(F) )  

H°(X, F) > }t° ( ~ , h ~ ( F ) )  , 

og l a  f l ~ c h e  v e r t i c a l e  gauche e t  l a  deuxi~me f l ~ c h e  v e r t i c a l e  d r o i t e  s o n t  

t e s  i somorph i smes  c a n o n i q n e s ,  l a  p r e m i e r e  f l ~ c h e  v e r t i c a l e  d r o i t e  p r o v e n a n t  

de l 'homomorphisme de changement  de base  par  h. Par hypo th~se  l a  deuxi~me 

f l ~ c h e  h o r i z o n t a l e  e s t  i n j e c t i v e ,  ce qui i mp l i q u e  a u s s i t S t  q u ' i i  en e s t  de 

m~me de l a  p r e m i e r e ,  ce qui  prouve  l ' a s s e r t i o n  non r e s p 4 e  de ( i ) .  Pour l ' a s s e r  

tion resp4e, on suppose que la deuxi~me fl~che horizontale est surjective, 

de plus l'homomorphisme de changement de base ~tant un monomorphisme par 

hypoth~se, il en est de m@me de la premiere fl~che verticale droite, donc du 
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compos~ des deux flgches verticales droites. II s'ensuit aussitSt que la 

premiere fl~che horizontale est ~galement surjective, ce qui achgve de prouver 

(i). Pour prouver (ii), grace ~ ce qui precede et 6.5 (i) on est ramen4 

prouver la surjectivit~ pour HI(x,F) ~ HI(y,h~(F)). Utilisant 6.6 (ii) 

on est encore ramen4 ~ la prouver pour F de la forme pe(F), o~ F est un 

faisceau de ind-~-groupes sur X (IX 1.6 (ii)). Ecrivant les suites exactes 

pour les H I , (variantes de (3.2)) pour les morphismes pet py, on trouve 

un homomorphisme de suites exactes non commutatives : 

HI(x,p3~(F)) ~_- HI(x,F) - > H°(x,Rlpe(~)) 

Hl(Y,pye(h~(F))  ~ H I ~ ,h~(F) )  > H ° (y,Rl(py~(h*~(F)) 

o~ dans chaque ligne la premiere fl~che est injective et identifie le premier 

terme ~ l'image inverse, par la deuxigme fl~che, du point marqu4 du troisi~me 

terme. Par hypoth~se sur ~, la fl~che verticale m4diane est bijective. D'autre 

part, les deux fl~ches verticales extr@mes se factorisent respectivement par 

Hl(y,h~(p~(~)) et H°(Y,h~(RI(p~(F)), en composant les homomorphismes 

Hi(x, - ) > HI(y, -) (pour i = i et i = 0 respectivement) et les homomorphismes 

d~duits en appliquant Hi(y, - ) (pour ces m~mes valeurs de i) g l'homomorphisme 

de changement de base h~(p~(F)) > py~(h~(F)) resp. h~(Rlp~(~)) --> Rlpy~(h~F)~ 

Comme la premiere de ces fl~ches est un isomorphisme par hypoth~se, il s'ensuit 

que la premiere fl~che verticale du diagramme ci-dessus s'identifie ~ l'homo- 

morphisme HI(c, - ) ---~ HI(y, -) que nQus voulons 4tudier. Pour prouver sa bijec- 

tivit4, il reste donc ~ prouver que la derni~re fl~che verticale du diagramme 

est injective. Or d'apr~s ce qu'on vient de dire, elle est compos4e de deux 
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applications, dont la premiere est un homomorphisme canonique 

H°(X, -) > H°(Y,-), donc bijective, et la deuxigme est injective, car 

d~duite par le foncteur exact ~ gauche H°(Y, -) d'un homomorphisme 

H~(RI(p~(~)) > Rlp~(h~(F)) qui est un monomorphisme. Ce dernier fait 

r~sulte en effet ais~ment de l'hypoth~se de bijectivit~ faite pour l'homo- 

morphisme de changement de base dans la dimension pr~c~dente O, par exemple 

en utilisant la deuxi~me assertion de 6.5 (i) et le calcul habituel des 

fibres des images directes sup~rieures (VIII 5.3). Cela prouve 6.8 (ii). 

Reste g prouver 6.8 (iii). Pour ceci, il nous sera plus commode~ 

au lieu d'utiliser directement l'injection F > p~(p~(F)) comme ci-dessus, 

d'utiliser l'homomorphisme 

F ..... > Rp.(~) 

dans la categoric d~riv~e droite D+(C), o~ C d~signe la cat~gorie des faiseeaux 

ab~liens sur X. Rappelons que par d~finition, Rp.(~) est le complexe p~(C(~)), 

o~ C(~) est un complexe r~solution injective de F dans la cat~gorie des 

faisceaux ab~liens sur ~. Si K' est un complexe sur X, nous d~signons par 

Hi(X,K ") les groupes d'hypereohomologie de X ~ coefficients dans K , et on 

utilise les notations analogues sur Y. En vertu de 6.3, on est ramen~ ~ prouver 

la surjectivit~ pour 

(I) Hn(x, Rp~(~) ) > Hn(Y, h~Rp,(~) ) 

Or par hypoth~se, l'homomorphisme de changement de base 

(2) H*(Rp~(~) ) -> Rpy~ (h*(F)) 

induit un isomorphisme sur les faisceaux de cohomologie en degr4s ~ n-l, et 

un monomorphisme en degr4s n, ce qui peut s'exprimer en disant que le 
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"mapping-cylinder" K" de l'homomor~hisme precedent n'a des faisceaux de 

i 
cohomologie non nuls qu'en degr~s ~ n. Donc H (Y,K') = 0 si i < n, ce qui 

implique, par la suite exacte de cohomologie, que les homomorphismes 

(3) Hi(y,h~(Rp~(~)) H i > (Y,Rpy~(h~(F)) , 

induits par l'homomorphisme ci-dessus, sont des isomorphismes pour i ~ n-l, 

un monomorphisme pour i = n. Consid~rons le compos~ de (I) et (3) 

(4) Hn(x,Rp~(~)) ---> Hn(y,h~(Rp~(~))) > Hn(y,Rpy~ (h~(F)) 

Les termes extremes sont respectivement isomorphes, en vertu des d~finitions, 

Hn(X,F) et Hn(y,h~(F)), et le compos~ de (4) n'est autre que l'homomorphisme 

d~duit de h, qui est bijectif grace ~ l'hypoth~se faite surh. Comme la 

deuxi~me fl~che de (4) est injective d'apr~s ce qu'on vient de voir, la 

premiere est ~galement bijective, ce qui ach~ve la d~monstration de 6.8. 

D'ailleurs, on constate aussitSt que la d~monstration pr~c~dente 

fournit le r~sultat suivant, l~g~rement plus precis et plus g~n@ral : 

Corollaire 6.9. Les notations sont celles de 6.8. On suppose de plus satis- 

faite pour h la condition non resp~e de 6.5 (i) (resp. la condition resp~e 

d__ee 6.5 (i), resp. la condition de 6.5 (iii), avec n ~ -i), et ~ue pour tout 

faisceau d'ensembles F $ur X, l'homomorphisme de changement de base 

h¢~(p~(F)) > py~(h--~(~)) e~st inOectif(resp, biOectif, resp. que pour tout 

faisceau de L-torsion ~ sur X, l'homomorphisme de chansem@nt de base 

• Ripy~.(h~(F)) h~R~p~(~) ----> ~ soit bijectif pour i ~ n~ injectif pour i = n+l). 

Soit Fun faisceau d'ensembles (resp. de ind-IL-groupes, resp. un faisceau 

de ~-torsion) sur X, et soit ~ ~ Hn+I(y,h~(F)) (o~ on prend n = -i dans le 
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cas (i), n = 0 dans le cas (ii)). Posons F = p~(F). Alors, pour uq_u~ ~ soit 

darts l'image de Hn+I(x,F), il faut et il suffit que son image inverse darts 

~,n+l,-- Hn+l(y, pye(he(F)) = n Iy,he(F)) soit dans l'image de Hn+I~x,F). 

Nous utiliserons cette forme pr~cis~e de 6.8 pour prouver le 

Corollaire 6.10. Les notations sont celles de 6.5. On suppose, p_our simplifier, 

v4rifi4e la condition non resp~e de 6.5 (i). 

(i) Pour que la condit_ion resp4e de 6.5 (i) soit satisfaite (resp. pour 

qu'on ait 6.5 (ii) a), re~. pour qu'on ait 6.5 (iii) a)), il faut et il 

suffit que la condition suivante soit satisfaite : Pour tout faisceau F 

d'ensembles (resp. de ind- ~-~oupes, ~ .  de groupes ab41iens d e~-torsion) 

su___[r X, tout ~ E H°(Y,h~(F)) (resp. tout ~ E Hi(y,h@(F)) avec i = O,I , resp. 

tout ~ E Hi(y,hW(F)) avec i ~ n), et toute partie ferm4e non vid ~ X' de X, 

d4signant par Y' son image inverse dans Y, il existe un morphism~ p : X --> X 

satisfaisant les conditions suivantes : 

i °) L'image p(X) est contenue dans X' et contient un ouvert non vide de X'. 

2 °) Pour tout faisceau d'ensembles F sur X (resp....) l Jhomomorphisme de 

changement de base h~(p~(~)) > py~(h~(F)) est un isomorphisme (resp. pour 

tout faisceau de ind- L~7~_ouRes F sur X, l'homomorphisme de chansement de base 

h~(Rip~(F) ) Ripy~(h~*(F)) ~ i = O,I est bi~ectif, res p. pour > tout 

faisceau ab~lien de ~-torsion F sur X, l'homomorphisme de changement de base 

est bijectif pour i ~ n). 

L'image inverse de ~ dans Hi(~,py~(h~(F))) = Hi(y,h~(p~(F)) est contenue 3 ° ) 

dans 1'image de Hi(X,p~(F)). 
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(ii) Soit n ~ -I, et su~posons que pour.tout faisceau d'ensemb..l..es F (resp. 

tout faisceau de ind- ~-~roupes, resp. tout faisceau ab~lien de L-torsion) 

F sur X, l'ho.momorphi.sme Hi(X,F) > Hi(y,h~(F)) soit bijectif pour i ~ n, 

injectif pour i = n+l, (dans le premier eas, on suppose n = i, dans le 

deuxi~m__ee, n = -i o__u_u O). Soit ~ E Hn+I(y,h~(F)). Pou.r...~ue ~ soit da.ns l'imase 

de Hn+I(x,F), .il faut et...il suffit qu'il satisfasse ~ la condi..tion ~nonc~e 

dans (i) ci-dessu~, avec i = n+l). 

D~monstration de 6.10. Utilisant 6.5 et une r~currence immediate sur n, 

on constate que 6.10 (i) est consequence de 6.10 (ii), que nous allons main- 

tenant d~montrer. 

Supposons que ~ ne soit pas dans l'image de Hn(X,F). Soit ~ l'en- 

semble des parties ferm~es X' de X telles que l'image ~ dans Hn(y',h~(F) I Y') 

ne soit pas contenue dans celle de Hn(X',FIX'). Par hypoth~se, X E ~, donc 

n'est pas vide. Ordonnons ~ par la relation D, et montrons que ~ est inductif. 

Pour ceci, il suffit de prouver que si (X i) est une famille totalement ordon- 

n~e d'~l~ments de ~, et si X' est leur intersection, alors X' E ~ . Or, munis- 

sant les X iet X' de is structure induite r~duite, on voit que les morphismes 

X i > X sont affines (puisque ce sont des immersions ferm~es), donc le 

syst~me projectif des Xi satisfait aux conditions envisag~es dans VII 5. De 

plus, on constate aussitSt que X' est la limite projective des Xi . De mSme, 

Y' est la limite projective du syst~me projectif des Yi , qui sont affines 

sur Y. Utilisant VII 5.8, on trouve donc 

n! Ii~ Hn(Xl , FIX i) ~ H (X ,FIX') , li~ H~(YI , h~(F) l Yi) ~ Hn(y',h~F) IY'). 

De ceci, on conclut aussitSt que si on avait (~IY') EIm Hn(X',FIX'), alors 
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il existerait un indite k tel que <~IY i) ~ Im Hn<XI, FIX~) , ce qui est absurde ; 

donc on a bien X' 6 ~ . Donc ~ est inductif, et contient par suite un 414ment 

minimal, soit X'. Comme 4videmment 0 ~ ~, X' est non-vide. Appliquons ~ 

et ~ X' l'hypoth~se de 6.10, d'o~ un morphisme p : X ----> X satisfaisant aux 

conditions 1 °) ~ 3 ° ) ~none4es dans 6.10. Notons qu'on peut supposer m~me 

p surjectif. En effet, soit U un ouvert non vide de X' contenu darts p(X), 

et soit X' son compl4mentaire dans X' de sorte que par construction on a 
1 

X' £ ~ Utilisant cette relation, on voit tout de suite que, posant X1 = X~X[ 
i 

t et d4signant par Pl : X1 ----> X le morphisme d4fini par pet l'inclusion de X 1 

dans X, le morphisme Pl satisfait encore aux m~mes hypotheses que ~ ; de plus, 

il est surjectif. Nous supposons donc p surjectif, et appliquons maintenant 

6.9, en y rempla§ant le morphisme h : Y > X par le morphisme h' : Y' > X' 

(X' 4tant muni, disons, de la structure induite r~duite), et ~ par ~IY'. On 

conclut alors de 6.9 que l'on a (~IY') 6 Im Hn(X',FIX'), ce qui contredit 

la relation X' E ~ et ach~ve la d~monstration de 6.10. 

Nous utiliserons 6.10 pour ramener 5.5 au cas o~ f est un morphisme 

projectif ; mais pour ceci, dans le cas non noeth4rien, nous aurons besoin 

d'une variante non noeth4rienne du lemme de Chow, qui sera donn4e au num4ro 

suivant. 

Proposition 6.11. (Lemme de transitivitY). Les notations sont celles de 6.8, 

mais on ne fgit aucune hypoth~se de surjectivit4 relativement ~ p. On suppose 

que h satisfait ~ la condition (i) a) (resp. (ii) a), resp. (iii) a) de 6.5. 

On suppose de plus, dans le cas (i), que pour tout faisceau d'ensembles F sur 

, l'homomorphisme de changement de base de 6.8 est un monomorphisme (resp. 

un isomorphisme) ;dans le cas (ii), _qu_9_X est noeth4rien et que pou[,,tout 

faisceau ~ ~9 ind- ~-groupes, l'__homomorphisme de changement de base 
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h~(Rlp~(F)) > Rlpy~(h~(F)) est bijectif pour i = 0, I ; enfi_____n, dans le 

cas (iii), que l'homomorphi..sme de changememt de base est....b..ijectif pour i ~ n, 

injectif pour i = n+l. Alors le morphisme h : Y > X s.atisfa.it. 4galement 

la condition (i) (resp. (ii), resp. (iii)) d_e_e 6.5. 

D4monstration de 6.11. Dans le cas (i), on consid4re le diagramme commutatif 

de la d~monstration de 6.8 (i). Ici les hypotheses impliquent que la premiere 

flgche horizontale et la premiere fl~che verticale de droite sont injectives 

(resp. bijectives), donc il en est de m@me de la deuxi~me fl~che horizontale, 

ce qu'on voulait 6tablir. Dans le cas (ii), on se donne un faisceau ~ de 

ind- ~-groupes sur X, et il faut montrer que tout 414ment de HI(y,h~(F)) 

provient d'un ~14ment de HI(x,F). En vertu de 6.6 (ii) appliqu~ ~ h, il 

suffit de trouver un monomorphisme ~---->G de faisceaux en groupes sur 

qui efface HI(y,h~(F)). Or consid6rons la deuxi~me ligne du diagramme utilis~ 

dans Is d~monstration de 6.8 (ii). Ii suffit successivement de trouver un 

monomorphisme ~ > G, avec ~ un faisceau en groupes in- ~-finis, qui efface 

le dernier terme H°(Y,R 1 py~(h~(F)), puis un monomorphisme de faisceaux en 

groupes G > H qui efface Hl(y,py~(h~(F)). Or, comme on a remarqu~ dans la 

d6monstration de 6.8 (i), les deux termes qu'il s'agit d'effacer sont isomor- 

phes respectivement, par les flgches verticales extr@mes du diagramme envisage, 

H°(X,RIp~(F)) et A HI(x,p~(F)), compte tenu de l'hypoth~se sur les homomor- 

phismes de changement de base faites ici sur p,h. D'ailleurs, les isomorphismes 

envisag4s sont 4videmment fonctoriels en F, de sorte qu'il suffit d'effacer 

les deux termes pr4c4dents. Or en vertu de 3.3 on peut effacer Rlp~(~) (et 

fortiori H°(X,RIp~(~)) par un monomorphisme de F dans un ind- ~-groupe G. 

Ii reste A effacer HI(x,p~(F)), ce qui est possible grgce au fait que par 
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le diagramme envisagE, ce dernier terme s'envoie dans HI(x,F) par un mono- 

morphisme fonctoriel en F, et que HI(x,F) est encore effs§able grgce ~ 3.3. 

Ii reste ~ traiter le cas (iii), et pour celui-ci encore nous repre- 

nons ~ rebours la demonstration de 6.8 (~). Ii faut prouver que l'homomorphisme 

Hi(X,F) > Hi(y,h~(F)) 

est un isomorphisme pour i ~ n, et un monomorphisme pour i = n+l. Or les 

homomorphismes precedents sont induits par un homomorphisme de complexes 

d~duit d'une r~solution injeetive C(~) et d'un homomorphisme de h~(C(F)) 

(qui est une resolution de h~(F)) dans une r~solution injective de h~(F). 

L'homomorphisme ci-dessus s'identifie Egalement 8 l'homomorphisme compos~ 

Fx(RP~(~)) ----> ~ Fy(h~(Rp~(F)) > ~ ~y(Rpy~(h~(F)) , 

o~ le premier homomorphisme est l'homomorphisme h ~ relatif ~ ~p~(~), et le 

deuxi~me est d~duit des homomorphismes de changement de base 

h~(~Rp~(F)) ) ~py~h~(F)) en appliquant • F y. Le premier homomorphisme 

induit donc un isomorphisme sur les groupes de cohomologie des complexes 

envisages, en vertu de l'hypoth~se faite sur h et de 6.3 (i). Iien est 

de m~me pour le deuxi~me, en vertu de l'hypoth~se que nous avons faite sur 

les homomorphismes de changement de base, en utilisant l'argument donn~ dans 

la d~monstration de 6.8 (iii). Par suite, la m~me conclusion s'applique au 

compose des deux, ce qui ach~ve de prouver 6.11. 

(~) On pourrait aussi, au lieu de 6.3, utiliser la suite spectrale de Leray 

pour p , py . 
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Remarque 6.12. L'argument donn~ pour 6.11 dans les cas (i) et (iii) donne 

encore un r~sultat plus precis : pour pouvoir conclure, pour un faisceau 

donne sur X, que Hi(X,F) > Hi(~,h~(F)) est bijectif pour i ~ n, injectif 

pour i = n+l, il suffit de supposer 

I °) l'homomorphisme de changement de base h~(Rip~(F)) ~ Ripy~(h~(F)) est 

un isomorphisme pour i ~ n, un monomorphisme pour i = n+l, et 

2 ° ) pour tout couple d'entiers i,j ~ O, l'homomorphisme 

Hi(x,~Jp~(F)) ....... > Hi(y,h~(IRJp~(F)) induit par h est un isomorphisme si 

i+j N n, un monomorphisme si i+j = n+l. 

II est plausible qu'on a un r~sultat analogue dans le cas (ii), 

mais son ~nonc~ devrait n~cessairement faire intervenir de la 2-cohomologie 

non commutative. C'est pour ~viter le recours ~ cette th~orie que nous avons 

utilis~ un argument different dans 6.10 (ii), utilisant les propri~tEs d'effa- 

9abilit~ du H I non commutatif, argument qui ne donne pas en revanche de r~sul- 

tat, comme ci-dessus, pour un F fix~. 

Remarques 6.13. Le cas le plus important o~ les conditions de 6.5 (i) (ii) (iii) 

sont remplies est celui envisage dans 5.5, qui sera prouv~ dans l'expos~ 

suivant en utilisant les reductions faites dans le present exposE. Un autre 

cas int~ressant (o~ h n'est plus une immersion ferm~e comme dans 5.5 sera 

~tudiE dans XV. Signalons ~galement le cas, assez voisin de 5.5, oh X est le 

spectre d'un anneau noeth~rien, sEpar~ et complet pour la topologie dEfinie 

par un ideal J, et o~ Y = Spec (A/J) est le sous-sch~ma fermE de X d~fini par J. 

On v~rifie alors directement les conditions de 6.5 (ii) (avec ~ =~) sous la 
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forme b") (EGA IV 18.3.2) ; il est tr~s plausible que les conditions de 6.5 

(iii) sont ~galement v~rifi~es pour tout n , i.e. que pour tout faisceau de 

n 
torsion F sur X, les homomorphismes H (X,F) > Hn(y,FIY) soient bijectifs. 

On peut faire des conjectures consid~rablement plus g~n~rales, lides g une 

g~n~ralisation ~ des schemas non locaux de la construction de hens~lisation. 

Tout d'abord, notons qu'on ne connait pas d~exmeple, h ~tant une immersion 

ferm~e, o~ les conditions de 6.5 (ii) (iii) ne soient satisfaites (avec L = ~) 

lorsque la condition resp~e de 6.5 (i) l'est, c'est-~-dire lorsque le couple 

(X,Y) est un couple hens~lien dans la terminologie de (EGA IV 18.5 5) ; 

oll peut donc conjecturer qu'un tel couple satisfait aux conditions de 6.5 (ii) 

(iii) (avec ~ = ~, tout n). D'autre part, on peut se demander sous quelles 

conditions la propri~t~ suivante pour un couple (X,Y) d'un schema X quasi- 

complet et quasi-s~par~ et d'un sous-sch~ma ferm~ Y implique que le couple est 

hens~lien : 

(~) Pour tout schema X' ~tale sur X, posant Y' = X'XxY , l'appli- 

cation canonique F(Y'/Y) > F(X'/X) eat bijective. 

(Cf. EGA IV 18.5.4 b)). Cette condition est ~videmment plus faible ~ priori 

que la condition hens~lienne 6.5 (i) ; elle est m~me strictement plus faible, 

car elle est v~rifi~e par exemple si X est un sch@ma projectif normal irr~- 

ductible de dimension ~ 2 sur un corps k, et Y une section hyperplane de X 

(comme il r~sulte facilement de SGA 2 XII 2.1, o~ on fait S = Spec(k)), mais 

~videmment le couple (X,Y) n'est pas hens~lien. II est possible par contre que 

si X est affine, la condition (aT) implique que (X,Y) est un couple hens~lien ; 

s'il en ~tait ainsi, pour tout schema affine X et tout partie ferm~e Y de X, 
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un proc~d~ de localisation ~tale le long d~ Y, analogue g celui de la hen- 

s~lisation des anneaux locaux, devrait permettre de lui associer un couple 

hens~lien (X',Y), o~ X' est "pro~tale" sur X. Une autre hypoth~se sur (X,Y) 

(sugg~r~e par des r~sultats de Hironaka et Rossi sur la contractibilit~ de 

certaines sous~vari~t~s de vari~t~s alg~briques), qui permettrait peut-~tre 

de d~duire la propri~t~ hens~lienne de la propri~t~ plus faible (~), est la 

suivante : l'immersion Y > X est r~guli~re de codimension i, et le faisceau 

conormal ~Y/X = ~/j2 (o~ ~ est l'id~al qui d~finit Y dans X) est un faisceau 

inversible ample sur Y. (NB. Dans le cas du contre-exemple envisag~ plus haut, 

ce faisceau conormal ~tait un contraire anti-ample, i.e. son inverse ~tant 

ample). 

7. Une variante du Lemme de Chow (~). 

Nous aurons besoin de la variante suivante de (EGA II 5.6.1) d~bar- 

rass~e de toutes hypotheses noeth~rienne ou d'irr@ductibilit~. 

Lemme 7.1. Soit Sun schema quasi-compact et quasi-s~par~, .... e_!t f : X ----> S 

un morphisme s~par~ de type fini , avec x non vide. II existe un diagramme 

cormnutatif 

x < rv 

S 

(~) Le lecteur qui ne s'int~resse aux ~nonc~s du par. 5 que dans le cas noeth~- 
rien peut omettre la lecture du present num~ro. 
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avec ~ projectif et ~ quasi-projectif, et un ouvert non-vide U de X, 

induise un isomorphisme de ~ = U×X~ = ~-I(u) sur U. 

D6monstration. Notons d'abord : Soit i : X' > X un sous-sch~ma ferm~ de 

X/S et V c X' un sous-sch~ma ouvert dans X et dense dans X'. Si le lemme 

est vrai pour X', il l'est pour X. En effet, soit 

X~ < ~7 ~t < 
f ' \~ 

S 

un diagramme comme dans l'~nonc~, et U' #= ~ un ouvert de X' tel que ~' induise 

un isomorphisme U' = ~,-I (U') > U'. Puisque Vest dense dans X', U' n V=#=~ 

et on peut donc remplacer U' par cet ouvert. Alors U' est un ouvert de X, et 

on pose ~ = i ~v, f = f', U = U'. 

Or il existe un recouvrement fini de X par des ouverts affines non 

vides U k , k=l,...,n ; de l'hypoth~se sur S r~sulte que chaque U k > S est 

quasi-affine, eta fortiori quasi-compact. D~montrons le th~or~me pour tout X, 

par r~currence surn : Si l'intersection U des U k est dense dans X on peut 

copier la d6monstration de (EGA II 5.6, B, C, D), tenant compte des modifica- 

tions de la notation. Si l'intersection est non-vide, on se famine au cas 

o~ elle est dense en rempla~ant X par l'adh6rence X' de U (cf. plus haut), 

! 
et U k par U k = U k n X'. Supposons enfin que U soit vide et choisissons 

n 
r, i ~ r ~ n, tel que V = 6-h U k =#= ~ mais V N Ur+ I = ~ - c'est 6videmment 

k=l 

possible puisque U I =#= ~ . Nous pouvons maintenant remplacer X par l'adh~- 

rence X' de Vet les U par les U k N V non-vides. Comme alors Ur+ I ~ Vest 

vide, on obtient le r6sultat par l'hypoth~se de r~eurrence. 
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8. R~ductions d~finitives 

Lemme 8.1. Pour prouver......l'un des ~nonc~s 5.1 (i) (ii) (iii), il suffit de 

le faire lorsque l'on suppose f projectif et S noeth~rien. 

Supposons d'abord 5.1 d~montr~ pour f projectif, montrons comment 

on en conclut le m@me ~nonc~ pour tout f. Utilisant 6.1, on est rdduit au 

cas de 5,5, avec S strictement local. Appliquons maintenant 6.10 en faisant 

Y = X . Etant donn~ (~,X') comme ~nonc~ dans 6.10, nous appliquons le lemme 
o 

de Chow 7.1 pour trouver un S-morphisme p : ~ > X t, avec X projectif sur S, 

tel que p(X) contienne un ouvert non vide de X' (condition I °) de 6.10). Comme 

pest projectif, par hypoth~se les homomorphismes de changement de base pour 

(p,h) sont des isomorphismes (condition 2 ° ) de 6.10). Enfin, comme X est projec- 

tif sur S, par hypoth~se le morphisme d'inclusion Y = X ° > ~ induit u[~ iso- 

morphisme pour les groupes de cohomologie Hi(X,F) ~ Hi(Xo,h~(F)), (condition 

3 ° ) de 6.10). Donc les conditions de 6.10 sont bien satisfaites, d'o~ la con- 

clusion. 

Montrons maintenant que pour v~rifier l'un des trois ~nonc~s 5.1 

pour toute situation (f,F,g), avec f projectif, on peut supposer de plus que 

S est noeth~rien. Pour ceci, on note qu'on peut supposer grace ~ 6.1 que S 

est strictement local et que S' > S est l'inclusion du point fermi, et on 

est ramen~ ~ v~rifier l'~nonc~ 5.5 avec S strictement local. De plus, comme 

r 
X se plonge dans le schema projectif-type ~S ' on peut (grace ~ la compati- 

r r 
bilit~ 4.4 (ii)) remplacer X par ~S ' F par son image dans ~S' ce qui nous 

r 
ram~ne au cas oh X = ~S ° Notons que A est limite inductive filtrante de 
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sous-anneaux locaux hens41iens noeth4~ens A. telsque l'homomorphisme d'inclusion 
i 

A. > A soit local : prendre les hens41is4s stricts des sous-Z-alg~bres de 
1 

type fini de A en les id4aux premiers induits par l'id4al maximal de A. Sous 

ces conditions, le corps r4siduel k de A est 4galement la limite inductive 

= pr 
des corps k des A i (EGA IV 5.13.1). Soient S = Spec (Ai), X i --S.' et suppos- 

1 

sons donn4 un syst~me inductif (F.) de faisceaux d'ensembles (resp .... ) sur 
i 

les X. comme dans VII 5.7, et soit Fle faisceau qu'il d4finit sur X. Soit 
i 

F. (resp. F ) le faisceau induit par F. sur la fibre X. du point ferm4 s. 
i 0 0 1 i0 1 

de S. (resp. sur la fibre X du point ferm~ s de S). Alors on a un diagranmle 
I O 

commutatif 

n 
lim H (Xi,F i) > Hn(X,F) 

n 
t im H (Xio ,F io )  > Hn(Xo,Fo) 

1 

dont les deux fl~ches horizontales sont des isomorphismes, en vertu de VII 5.7. 

Par suite, pour prouver que la deuxi~me fl~che verticale est un isomorphe, 

il suffit de le prouver pour la premiere, donc il suffit de prouver que les 

n 

(Xio,Fio) homomorphismes Hn(Xi,Fi ) ---> H sont des isomorphismes. D'autre part, 

tout faisceau d'ensembles (resp .... ) F sur X est isomorphe ~ la limite d'un 

syst~me inductif comme ci-dessus, en prenant par exemple F i = ui~(F) , 

u : X > X. ~tant le morphisme canonique, en vertu de ( 5.2) et 
i l 

(IX 1.6 (iii)). Cela ach~ve la d~monstration de 8.1. 

Corollaire 8.2. Le th~or~me 5.1 (i) est vrai. 

En effet, il suffit de conjuguer 8.1, le crit~re 6.5 (i) b"), et 5,8, 
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Le~e 8.3. Pour prouver l'un des ~nonc~s 5.1 (i) (ii) (iii), il suffit de le 

faire lorsqu'on suppose f projectif de dimension relative ~ i, et S noeth~rien. 

En effet, nous savons d~j~ par 8.1 qu'on peut se borner au cas f 

projectif, S noeth~rien, et un argument d~jg signal~ nous permet de supposer 

r 
de plus qu'on a X = ~S " Nous proc~dons alors par r~currence sur r, en notant 

que le th~or~me est vrai par hypoth~se pour r = i. On peut donc supposer 

r-i 
r m 2, et le th~or~me d~montr~ pour ~S ---> S (toute base S). Consid~rons 

r 
Z = p~-2 come plong~ dans X = ~S de la faGon habituelle, et soit p : X ~ X 

obtenu en faisant ~clater Z dans X. Un calcul i~diat (cf. EGA V) montre 

1 
que l'on a un morphisme naturel Pl : ~ > X1 = ~S ' qui fait de X un 

pr-I (c'est le fibr~ projectif sur X 1 Xl-SCh~ma localement isomorphe ~ ~X 1 

associ~ gun faisceau localement fibre de rang r convenable sur XI)° D'autre 

part, les fibres de p sont de dimension ~ I, ainsi que celles de 

fl : X 1 ----> X. Nous pouvons donc appliquer l'hypoth~se, et l'hypoth~se de 

r~currence, aux trois morphismes p, PI' fl dans le diagra~e co~utatif 

C o n e  p e s t  s u r j e c t i f ,  l e  i e ~ e  6 .8  nous  ram~ne ~ p r o u v e r  5 .1  p o u r  l e  composfi 

~ = fp = f l P l  . Or nous  p o u v o n s  dg j~  a p p l i q u e r  5 .1  aux deux m o r p h i s m e s  f l  e t  Pl 

Compte t e n u  de 6 .11 ,  on en c o n c l u t  que 5 .1  e s t  v r a i  ~ g a l e m e n t  p o u r  l e u r  com- 

posfi f l p  I .  Ce la  aeh~ve  I a  d ~ m o n s t r a t i o n  de 8 . 3 .  
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Lemme 8.4. Pour d@montrer 5.1 (ii), il suffit de d@montrer le "thdor~me 

de sp~cialisation pour le groupe fondamental" 5.9 bis, dans le cas off f est 

projectif de dimension relative ~ I, et o~ S est strictement local noeth@rien. 

Cela r~sulte en effet aussitSt de 8.3, 6.1 et 6.5 (ii) (crit~re b)). 

On d@montrera directement le th@or~me de sp@cialisation, dans le 

cas 8.4, dans l'expos@ suivant (XIII 2). 

Lemme 8.5. Pour d@montrer 5.1 (iii), il suffit de d@montrer 5.1 (ii) e t, 

de plus, la proposition suivante (qui sera d@montr@e dans l'expos@ suivant 

(XIII 3) ou (EGA IV 21.9.12)) : 

Proposition 8.6. Soit S hensdlien et noeth~rien, f : X ----> S projectif de 

dimension relative ~ i, et X la fibre ferm6e de X/S. Pour tout schema Z, 
- -  O 

soit Pic Z = HI(z,(Gm) z ) le groupe de Picard de Z. Le morphisme de restriction 

Pic X > Pic X 
O 

est surjeetif. 

D~monstration de 8.5. D'apr~s 6.5 (iii) et 8.2, il suffit de d~montrer que 

~q : Hq(x, ~16v ~) > Hq(Xo, ~I£~ ~) 

est surjectif pour tout q ~ I, e~ tout nombre premier i. Or on connait la 

surjectivit~ si q = i, d'apr~s 5.1 (ii). De plus, puisque X ° est un schema 

projectif de dimension ~ i sur un corps k sSparablement clos, on a 

Hq(Xo, ~/6~ ~) = O 

si q > 2 dans le cas 6 =~ car. k (X 4.3), et si q > I dans le cas ~ = car. k 

(X 5.2). La surjectivit~ est donc triviale pour ces valeurs de q ! 
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Ii reste ~ traiter le cas q = 2 et L =/= car. k . Notons n = ~, 

Comme le faisceau des racines n-i&mes de l'unit4 (~n)S est localement iso- 

morphe g (~/n) S, et que S est strictement local, il existe un isomorphisme 

(~/n~) S d'o~ (~n)X ~-- (~/n~) X (non eanonique) (~n)S 

Par th4orie de Kummer IX 3.2 appliqu4e ~ X et Xo, on a un morphisme 

de suites exactes 

Pic X 

E 

Pic X 
o 

> H2(x, ) ...... > H2(X, G ) 
n in 

) H2(Xo , n ) ' '  > 2 (Xo ,G m) 

Or H2(Xo , G m) = O d'apr~s IX 4,6. Donc la surjectivit~ de ¢ implique celle 

de 2, d'o~ le lemme. 
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