EXPOSE XIV

THEQOREME DE FINITUDE POUR UN MORPHISME PROPRE ;

DIMENSION COHOMOLOGIQUE DES SCHEMAS ALGEBRIQUES AFFINES

par M. ARTIN

Cet exposé contient deux théorémes importants qui se démontrent

en utilisant le théoréme de changement de base pour un morphisme propre.

1. Théoréme de finitude pour un morphisme propre.

Théoréme 1.1, Soit f : X —> § un morphisme propre et de présentation finie.

Soit A un anneau noethérien 3 gauche qui est une Z/n-algébre pour n € N con-

venable. Soit F un faisceau d'ensembles (resp. de groupes, resp. de A-modules)

constructible sur X. Alors le faisceau f,F (resp. le*F, resp. qu*F pour

chaque g 2 0) est également constructible.

En particulier, on a :

Corollaire 1.2, Soit X un schéma propre sur le spectre d'un corps séparablement

clos k, et soit F un faisceau abélien de torsion constructible sur X. Alors

les groupes Hq(X,F) sont finis pour chaque q 2 O.

Remarque 1.3. Le théoréme est faux pour les faisceaux abéliens si 1'on omet
la condition que f soit propre, comme on voit en prenant f =Z/p, p = car k,
X =?Ek, l'espace affine, et f 1'inclusion de X dans'Ei, ou le morphisme struc-

tural X —> Spec k. Cependant, on conjecture qu'il est vrai si F est premier
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aux caractéristiques résiduelles de S et S est "excellent™ EGA IV 7.8. On
peut le démontrer, lorsqu'on dispose du théoréme de résolution des singula-
rités (par exemple en caractéristique nulle) pour un schéma excellent §

d'égales caractéristiques (XIX 5.1).

Démonstration de 1.1. L'assertion est locale sur § et on peut donc prendre S

affine. Alors S est limite des spectres d'anneaux de type fini sur Z, et les
données du théoréme sont telles qu'on peut les obtenir, par changement de
base § —> So’ d'un morphisme propre fO : Xo —> So avec S0 de type fini sur
Z et un faisceau constructible FO sur XQ, cf, EGA IV 8 et IX 2.7.4, Or,
puisque 1l'image inverse d'un faisceau constructible est encore construc-
tible (IX 2.4 (iii)), on est ramené, en appliquant XII 5.1 au morphisme de
changement de base So <— S, a démontrer la constructibilité de fO%FO (resp.

de RIf uF ), d'ou le
oo

Lemme 1.4. I1 suffit de vérifier 1.1 avec S de type fini sur Spec Z.

Lemme 1.5. L'assertion ensembliste de 1.1 est vraie, c'est-a-dire f,F est

un faisceay constructible d'ensembles si F 1l'est

Démonstration. On peut supposer S noethérien (1.4). Soit F —> G = T;Tﬁi*(ci)
une injection avec moe Xi —> X fini et Ci constant et constructible sur

X; (IX 2.14).0n a f4F CfyG et par suite (IX 2.9 (i1i)) il suffit de traiter
le cas F = G. Or f4G = ET(f ﬂi)%Gi’ et un produit fini de faisceaux construc-
tibles sur § est constructible (IX 2.14). En remplagant X par Xi’ on est
ramené au cas od F = DX est un faisceau constant constructible, & valeur D.

Or en vertu de XII 5.1 (i), la fibre f*(F)g'est isomorphe & DC(S), oty
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c(s) = Z <x§), done elle est finie. D'aprés IX 2,13 (iii) il suffit de
démontrer que la fonction "nombre d'éléments de la fibre de £ F " est cons-
tructible sur S. Or cette fonction est card(Dc), ot C est la fonction
"nombre de composantes connexes dans la fibre géométrique", et C est cons-

tructible (EGA IV 9.7.9), d'od le résultat,

Lemme 1.6. Soit S un schéma noethérien, f : X —> S propre, F un faisceau

de groupes (resp. de A-modules) comstructible sur X, q un entier &gal 2 O

ou 1 {(resp. unm entier = 0). Soient Si (1 £ i £ n) des sous-schémas de § tels

que § = U Si et soient Fi s fi : Xi e Si les "restrictions" des données aux
i

Si' Alors si pour tout i, qui*Fi est constructible, il en est de méme de

RIE,F.

Démonstration. La restriction de qu%F a Si est isomorphe & qui*Fi d'apreés

XI1I 5.1, et le lemme suit de IX 2.8.
On procéde maintenant par des raisonnements analogues & ceux de XIIS8:

Lemme 1.7. Soient $ noethérien,
T —
i < X
8

un diagramme commutatif de morphismes propres, et j : U ~—> X un ouvert tel

que l'ouvert U = U Xxi s'envoie isomorphiquement sur U, Soit Y = X-U le schémg

fermé réduit et soient fo : Y—>38 et i : Y —> X les morphismes canoniques.

Supposons le théordme 1.1 vrai pour E, fo et T. Alors il est également vrai

pouyr
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Démonstration. Traitons d'abord le cas d'un faisceau de A-modules F sur X.

On a la suite exacte

0 —> i i¥F F 1,i%F o,
et compte tenu de la suite exacte de cohomologie correspondante pour les
qu*, et de IX 2.6, on voit qu'il suffit de vérifier la constructibilité des
qu* pour les membres extr@mes (notons que i,i¥F est constructible d'aprés
IX 2.4 Gi1) et IX 2.15(i), donc j!j*F l'est aussi(IX 2.6). Puisque i est

une immersion fermée,
R, = ®i G,

(VIII 5.6}, d'od la construcéibilité dans ce cas d'aprés 1l'hypothése sur fo.
De plus, désignant par 3': W =—>X le morphisme d'inclusion et F = m#* F, on a
() JyIF = TT*—JT!-:]:")‘:I": ,
comme on vérifie en définissant d'abord une fldche —> , et prouvant qu'elle
est inversible fibre par fibre en utilisant XII 5.1 (i). En chaque point
géométrique ; de Y, la restriction de 3!3*5 a la fibre §;~ de X sur X est
nulle, et par suite XII 5.1 (iii) la fibre de (Rqﬂ*) (E!E*ﬁ) en y est nulle
pour chaque g 2 0. Puisque d'autre part T induit un isomorphisme au-dessus
de X - Y, on a (Rqﬂ*)(E!E*F) =0 si q > 0. De la suite spectrale de Leray

2 = @) RM) G I == r"LG ¥

et (¥) on déduit des isomorphismes

REDG,TH = @G5

pour @ = Q. Puisque j,E*F est constructible {(méme raisonnement que pour

EIE*F) le membre de droite l'est aussi, d'oll la constructibilité de
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(qu*)(j!j*F) et donc de RIf,F.

Supposons maintenant que F soit un faisceau de groupes constructible
sur X. Remplagons 7 : X —> X par Tlti : (XUY) —> X. Il suffit ainsi de
démontrer que si 17 @ X ~—> X est surjectif et si 1.1 est vrai pour T et
pour E, il 1'est également pour f. Soit d'abord T un faisceau de groupes
constructible sur X. Alors W*E est constructible sur X (1.5) et on a une
injection (le*) ﬂ%ﬁc——*> (R1¥¥)§ . Le membre de droite est constructible
par hypothése, et par suite le membre de gauche l'est aussi (IX 2.9 (ii)).

Or puisque T est surjectif, on a une injection F -—> ﬂ*ﬂ*F = G, Le faisceau
T = T*F est constructible, donc G et le*G sont aussi constructibles, comme

on a vu ci-dessus, On est ainsi ramené au lemme suivant

Lemme 1.8, Soient § noethérien, f : X —> S un morphisme propre, et Fels g

o s . : . .ol
une injection de faisceaux de groupes constructibles sur X. Si R f,G est

constructible, le*F 1'est aussi.

Démonstration. Soit € = G/F qui est un faisceau constructible d'espaces
homogénes sous G (appliquer IX 2.6), Considérons la suite exacte

) & 1 ul 1
£4C —> R £,F —> R £,4,6

Pour démontrer que le*F est constructible, il suffit par récurrence noethé-
rienne et 1.6 de démontrer que si S = @, il existe un ouvert non-vide de S
sur lequel le%(F) soit comstructible. On peut donc supposer le*G localement
constant, donc puisque la constructibilité est une notion locale pour la
topologie étale, on peut supposer que S est irréductible et le*G est constant

(et constructible), & valeur E = [el,...,en}. Soit Di (i =1,...,n) le
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. 1 . 1 .
sous-faisceau de R f,F image inverse de la section e, par u. On a, puisque
. 1 . .
dans un topos "les sommes sont universelles", R f,F =.LLDi, et il suffitc
i
donc de démontrer que chaque Di est constructible sur un §' convenable étale

sur S et non-vide.

Rappelons que le*F est le faisceau associé au préfaisceau
RlF, ot RlF(S') = Hl(X’,F). Par suite on peut supposer (en remplagant S
par un $' non-vide étale sur S) que D, est le faisceau "yide" (donc cons-
tructible), ou qu'il existe un élément @ € Hl(X,F) qui induit une section

de Di‘ Dans ce dernier cas, soit

o d 1

£, =2 jleg® —— &

£,6~

la suite exacte déduite de (¥) "en tordant 2 l'aide de ¢, On a

et = rlegr . rled = rlee

; 1. & . = . Lyl
et la section de R f F correspondant & @ est la section unité, Donc le

1

sous -faisceau DiCL de R f*Fa correspondant a Di est 1l'image inverse de la

) RS W« A o ‘s a .
section unité de R £, , i.e., Di est 1'image de £,G par 0 , Puisque
£,G est constructible (1.5) il en est de méme de D? , donc de Di (appliquer

IX 2.6), d'oit le lemme,

Lemme 1.9, Soit S noethérien et

X «—10 X

£ t
3

un diagramme commutatif de morphismes propres. Si le théoréme 1.1 est vrai
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pour f et 7, il 1'est également pour %,

Démonstration. Dans le cas d'un faisceau F de A-modules constructible, on

utilise la suite spectrale de Leray
By = P RINOF =—= ®EIF .

Par hypothése, on trouve que Eg’q est constructible pour chaque p,q, et

par suite l'aboutissement l'est aussi, comme il résulte alors de IX 2.6.

Soit F un faisceau de groupes constructible, On la suite exacte

X11 3.2)

*  0—> &'y mF —> (RIE*)F —_—> f*(Rlﬂ*)f ,
oli les membres extrémes sont constructibles d'aprés 1'hypothése et 1.5. On
procéde comme dans la démonstration de 1.8 : Il suffit par récurrence noethé-
rienne et 1.6 de supposer S == @, et de démontrer la constructibilité sur

un ouvert non-vide convenable., On peut donc supposer f*(Rlﬂ*)? localement
constant, et (par localisation étale) méme constant et constructible (IX 2.8)
a4 valeur E = {el,...,en}. Soit D, le sous-faisceau de (le;)f image inverse
de e de sorte que (RlE*)f =.%LD1. I1 suffit de démontrer que chacun des
faisceaux Di induit un faisceau constructible sur un §'/S étale connexe et

non~vide convenable. Si Di n'est pas le "faisceau vide", on se raméne au cas

S i : <14 1z . . L= .
olt il existe un élément & € H (X,F) qui induit une section & de Di' Soit

1 - 1= \= 1 \=
00— (R fy) MF ~—> (R f,)F —> £, (R7MIF
la suite exacte déduite de (%) en tordant F 2 l'aide de 0. La section de

1- = - . :
(R7£,)F correspondant 2 O est la section unitd, et par suite le sous-faisceau
#* p P

D? de (R1§¥)§a correspondant & Di est 1'image inverse de la section unité de
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[ A . .
f*(Rlﬂ%) %a, d'ol Di e (le*) ﬂ#?u , qui est bien un faisceau constructible,

cqfd.

Lemme 1,10. I1 suffit de vérifier 1.1 dans le cas ol S est de type fini

sur SpecZ , et f est projectif et de dimension relative = 1,

Démonstration. Supposons d'abord que f soit projectif et procédons par récur-
rence sur la dimension relative de f, qu'on peut supposer finie, quitte a
remplacer S par un ouvert affine. Si f est de dimension relative % n, avec

n 2 2, on peut trouver, localement sur S, un morphisme fini T : X “—>iE§ s
et on se raméne par 1,9 et IX 2.15 (i) au cas ou f est le morphisme struc-

tural de‘Eg . Considérons le diagramme commutatif de morphismes

déja envisagé dans la démonstration de XII 8.3, ou X est déduit de Pg en

n~-2
S

b est £ 1, celle de a est S n-1, et par suite le théoréme est vrai pour a

faisant &clater le sous-schéma fermé Y —= TP La dimension relative de

et b par 1'hypothese de récurrence, donc pour f par (1.9). De plus, la di-
mension de T est S 1, celle de fo : Y —> S est S n-1, Il résulte donc de
1.7 que 1.1 est vrai pour £, donc pour tout morphisme projectif. Soit main-
tenant f propre arbitraire, et procédons par récurrence noethérienne sur X :
on peut supposer le théoréme vrai pour chaque sous-schéma fermé distinct de

X et que X 5= ¢ , Soit
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un diagramme du type donné par le lemme de Chow XII 7.1. En appliquant 1.7

a4 ce diagramme, on déduit 1,1 pour f, d'olt le lemme,

1.11. Nous pouvons maintenant achever la démonstration de 1.1. Si F est

un faisceau de groupes constructibles, on peut trouver une injection

F—> ¢ = 13’ni*ci avec T, fini et Ci constant et constructible (IX 2.15),

et il résulte de 1.8 qu'on peut supposer F constant, De méme, si F est

un faisceau de A-modules constructible, on peut, en appliquant IX 2.15,
trouver une résolution F => G*, ¢' = {0 = ¢ - Gl - G2 = ...}, de F, telle

. Y PN :
que chaque ¢¥ soit de la forme G ='TTﬂi*Ci, et on se réduit par la suite
i

spectrale de la résolution G,
09 =t (Ri6) = ®MeF

au cas ol F est constant et constructible, & valeur M.
Rappelons que A est une Z/n-algdbre. Soit £ un nombre premier qui

divise n, On a la suite exacte

0 1M M M/AM > () ,

et il suffit encore de prouver 1.1 pour LM et M/L M,
On se réduit alors, par une récurrence facile, au cas A est une
Z/ 4-algébre, L €1, et olt M est un A-module de type fini., Alors M est un

espace vectoriel sur Z/{, et par suite le morphisme canonique
q q
H(Y,Z/4) &M —> H (x,™

est bijectif, quel que soit Y quasi-compact et quasi-séparé (en effet, c'est

trivial si M est de rang fini, et les deux membres commutent aux liwites

153



- 10 - X1V

inductives (VI 1.6)), donc
(%, @/)] &,y M R, (.

I1 suffit donc évidemment de démontrer que qu* @Z/L) est constructible en
tant que Z/4-Module, c'est-3-dire, on est réduit au cas A = Z/4, ce que

nous supposons désormais,

Notons que le cas ot F est de dimension relative £ 0 (i,e. ol f
est fini) et F est arbitraire résulte maintenant de VIII 5.6 et de 1.5.

Procédons par récurrence noethérienne sur S. D'aprés 1.6, on peut
supposer 5 == @, et se permettre de remplacer $§ par un ouvert non-vide quel-
conque, De plus, on peut supposer S intdgre, de point générique s. La fibre
XS est un schéma algébrique de dimension < 1, et par suite il existe une
extension radicielle K' de k(s) = K, telle que le normalisé Y de (X;@KK’)réd
soit lisse au-dessus de Spec XK' (¥*)., En remplagant § par un ouvert non-vide,
on peut supposer qu'il existe un morphisme fini radiciel surjectif §' —> §
tel que Sé soit K-isomorphe & Spec K', et un morphisme fini surjectif, un
morphisme lisse et projectif X' —> 8' et un S'-morphi sme fini surjectif
m: X' —>X' =X XSS' qui induise Y —> X§®KK‘ sur les fibres en le point
générique s de S (EGA IV 9.6.1). Or d'aprés VIII 1.1 il est inoffensif de

faire une extension radicielle, On peut donc remplacer S par S' et X par X',

clest-a-dire, on peut supposer que f s'insdre dans un diagramme

(%) Cf., EGA IV 17.15.14,
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olt M est surjectif et fini, et T est lisse. De plus, d'aprés la construc-
tion, on peut supposer qu'il existe un sous-schéma fermé Y de X tel que la
fibre générique de Y soit finie, et tel que T induise un isomorphisme au-
dessus de X - Y. En remplagant encore S par un ouvert non~vide, on se raméne

au cas ol de plus fo : Y —> S est un morphisme fini,

Comme F est comstant, T¥F est également constant, et F —> T, IF
est injectif parce que T est surjectif. Si F est un faisceau de groupes,
il suffit de démontrer que (le*)(ﬂ*ﬂ*F) = (Rl?%)(ﬂ*F) est constructible (1.8).

Si P est un faisceau de Z/{-modules, on a une suite exacte
0 —» F ~> M,0%F —> ¢ —> 0 s

ot C est concentré sur Y, parce que T induit un isomorphisme au-dessus de
X - ¥. 11 s'ensuit que qu%c = quo*c est constructible (nul si g > 0), et
ainsi il suffit encore de démontrer que (Rf,)(m,m¥F) = (RYE,) (77F) est
constructible. En remplagant f par fetF par T¥F, on est réduit au cas F
constant et constructible et f est lisse,

Traitons le cas d'un faisceau de groupes constant, f = GX' Toutes
les fibres de (le*)GX sont finies ; en effet, en appliquant XII 5.2 (ii)
on est réduit, pour le prouver, au cas ol S est le spectre d'un corps
séparablement clos et oft X est lisse et de dimension £ 1 au-dessus de S. Le
résultat est connu dans ce cas (SGA 1 X 2,6), Il suffit donc de démontrer que
les morphismes de spécialisation sont injectifs (IX 2.13 (ii)). Pour cela,
on est rédult au cas S strictement local, et par le théoréme de changement
de base XII 5.1 (ii)on peut méme remplacer S par le spectre d'un anneau de

valuation discréte et strictement local. De plus, on peut supposer X connexe,
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Puisque Hl(X,G) classifie les rev@tements principaux galoisiens de X de

groupe G, il suffit de vérifier que si X' —> X est un rev@tement &tale

connexe alors la fibre géométrique est également connexe, Cela résulte

facilement du fait que f est lisse et propre, & fibres géométriques connexes.
Traitons maintenant le cas F = CZ/l)X . Pour les valeurs O et 1

de q le résultat est déji connu((l.5) et ci-dessus). D'aprés X 4.3 et

XII 5.3 bis, il reste seulement le cas q = 2, et de plus, si 5 est de carac-

téristique 4, on a sz%cz/&) = 0. En remplagant S par un ouvert non-vide

convenable, on est donc réduit au cas ol £ est inversible sur §, Alors,

d'aprés XIT 5.2 (ii) et X 4.7, la fibre de RZE*CZ/L) en un point géométrique

c{s)

s au-dessus de s § est isomorphe a @Z/4) , olt c{s) est le nombre des
composantes irréductibles de dimension 1 de la fibre géométrique Logi Or ¢

est une fonction constructible sur § (EGA IV 9.7.9), d'oll le résultat

(IX 2.13 (iii)),

Remarque 1.11. La démonstration de 1.1 se simplifie beaucoup en utilisant

le formalisme de la cohomologie & supports propres, qui sera développé dans
XVII comme conséquence directe du théorgme de changement de base pour un
morphisme propre XII 5.1. D'autre part, l'énoncé 1.1 se généralise au cas

oli on se donne sur Y un faisceau quelconque d'anneaux de torsion A, et qu'on
prend sur X un complexe XK' de f* (A)-Modules satisfaisant une condition de
"constructibilité” qui, dans le cas particulier 1.1, s'exprimerait simplement
en disant que des faisceaux de cohomologie ggi(K') de XK' sont des A-modules

constructibles, nuls pour i assez grand.
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2. Une variante de la dimension.

2.1. Soit X un schéma. On va noter

(2.1.1) a(x) = dim {x}
pour x € X, ol {;3 est 1'adhérence de {x}. Si F est un faisceau abélien sur

X, on pose

(2.1.2) a(F) = sup {d(x) | x € X et Fr 0]

On aura besoin d'une notion rectifiée dans le cas local :

Définition 2.2. Soient Y le spectre d'un anneau local noethérien universel-

lement caténaire (EGA IV 5.6.2) et f : X —> Y un morphisme de type fini.

Soit x € X et y = £(x). On_pose

6(x) = dim{;a + deg. tr. k(x)/x{y) .

i F est un faisceau abélien sur X, on pose

85(F) = sup {8(x) \ x € X et L == 01 .

Proposition 2.3, (i) Soit i : X' —> X une immersion et %' € X', Alors

8(i(x")) = 8(x").

(ii) Soit Xo la fibre fermée de X/Y. On a

d(x) si{x}nx, +4
5(x) =
dGe)+1 si{x}nx, =0 ;
(1i1) 6(x) = d(x) si f est propre.
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Démonstration. L'assertion (i) est triviale & partir de la définition,
Puisque {x} N X, n'est pas vide dans le cas f propre, (iii) est conséquence

de (ii). Pour (ii), nous pouveons remplacer X par {x} et ¥
par {y} (avec la structure induite réduite), ce qui est permis d'aprés (i).

Soient x' € X' et y' = £(x'). On a la formule (EGA IV 5.6.1.1)
y

Py = ry - ) 1
dim Oy _, = dim OY,y' + deg. tr.k(x)/k(y) - deg.tr.k(x')/k(y")

3
Supposons que Xo == @ . Alors il est clair que sup {dim OX x'} = dimX
® >
est obtenu en prenant pour x' un point fermé de Xo’ d'ot

dim X = dim O = dim Y + deg.tr.k(x)/k{y) = 6(x) .

X,x!

Si Xe = $, le supremum est évidemment obtenu en premnant pour x' un point

fermé dans sa fibre fﬁl(y‘), tel que dim{y'} = 1. Il existe de tels points,
parce que les y' € Y avec dim{y‘} = 1 forment un ensemble trés dense

(EGA IV 10.1.3, 10.5.9, 1.8.4), On a donc :

i

dim X = dim OX,x' dim OY,y' + deg.tr, k(x)/k(y)

dim ¥ - 1 + deg.tr. kix)/k(y) = 8(x) =1 ,

d'olt le résultat.

Proposition 2.4, Soit £ : X —> Y un morphisme de schémas de type fini sur

le spectre d'un corps k. Soient x € X, y = £(x), et ¥, une spécialisation de v.

Soient f' : X' —> Y' le localisé strict de f en un point géométrique §o

au-dessus de Y, &L x' € X' un point agu-dessus de x. Alors on a

8(x') = d(x) - d(yo)
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Démonstration, On a
d(x) = d(y) + deg.tr. kix)/k(y)
5(x') = d(y*") + deg.tr. k(x")/k(y") ,
ot y' = £'(x'). De plus
deg.tr. k(x)/k(y) = deg.tr. k(x")/k(y') ,

parce que les extensions k(x')/k(x) et k(y')/k(y) sont algébriques. Il reste

donc a démontrer que
d(y') = dly) - d(yo>

On peut supposer y maximal dans Y, donc y' maximal dans Y', et alors

1 - 1 —_
dly") dim QY',YO
= dim 0 (EGA 1V 6.1.3)
—Y)yo
= dim Y - d(yo) (EGA IV 5.2.3.1)
= d(y) = d(yo) s

d'ol le résultat,

3. Dimemsion cchomologique des schémas algébriques affines.

Théoréme 3.1 (d). Soit f : X —> Y un morphisme affine de schémas de type

fini sur un corps k. Soit F un faisceau de torsion sur X tel que d(F) < d

(cf. 2.1). Alors d(RYE,F) s d-q.

En particulier, prenant Y = Spec(k)
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Corollaire 3,2, Soit X un schéma affine de type fini sur un corps k sépa-

rablement clos. Alors

cd X § dim X .

Corollaire 3.3. Soit X C:EE un_schémg projectif de dimension n sur un corps

séparablement clos k, et soit Y = H N X une "section hyperplane" de X. Alors

pour tout faisceau de torsion F sur X, 1'homomorphisme canonique

H3 (x,r;) — 1, p

est bijectif pour q > n+l, et surjectif pour q = n+l.

Le corollaire est trivial & partir de 2.2 et de la suite exacte
pour un sous-ensemble fermé (IV 3.7.1), compte tenu que X - ¥ = U est affine
de dimension < n. Remarquons que 3.3 est une généralisation d'un des théoré-
mes de Lefschetz sur les sections hyperplanes : en effet, si X est lisse sur
k et F est localement constant et premier & la caractéristique, on peut
calculer la cohomologie Hg(X,F) explicitement en utilisant le théoréme de
pureté cohomologique relatif (XVI 3) et la suite spectrale ( ), et

on trouve que

Hg(x, z/n) = uyi? (v, pn—l) pour tout q ;

1 thomomorphisme Hq-2 (Y, un~1) —— w%(x, Z/n) déduit de 3.3 n'étant autre
que 1' “homomorphisme de Gysin", qui sera étudié ultérieurement (¥).
Le théorgme 3,1 (d) équivaut au suivant :

Corollaire 3.4 (d). Soit Y' un schéma strictement local qui est un localisé

strict d'un schéma algébrique sur un corps. Soit f£' : X' —> Y' un morphisme

(*) Cf. SGA 2 XIV pour une étude systématique des théoremes du type de
Lefschetz,
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affine de type fini, et F' un faisceau de torsion sur X' tel que 6(F') = d

(cf. (2.2)). alors HY(X',F') = 0 pour q > d.
Alors pour

En effet, supposons que 3.4 (d) soit vrai. Soit f : X —» Y un
morphisme affine de schémas algébriques sur k et soit F un faisceau de tor-
sion sur X tel que d(F) < d. Soit y un point de Y et § un point géométrique
au~dessus de y., Pour démontrer 2.1 (d) , il faut démontrer que la fibre

(RY£,F) . est nulle si d(y) > d-q.
*g

Soit f' : X' —> ¥' le localisé strict de £ au point £, c'est-3-dire,
goit Y' le localisé strict de Y en £ et soit X' = X XYY'.
Soit F' le faisceau induit de F sur X, de sorte que

(qu*F)g = g4(X',F') (VIII 5.2). On a

d(F') = a(F) - dly) £ 4 - d(y) (2.4) ,
et en appliquant 3.4 (d), on trouve 14x',F') =0 si g >d - dly), d'on

le résultat.

Inversement, supposons que 2.1 {(d) soit vrai, et soient
F', £' : X' —> Y' comme dans 1'énoncé de 3.4 (d). Puisque la cohomologie
commute aux limites inductives (VII 3.3) et F' est limite inductive de ses
sous-faisceaux constructibles (IX 2.9), on peut supposer F' constructible.
Or Y' est localisé strict d'un schéma algébrique Y en un point géométrique §
au-dessus d'un point fermé y (X 3.3). Ecrivons Y' = £§¥£ Y, » ol (¥,) est
un systéme projectif filtrant de schémas affines étales sur Y (VIII 4.5).

D'aprés IX 2.7.4, F' est induit d'un faisceau de torsion constructible sur

X=X XYYK pour & suffisamment grand, et on voit immédiatement, utilisant 2.4
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et EGA IV 9.5.5, qu'on peut de plus supposer que d(Fa) = §(F') £ d. En
remplagant Y par Ya, on est réduit au cas ol F' est induit par un faisceau

q

F sur X, avec d(F) € d. On a alors R'f,F = 0 si ¢ > D, d'aprés 2.1 (d), donc

en particulier

RUé, ), = vl 7)) = 0si g > d,

g
d'od 3.4 (d).

Comme cas particulier de 3.4 (d), on a

Corollaire 3.5. Soit Y' un gchéma strictement localde dimension < d, localisé

strict d'un schéma algébrique sur un corps k. Soit U C Y' un ouvert affine.

Alors c¢d U S 4.

Remarque 3.6. Il semble trés plausible que 3.4, donc 3.5, reste valable pour
tout schéma local noethérien Y' {pas nécessairement un localisé strict d'un
schéma algébrique), du moins si Y' est excellent (EGA IV 7.8). C'est ce qui

sera prouvé dans (XX 6) lorsqu'on suppose de plus Y de caractéristique nulle.

4, Démonstration du théoreéme 3.1.

La démonstration se fait par récurrence sur d.
Lemme 4,1. 3.1 (0) et 3.1 (1) sont vrais.

Démonstration. Triviale pour d = 0, auquel cas supp F est fini sur k, et on
applique (VIII 5.5). Soient F, f : X —> Y comme dans 1'énoncé de 3.1 et
supposons que d(F) = 1. En remplacant F par un sous-faisceau constructible

(IX 2.9 et VII 3.3), on se réduit au cas ol F est constructible, Alors le
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support de F est contenu dans un sous-schéma fermé de X de dimension <1

(IX 2.3 (ii)), et on peut remplacer X par ce sous-schéma, c'est-a-dire, on
peut supposer qu'on a dim X < 1, D'aprés IX 5.7, la dimension cohomologique
d'un schéma algébrique affine de dimension 1 sur un corps séparablement clos
est < 1, Il suffit d'ailleurs de traiter le cas ol k est séparablement clos
en effet, soit T:X—>7Y le morphisme déduit de f par le changement de base
Spec k —> Spec k (k la cldture séparable de k). Pour un point géométrique

€ de Y, le localisé strict f' : X' —> Y' de f en & s'identifie & un localisé
strict de £ , donc la fibre (qu*F)€ 2 une fibre de RqE*f. Puisque f est
affine, on trouve donc que qu*F = (0 si q>1, De plus, il est évident que
d(f,F) < 1. Pour le cas q = 1, notons que 1'hypoth&se que X soit de dimension
£ 1. Pour le cas ¢ = 1, notons que 1'hypothése que X soit de dimension =1
implique qu'il existe une partie fermée finie Z de Y telle que f soit fini
au-dessus de Y - Z. Il en résulte que le*F est nul dans Y - Z (VIII 5.6),

d'ot d(le*F) < 1, ce qui acheve la démonstration du lemme.

Soit d = 2 et supposons maintenant que 3.1 (d') (ou, ce qui revient

au méme, 3.4 (d')) est vrai pour d' < d.

Lemme 4,2, Pour démontrer 3.4 (d) dans tous les cas, il suffit de traiter

N 1 ; . N
le cas ol X' ='EY, est l'espace affine dimension 1 sur Y', et oli f est le

morphisme structural.

< . . N
Démonstration, Evidemment, on peut supposer X' = EY' pour n convenable, parce

qu'on peut plonger X' dans un Eg,. Supposons N > 1 et le résultat connu pour

T

tout Y' et pour E,,

. ; . N
avec r < N, Soit F' un faisceau de torsion sur E,,
Y'

163



- 20 - X1V

avec d(F') < d. Considérons le diagramme

N g' N-1

Y' 3

. . . N . N
' et h' les projections canoniques, de sorte quejEY, est isomorphe & 1l'es-

g
. . . N-1 . .

pace affine de dimension 1 au-dessus de EY' . Puisque évidemment chaque

anneau localisé strict de E$:1 est aussi le localisé strict d'un schéma

algébrique, on peut appliquer 1'hypothése de récurrence aux fibres de

ng'*F', et on trouve que

(*) 6(rRIg' F') < d-q
De plus, 3.4 (d') est vrai pour h' , d' < d, par 1'hypoth&se de récurrence
sur N,

Considérons la suite spectrale de Leray

3 P N‘l N
EI; q _ HP (]EY' , ng'*(F')) — Hn (]EY, , F')

On a Epéq = 0 si p > d-q, comme on trouve en appliquant (¥) et 3.4 (d') au
morphisme h', Il s'ensuit que 1'aboutissement est nul si n > d, d'ol le lemme.

Considérons 1l'énoncé supplémentaire suivant, qui est un cas spécial
de 3.5 :

Enoncé 4.3 (d) : Soit X' strictement local de dimension < d, localisé strict

d'un schéma algébrique sur un corps. Soit f € T" (X', QX') et soit U < X!

l'ouvert U = X' - V(f). Alors cd U < d.

Lemme 4.4. 4.3 (d) implique 3.4 (d).
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Démonstration. Considérons le diagramme

Y'
olt ¥Y' est comme dans 1'énoncé de 2.6 et oﬁjm;, est l'espace projectif, déduit

1 . . . .
de B~ "en ajoutant la section Y, & 1'infini". Soit F' un faisceau de torsion

sur‘]E1 avec d(supp F') $ d, On a la suite spectrale
1 .
@l Rl => 1 @l
Or les qu*F, pour q > 0, sont concentrés sur Y! ,qui est Y'-isomor-

phe & Y'. Puisque Y' est strictement local, il s'ensuit que i GPl,qu*F‘) = 0

si p,q > 0. De plus, d'aprés le théoréme de changement de base pour un mor-

phisme propre (XI1 5.1), la cohomologie d'un faisceau de torsion sur Fl peut~
8tre calculée sur la fibre fermée, qui est un schéma de dimension cohomologique
<2 (X 4.3). On a donc HF GPI, iyF') = 0, si p > 2. Comme on veut démontrer
" OEI,F') = 0 pour n > d, et comme d = 2, on est réduit a démontrer que
it GPl, qu*F') = 0 pour q > d. Ce groupe, isomorphe aussi 2 "° (¥l , Rli%(F’)),
est en vertu de {(VIII 4.6) isomorphe & la fibre de qu*F' au point Q, Q étant
le point & 1'infini de'IPl dans la fibre fermée.

Il suffit (VII 3.3 et IX 2.9) de traiter le cas ol F' est cons-
tructible, Alors, puisque &(supp F') S d, il existe un sous-schéma fermé X'
de El avec dim X' £ d, tel que X' contienne le support de F'. Soit X' le

localisé de X' au point géométrique Q, soit % =X - Xx-le; , et soit F le
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faisceau induit par F' sur U par le morphisme T —~>iml. Alors la fibre de
qu*F au point Q n'est autre que HP(U,F) (VIII 5.2), et on applique 4.3 (d)
au schéma strictement local X' et a 1'ouvert U.

Le lemme ci-dessous, joint a 4.4, achévera la démonstration.

Lemme 4.5, 3.4 (d') pour d' < d implique 4.3 (d') pour d' = d.

Démonstration. Supposons 3.4 (d') pour d' < d. Par récurrence, nous pouvons
supposer que 4.3 (d') est vrai pour d' < d. Soient les données X', f,U comme
dans 1'énoncé 4.3 (d). Alors X est localisé strict d'un schéma algébrique Xo
sur un corps k en un point géométrique  fermé, On peut prendre Xo affine
et de dimension £ d, quitte a le remplacer par un voisinage de LI Alors
X est limite projective de schémas affines et étales Xi au-dessus de Xo
(VIII 4.5).

Soit F un faisceau de torsion sur U. Il faut démontrer que
Hq(U,F) =0 si q>d, et i1 suffit encore de traiter le cas ol F est cons-
tructible. Alors les dounées f, F, U proviennent de données analogues sur
1'un des Xi (IX 2.7). On aura un faisceau F, sur Ui = Xi - V(fi) qui "induit®

F sur U. Puisque U = 1lim U., on a (VII 5.8)
e i
i, ) = 1im #%(u,,F.)
— i7i

I1 suffit donc de démontrer le fait suivant : Quel que soit i, il existe un
diagramme commutatif

y ——> "
U.“////
L

ot U —> Ui est la fléche donnée, tel que cd(U") < d, En effet, cela impliquera
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que chaque élément de Hq(Ui,Fi), pour q > d, a une image nulle dauns 1o, 7).

It

1
k Yo

Supposons 1 = 0, et considérons le morphism g : Xo —3

donnée par fo cT (Xo, QX ). Soit Y" le localisé strict de‘E1 en un point

k
o
géométrique au-dessus de l'origine, donc Y" est le spectre d'un anneau de

valuation discr2te, et soit X" = X Xy ",
o

Le morphisme X —% X0 se factorise par X" puisque X est strictement
local. De plus, l'ouvert U" = X"XX U0 n'est autre que la fibre générique de
X"/Y". C'est donc un schéma algébrgque affine au-dessus du point générique
de Y', et on a évidemment dim U" < d-1.

Vérifions que cd U" £ d (ce qui achévera la démonstration). Soit
K le corps résiduel de Y" au point générique. C'est un corps de dimension
cohomologique 1, c'est-i-dire, on a ¢d(G) =1, G le groupe de Galois de la
cléture séparable K de K (X 2.2). Soit U" = U"XspeC X {Spec K). On a
cd U" < d-1 par hypothése de récurrence sur d (c'est 2.2 pour un schéma de

dimension < d). Le fait que cd U" < d suit alors de la suite spectrale de

Hochschild-Serre (VIII 8.4)
e, 1@, ) —> w"w,p

d'olt le lemme 4.5.
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