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THEOREME D E FINITUDE POUR UN MORPHISME PROPRE ; 

DIMENSION COHOMOLOGI~UE DES SCHEMAS ALGEBRIQU~!S AFFINES 

par M. ARTIN 

Cet expos~ contient deux th~or~mes importants qui se d~montrent 

en utilisant le th~or~me de changement de base pour un morphisme propre. 

i. Th~or~me de finitude pour un morphisme propre. 

Th~or~me I.i. Soit f : X ~ Sun morphisme propre et de presentation finie. 

Soit A un anneau noeth~rien ~ gauche qui est une ~/n-alg~bre pour n 6 ~ con- 

venable. Soit Fun faisceau d'ensembles (resp. de groupes, resp. de A-modules) 

constructihle sur X. Alors le faisceau f~F (resp. RIf~F, resp. Rqf~F pour 

chaqu@ q ~ O) est @galement cons tructible. 

En particulier, on a : 

Corollaire 1.2. Soit X un schema propre sur le spectre d'un corps s~parablement 

clos k, et soit Fun faisceau ab~lien de torsion constructible sur X. Alors 

les ~roupes Hq(X,F) sont finis pour chaque q ~ O. 

Remargue 1.3. Le th~or~me est faux pour les faisceaux ab~liens si l'on omet 

la condition que f soit propre, comme on voit en prenant f =~/p, p = car k, 

X =E~, l'espace affine, et f l'inclusion de X dans ~, ou le morphisme struc- 

tural X > Speck. Cependant, on conjecture qu'il est vrai si F est premier 
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- 2 - XIV 

aux caract~ristiques r~siduelles de Set S est "excellent" EGA IV 7.8. On 

peut le d~montrer, lorsqu'on dispose du th~or~me de r~solution des singula- 

rites (par exemple en caract~ristique nulle) pour un schema excellent S 

d'~gales caract~ristiques (XIX 5.1). 

D~monstration de I.I. L'assertion est locale sur Set on peut donc prendre S 

affine. Alors S est limite des spectres d'anneaux de type fini sur ~, et les 

donn~es du th~or~me sont telles qu'on peut les obtenir, par changement de 

base S > So, d'un morphisme propre fo : Xo > S o avec So de type fini sur 

et un faisceau constructible F ° sur Xo, cf. EGA IV 8 et IX 2.7.4. Or, 

puisque l'image inverse d'un faisceau constructible est encore construc- 

tible (IX 2.4 (iii)), on est ramen~, en appliquant XII 5.1 au morphisme de 

changement de base S o < S, ~ d~montrer la constructibilit~ de fo~Fo (resp. 

de Rqf ~F ), d'o3 le 
oo 

Lenmne 1.4. Ii suffit de v~rifier I.I avec S de type fini sur Spec ~. 

Lemme 1.5. L'assertion ensembliste de i.i est vraie, c'est-~-dire f~F est 

un faiscea~ con structible d'ensembles si F l'est. 

D~monstration. On peut supposer S noeth~rien (1.4). Soit F > G = V~i~(Ci) 

une injection avec ~i : Xi > X fini et C i constant et constructible sur 

X i (IX 2.14).0n a f~F ~f~G et par suite (IX 2.9 (iii)) il suffit de traiter 

le cas F = G. Or f~G = .TT(f ~i)~Gi , et un produit fini de faisceaux construc- 
i 

tibles sur S est constructible (IX 2.14). En remplaGant X par Xi, on est 

ramen~ au cas o3 F = D X est un faisceau constant constructible, ~ valeur D. 

Or en vertu de XII 5.1 (i), la fibre f~(F)~ est isomorphe g D C(S), 03 
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- 3 - XIV 

C(8) = v (X~), doric elle est finie. D'aprgs IX 2.13 (iii) il suffit de 
O 

d4montrer que la fonction "nombre d'416ments de la fibre de f~F " est cons- 

tructible sur S. Or cette fonction est card(DC), o5 C est la fonction 

"hombre de composantes connexes dans la fibre g~om4trique", et C est cons- 

tructible (EGA IV 9.7.9), d'o~ le r~sultat. 

Lemme i. 6. Soit Sun sch4ma noeth4riej!n , f : X ---> S p_ropre, Fun faisceau 

de groupes (resp. de A-modules) constructible sur X, q un entier 4$aI ~_ O 

o u 1 (resp. un entier ~ O). Soient S. (I -< i <- n) des sous-sch4mas de S tels 
I 

que S = (J S. et soient F. , f. : X. > S. les "restrictions" des donn4es aux 
i l l i i i -- 

A)ors si pour tout i, Rqfi~F iest constructible, il enest de m~me de S i . 

R q f~F. 

D4monstration. La restriction de Rqf~F ~ $i est isomorphe g Rqfi~F i 

Xll 5.1, et le lemme suit de IX 2.8. 

d ' apr~ s 

On proc~de maintenant par des raisonnements analogues ~ ceux de XII8: 

Lemme 1.7. Soient S noeth~rien, 

8 

un diagramme commuta.tif de morphismes propres, e__tt j : U > X un ouvert tel 

que l'ouvert U = U ×X ~ s'envoie ispmorphiquement sur U. Soit Y = X-U le schema 

ferm~ r~duit et soient f : Y > Set i : Y > X les morphismes canoniques. 

Supposons le th~or~me I.i vrai pour 3, f et ~. Alors il est ~$alement vrai 
O -- 

pour 

147 



- 4- XlV 

D~monstration. Traitons d'abord le cas d'un faisceau de A-modules F sur X. 

On a la suite exacte 

O ~ j! j~F - ~ F > i~i~F > 0 , 

et compte tenu de la suite exacte de cohomologie correspondante pour les 

Rqf~, et de IX 2.6, on voit qu'il suffit de v~rifier la constructibilit~ des 

Rqf~ pour les membres extr@mes (notons que i~i~F est constructible d'apr~s 

IX 2.4~ii) et IX 2~15(i), donc j!j~ l'est aussi(IX 2.6). Puisque i est 

une immersion ferm~e, 

(Rqf~)i~(i~F) ~ (Rqfo~)(i~F) , 

o 

(VIII 5.6), d'o~ la constructibilit~ dans ce cas d'apr~s l'hypoth~se sur fo" 

De plus, d~signant par j : %L~ ~ > X le morphisme d'inclusion et F = ~ F, on a 

(~) j!j~F --~ ~j ! j~F , 

comme on v~rifie en d~finissant d'abord une flgche > , et prouvant qu'elle 

est inversible fibre par fibre en utilisant XII 5.1 (i). En chaque point 

g~om~trique ~ de Y, la restriction de j!j~F ~ la fibre ~ de X sur X est 

nude, et par suite XII 5.1 (iii) la fibre de (Rq~) (j!j~F) en ~ est nulle 

pour chaque q ~ O. Puisque d'autre part ~ induit un isomorphisme au-dessus 

de X - Y, on a (Rq~)(jlj~F) = 0 si q > O. De la suite spectrale de Leray 

E 2p'q = (RPf~)(R~)(7,j~F). > Rn~(7,J ~F). 

et (~) on d~duit des isomorphismes 

(RqT~) (7!j~F) ~-~ (Rqf~)(j !j~F) 

pour q m O. Puisque j!j~F est constructible (m~me raisonnement que pour 

J!j~F) le membre de droite l'est aussi, d'oN Is constructibilit~ de 
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5 - XlV 

(Rqfw)(j!j~F) et donc de Rqf~F. 

Supposons maintenant que F soit un faisceau de groupes constructible 

sur X. Rempla~ons ~ : X----> X par ~&i : (X~Y) > X. I1 suffit ainsi de 

d4montrer que si ~ : X > X est surjectif et si I.I est vrai pour get 

pour ~, il l'est 4galement pour f. Soit d'abord ~ un faisceau de groupes 

constructible sur X. Alors ~ est constructible sur X (1.5) et on a une 

injection (Rlfw) ~c > (RI~w)F . Le membre de droite est eonstructible 

par hypoth~se, et par suite le membre de gauche l'est aussi (IX 2.9 (ii)). 

Or puisque ~ est surjectif, on a une injection F > gwrr~F = G. Le faisceau 

= gWF est constructible, donc Get RIf~G sont aussi constructibles, comme 

on a vu ci-dessus. On est ainsi ramenfi au lemme suivant : 

Le~ne 1.8. Soient S noeth4rien, f : X > Sun morphisme propre, e__tt F ~' u 

u ne injection de faisceaux de $roqpes constructibles sur X. S i RIf~G est 

constructible, Rlfl~F l'est aussi. 

>G 

Dgmonstration. Soit C = G/F qui est un faisceau constructible d'espaces 

homog~nes sous G (appliquer IX 2.6). Consid~rons la suite exacte 

1 
(~) f~C 6 > RIf~F u ~ RIf~G 

Pour dgmontrer que Rlfl, F est constructible, il suffit par r~currence noethfi- 

rienne et 1.6 de dgmontrer que si S ~= ~, il existe un ouvert non-vide de S 

sur lequel RIf~(F) soit constructible. On peut donc supposer RIf~G localement 

constant, donc puisque la constructibilit~ est une notion locale pour la 

topologie ~tale, on peut supposer que S est irrgductible et RIf~G est constant 

(et constructible), ~ valeur E = {e I ..... en}. Soit D i (i = 1 ..... n) le 
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sous-faisceau de RIfwF image inverse de la .section e i par u I. On a, puisque 

d a n s  un  t o p o s  " l e s  sonmles s o n t  u n i v e r s e l l e s " ,  R l f ~ F  = ~ D i , .  e t  i l  s u f f i t  
1 

donc de d~montrer que chaque D. est constructible sur un S' convenable ~tale 
l 

sur Set non-vide. 

Rappelons que RIf~F est le faisceau associ4 au pr4faisceau 

~IF, o~ ~IF(s') = HI(x',F). Par suite on peut supposer (en rempla~ant S 

par un S' non-vide ~tale sur S) que D. est le faisceau "vide" (donc cons- 
1 

tructible), o__uu qu'il existe un 414ment ~ 6 HI(x,F) qui induit une section 

de D.. Dans ce dernier cas, soit 
l 

fwC ~ 6 > RIfwF ~ > RIfwG ~ 

la suite exacte d~duite de (~) "en tordant g l'aide de ~". On a 

R IfWF C~ --~ R If~F , R If{~G O~ ~ R If{~G , 

et la section de RIf~F Ct correspondant A ~ est la section unit4. Done le 

sous-faisceau D. ~ de RIf~F c~ correspondant A D. est l'image inverse de la 
i 1 

section unit6 de RIf~G O~ , i.e. D? est l'image de fwG c~ par ~ Puisque 

fwG est constructible (1.5) il enest de m~me de D% done de D. (appliquer 
i ' I 

IX 2.6), d'o~ le lemme. 

Lemme 1.9. Soit S noeth4rien et 

X < 17 

S 

un diagramme cormnutatif de morphismes propres. Si le th~or~me I.I est vrai 
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7 - XIV 

pour f e__it ~, i!. l'est 4~alement.. po.ur 7. 

D~monstration. Dans le cas d'un faisceau ~ de A-modules constructible, on 

utilise la suite spectrale de Leray 

= ~ gP'q (RP fw) (Rq~w)~ " (R f~) 
- 2 / 

Par hypoth~se, on trouve que vP'q est constructible pour chaque p,q, et 
-2 

par suite l'aboutissement l'est aussi, comme il r@sulte alors de IX 2.6. 

Soit ~ un faisceau de groupes constructible. On la suite exacte 

(XII 3.2) 

(w) 0 > (Rlfw) 17~,y ..> (RI~)F > f~(RIuw)~ , 

o~ les membres extremes sont constructibles d'apr~s l'hypoth~se et 1.5. On 

proc~de comme dans la d~monstration de 1.8 : II suffit par r~currence noeth~- 

rienne et 1.6 de supposer S =#= 6, et de d~montrer la constructibilit~ sur 

un ouvert non-vide convenable. On peut doric supposer f~(Rl~)~ localement 

constant, et (par localisation ~tale) m~me constant et constructible (IX 2.8) 

valeur E = {e I ..... en}. Soit D i le sous-faisceau de (RI~)~ image inverse 

de ei, de sorte que (RIT~)F =-LED.. Ii suffit de d~montrer que chacun des 
i I 

faisceaux D. induit un faisceau constructible sur un S'/S ~tale connexe et 
i 

non-vide convenable, Si D. n'est pas le "faisceau vide", on se ram~ne au cas 
i 

o~ il existe un ~l~ment ~ E HI(x,~) qui induit une section ~ de D.. Soit 
l 

0 " > (Rlf~) ~ - > (RI~)F > f@(Rl~)7 

la suite exacte d4duite de (~) en tordant ~ & l'aide de ~. La section de 

(RITw)~ correspondant & ~ est la section unit4, et par suite le sous-faisceau 

D~ de (RIT~)~ correspondant A D. est l'image inverse de la section unit4 de 
l 1 
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fw(Rl~t) ~, d'o5 D~ 

cqfd. 

---~ (Rlf~) ~4~ , qui est bien un faisceau constructible, 

Lemme I.IO. Ii suffit de v~rifier i.I darts le cas o5 S est de type fini 

sur SpecZZ , et f est projectif et de dimension relative -< I. 

D~monstration. Supposons d'abord que f soit projectif et proc4dons par r~cur- 

rence sur la dimension relative de f, qu'on peut supposer finie, quitte 

remplacer S par un ouvert affine. Si f est de dimension relative ~ n, avec 

n m 2, on peut trouver, localement sur S, un morphisme fini ~ : X---->~ , 

et on se ram~ne par 1.9 et IX 2.15 (i) au cas o5 f est le morphisme struc- 

n Consid4rons le diagra~e co~utatif de morphismes ~ r a t  de ~ S  " 

n 
d4j~  e n v i s a g g  dans  l a  d 4 m o n s t r a t i o n  de X I I  8 . 3 ,  o5 X e s t  d f i du i t  de ~S  en  

f a i s a n t  ~ c l a t e r  l e  s o u s - s c h ~ m a  ferm4 Y ~ n - 2  La d i m e n s i o n  r e l a t i v e  de 
~ S  " 

b e s t  ~ 1, c e l l e  de a e s t  ~ n - l ,  e t  p a r  s u i t e  I e  th4or~me e s t  v r a i  p o u r  a 

e t  b p a r  i ' h y p o t h ~ s e  de r ~ c u r r e n c e ,  done p o u r  ~ p a r  ( 1 . 9 ) .  De p l u s ,  l a  d i -  

m e n s i o n  de ~ e s t  N l ,  c e l l e  de f : Y > S e s t  ~ n - 1 .  I1 r g s u l t e  done  de 
o 

1 . 7  que 1 .1  e s t  v r a i  p o u r  f ,  done  p o u r  t o u t  m o r p h i s m e  p r o j e e t i f .  S o i t  m a i n -  

t e n a n t  f p r o p r e  a r b i t r a i r e ,  e t  p r o e 4 d o n s  p a r  r ~ c u r r e n e e  n o e t h ~ r i e n n e  s u r  X : 

on  p e u t  s u p p o s e r  l e  th4or~me v r a i  p o u r  chaque  s o u s - s c h 4 m a  f e r ~  d i s t i n c t  de 

X e t  que X ~ ~ . S o i t  

x <  ~ 

s 
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un diagrar~cne du type donn4 par le lemme de Chow XII 7.1. En appliquant I. 7 

ce diagrarmme, on d4duit i.I pour f, d'oN le lemme. 

i.ii. Nous pouvons maintenant achever la d4monstration de i.i. Si F est 

un faisceau de groupes constructibles, on peut trouver une injection 

F < > G = V~i~C i avec rl.l fini et C.i constant et constructible (IX 2.15), 
i 

et il r4sulte de 1.8 qu'on peut supposer F constant. De m~me, si F est 

un faisceau de A-modules constructible, on peut, en appliquant IX 2.15, 

~ouver une r4solution F --> G', G' = {O --> G ° --> G I --> G 2 --> ...], de F, telle 

que chaque G ~ soit de la forme G ~) = ]~i~Ci, et on se r4duit par la suite 
i 

spectrale de la r4solution G', 

EP,q = H q ((Rqf~t)G ") ~, (Rnfw)F 
2 " ' 

au cas off F est constant et constructible, ~ valeur M. 

Rappelons que A est une 2Z/n-alg~bre. Soit 2~ un nombre premier qui 

divise n. On a la suite exacte 

0 > 6 M > M > M/~M > 0 , 

et il suffit encore de prouver I.I pour 6M et M/~ M. 

On se r~duit alors, par une r~currence facile, au cas A est une 

9z/6-alg~bre, 6 E ~P, et oG M est un A-module de type fini. Alors M est un 

espace vectoriel sur 2Z/g~, et par suite le morphisme canonique 

Hq(Y,TZ/~) ~/6 M > Hq(Y,M) 

est bijectif, quel que soit Y quasi-compact et quasi-s4par4 (en effet, c'est 

trivial si M est de rang fini, et les deux membres commutent aux li~ites 
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inductives (V! 1.6)), donc 

[Rqf~ (Z~/~)] ~/~ M N > Rqf~ (M). 

II suffit donc ~videmment de d~montrer que Rqf~ (~/~) est constructible en 

tant que ~/~-Module, c'est-&-dire, on est r~duit au cas A = ~/~, ce que 

nous supposons d~sormais. 

Notons que le cas o3 F est de dimension relative ~ 0 (i.e. o3 f 

est fini) et F est arbitraire r~sulte maintenant de VIII 5.6 et de 1.5. 

Proc~dons par r~currence noeth~rienne sur S. D'apr~s 1.6, on peut 

supposer S =~= @, et se permettre de remplacer S par un ouvert non-vide quel- 

conque. De plus, on peut supposer S int&gre, de point g~n~rique s. La fibre 

X est un schema alg~brique de dimension N I, et par suite il existe une 
S 

extension radicielle K' de k(s) = K, telle que le normalis~ Y de (Xs®KK')r~ d 

soit lisse au-dessus de Spec K' (~). En rempla§ant S par un ouvert non-vide, 

on peut supposer qu'il existe un morphisme fini radiciel surjectif S' --> S 

tel que S' soit K-isomorphe & Spec K', et un morphisme fini surjectif, un 
S 

morphisme lisse et projectif X' > S' et un S'-morphisme fini surjectif 

: X' > X' = X XsS' qui induise Y > Xs®KK' sur les fibres en le point 

g~n~rique s de S (EGA IV 9.6.1). Or d'apr&s VIII I.I il est inoffensif de 

faire une extension radicielle. On peut donc remplacer S par S' et X par X', 

c'est-&-dire, on peut supposer que f s'ins~re dans un diagramme 

X< ~ ~  

(~) Cf. EGA IV 17.15.14. 
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o~ ~ est surjectif et fini, et Test lisse. De plus, d'aprgs la construc- 

tion, on peut supposer qu'il existe un sous-sch~ma ferm~ Y de X tel que la 

fibre g~n~rique de Y soit finie, et tel que ~ induise un isomorphisme au- 

dessus de X - Y. En rempla~ant encore S par un ouvert non~vide, on se ram~ne 

au cas o~ de plus f : Y .......... > S est un morphisme fini. 
o 

Comme F est constant, ~F est ~galement constant, et F--> ~rP~F 

est injectif parce que ~ est surjectif. Si F est un faisceau de groupes, 

il suffit de d~montrer que (Rlf~)(~r~F) ~ (RIT~)(~F) est constructible (1.8). 

Si F est un faisceau de ~/£-modules, on a une suite exacte 

O ~ F -- > ~ F  > C > O , 

o~ C est concentr~ sur Y, parce que ~ induit un isomorphisme au-dessus de 

X - Y. II s'ensuit que Rqf~c = Rqfo~C est constructible (nul si q > O), et 

ainsi il suffit encore de d~montrer que (Rqf~)(~F) = (RqT~)(T~F) est 

constructible. En rempla~ant f par ~ et F par ~F, on est r~duit au cas F 

constant et constructible et f est lisse. 

Traitons le cas d'un faisceau de groupes constant, f = G X. Toutes 

(RIf~)Gx sont finies ; en effet, en appliquant XII 5.2 les fibres de (ii) 

on est r~duit, pour le prouver, au cas ob S est le spectre d'un corps 

s~parablement closet o~ X est lisse et de dimension ~ 1 au-dessus de S. Le 

r~sultat est connu dans ce cas (SGA 1 X 2.6). II suffit donc de d~montrer que 

les morphismes de sp~cialisation sont injectifs (IX 2.13 (ii)). Pour cela, 

on est r~duit au cas S strictement local, et par le th~or~me de changement 

de base XII 5.1 (ii) on peut m~me remplacer S par le spectre d'un anneau de 

valuation discrete et strictement local. De plus, on peut supposer X connexe. 
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Puisque HI(x,G) - classifie les rev~tements principaux galoisiens de X de 

groupe G, il suffit de v~rifier que si X' > X est un rev~tement ~tale 

connexe alors la fibre g~om~trique est ~galement connexe. Cela r~sulte 

facilement du fait que f est lisse et propre, ~ fibres g~om~triques connexes. 

Traitons maintenant le cas F = (~/~)X " Pour les valeurs Oet I 

de q le r~sultat est d~j~ connu((l.5) et ci-dessus). D'apr~s X 4.3 et 

XII 5.3 bis, il reste seulement le cas q = 2, et de plus, si S est de carac- 

t~ristique 6, on a R2f~(~/6) = O. En rempla~ant S par un ouvert non-vide 

convenable, on est donc r~duit au cas o~ ~ est inversible sur S. Alors, 

d'apr~s XII 5.2 (ii) et X 4.7, la fibre de R2f~(~/6) en un point g~om~trique 

- ~zlz)C( s au-dessus de s S est isomorphe ~ s), o~ c(s) est le hombre des 

composantes irr~ductibles de dimension I de la fibre g~om~trique X-- . Or c 
s 

est une fonction constructible sur S (EGA IV 9.7.9), d'o~ le r~sultat 

(IX 2.13 (iii)). 

Remarque I.Ii. La d~monstration de I.i se simplifie beaucoup en utilisant 

le formalisme de la cohomologie ~ supports propres, qui sera d~velopp~ dans 

XVII comme consequence directe du th~or~me de changement de base pour un 

morphisme propre XII 5.1. D'autre part, l'~nonc~ i.I se g~n~ralise au cas 

o~ on se donne sur Y un faisceau quelconque d'anneaux de torsion A, et qu'on 

prend sur X un complexe K" de f~ (A)-Modules satisfaisant une condition de 

"constructibilit~" qui, dans le cas particulier I.I, s'exprimerait simplement 

en disant que des faisceaux de cohomologie ~i(K') de K" sont des A-modules 

constructibles, nuls pour i assez grand. 
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2. Une variante de la dimension. 

2.1. Soit X un sch4ma. On va noter 

(2.1.1) d(x) = dim [x} 

pour x E X, o~ Ix] est l'adh4rence de {x}, Si F est un faisceau ab41ien sur 

X, on pose 

(2.1.2) d(F) = sup [d(x) I x E X et F~ =#= O } 

On aura besoin d'une notion rectifi4e dans le cas local : 

DEfinition 2.2. Soient Y le spectre d'un anneau local noeth4rien universel- 

lement cat4naire (EGA IV 5.6.2) et f : X > Y un morphisme de type fini. 

Soit x £ X e t y = f(x). On pose 

6(X) = dim{y} + deg. tr. k(x)/k(y) 

Si F est un faisceau ab41ien sur X, 

6(F) = sup [6(x) I x 6 X et F-- ~= O ] 
X 

Proposition 2.3. (i) Soit i : X' ---> X une irmnersion et x' E X'. Alors 

6(i(x')) = 6(x'). 

(ii) Soit X la fibre ferm~e de X/Y. On a 
o 

5d(x) s_i {x] n X ° 4 = 

8(x) 

Ld(x)+l s__!i {x} n X ° = @ ; 

(iii) 6(x) = d(x) s__~i f est propre. 
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D~monstration. L'assertion (i) eat triviale g partir de la dgfinition. 

Puisque {x} ~ X n'est pas vide dana le cas f propre, (iii) eat consequence 
O 

de (ii). Pour (ii), nous pouvons remplacer X par {x] et Y 

par {y} (avec la structure induite r~duite), ce qui eat permis d'aprgs (i). 

Soient x' E X' et y' = f(x'). On a la formule (EGA IV 5.6.1.1) 

dim Ox,x, = dim Oy,y, + deg.tr.k(x)/k(y) - deg.tr.k(x')/k(y') 

Supposons que X ° ~= ~ . Alors il eat clair que s~ {dim Ox,x,} = dimX 

eat obtenu en prenant pour x' un point ferm~ de X , d'og 
O 

dim X = dim Ox,x, = dim Y + deg. tr.k(x)/k(y) = 6(x) 

Si X = ~, le supremum eat fividemment obtenu en prenant pour x' un point 
O 

ferm~ dana sa fibre f-l(y,), tel que dim{y'} = i. Ii existe de tels points, 

parce que lea y' E Y avec dim{y'} = i forment un ensemble tr~s dense 

(EGA IV 10.1.3, 10.5.9, 1.8.4). On a donc: 

dim X = dim Ox,x, = dim Oy,y, + deg. tr. k(x)/k(y) 

= dim Y - 1 + deg.tr, k(x)/k(y) = 6(x) = 1 , 

d'o5 le rgsultat. 

Proposition 2.4. Soit f : X > Y un morphisme de schemas de type fini sur 

le spectre d'un corps k. Soient x E X, y = f(x), e t y ° une spgcialisation de y. 

Soient f' : X' > Y' le localis~ strict de fen un point $gomgtrique Yo 

au-dessus de Yo' e_~t x' E X' un point au-dessus de x. Alors on a 

6(x') = d(x) - d(y o) 
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D~monstration. On a 

d(x) = d(y) + deg. tr. k(x)/k(y) 

6(x') = d(y') + deg. tr. k(x')/k(y') , 

oh y' = f'(x'). De plus 

deg. tr. k(x)/k(y) = deg.tr, k(x')/k(y') , 

parce que les extensions k(x')/k(x) et k(y')/k(y) sont alg4briques. II reste 

donc g d4montrer que 

d ( y ' )  = d(y)" - d ( y  o)  

On peut supposer y maximal dans Y, donc y' maximal dans Y', et alors 

d(y') = dim O y, ~o 

= dim ~Y'Yo (EGA IV 6.1.3) 

= dim Y - d(y o) (EGA IV 5.2.3.1) 

= d(y) = d(y o) , 

d'o~ le r4sultat. 

3. Dimension co homologique des schemas alg~briques affines. 

Th~or~me 3.1 (d). Soit f : X > Y un morphisme affin e de schemas de type 

fini sur un corps k. Soit Fun faiseeau de torsion sur X tel ~ue d(F) g d 

(cf. 2.1). Alors d(Rqf~F) ~ d-q. 

En particulier, prenant Y = Spec(k) : 
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Corollaire 3.2. Soit X un sch4ma affine de type fini sur u n corps k s4pa- 

rablement elos. Alors 

cd X ~ dim X . 

N 
Corollaire 3.3o Soit X ~F k un sch&ma projectif de dimension n sur un corps 

s4parablement clos k, et soit Y = H N X une "section hyperp!@ne" de X. Alors 

pour tout faisceau de torsion F sur X, l'homomorphisme canonique 

(X,F) > Hq(X, F) 

est bi~ectif pour q > n+l, e t surjectif pour q = n+l. 

Le corollaire est trivial ~ partir de 2.2 et de la suite exacte 

pour un sous-ensemble ferm4 (IV 3.7.1), compte tenu que X - Y = %J~ est affine 

de dimension ~ n. Remarquons que 3.3 est une g~n4ralisation d'un des th~or~- 

mes de Lefschetz sur les sections hyperplanes : en effet, si X est lisse sur 

k et F est localement constant et premier ~ la caract@ristique, on peut 

calculer la cohomologie ~(X,F) explicitement en utilisant le th~or~me de 

puret@ cohomologique relatif (XVI 3) et la suite spectrale ( ), et 

on trouve que 

~(X, (Y, ~n -I) pour tout q ; Hq-2 ~In) 

l'homomorphisme H q-2 (Y, ~n -I) > Hq(x, ~/n) d@duit de 3.3 n'4tant autre 

que I' "homomorphisme de Gysin", qui sera ~tudi@ ult4rieurement (~). 

Le th@or~me 3.1 (d) ~quivaut au suivant : 

Corollaire 3.4 (d). Soi._~t Y' un sch@ma strictement local qui 9st un localis@ 

strict d'un sch4ma alg~brique sur un corps. Soit f' : X' > Y' un morphisme 

(~) Cf. SGA 2 XYV pour une Etude syst~matique des th~or~mes du type de 
Lefschetz. 
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affine de type fini, e t F' un faisceau de torsion sur X' tel que 6(F') ~ d 

(cf. (2.2)). Alors Hq(X',F ') = O pour q > d. 

En effet, supposons que 3.4 (d) soit vrai. Solt f : X ----> Y un 

morphisme affine de schemas alg~briques sur k et soit Fun faisceau de tor- 

sion sur X tel que d(F) ~ d. Soit y un point de Yet ~ un point g~om~trique 

au-dessus de y. Pour d~montrer 2.1 (d) , il faut d~montrer que la fibre 

(Rqf~F)~ est nulle si d(y) > d-q. 

Soit f' : X' > Y' le localis~ strict de f au point ~, e'est-~-dire, 

soit Y' le localis~ strict de Yen ~ et soit X' = X ~Y'. 

Soit F' le faisceau induit de F sur X, de sorte que 

(Rqf~F)~ = Hq(X',F ') (VIII 5.2). On a 

6(F') ~ d(F) - d(y) ~ d - d(y) (2.4) , 

et en appliquant 3.4 (d), on trouve Hq(X',F ') = O si q > d - d(y), d'o~ 

le r~sultat. 

Inversement, supposons que 2.1 (d) soit vrai, et soient 

F', f' : X' > Y' con~ne dans l'~nonc~ de 3.4 (d). Puisque la cohomologie 

commute aux limites inductives (VII 3.3) et F' est limite inductive de ses 

sous-faisceaux constructibles (IX 2.9), on peut supposer F' constructible. 

Or Y' est localis~ strict d'un schema alg~brique Yen un point g~om~trique 

au-dessus d'un point ferm~ Yo (X 3.3). Ecrivons Y' = ~im Y~ , o~ (Y~) est 

un syst~me projectif filtrant de schemas affines ~tales sur Y (VIII 4.5). 

D'apr~s IX 2.7.4, F' est induit d'un faisceau de torsion constructible sur 

X = X XyY K pour ~ suffisamment grand, e t on voit imm~diatement, utilisant 2.4 
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et EGA IV 9.5.5, qu'on peut de plus supposer que d(F ) = 6(F') ~ d. En 

rempla~ant Y par Y~, on est r~duit au cas oO F' est induit par un faisceau 

F sur X, avec d(F) g d. On a alors Rqf~F = O si q > D, d'apr~s 2.1 (d), doric 

en particulier 

(Rqf~F)~ = Hq(X',F ') = O si q > d, 

d'oN 3.4 (d). 

Comme eas particulier de 3.4 (d), on a 

Corollaire 3.5. Soit Y' un schema strietement localde dimension ~ d, localis~ 

strict d'un schema alg~brique sur un corps k. Soit U c y' un ouvert affine. 

Alors cd U ~ d. 

Remarque 3.6. Ii semble tr~s plausible que 3.4, done 3.5, reste valable pour 

tout schema local noeth~rien Y' (pas n~cessairement un localis~ strict d'un 

schema alg~brique), du moins si Y' est excellent (EGA IV 7.8). C'est ce qui 

sera prouv~ dans (XX 6) lorsqu'on suppose de plus Y de caraet~ristique nulle. 

4. D~monstration du th~or~me 3.1. 

La d~monstration se fait par r~currence sur d. 

Lemme 4.1. 3.1 (O) et 3.1 (I) sont vrais. 

D~monstration. Triviale pour d = O, auquel eas supp F est fini sur k, et on 

applique (VIII 5.5). Soient F , f : X > Y eomme dans l'~nonc~ de 3.1 et 

supposons que d(F) ~ i. En rempla~ant F par un sous-faisceau constructible 

(IX 2.9 et VII 3.3), on se r~duit au cas o0 F est constructible. Alors le 
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support de F est contenu dans un sous-sch~ma ferm~ de X de dimension ~ i 

(IX 2.3 (ii)), et on peut remplacer X par ce sous-sch~ma, c'est-~-dire, on 

peut supposer qu'on a dim X ~ i. D'aprgs IX 5.7, la dimension cohomologique 

d'un schema alg~brique affine de dimension I sur un corps s~parablement clos 

est ~ I. II suffit d'ailleurs de traiter le cas o~ k est s~parablement clos : 

en effet, soit f : X > ~ le morphisme d~duit de f par le changement de base 

Speck > Speck (k la clSture s~parable de k). Pour un point g~om~trique 

de Y, le localis~ strict f' : X' > Y' de fen ~ s'identifie ~ un localis~ 

strict de ~ ,donc la fibre (Rqf¢~F)~ ~ une fibre de RqT~F. Puisque f est 

affine, on trouve donc que Rqf¢~F = 0 si q > i. De plus, il est ~vident que 

d(f~F) ~ i. Pour le cas q = i, notons que l'hypoth~se que X soit de dimension 

i. Pour le cas q = i, notons que l'hypoth~se que X soit de dimension ~ i 

implique qu'il existe une partie ferm~e finie Z de Y telle que f soit fini 

au-dessus de Y - Z. II en r~sulte que RIf¢~F est nul dans Y - Z (VIII 5.6), 

d'o~ d(Rlf~F) ~ I, ce qui ach~ve la ddmonstration du lemme. 

Soitd ~ 2 et supposons maintenant que 3.1 (d') (ou, ce qui revient 

au m@me, 3.4 (d')) est vrai pour d' < d. 

Lemme 4.2. Pour d~montrer 3.4 (d) dans tousles cas, il suffit de traiter 

le cas o~ X' i =~y, est l'espace affine dimension i su____~r Y', et o~ f est le 

morphisme structural. 

N pour n convenable, parce D~monstration. Evidemment, on peut supposer X' = ~y, 

N Supposons N > i et le r~sultat connu pour qu'on peut plonger X' dans Un~y,. 

N 
tout Y' et pour ~, avec r < N. Soit F' un faisceau de torsion sur Ey,, 

Y 
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avec d(F') ~ d. Consid~rons le diagramme 

N g' N-I 
~y, > ]Ky, 

y '  

N 
g' et h' les projections canoniques, de sorte quel~.y, est isomorphe ~ l'es- 

N-I Puisque ~videmment chaque pace affine de dimension i au-dessus de ~y, . 

N-I 
anneau localis~ strict de ]Ey, est aussi le localis~ strict d'un schema 

alg~brique, on peut appliquer l'hypoth~se de r~currence aux fibres de 

Rqg'~F ', et on trouve que 

(~) 6(Rqg'~F ') ~ d-q 

De plus, 3.4 (d') est vrai pour h' , d' ~ d, par l'hypoth~se de r~currence 

sur N. 

Consid~rons la suite spectrale de Leray 

p,q = Hp N-I H n N F') E 2 (Ey, , Rqg'~(F')) i'~ (~y, , 

a EP~ q = 0 sip > d-q, comme on trouve en appliquant (~) et 3.4 (d') au On 

morphisme h'. Ii s'ensuit que l'aboutissement est nul sin > d, d'o~ le lemme. 

Consid~rons l'~nonc~ suppl~mentaire suivant, qui est un cas special 

de 3.5 : 

Enonc~ 4.3 (d) : Soit X' strictement local de dimension ~ d, localis~ strict 

d'un schema alg~brique sur un corps. Soit f E I ~ (X', _Ox,) et soit U c X' 

l'ouvert U = X' V(f). Alors cd U ~ d. 

Lemme 4.4. 4.3 (d) implique 3.4 (d). 

164 



- 21 - XIV 

D4monstration. Consid4rons le diagramme 

]._ ............ i i 
y, > ]Py, 

y ,  

o~ Y' est corcmle dans l'~nonc~ de 2.6 et o~, est l'espace projectif, d~duit 

de ~i "en ajoutant la section Y' ~ l'infini". Soit F' un faisceau de torsion 

sur ~i avec d(supp F') ~ d. On a la suite spectrale 

H p (lp I , Rqi~F ') ~ H n (El F, ) 

Or les Rqi~F, pour q > O, sont concentr~s sur Y~ ,qui est Y'-isomor- 

phe g Y'. Puisque Y' est strictement local, il s'ensuit que H p (]pI,Rqi~F') = O 

si p,q > O. De plus, d'apr~s le th~or~me de changement de base pour un mor- 

phisme propre (XII 5.1), la cohomologie d'un faisceau de torsion sur ~i peut- 

@tre calcul~e sur la fibre ferm~e, qui est un schema de dimension cohomologique 

2 (X 4.3). On a donc H p (]pl, i~F') = O, sip > 2. Comme on veut d~montrer 

H n ~I,F') = 0 pour n > d, et comme d e 2, on est r~duit ~ d~montrer que 

H o (]pl, Rqi~F ,) = O pour q > d. Ce groupe, isomorphe aussi ~ H ° (Y~, RIi~(F')), 

est en vertu de (VIII 4.6) isomorphe ~ la fibre de Rqi~F ' au point Q, Q ~tant 

le point g l'infini de ~i darts la fibre ferm~e. 

Ii suffit (VII 3.3 et IX 2.9) de traiter le cas o~ F' est cons- 

tructible. Alors, puisque 6(supp F') ~ d, il existe un sous-sch~ma ferm~ X' 

de ~I avec dim X' ~ d, tel que X' contienne le support de F'. Soit ~' le 

localis~ de X' au point g~om~trique Q, soit ~ = ~' - ~× ~IY~ , et soit Fle 
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faisceau induit par F' sur U par le morphisme ~ >~i, Alors la fibre de 

Rqi,F au point Q n'est autre que HP(~,~) (VIII 5.2), et on applique 4.3 (d) 

au schema strictement local X' et ~ l'ouvert ~. 

Le lemme ci-dessous, joint ~ 4.4, acb~vera la d~monstration. 

Lemme 4.5. 3.4 (d')pour d' < d impliq.u_e_ 4.3 (d') pour d' ~ d. 

D4monstration. Supposons 3.4 (d') pour d' < d. Par r4currence, nous pouvons 

supposer que 4.3 (d') est vrai pour d' < d. Soient les donn4es X',f,U comme 

dans l'4nonc4 4.3 (d). Alors X est localis4 strict d'un sch4ma alg4brique X 
O 

sur un corps ken un point g4om4trique ferm4. On peut prendre X affine 
O 

et de dimension ~ d, quitte h le remplacer par un voisinage de x . Alors 
o 

X est limite projective de sch4mas affines et 4tales X. au-dessus de X 
i o 

(VIII 4.5). 

Soit Fun faisceau de torsion sur U. Ii faut d4montrer que 

Hq(U,F) = 0 si q > d, et il suffit encore de traiter le cas o0 F est cons- 

tructible. Alors les donn~es f, F, U proviennent de donn~es analogues sur 

l'un des X. (IX 2.7). On aura un faisceau F. sur U. = X. - V(f.) qui "induit" 
i l i i i 

F sur U. Puisque U = l~_mUi, on a (VII 5.8) 

Hq(U,F) = !im>Hq(Ui,F i) 

II suffit donc de d4rnontrer le fait suivant : Quel que soit i, il existe un 

di agr attune commutati f 

U > U" 

\ /  
U. 

1 

oN U > U. est la fl~che donn4e, tel que cd(U") < d. En effet, cela impliquera 
l 
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que chaque ~14ment de Hq(Ui,Fi), pour q > d, a une image Hq(U,F). nulle dans 

I 
Supposons i = O, et consid~rons le morphism g : X ° E k = Yo 

i 
donn4e par fo E F (X o, ~X )" Soit Y" le localis4 strict de ~k en un point 

o 
g~om4trique au-dessus de l'origine, donc Y" est le spectre d'un anneau de 

valuation discrete, et soit X" = Xo× Y Y". 
o 

Le morphisme X > X se factorise par X" puisque X est strictement 
o 

local. De plus, l'ouvert U" = X"X X Uo n'est autre que la fibre g4n4rique de 
o 

X"/Y". C'est donc un sch4ma alg4brique affine au-dessus du point g4n~rique 

de Y', et on a 4videmment dim U" ~ d-l. 

V4rifions que cd U" ~ d (ce qui ach~vera la d4monstration). Soit 

K le corps r~siduel de Y" au point g~n4rique. C'est un corps de dimension 

cohomologique i, c'est-~-dire, on a cd(G) = I, G le groupe de Galois de la 

cl8ture s~parable K de K (X 2.2) Soit U" = U"X (Spec K) On a 
• Spec  K " 

cd U" ~ d -1  p a r  h y p o t h g s e  de r ~ c u r r e n c e  s u r  d ( c ' e s t  2 . 2  p o u r  un sch4ma de 

d i m e n s i o n  ~ d ) .  Le f a i t  que cd U" ~ d s u i t  a l o r s  de l a  s u i t e  s p e c t r a l e  de 

Hochschild-Serre (VIII 8.4) 

Hq(G, Hq(~',F)) > Hn(U,F) , 

d'o~ le lemme 4,5. 
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