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Dans cet exposé on développe la théorie de la cohomologie
étale pour les préschémas excellents (EGA IV 7.8.1 ) d'égales carac-

téristiques, en admettant le théordme de résolution des singularités
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pour de tels préschémas, sous la forme suivante :

Seit X = Spec A un schéma local excellent d'égales carac-—
téristiques, et soit U €& X wun ouvert régulier. Il existe un mor-
phisme propre et birationnel f : X' —2» X et une immersion ouver-
te U ~>» X' au-dessus de X tel que X' soit régulier et que
Y=X~U soit partout de codimension 1, & intersections transver-
sales.

Les démonstrations sont donc valables, "pour 1'instant", seulement

en caractéristique zéro [4]~ . On pourrait aussi en déduire des ré-

sultats pour les préschémas de caractéristique p > O dans les basses

dimensions [1] .

Sous l'hypothése de résolution, on obtiendra des résultats
plus ou moins satisfaisants pour les préschémas d'égales caractéris-
tigques et pour les coefficients premiers 4 la caractéristique (cf.

3.2 , 4.1, 5.1, 6.1) . Par contre, on ne connait presque rien

sur la cohomologie des préschémas généraux d'inégales caractéristiques,
méme en dimension 2, oli on dispose de la résolution [2] . Par exem-
ple, on ne connait le théoréme de pureté 2.1 pour aucun anneau com—
plet d'indgales caractéristiques de dimension > 1 . Ce résultaet,

pour les anneaux de séries formelles k[[X,, «»e+y X 1] (1.2), est

un des outils principaux dans la théorie. Notons d'ailleurs que pour
la démonstration de 1.2 , on ne se sert pas du théordme de résolution.

Ce théoréme est donc démontré en caractéristigue guelcongue.

On va utiliser souvent sans mention explicite les propriétés
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des schémas excellents qui sont développés dans EGA IV 7.8 , tels
que la stabilité par rapport aux extensions de type fini (EGA IV 7.8.3€11))

et par rapport aux localisations strictes. Ce dermier fait

résulte de la résolution et de EGA IV 7.9.5 .

1. Pureté pour 1l'anneau k [LXqs =ovs %3 .

Rappelons le corollaire suivant de XVI 3.7 3

Corollaire 1.1 . Soit A un anneau strictement local, et notons

A {x} le localisé strict de A [xj en 1'idéal premier engendré par

rad 4 et x . Soit U = Spec 4 {X}[1/X—_] . Alors pour n premier

32 la caractéristique résiduelle de A, on a

1 i =0
th(A) si q

(v, [}x.n) =2 7 /n si q = 1
4] si a>1 .

En effet, soit X = Spec A [x] , et Y = V(x) le lieu des
zéros de x dans X . Alors (Y,X) est un couple lisse (XVI 3.1)

au-dessus de Spec A . D'aprés (V 4, VIII 5), HY(U, Ekn) s'identi-

q+1

fie & la fibre du faisceau By

(%, %Ln) en un point géométrique au—
dessus du point (rad A, x) de X , et le corollaire résulte donc
immédiatement de (XVI 3.7). Notons que Ukn , ZVn, sont tous les deux

des groupes cycliques d'ordre n . Cn les a mis ici pour domnner les
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formules canoniques (ef. 3.4).

Théoréme 1.2 . Soit k un corps séparablement clos, et

U = Spec k[[:xj, cevy X .17 £1/Xr] . Alors pour n premier & la

caractéristique de k , on a

pa(® st a=0

1d(u, M) = Z/n si g =1

Remarque. La démonstration vaut également pour l'anneau de séries
convergentes, dans le cas k = € . De plus, on évite facilement
1'hypothése que k soit séparablement clos en faisant l'énoncé avec
un peu plus de soin. Mais pour établir le théorédme de pureté générale
3.2 (sous l'hypothdse de résolution des singularités, bien entendu),
nous avons besoin du résultat seulement dans le cas k séparablement

clos, et ces autres assertions sont des corollaires de ce théoréme 3.2,

Pour les dimensions 0, 1, on peut démontrer le résultat

pour chagque anneau régulier strictement local :

Lemme 1.3 . Soit A un anneau régulier strictement local et x & rad A

un paramétre local. Soit U = Spec 4 [1/x] . Alors H°(U,Gxn) = [a (A,

¢t on a des isomorphismes canoniques

Z/n = E(U,E)/(B(U,e )Y = H (U
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ol le générateur de Z/n est le "résidu" de x € H°(U,gm) .

Démonstration. Pour q = 0 , l'assertion est Que U soit connexe
et non-vide. C'est vrai. Pour g = 1 , appliquons la suite exacte
de Kummer {IX 3.7). Ona Pic U = 0 parce que A est régulier et
factoriel, et que U est un ouvert de X = Spec A . Il s'ensuit

qu'on a la suite exacte
Bo(U,g ) —2> Bo(U,¢ ) ——> H'(U,p) 0
s sZo :H/‘n g s

et il reste & démontrer que H°{U$§m)/(H°(U,_G_m))n est isomorphe &
Zﬁ/n et engendré par le résidu de x . Or on a une suite exacte évi-

dente

0 w3 H°(X,9m) — H"(U,Em) ““—> Z—> 0
it I
2* a1/x1*

ol l'image d'une section a €H°(U,gm) dans 2Z est l'ordre du zéro
de a de long de {x = O} . Le groupe A% est divisible par n ,
parce que A est strictement local et que n est premier 3 la carac-
téristique résiduelle. En effet, si wu eH"(X,Qm) , l'éguation

Yl’l

- u =0 définit une extension finie étale de A , qui est donc
complétement décomposée. Il s'ensuit que H1 (U,ﬂ.Ln) ] Z./n , d'olt

le lemme.

Démonstration de 1.2 . Il reste & traiter le cas g> 1 .

Rappelons la terminologie de (V, appendice). On a

B (U, py) = lig ENU , i)
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( Cm }
. = PA—
ou T Uo &— U1 .o

4 homotopie prés) des hyper-recouvrements de U . Soit W un tel

parcourt la catégorie (filtrante,

hyper-recouvrement, et prenons des Ui séparés et de type fini.
Puisqu'on veut démontrer que Hq(U,ﬂLn) =0 , il suffit de trouver
un hyper-recouvrement V¥V et un morphisme V 3> W tel que le

morphisme induit

B, py) —> BNV s [n)
goit le morphisme nul.

Soit { W1, caey Wm} 1l'ensemble des composantes connexes de
tous les Ui pour i £qg+1 , et soit Bj l'anneau normalisé de
A= k[[Xyy eeny xr]} dans le corps R(Wj) des fonctions rationelles
sur Wj . Alors, puisque Wj —>» U est étale, le schéma Wj est
un ouvert de Spec Bj , disons l'ouvert complémentaire &4 Spec Cj N

ol Cj est l'anneau réduit quotient de Bj convenable.

Choisissons en plusg un élément bj de Bj tel que bj
engendre l'extension séparable R(Wj) de k((xj, veey xr)) . Soit
fj(Y) € 4 [Y] le polyndme unitaire irréductible de bj au~dessus
de A, de sorte gue Bj soit isomorphe au normalisé de 1l'anneau
a[1] /(fj) - Soit enfin d; € A le discriminant de fJ.(Y) , qui

est un élément non-nul de 4 .

Or il est permis de remplacer les X, pour i <r par
d'autres éléments de A , la seule condition étant gue {11""’Xr}

doivent former un systdme de paramétres de 4 .

I1 est facile de voir qu'en changeant au besoin ces éléments,
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on peut supposer que les hypothéses suivantes sont satisfaites

(1.4) (i) Pour chaque j tel que dj ne soit pas une unité, Kyseeas®o gs

dj engendrent un idéal primaire pour rad A.

ceey X dans

(ii) Pour chaque J , les images des x -

1’

Cj engendrent un idéal primaire pour rad Cj .
Alors on a le lemme suivant :

Lemme 1.5 . Soit A° = k (x5 «oes XT_T}} {Xr§ le hensélisé de

K [[x, «ony Xr—ﬁ}J [ xi} en le point (x1, vy Xr) , soient
X¢ = Spec A° et U® = Spec A° ET/Xr] . Sous les conditions 1.4

ci-dessus, il existe un hyper-recouvrement WP de TU° {d'ordre q+1)

et un isomorphisme U°xX°X = 0 .

Admettons le lemme. Or 1'anneau A° est excellent (EGA IV
7.8.3 {ii), 7.9.5), et par conséquent, les composantes connexes des
U et des U, sont en correspondance biunivoque (EGA IV 7.8.3 (vii}).

L'isomorphisme U° xXOX =~ ¥ donne donc un isomorphisme
Hq(UO,M) o Hq(m,yxn) .

Puisque k est séparablement clos, A° est un anneau strictement
local, et on peut appliquer 1.1 & l'anneau A° . Il s'ensuit que

HY (U, piy) = 0 . Mais

BN p,) = lp BV O, )

V'O

ot ¥ ° parcourt la catégorie des hyper-recouvrements de U® d'ordre

594



-8 - XIX

a+1 , et EY(m® ’ﬁu‘n) est un groupe fini. Par conséquent, il existe
un morphisme de hyper-recouvrements ¥ °-— U tel que le morphis-

me induit

Hq(mo 99)“11) > Hq<vo ’ﬂun)

soit le morphisme nul. Posons ¥ =V§?©° XyoX + Alors

1d(ye ,Ui.n) ~ Y ’Wn) (mdme raisonnement que pour ¥°), donc
a q
U , jly) —> BV ’ﬁln)

est également le morphisme nul, cqfd.

Démonstration de 1.5 . Il suffit de trouver des A° -algébres finies

B; s C; et des A -isomorphismes

o ~
IBj EAQA — Bj

o ~
Cj Byt —— Cj .

En effet, daprés ( [3] 1.4) le morphisme BJ.-—} C,j g5t induit par
un morphisme BS.—--} C; , donc l'ouvert Wj < Spec Bj est induit
par un ouvert W‘;’} ¢ Spec BS . De plus, les U -morphismes entre les
W3 sont induits par des morphismes entre les A -algébres B‘j , donec
{ [3] 1.4) par des morphismes entre les Bg , donc par des U® -

morphismes des Wg . Il stensuit que les Wg forment 1l'ensemble des
composantes connexes d'un objet simplicial We au-dessus de U° qui

induit U, et on voit immédiatement que c¢'est un hyper-recouvrement

de U° .

Or 1.4 (ii) implique bien que Cj est induit par une A% -
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algébre CS , comme on vérifie facilement (¥). Pour Bj’ il suffit de
trouver un polyn8me unitaire fg(Y) € A° [Y] tel que les deux 4 -

algébres

alx]/(e) et al¥]/(e3) = wane [¥]/(59)

soient isomorphes. En effet, A° [Y] /(f;) est alors réduit, et on
prend pour Bg le normalisé {EGA IV 7.8.3 (vi)) de 4 [le/(f%) .
L'anneau Bg B,,A est encore normal (BGA IV 7.8.3 (vii)) et bira=—

tionel a Bj y donc égal & cet anneau.

Diaprés 1.4 (i), 1l'idéal Ig C 4 engendré par dj est
induit par un idéal de k [[X,, +vvy X ,]] [xr] (th. de prép. de
Weierstrass [5] [6]), donec par un idéal Ig de A° ., De plus,

ﬁ;/I:j est une k [[x1, ooy xr_11] -algébre finie, donc est isomorphe
a A°/I3 . Ce dernier anneau est donc complet, et par conséquent,
1'anneau complété 13 ~adique de A° est complet et isomorphe & A

On peut donc trouver un polyndme unitaire f; € 4° [ Y] tel que dans

A [YJ , on ait

£f. = f° {(modulo d.%rad 4y .
J J J

Draprés ( [37], 1.3), A[Y] /(fj) = a[Y] /(fg) , d'o% le lemme.

2. Le cas d'un anneau strictement local.

Le théoréme est le suivant :

(*) En effet, 1.4 (ii) implique que Cj est fini sur k [[Xl”"xr-lll’ et a
L]

i

A°-module obrenue par restriction des scalaires,

fortiori sur Ab, et il suffit de prendre C, = Cj avec la structure de
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Théoréme 2.1(*)., Soit A wun anneau excellent, régulier, stricte-

ment local, d'égales caractéristiques, et soit x un"parambtre local'

de A . Soit U = Spec 4 [1/x] . Alers pour n premier & la carac-—

téristique de 4 , on a
B}"n(A) si g=20

Hq(U, ﬁ*n) = Z/n si g = 1

La démenstration se fait par récurrence sur q . Nous

< N .

<

notens par P(N) 1'énoncé de 2.1 pour les valsurs de g

D'apréds 1.3 , l'assertion P(1) est vraie.

Lemme 2.2 . Supposens que P(N) soit vrai. Soit A4 =» A' un mor-

phisme local d'anneaux excellents, réguliers, sirictement locaux,

d'égales caractéristigues. Soit | Xyy wens xr} une partie d'un
L

systéme régulier de paramdtres de A dont l'ensemble des images dans A est

encore une partie d'un systdme régulier de paramétres., Soient

U = Spec 4 [1/1:1, ooy 1/x]
U' = Spec A! [1/x;, ey 1/x£] .

Alors le morphisme canonigue

Hq(U7 {}Ln) —_— Hq(U' s Lp’n>

(%) Dépend de la résolution des singularités (cf, Introduction),

(%) Par quoi on entend ici : élément faisant partie d'un systéme
régulier de parameétres.
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est bijectif pour chague g < N .

Démorstration. (¥*) Récurrence sur r : L'asserfion est triviale pour
=0 . Soit r> 0 st supposons que le théordme est démontré pour
r -1 . Soient B = 4A/(x) , V= Spec 4 [1/x1, cees 1/Xr-1] ,

Y

i

Spec B [1/x1, veey 1/Xr_1] {oli on dénote par le méme symbole
l'image de x; dans B). Il y a une immersion ouverte i : U > V

et Y est l'ensemble fermé complémentaire, défini par 1'élément X, .

En appliquant P(N) aux anneaux localisés stricts de V

en les points géométriques de Y , on trouve que
(ﬁ;n)v si q=20

(2.3) R (pndy = (Zfn)y si q =1

parce que ces localisés stricts sont des anneaux réguliers excellents
d'tégales car., et que 1'élément X, est un paraméire local en chague

point de Y .

Notons avec un "prime" les cbjets analogues déduits de A' .

On trouve un morphisme de suites spectrales

() Une démonstration plus courte que celle qui suit, mais utilisant
le formalisme du cup-produit, congisterait & montrer gue sous 1'hy-
pothése P(N), la cohomologie H*(U,Zyﬁ1zﬁ est, en dimension & N ,
l'algdbre extérieure (sur Z/nZ%) de Hj(U,Z/n %) 22 (Z/nZ)° , ce
qui raméne & établir 2.2 pour q = 1, cas bien connu, Le calcul indiqué

sous 1'hypothése P(N) est explicité par exemple dans SGA 7.
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pqa 1Y q. p+aq
Bpr = E(V,R 1§Wn) ——3 H (U,I}Ln)
A
®3 4 ¢
Pq _ 4D q Pt
E', (V'R 1'*%) —> = (U’,Wn) .
Or il est évident par 1.3 et 2.3 que le changement de base
V&8 V' induit un isomorphisme
Q. ~ Q.
g*R 1*[}}11 -—> R 1'§ni.n

pour q £ N {(ce n'est que pour gq = 0,1 qu'il ¥y a quelque petite
chose & vérifier). Par suite, 1'hypoth&se de récurrence; appliquée

au morphisme

Hq(vyﬂin) —_— Hq(v'yﬂLn) s

implique gque q)gq est un isomorphisme pour q =0 et p £ N .

De méme, on peut appliquer 1l'hypothése de récurrence au mor-
phisme d'anneaux B —» B' - ce sont des anneaux rég., exc., str.

loc., d'égales car., et les éléments Kys rery X forment une par-

-1

tie d'un systéme de paramétres. Donc

N

”

Hq(Y’ﬂLn) s Hq(Yl’ﬂLn) si q

Puisque ( v = (%/n) , 11 s'ensuit que Pd 55t également
n)y Y P2

bijectif pour p ¢ N et pour q = 1

Du fait que quxl}kn =qu'*ﬂ;n=o si 1<qg ¢ ¥ , on

qu _ Equ = 0

trouve 5 = 5 = si 1<a ¢ N , et le morphisme de suites

spectrales se réduit donc pour 1 ¢ m € N & un morphisme de suites

exactes
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B"2(1,B/n)—> BV, ) —> B°(U, ) 5> B (1,2/m) = 57 (7, )
a b c 'd
R, gfn) > BV, ) > BHUY, ) > BT zA) > BN ()

Or on a déja va que a , b , 4 sont bijectifs, et il s'ensuit que ¢
est injectif . Pour démontrer que c¢' est surjectif, il suffit de

démontrer gue le morphisme
m e m-1
H (U’[}J’n) —> i (sz/n)
est surjectif pour m g N

Soit kX €A un corps séparablement clos arbitraire,et soit
4° =k {x cesy X le hensélisé de k [x ceey X J 3 ltorigine.
t 17 P 17 ’ T
Alors les hypothéses de 2.1 sont satisfaites pour le morphisme
A9 —> A et pour les éléments . Avec les notations évidentes,

on a un carré commutatif
0 -
B0, ) —=> BTN (Y0, Z/n)
c® ae

H‘“(v,w —=2 5 5" (yo,z/n)

et on sait déja que la fléche d° est bijective. Il suffit ainsi de
démontrer que le morphisme e° est surjectif. On est donc ramené (en

laissant tomber les ©) & vérifier la surjectivité dans le cas
A=k {11, ey xr} .

Pour cet anneau, qui est limite de schémas lisses sur k ,

on avait démontré le théoréme de pureté dans XVI 3.7. On a
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donc quxgxn = 0 pour chaque q > 1 , et par conséguent une suite

exacte
- 1
B'(U, ) =BV (4,mh) = BV, ) s B (0, )

pour chaque m > 1 . La surjectivité de e équivaut donc & l'in-~

Jjectivité de £ .

Soit 2 = Spec k{x,, «.., xr_1} [1/x1, ceey 1/xr_1] . Le
morphisme Spec k {x1, cans xr} —3 Spec k {x1, ceey xr—1} donné
par l'inclusion d'anneaux est acyclique. C'est l'acyclicité locale
d'un morphisme lisse (XVI 1.1). Puisque l'ouvert V de

Spec k {x1, . ey xr} est 1'image inverse de Z , le morphisme
Hq‘(Z,'}Ln) —_— Hq(V,ﬂAn)
est bijectif pour chague ¢q (XV 1.3). I1 suffit donc de démontrer
que le morphisme
R (E pp) —> (U, )
est injectif pour chaque g
Or k {x1, cey xr} est limite inductive d'anneaux Ay

étales au-dessus de k {x1, voos Xr—1} [XTJ , avec un relévement du

point Xy =Xy = ee. =¥ o= 0 & cet anneau. Par conséquent, U est
limite projective des ouverts Uy = Spec Aa‘[1/x1, veny 1/Xr3 , et

on a

B0, ) = Lig B, )

—
(e

Mais puisque %x [1/xr] est lisse au-dessus de l'anneau hensélien
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k {xq, veey Xr-1} s et que la fibre fermée de A[?/xr] est non-vide,
on voit immédiatement que la k {x1, cvey xr_1} —-algébre AQ{}/xr]
admet des sections. Donc U, admet des sections au-dessus de Z ,

et il s'ensuit que
73(2 o) 8y )
’0Ln — (8 ’&ln
est injectif pour chaque g , donc que

1 (2, ) —> BT, L)

est aussi injectif, d'oh le lemme.

Lemme 2.4 . Supposons que P(W) soit vrai. Soient 4 =>» A' un

morphisme régulier {ECGA IV 6.8.1) d'anneaux excellents, strictement

locaux, d'égales caractéristiques {pas nécessairement réguliers), et

UC Spec A un ouvert gui est régulier. Soit U' = Spec A' .

v XSpec A

Alors pour n premier & la car. rés. de A , le morphisme

Hq(U, ﬂ.&n) —_— HQ(Ul ’“Ln)

est bijectif pour ¢ & N .

Démonstration. Soit £ : X —>» Spec A une résolution des singulari-
tés de Spec A telle que l'ouvert U de Spec & se reldve en un ou-

vert i : U —=> X , et que l'ensemble fermé Y = X - U soit pure-

ment de codimension 1 et & intersections transversales. Notons par un
' le changement de base induit par A ~>» A' . Le morphisnme

g + X' —> X est régulier (EGA IV 6.8.3), donc f' : X' -3 Spec A'

est une résolution de Spec &4 , i' : U'—>» X' une immersion ouverte,
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et Y' = X' - U' est purement de codimension 1, & intersecticns trans-

versales. Tous ces schémas sont excellents.

Soit p' un point de X' et p son image dans X .
Puisque Y est & intersections transversales dans X , il existe
des éléments Xyg eres Xy ¢ oX,p tels que {x1, ey er soit une

partie d'un systéme de paraméires de et que

o)
Ep
Spec Oy o N Y- V(Xt’ ceny Xr) . De plus, il résulte immédiatement
3

du fait que g : X —3 X est régulier que les images x', des X

i i
dans OX' o' forment une partie d'un systéme de paraméires de cet
3
! = ' o6 ! .
anneau, et qu'on a Spec OX',p‘r\ Y = Vix gr e X r)
Soit B' 1le localisé strict de Oy, pr emun point géo-
y

métrique p au-dessus de p' , et soit B le localisé strict de
OX D au point géométrigue de X correspondant (ce sont des anneaux
?

excellents (EGA IV 7.8.3 (ii), 7.9.5)). Soient
UE = Spec B[T/xt, ey T/Xr] 5 U§ = Spec B’[1/x'1, seosg Q/X’r] .
Lemme 2.2 est applicable, et on déduit que les morphismes
3*® q q
™) B Uy ) —> EH(U' G o)
sont bijectifs pour q £ N .

Calculons les faisceaux qu*ﬂin s qu‘igin pour les im-
mersions ouvertes i 3 U ~3» X et 1i' : U'—> X' 1 la fibre
q; : NPT - a
(r 1’*3An)5 au point géométrigque p n'est autre que H (U’g,ﬁln)
’ 4g. * N .
{VIIT 5). De mime, (R 1§3Ln)§ = Hq(Ug’ﬁLn) . Done ( ) impligue que

les morphismes de changement de base

= gxﬁqix,rm —> 8% o

603



- 17 - XI1X
sont bijectifs pour g ¢ N .

D'aprés le théor2me de changement de base pour un morphisme
propre (XII 5.5), on a {puisque X et X' sont propres au~dessus
des spectres d'annegux strictement locaux, et que les fibres fermées

de X et X' sont égales)
84(x,r) > EYx',8°F)

quel gue seoit le faisceau de torsion F , pour chaque g . Par con-

séquent, (xx) implique que dans le morphisme de suites spectrales

: ) +
Bpl = EP(RE% ) = BN, )

it

¢ 5 ¢

/]

. +
Bod - Hp(x',qu'xgx_n) = Y uL,pn)

les flaches gq sont bijectives pour chagque q £ N . On voit

facilement gue cela implique que q72g est bijectif si g & N et

p+q & N+1 . Par conséquent, le morphisme des aboutissements
BN (U, o) ——> E(U', )
’{}Ln *in
est bijectif pour m < ¥ , d'oh le lemme.

Le lemme suivant achevera la démonstration de 2.1

Lemme 2,5, P{N)=>P(N+1).

Démonstration. Solent A strictement local, régulier, excellent,

604



- 18 - XIX

d'égales caractéristiques, x €& rad A un paramétre local,
U = Bpec A[&/x] . Soient A le complété de A4 , ¥ 1'élément image

de x , U = Spec A[}/x] s et g2 : U ~-> U le morphisme canoni-

que. 11 suffit de démontrer qu'ion a

gelftnly = (ndy ot
(2.6)

n

s}
N
=

Rig fin = O i 1
En effet, la suite spectrale de Leray
B9t = BP(UR%e ) = ETRU, M)
donners des isomorphismes
Hq(UagLn) =5 Hq(U‘,”.,Ln)
pour g ¢ XN , et une suite exacte
0 -—)HNH(U,[},Ln) — HNH(U',”,LH) —_— H°(U,RN+1g*{}ln)

Mais on sait déja que P{1) est vrai (1.3), et il s'agit donc de dé-
montrer que Hq(U,/un) =0 si 1<gq ¢ ¥+t . On peut ainsi rem—

placer A par A , qui est isomorphe & un anneau de séries formelles

~
~

A = k {[x1, sy Xr]] avec k séparablement clos et % = X, - On

a traité ce cas dans 1.2 .

Vérifions done (2.6) : le fait que gﬁ(ﬁLn)ﬁ P (ﬁbn)U n'est
que l'assertion de (2.3) pour g = O . Rappelons que nggﬁln est

le faisceau associé au préfaisceaun @,q , ol

QAW = BT )
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pour V - U étale. I1 suffit de prendre V séparé et de type fi -
ni, alors V est somme de schémas intégres, et il suffit de regarder
de tels V . Soit B le normalisé de A dans le corps des fractions
de P(V,OV) . Alors B est une A -algebre finie (BGA IV 7.8.3 (vi))
et on voit immédiatement gque V est un ouvert régulier de Spec B

-

et que V est l'ouvert correspondant de Spec B , ou B =3B KAA .

Il s'ensuit que les hypothéses de 2.4 sont satisfaites pour 1'touvert

V& Spec B, et pour le morphisme B —> B . On a done
REW) = BV, ) = BT, )

pour g ¢ N . Or le faisceau associé au préfaisceau V +— HQ(V?D&J

est évidemment nul, d'ol le leumme.

3. Pureté.

Nous adopterons une terminologie analogue & celle de XVI 3

Définition 3.1 . On appelle couple régulier (Y,X) de codimension ¢

une immersion fermée i : Y —> X de schémas localement noethé-—

riens réguliers tel gue pour chague y €Y on ait codimy(Y,X) = C

(alors il existe un voisinage ouvert X' de y dans X et des sec~

tions Tys meey X, € F(XV,OX) qui engendrent 1'idéal de Y , et qui

forment une partie d'un systéme régulier de paramétres de X en chaque point

de YAX').Onnote T=X=-Y , et j:U—>» X 1ll'inmersion ou-

verte correspondante.
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Un morphisme {Y',X') =« {Y,X) de couples réguliers de
codimension ¢ est un morphisme X' ~> X tel que I' =Y xXX' .
On définit d'une fagon analogue évidente la notion de triple régulier,

de morphisme de triple régulier, ete ...

Théoréme 3.2 (¥). (Pureté cohomologique) Soit {Y,X) un couple ré-

gulier de codimension ¢ > 0 , o X est un préschéma excellent d'é-

gales caractéristiques. Seit F un faisceau sur X localement cons=-

tant de groupes cycliques d'ordre n premiers 3 la caractéristique

de X . Alors on a, dans la notation dg (V 4, VIII 5)

!
By (%,F) = (8% 7)F = 0 si af2 ,
(8% )i"F =0 st qf0, 2e-1 , et
2 . 2e~-1, o,
2y (X5,F) = TRy e

est un falsceau localement constant de groupes cycliques d'ordre n sur Y.

Démonstration. (c¢f. XVI 3.7). On voit immédiatement qu'on a
B (X,F) =0 &1 q=0,1 .
Diaprés (V 4.5)

4

ot ~ L Ea-T, 8L .
i (X,F) = R%5)p = ¥ 33T sioa> 1,

donc les assertions pour les trois faisceaux sont équivalentes. Puisque

les assertions sont locales sur X pour la topologie étale, on peut

(*)  Dépend de la résolution des singularités (cf Introduction).
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supposer gque F = an .

1 , le caleul des fibres (VIII 5) de

#

Pour le cas c

(qu*)jﬁgin nous raméne & la situation envisagée dans 2.1 , d'oh

Z/n si  q = 1
((R%5)5" )z

pour chague point géométrique § de Y . Puisque ces faisceaux sont
nuls en dehors de Y en tout cas, cela démontre l'assertion pour
a>1! . Pour q=1 (= 2¢=-1) , on applique le critére de {IX 2.13

(1)) et le calcul explicite de 1.3 .

Le cas ¢ > 1 se traite par récurrence {(cf. XVI 3.7) :
Soit (Y,X) un couple régulier de codimension ¢ » 1 . D'aprés la
définition, il est clair que, localement sur X , on peut trouver
un triple régulier (Y,Z,X) ol (Z,X)} est de codimension 1 et

(Y,2) est de codimension o¢-1 . Soient

Y ey 2
\ /
X
les immersions fermées. On a la suite spectrale

Byt = @YW == @™ %

1
Par hypothése de récurrence, (R )F =0 si q # 2 , et est loca-
lement constant etc ... 8i g = 2 . Donc, encore par hypothdse de ré-

1 1
currence, appliqué au morphisme u , (RPu )(B%W' )F =0 =i
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(pya) # (20-2,2) ot est loc. const. etc ... si (p,q) = (20-2,2) |,

N . R p+q. !
d'olr le résultat pour l'aboutissement (R® i )P , cqfd.

3.3. Il reste maintenant & déterminer les faisceaux localement
constants de (3.2) & isomorphisme canonique prés. Nous introduiscns
pour chaque préschéma S les faisceaux localement constants

(an ﬂr)s = lo produit tensoriel r —idéme du faisceau (Exn)s au-
dessus du faisceau constant d'anneaux ZSS . Posons aussi

([an ﬂO)S = (Z/n)S . On constate immédiatement que si n est inver-
sible sur S , alors (&Ln ﬁr)s est un faisceau localement constant
de groupes cycliques d'ordres n . On a des formules du type

(P T @ (i, ™) = (™) L et st 80— 5, alors

(“An &r)S' est canoniquement isomorphe & 1l'image inverse sur S!' de
(uLn ﬂr)s . Nous omettrons souvent le symbole S s8'il n'y a pas de

confusion & craindre.

Soit (Y,X) un couple régulier de codimension 1 , et sup-
posons que Y soit défini par une édquation x =0 . On a la suite

exacte de faisceaux
d'ol en appliquant (1.3), des isomorphismes canonigues
1. \ . n .
G:3.0) R, 2 500/ G e))" = (Z/n)y

qQui ne dépendent évidemment pas du choix de x . Par conséquent, on

a un isomorphisme canonique

(3.3.2) ¢ %Z/n > (R*i’)f};n = i*(Rqa‘g)ﬂhn .
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Théoréme 3.4 (¥), Soit C la famille des couples réguliers de sché-

mas excellents, d'égales caraciéristiques. Il existe une fonction et

une seule P donnant pour chaque couple régulier (¥,X) de codi-

mension ¢ un isomorphisme (dit canonique) de faisceaux

2c

(_P(Y,X) = (P s Z/I’l :_7 EY (X7[F‘n EC) - (Rgci!)ﬁln &c

tel gque @ satisfasse aux conditions suivantes :

(i) 81 ¢ =1 , et si Y est défini dans X par une équation

x =0 ,alors ¢ est le morphisme (3.3') .

(11) ¢ est compatible avec les morphismes de couples lisses,

¢'est-a-dire, si (Y',X') —» (¥,X) est un morphisme, soit g:7'—> ¥

le morphisme induit. Le diagramme de Y' -faisceaux

Z/n QY1) (Rgci!)ﬂ*n e

g (Z/n) _éf_9£2151_> gK(RECi!)gAn Bo

est commutatif (ce qui implique én particulier que la flB8che verticale

de droite est un isomorphisme).

{111} Transitivité : soit (2,Y,X) un triple régulier, c'est-a-

dire, un diagramue commutatif d'immersion fermée de préschémas régu-—

liers ete ..,

(*) Dépend de la résolution des singularités (cf. Inkroduction), Ce théoréme
peut étre considéré aussi comme la conjonction de 3.2 et de la théorie
de variance de Exp XV1II par les "classes fondamentales locales", ol on
étudie des homomorphismes ¢p (Y,X) (pas nécessairvement bijectifs) pour
Y localement intersection compléte dans X.
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Soient a,b,c les codimensions de wu,v,w respectivement (done c=a+b).

On a un isomorphisme

R

q‘(Y,X) & kuxl @b : {;"Ln &b —_ (R2au! [%Ln Ba B E"'n &b
= (RZau!) "—Ln Bo |

1 i H
La suite spectrale (&RPv )&% )Fr == (R%" %’ }JF donne un isomorphisme

§ . (szv! )(RZau!) Wn Be ~ (chwl)ﬂ“‘n fc .

On obtient ainsi un diagramme d'isomorphismes

Z/n $(z,Y) (Rgbv!))}*n &b
(3.4.1) P(Z,%) n = {szvg)((Y,X} ﬁ%l@b)
(chwz)ﬁinﬂc é___‘_j___ (szv!)(RQau.)Hunﬂc ’

et l'assertion de transitivité est que ce diagramme est commutatif.

Démonstration. La démonstration de 1'existence et l'unicité se fait
par récurrence sur la codimension ¢ . Pour c¢ =1 , on définit le
morphisme @ localement avec {3.3.1) Puisque ce morphisme ne dépend
ras du choix du paramétre x , on obtient un isomorphisme CP pour
chague (Y,X) de codimension 1 par recollement, et il est clair,
d'aprés la définition du morphisme et de 1.3 , que le Q,? ainsi cons-—

truit satisfait & (ii). La transitivité n'intervient pas pour ¢ = 1
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Supposons maintenant que l'existence et l'unicité sont déja
démontrées si la codimension egst < ¢ , et que ¢ > 1 . En appli-
quant l'hypothése de récurrence, on constate immédiatement que dans
la situation de 3.4 (iii) les trois fl8ches de 3.4.1 qui sont déja
définies, i.e. ¢ (2,Y), E y N gsont compatibles avec les morphis-

mes de triples réguliers. Posons dans cette situation
Y (z,7,%) = Y90

donc W’ est également compatible avec les morphismes de triples.

Or si (Z%,X) est un couple régulier de codimension ¢ > 1 , on peut,

localement sur X , trouver un triple (Z,Y,X) avee O <codim{Y,X)<c .

Tout revient donc & démontrer que la fldche ¥ (Z,Y,X) est indépen—
dante de Y . En effet, cela démontrera l'unicité de ¢ pour la co-

dimension ¢ , et l'’existence résultera par recollement.

si (2,Y,X) est arbitraire tel que codim (Y,X) > 1 , on
peut, localement sur X , trouver un triple régulier (Y,W,X) ol
lz codimension de (W,X) est égale & 1. Par une chasse de diagramme
de transitivité, que nous laissons au lecteur, on sSe raméne donc &

vérifier l'indépendance de Y lorsque (Y,X) est de codimension 1.

Soient (Z,YO,X) et (Z,Y1,X) deux tels triples.
11 suffit de faire la vérification fibre par fibre, et on est donec
ramené au cas X strictement local, et Yi défini par une équation,
disons f, =0 (i=0,1) . Soient X = Spec ox[c] » Z=2xX , et

¥ le sous—schéma fermé de X défini par 1'équation

(f1 - fo)t +f, = 0 .
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Alors ¥ est Svidemment régulier en les points au-dessus des sections

4 ¢
fermé {BGA IV 7.8.3 (iv)) de Y des points ot T n'est pas régulier,

L, {t=0} et &, : {t=1} de X/X . Soit € le sous—ensemble
et remplagons X,¥,Z par X -¢C , T -C , 2 -CNEZ respective-
ment. Alors {Z,Y,X) est un triple régulier, et les sections &,

donunent des morphismes de triples

(2,1, ,X) —> (,7,X)  (i=0,1) .

Soit F = (chw!)ﬁxnnc le faisceau sur Z . C'est un
faisceau localement constant, isomorphe & Z/n {par 1'un ou l'autre
des isomorpuismes ¥ (Z’Yi yX) , et on constate immédiztement que le
faisceau F = (chﬁ!)wnnc sur Z est l'image inverse sur Z de

P . Puisque les fibres de Z —3 % sont connexes non-vides et que

7 —> 7 est lisse, donc ouvert, il s'ensuit gque le morphisme déduit
B°(Z2,F) —> E°(Z,F)

est bijectif, donc que chacun des morphismes

Ho{Z,F)
*
&
(%) H°(Z,F) —> H°(Z,F) |
®
61
Ho(Z,F)
est bijectif, donc que 83: = C,? .

Or donner un isomorphieme d'un faisceau P avee Z/n équi-
vaut 2 donner une section globale (image de 1) qui est un générateur.

Soient o @, les sections glovales de F , F données par les
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isomorphismes Y (Z,%,%) , 1’(Z,Yi,X) respectivement. Puisque
@'(.,.,.) est compatible avec les morphismes, le diagramme (=) im-
plique que

x - eX@ - @ - o,

1

aon V(z,v_,%) - ¥(z,7,,X) , cafd.

4. Acyclicité locale d'un morphisme régulier.

Théoréme 4.1 (%) (acyclicité locale). Soit g : X' —> X un mor-

phisme régulier (EGA IV 6.8.1) de schémas excellents d'égales ca-

ractéristiques. Alors g est universellement localement acyclique

pour n premier & la caractéristique.

Démonstration. L'hypothése étant stable par changement de base de type
fini, il résulte aussitdt de XV 1,13 ii) qu'il suffit de prouver que
g est localement acyclique pour n . Appliquons le critére deXV 1.17
Soient X' un point géométrique de X' et X le point géo-

métrique de X correspondant. Il résulte immédiatement de la défini-
tion de morphisme régulier que le morphisme des localisés stricts en
ces points induit par g est encore régulier. On est donc ramené au
cas ot X = Spec A et X' = Spec A' sont strictement locaux, g et

un morphisme local, et d'aprés XV 1.17 il suffit de démontrer que

(*)  Dépend de la résclution des singularités (of. Introduction).
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les fibres géométriques de g sont acycliques pour n . En rempla-
gant X par un sous-schéma fermé intégre et X' par le fermé cor-
respondant, on se raméne au cas de la fibre géométrique générique
X'~ . Prenons X = Spec ¥ o K est la cldture séparable du corps
de founctions rationelles sur X . Alors on a

x = lim T

637 o

ot U, parcourt une catégorie filtrante de X -schémas étales con-
nexes, qu'on peut supposer réguliers (EGA IV 7.8.3 (v)). Soit By
le normalisé de A dans le corps des fonctions rationnelles R(qx ).

o Ao
gulier de Spec B& et Bm e o B&‘ est régulier, donc par 2.3

Posons q& = X'x. U et B& = A'® B . Alors Ud‘ est un ouvert ré-

5y, , gxn) => a¥(vy ,an)

pour chaque g . Or la fibre X'i est limite des U&’ , donc

s+ ;
H (xlg’ﬂ"‘n) }_lg Hq(UO‘L )L n)
o
= lim EYU_,M)
Lig BN My
o
= Hq(E,ﬂin) =0 s > 0 , cafd.

Corollaire 4.2 {changement de base par un morphisme régulier). Soit

X 4___5____ Xt

R

Y —Eeme v

un diagramme cartésien, g : Y! —~>» Y é&tant un morphisme régulier de

préschémas excellents d'égales caractéristiques, f quasi-compact et

615



-29 - XIX

quasi-séparé. Alors pour chague faisceau F abélien de torsion pre-

mier & la caractéristique, les morphismes de changement de base (X11 4.2)

g" (R P ——> (% )gr¥F

sont bijectifs pour chaque q 3 0O .

Cela résulie de 4.1 et de¢ XVI 1.1 .

De 4.1 et XV 1,17 on déduit immédiatement

Corollaire 4.3 . Scient A un aneau strictement local excellent

d'égales caractéristiques, et f : X —> Spec A un morphisme. Soit

A =3 A' un morphisme régulier, EE. A' est également strictement

local, excellent, d'égales caractéristiques. Notons par un ! le

changement de base induit par A -->» A' . Pour chaque faisceau de

torsion F sur X , premier & la caractéristique de A , on a

Fatd

Hq(X’F) e Hq(x':F')
pour chague q » O .
Ce corollaire s'applique notamment dans le cas ol A' est
le complété A de A . (Dans ce cas, on peut d'ailleurs remplacer

l'hypothése "A strictement local" par "A local hensélien", comme

on constate immédiatement .)
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5. Théoréme de finitude.

Théoréme 5.1 (#)(finitude). Soit f : X =3 S un morphisme de type

fini de schémas excellents d'égales caractéristiques, et soit F

un faisceau abélien de torsion premier & la caractéristique sur X ,

qui est un faisceau comstructible. Alors les (qux)F sont également

constructibles pour chaque gq .

Ce résuliat généralise le théoréme de XVI 5.1 . La démons-~
tration est & peu prés la mdme : on applique le résultat de pureté

3.2, au lieu de XVI 3.7 .

Corollaire 5.2 . Soit A un anneau excellent striciement local

d'égales caractéristiques et f : ¥ —> Spec A un morphisme de type

fini, Soit F un faisceau abédlien sur X de torsion premier & la

caractéristique de A , et constructible. Alors les HI(X,F) sont

des groupes finis pour chaque gq .

6. Dimension cohomologique des morphismes affines.

Soit £ : X —>» Y un morphisme de type fini de préschémas
excellents, et F un faisceau sur X . Rappelons qu'on a défini

(XIV 2.2) un entier O(F) dans le cas ot Y est local. On peut donc

(*) Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction).
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regarder & comme fonction & (P,f} sur un Y arbitraire, en po-

sant
(6'0) 5 (F,f,y) = & (F') ’

ou Y! = Spec OY y ! Xt =3 ¥Y' est le morphisme déduit de f par
b
le changement de base Y' —>» Y |, et F' est le faisceau image

invergse de F sur X' .

On a le résultat suivant, qui généralise XVI 3.1

Théoréme 6.1 (¥), Soit f : X =3 Y wun morphisme affine de itype

fini, ob ¥ est un schéma excellent d'égales caractéristiques, et

soit F un faisceau abélien de torsion sur X . Alors R.F est

nul en chague point y € Y +tel que S(F,f,y) <a .

La variante locale, évidemment équivalente & 6.1 , est la

suivante :

Théordme 6.1 bis (*). Soient A wun anneau strictement local excellent

d'égales caractéristiques, et £ X —>» Y= Spec A  un morphisme

affine de type fini. Soit F un faisceau de torsion sur X . Alors

(x,r) = o sioq> 5(F) .

Rappelons (X 5.1) qu'il n'y a pas d'intérdt dans de ®lles

agsertions pour les F de p ~torsion, ol p est égale & la carac-—

{(*) Dépend de la résolution des singularités {cf. Introduction).
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téristique. On peut donc supposer F premier & la caractéristique.

On a le corollaire suivant :

Corollaire 6.2 . Soit A un anneau hensélien, excellent, d'égales

caractéristiques, & corps résiduel k , et soit U Spec A un ou-—

vert affine. Soit L €T . On a

cd, U £ edk+ dim 4 .
g2 A 9

BEn effet, soit A 1le localisé strict de A , qui est un
revétement é&tale galoisien infini, de groupe G = G(E/k) , et soit
~

~e
U l'ouvert affine de Spec A induit de U . En appliquant la suite

gpectrale d'Hochschild-Serre (VIII 8.4)
+
B9 (6,8%(y,.)) => ¥"Y(v,.)

~
on se raméne & traiter le cas A = A , et alors c'est un cas spécial

de 6.1 bis .

Avec les notations ci-dessus, soit R(A) 1'anneau des fonc-

tions rationnellss sur A . On a Spec R(A) = lim U_ o0t U, est
e X

o
o
un ouvert affine de Spec A . Il résulte donc de la théorie de pas-

sage & la limite qu'on a

Corollaire 6.3 . Soit A hensélien excellent d'égales caractéristi-

ques, & corps résiduel k . Soit R(A) 1le corps des fonctions ra-

tionnelles sur Spec A . Alors pour L€ P , on a

cle(A) R4 cdzk + dim A
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avec 1'égalité si I est inversible dans k , et si de plus 2 £ 2

ou k n'est pas ordonnable.

L'égalité dans le dernier cas résulte de X 2.4 .

Enfin, en appliquant X 4.2, 4.4 , on trouve

Corollaire 6.4 . Soient X un schéma noethérien excellent d'égales

caractéristigues, et R(X) 1'anneau des fonctions rationnelles sur

X . Soit A€ P inversible sur X , et supposons que 4 # 2 ou

qu' aucun corps résiduel de X ne soit ordonnable. Alors

céz(X) < cé

~

ER(X) +dim X £ 2 cd R(X) .
e

(-

Démonstration de 6.7 . On commence par une réduction analogue & celle

de XIV 3 . Récurrence sur & : Il est clair gque 6.1 pour & £ 4
équivaut & (6.1 bis) pour 8§ < d . Pour & =0 , c'est trivial.
Traitons le cas & & 1 , sous la forme 6.1 bis . Puisque F est
limite de ses sous-faisceaux constructibles (IX 2.9 (iii)), on peut
supposer F constructible, et alors le support de F est contenu
dans un fermé ZC X avec 5(z) < 1 pour chague =z & Z (XIV 2.2).
Chague composante irréductible réduite Zi de Z est alors, ou bien
un schéma affine de type fini de dimensiong! au-dessus du point fermé
y de Y , ou bien un schéma quasi-fini au-dessus d'un sous—schéma
fermé réduit C de Y dec dimension 1. Dans ce dernier cas, on a

C = Spec B ol B est un anneau intégre strictement local de dimen-—
sion 1. Un tel schéma Zi est le spectre d'un anneau intégre stric-

tement local, de dimension g 1 , ou d'un corps fini au-dessus du corps

~

des fractions de B . Donc la dimension cohomologique de Zi est au
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plus égal 4 1 en tout cas, dlaprés X 2.3 et IX 5.7 . On a une suite

exacte

0 —> P TZT Fi —> £ e 0

ol Fi est la restriction de F & Zi , d'ol on tire le résultat

pour Z .

Supposons maintenant que le théoréme soit démontré pour les

valeurs de © <d , et prouvons-~le pour 5(F) ¢4 , supposant dz2

Lemme 6.5 . Il suffit de traiter le cas ok X = 35;.= Spec OY[t]

est l'espace affine de dimension 1, et ol Y est strictement local.

La démonstration est celle de XIV 4.2 3 Il est clair qu'on

peut supposer Y sitrictement local, et gue 5(r) & 4 . I1 faut

démontrer que Hq(X,F) =0 s8i g> d4d . On peut plonger X dans

.
g , donc il suffit de traiter le cas X = E)g . Récurrence sur N :

E

Considérons le diagramme

N
......-—-....-———)
IEY E
f

de sorte que E)ﬁ est l'espace affine de dimension 1 sur E]§_1 .

En appliguant 1'hypothése de récurrence et la suite specirale de Leray

N

-
P ¥, Rlg F) == 'Ym", §)

on voit qu'il suffit de démontrer que
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) (ng*F) 4 d-g

N~1

Cela veut dire que si z € B est un point tel que & (z) > d-q ,

alors ngseF =0 au point 2z . Mais 1l'hypothése de récurrence sur
¥ s'applique au morphisme g , et on a donc ngEF =0 au point =z

si 5(P,g,2) ¢ @ . Il suffit ainsi de démontrer 1l'inégalité
5 (F,g,2) + 8(2) < B&(F) .

Nous laissons ce plaisir au lecteur.

Lemme 6.6 . Pour démontrer 6.1 pour les valeurs de O £ 4a , il

suffit de démontrer ceci : Soit B un anneau local complet normal

d'égales caractéristiques et de dimension 4 . Soit U < Spec B un_

ouvert affine. Supposons qu'il existe un élément x € rad B gui est

inversible sur U . Alors
B4 (u,z/L) = o si g> a .

Ce lemme est d'ailleurs un cas spécial du corollaire 6.2 .

Démonstration cf. XIV 4.4) . D'aprés 6.5 il suffit de traiter
prlbdiidododui i iiiditediay bl

1

le cas Y strictement local et X = IEY

. Considérons le diagramme

ol IP;. est l'espace projectif et IE:I est déduit de ]1’1 en enlc-—

vant la section Yoo a 1'infini. Soit P un faisceau de torsion sur

E' , avec 8(F) < d . On a la suite spectrale
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Hp(IP1,quEF) —s > YE'F) .

Or les quﬁF pour ¢ > O sont concentrés sur la section YOo qui
est isomorphe & Y . Puisque Y est strictement local, il s'ensuit
que Hp(ﬂ’j,quxF) =0 si pP>0 et q>0 . De plus, d'aprds

XIT 5.3 4, ona HP(E’1,1§F) =0 si p> 2 . Comme on veut démon-
trer que Hn(E}1,F) =0 si n>d ,etque d » 2 , il suffit

de démontrer que
1 L4 Q. :
i == o = .
He (P ,R*i_F) Ho(Y L,R*i F) 0 si g> d

Ce groupe est isomorphe & la fibre de qu*F au point Yo a l'ine-

fini de IP1 dansg la fibre fermée.

Or il suffit (VII 3.3 et IX 2.9 (iii)) de traiter le cas F
constructible. Alors puisque B8 (F) ¢ d , il existe un soug-schéma
fermé X de 3’1 avec dim X ¢ d tel que X contienne le sup-
port de F . Soient Spec 4 = g le localisé strict de X au point

~ ~

~ o
b4 s U=X-X xﬁ} Y , et P le faisceau induit de F sur U .
w e}

~

Notons que U est déduit de X en localisant par rapport & un élément
X E_P(x,ox) . On a
(rR4.r) o~ a%U,F) .
® Yy
o]
Il suffit ainsi de démontrer que HMU,F) =0 , si q» 4 , pour

~

Lad
chaque faisceau de torsion F sur U .

On peut maintenant appliquer IX 5.6 , avec ¢ = 3 ; et

on trouve qu'il suffit de démontrer que

B4(v,z/4) = 0 si a> (V)
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Fa®d
pour chaque V fini et intdgre au-dessus de U et pour A inver-
sible. Soit %: V w» V lec normalisé de V . On a la suite exac-—

te
0 — (B/ L)y == (B/1)g =>C —>0

avec O(C) < 8{(V) , et on tire de cela {par récurrence sur & )

gqu'il suffit de prendre V normal.

Soit B le normalisé de A dans le corps des fonctions
rationnelles sur V . Alors B est un anneau strictement local excel~
lent d'égales caractéristiques, et V est un ouwvert affine de Spec B,
obtenu en localisant par rapport & x . Soit % le complétd de B
et % 1l'ouvert induit (qui est obtenu de Spec ﬁ en localisant par

rapport & l'image de x dans é}. Dtaprés 4.3 , cn a
5(v,z/1) = BNV,m/ L) .
On est donc ramené & démontrer que
BT, Z /L) =0 si g 5(V) =dinB = din B .

Par hypothdse de récurrence, le théoréme est vrai si 8(V) <« 4 ,
done le théoréme 6.1 bis s'applique dans cette situation.
Par conséquent, il suffit de traiter le cas dim B = d , et puisgue

B est normal, on est dans la situation du lemme,d’ol le résultat.

6,7.0. On va d'abord démontrer 6.6 sous des hypothéses supplémen—
taires, si B est de caractéristique p> O . Soient A un anneau
équidimensionel, complet, d'égales caractéristigues et k< A un

corps tel que A/rad A soit une extension finie de k . On dit que
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la k =-algébre A est formellement séparable s'il existe une sous-

k -algdbre de A de la forme k [[XT, seey xnj} tel que le morphis-
me Spec A —» Spec k [[x ]] soit fini et étale au point générique

de Spec k[[z7] (x =(xy; «eny Xn>)'

Lemme 6.7 . Soit k< B un corps au-dessus duguel B/rad B soit

finie. Sous l'hypothése de récurrence sur d ci-dessus, la conclusion

de 6.6 est valable si les hypothéses de 6.6 sont satisfaites et si

de plus 1'une ou l'autre des conditions suivantes est satisfaite :

(i) k est de caractéristique O .

{i1) I1 existe un élément =x € rad B qui est inversible sur U

et tel que B = B/(x) soit une Xk ~algébre formellement séparable.

Démonstration. Choisissons des éléments x, = x, Xy weey X de

1 a
rad B tels gue {x1, ey xd} engendre un idéal primaire pour rad B .,
Alors B est une A -algébre finie, ol A = k[[x1, ceey X507 5 et

F est la k {EXZ’ ooy xgl] = i -~algdbre B/x1 B . Comme dans le

cas (ii) B est analytiquement séparable, on peut dans ce cas choi-
sir les éléments Ty cees Xy d'une telle manidre que B devienne
une k [[x2, ey xd]] ~ algébre géndriquement étale. Alors il s'en-
suit immédiatement que B est également une A -algdbre génériquement

étale, ce qui est aussi vrai, bien entendu, dans le cas (i).

Soit b & B un élément qui engendre l'extension de corps
R{A) sur k((x)) . Soit & € k [[x 1] le discriminant de 1'éguation
unitaire irréductible de b au-dessus ds k {{x]] . Dans le cas (ii),

on peut choisir © de fagon que =x, ne divise pas & . Ferivons de

1
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plus Spec B - U = V(x1)*J Y ; o0 Y ne contient aucune composante
irréductible de V(x1) . Soit € 1'anneau I“(Y,OY) , ol on prend
Y avec sa structure induite réduite. En changeant au besoin les
Xyy +esy Xy 5 ON Peut supposer que V(Xd) n'est pas contenu dans
l'image de Y dans Spec 4 , et gue de plus dans le cas (ii) V(xd}

n'est pas contenu dans V( &) .

Lemme 6.8 . BSeit 4 =k [[%;5 o0y Xd—1]] {xd} le localisé strict

I o]

de k {[xj, aey Xd—1}] de] au point Xy = Xy = e =Xy o= 0 .

Sous les conditions ci-dessus, il existe une A° -algdbre B° , un

ouvert affine U° ¢ Spec B° , et un isomorphisme A ®A°B° >~ B

tel que l'ouvert de Spec B induit de U° soit U

La démonstration de ce lemme est analogue & celle de 1.5
il suffit de trouver des A° -algébres B® , (° et des isomorphis-
mes A EAOB° = B , A EAOCO = € , parce qu'alors il existera
( [3] 1.4) un morphisme (surjectif) et un seul B° —» C° qui in-
duise le morphisme B —>» ( . On prend donec
Ue = Spec B - {(Speo ge) U V(x1)§ , et on constate immédiatement
gue U est induit de TU° . L'existence de C° , et de B¢ dans lc
cas (ii), se prouve comme dans 1.5 . L'existence de B° dans le
cas {i) est conséquence de ( [3] 5.1).(0n peut aussi le démontrer
directement en appliguant le lemme de Abyankhar & la ramification ie

long de {x1 = O} , et descente).

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de 6.7

En appliquant encore une fois 4.3 , on trouve gue
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al(v, z/£) = 5%ue, /1) ,

d'ou il résulte qu'il suffit de démontrer que ce dernier groupe est
nul pour g> d . Or Spec A° est limite de schémas affines et é~
tales au~dessus de k {[x1, evy Xy 4 ]}[xdl , donc Spec B° est
limite de schémas de type fini au~dessus de BSpec k [[x1, ey xd__J}
dont chaque fibre est de dimension < 1. Puisque U° € Spec B°[1/x1] s
on a

U® = 1lim U®

e_ A

ol U:z. est affine de type fini au-dessus du schéma
Vo = Spec k [[x1, cees Xy 4] [’l/xﬂ et ol chague fibre de U /e

e¢st de dimension &1

S .

Seit £¢ 1 U° —> V° 1le morphisme structural. Puisque les

fibres de ft;. sont toutes de dimension £ 1 , ona pour v & V°

=

5 (zm/ A, f&,v)_@ dim Oy, , *+ 1 & d-1

{parce que dim Oyo o € d-2). Lthypothdse de récurrence sur d est
3

done appliquable au morphisme f° , et on trouve, en appliquant 6.1 4

CP - . . .
R foc E(X/«Q,) 0 au point v si q> dim 0V°,v +1

i.e. si g> d -dim v . Donc qu(; L2/ 1) # 0 au point v im~
pligque que 4dim v £ d-q . Donc pour l'inclusion

is Ve —> Spec k [[X,y -0y X3 7] (cf (6.0)) on a
5 (R%e (/X)) < @ ,

et l'hypothése de récurrence, sous la forme 6.7 bis , appliquée au

627



- 41 - XIX
morphisme 1 , implique que
BP(ve, %o LZ/ 1)) =0 si pra>a .
la suite spectrale de Leray
Byt = BP(vo, R0 (z/1)) = B”"%(vo,z/ 4)

implique donc que Hn(Ugc y Z/ L) =0 s n>d , et comme U° est

linite des U& s on trouve que de méme

Bve ,z/ 1) =0 si ns»d .

Ceci ach&ve la démonstration de 6.7 , donc du théoradme

6.1 en caractéristique O

7. Morphismes affines - fin de la démonstration.

Rappelons gue pour terminer la démonstration de 6.1 en
caractéristique p » 0 (toujours sous l'hypothdse de résolution),
on s'était ramené par 6.6 & démontrer l'assertion suivante pour

d > 2 :

Lemme 7.1 . Soit B un anneau local complet, normal, d'égales carac—

téristiques, 4 corps résiduel séparablement clos, ot de dimension 4 .

Soit U Spec B un ouvert affine tel qu'il existe x €& rad B qui

goit inversible sur U . Alors
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B4 (U,z/L) =0 si q> a .

De plus, par hypothése de récurrence, on peut supposer que

6.1 80it vfai pour les valeurs de & <4 , et que 7.1 soit dé-

j& démontré dans le cas particulier 6.7 (ii).

Notens d'abord que la condition que B soit normal n'est
pas importante. En effet, soient B arbitraire, n: B > B 1le
normalisé de B , et U < Spec B l'image inverse de U . On a une

suite exacte
0—=> (Z/ L)y > = (2/Hhg-—>Cc—> 0 ,

ol la dimension du support de € est < 4 , donc Hq(U,C) =0 si

g > d-1 . Puisque Hq(U,1t*.) = 8%(T,.) (VIII 5.6), on voit que

i u,z/4) =0 s q>d équivaut &
(7.2)
HQ(U,Z/ 2y =0 si g>d .

7.3.0. On va rappeler briévement et sans démonstration des proprié-
tés de la notion de séparabilité formelle dont nous avons besoin. Le
lecteur peut consulter (EGA IV 18.11.10, 18.11.11): Soit A une k-algdbre
locale noethérienne complate dont le corps résiduel soit une exten-

sion finie de k , et notons A' le complété de 1l'anneau local

A Ekk‘ (ol k' = k1/p) » Alors 1l'extension A —> A' est radicielle
(éventuellement infinie), comme on voit facilement - ¢'est 1'exemple
bien connu de Nagata. Il est donc inoffensif pour le calcul de la co~

homologie étale de remplacer A par A' (VIII 1).

Or la condition sur une algébre A éguidimensionelle de di-
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mension 4 d'&tre formellement séparable, c'est-d-dire, d'8tre une
extension finie génériquement étale de k [[x1,...,xdﬂ s S'exprime
en termes du module ﬁ';/k {EGA IV 18.11.10), ou du critdre ja~
cobien (EGA(&y 22.6, IV 7.1)(*) , et on voit que si A n'est pas
analytiquement séparable, alors la k' -algébre A' n'est pas Té-
duite. On peut par exemple se réduire pour la démonstration au cas
o0 A est donné par une équation £ =0 , f €k [Lx?,...,xd+?]]
et appliquer le critére Jjacobien et le lemme suivant dont nous lais-

sons la démonsiration agréable au lecteur :

Lemme 7.3 . Soit f(x19...,xn) Ek [[x1,...,xn]] une série formelle.

Supposons que pour chague i = 1,...,n il exisie un élément inver—

. . s P
sible Uy € k [[x1,...,xn]] tel que uif soit une série en x, et

en 1es X, g...,%, X, ‘e sX lors il existe élément inver-
12 RIS LR PR Alors il exis un m

sible v €k [[x1,...,xn]j tel que
vf & k [{x1p, cens xnp]} .

Il en résulte facilement qu'en appliquant un nombre fini de
fois le procédé de remplacer {A,k)} par (A',k') , oh X' est le
normalisé de A' , on se raméne & la situation ot A est bien for-
mellement séparable. De mdme, on peut démontrer que pour un xCrad A
donné, 1'anneau (A/(x))réd deviendra une algébre formellement sépa-—
rable par le méme procédé, appliqué & l'algébre A .

Bn appliquant VIIX 1.1 et 7.2 , on trouve

Corollaire 7.4 . Il suffit de demontrer (1.1) sous la condition sup-

plémentaire gue B contienne un corps k au-dessus duquel B/rad B

soit finie, et tel que la k -algdbre (}3/(x))réd soit formellement

(*) Le corédacteur de ce séminaire n'est pas parvenu & élucider la si-
gnification de cette référence & une situation qui lui semble bien dif-
férente, et la justification de llassertion qui suit. 4. G.
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géparable.

La démonsiration de 7.1 dans ce cas consiste en une ré-

duction au cas particulier qu'on a traité dans 6.7 (ii)

Avec les notations de 7.1, 7.4 , soit
D(x) = }1: X

le diviseur de x , de sorte gue chague Xi soit un sous-schéma ir-
réductible fermé de Spec B de codimension 1 gqui est formellement
séparable au-dessus de k (c'est-d-dire, tel que B/U(Xi) soit une
k -algdbre formellement séparable, @ qui équivaut d'ailleurs & l'as~
sertion que (B/(X))réd soit formellement séparable). Choisissons

y € rad B tel que l'on ait
D{y) =Z (ri-—i)Xi +
i
ot 1 ne contient aucun Xi y et considérons 1'éclatement
f: Z > Spec B

de 1'idéal (x,y) . Les spectres des anneaux B[y/x] et B{_x/y]

forment un recouvrement ouvert affine de 2 .

Soit B, le localisé strict de B[x/y] en 1'idéal maximal
engendré par (rad B, x/y) . Pour chaque point fermé Q de la fibre

fermée de Spec B[y/x] —> Spec B, notons AQ le localisé strict

de Bfy/x] en Q , et U, l'ouvert affine de Spec A, image in-

Q

verse de U
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Lemme 7.5 . Pour démontrer 7.1 pour l'anneau B , il suffit de

démontrer que pour g >4 (» 2) ona

(1) HY(Spec B1[y/x] L, &L = 0
et
(ii) Y (V> 2/ L) =0  pour chague Q .

Démonstration. On a des immersions ouvertes

U ¢y Spec BET/X] <> Spec B[y/x] y

donc un diagramme

U i__) Spec B[y/x]

Si Q est un point fermé de la fibre fermée de Spec B[y/x] —33pec B ,
on a (qugza/ IZ)Q =0 si g% 4 , par hypothése. Pour chaque point

P de Spec B‘I:y/x] gui n'est pas fermé dans la fibre fermée de

Spec B[y/x] —> Spec B , ona O8(F,i,P) <d ,oh F=(z/1)
(notation de (6.0)). Donc en appliquant 1'hypothése de récurrence et

6.1 au morphisme i , on trouve que pour le morphisme

Spec B[y/x] —~> Spec B on a
(R4 z/ L) ¢ da-a .

=

Par conséquent, 1'hypothése de récurrence sous la forme 6.1 bis ,

appliqué & ce dernier morphisme, implique que

632



- 46 - XIX
P ; =
BP(Spec By/x] , R} z/ 1) = 0
si 9@>0 et p>d-g . Avec la suite spectrale de Leray
Ept = mP(spec Bly/x] &Y Z/ 1) => 2%,z / L),
on se raméne, pour la démonstration de 7.1 , a démontrer que
8P (spec By/x] » iz/ k) =0 s p>a .
On a une suite exacte
(7.6) 0= z/ 1> i(z/l);—> ¢—=> 0

ot 8(C) < d . Il suffit donc {encore par récurrence) de démontrer

que

(7.7) Hp(Spec B[y/x] y Z/ ) =0 si p>d .

Or 1'immersion ouverte Spec B[y/x] __Q_e, Z est obtenue
en enlevant de Z le sous-ensemble fermé € "a 1l'infini", et
stidentifie dans l'autre ouvert Spec B[?/y] de Z & l'ouvert
¢ = ¥(z/y) . Les quﬁx / L sont concentrés sur C , et le morphis-
me C -3 Spec B est une immersion fermée. Par conséquent, on a
Hp(z,quiz/ £) =0 si p et q>0 . Puisque la fibre fermée de
Z -—> Spec B est de dimension 1 et que ce morphisme est propre,
XIT 5.3 bis implique que HP(Z,jEZ/ £y =0 si p» 2 . la suite

spectrale
Ebt - Bz, z/4) => 8" %(spec By/x] , Z/ L)

donne donc des isomorphismes
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#3(spec B[y/x] ,2/ b = E°(2,8%,2/ 1) = (R% 2/ Dy

si ¢> 2 , o0l P est le point "a 1'infini" de Z . Ces fibres ne

sont autres (VIII 5) que
8%,z / 0)p = B(svec B,[y/x] 3,2/ 1) -

Dtaprés 7.7 , il suffit donc de démontrer que ces derniers
groupes sont nuls si g> d (3> 2). On a une suite exacte analogue

4 7.6 qui, jointe & l'hypothdse de récurrence montre qu'il suffit

que
B (Spec B1[y/x] ,EZ/ L) =0 si g>d ,

d'oit le lemme.

Démonstration de 7.5 (i).

Considérons 1'ensemble fermé C = V(x/y) de Spec B[ﬁ/y] s
avec la structure induite réduite. On voit immédiatement que 1'immer-
sion fermée de ¢ dans Spec B induite par le morphisme Z -3 Spec B

identifie € au sous-schéma fermé X = L“}Xi de Spec B . Puisque

D(x) = 2 r X,

By) = 2 ,-0% + T,

1'élément x/y engendre 1'idéal U (Xi) localement au point géné-
rique de Xi , ot l'anneau local est un anneau de valuation discréte
parce que B est normal. Par conséquent, le morphisme

Spec B[x/y] ~>» Spec B est un isomorphisme au voisinage d'untel

point, et 1'6lément x/y s'annule avec l'ordre 1 sur chacune des
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composantes irréductibles C; (correspondant & Xi) de C .

Puisque l'ensemble fermé C se reléve & Spec B , cela

1

reste vrai si l'on remplace l'anneau BEF/y] par B donc

1 b
B1/(x/y) est un anneau complet qui est une k -algdbre formellement

séparable.

Pour démontrer 7.5 (i), on peut d'abord appliquer 4.3 ,

~

par son complété B1 , ce qui n'affecte

pas l'anneau B1/(x/y) . D'aprés 7.2 , on peut de plus remplacer

qui permet de remplacer B1

~

B1 par son normalisé §1 . Puisque B1 {done B1) est 4éja régu~-

lier aux points génériques des Ci s, le morphisme Spec B,->Spec B

1 1
est un isomorphisme en ces points, donc §1/(x/y) est encore une k -
algeébre formellement séparable. On est ainsi ramené au cas particulier

6.7 (ii), d'ol le résultat.

Démonstration de 7.5 (ii).

Choisissond le point @ de la fibre fermée de

Spec BEy/i] —>» Spec B . Le localisé strict AQ s'éerit comme limite

AQ = lim A

ol A parcourt une catégorie filtrante d'anneaux étales et de type

fini au-dessus de B[y/x] . Soit l'ouvert affine U de Spec A

A
image inverse de U . Puisque x est inversible sur UA , le mor-
phisme UA —~>» BSpec B est étale, et UA est normal. Par conséquent,

gi lton dénote par C 1le normalisé de B dans le corps R(A) des

fonctions rationnelles sur A , on a une immersion ouverte

UA -—> Spec C .
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I1 suffit (VII 5.7) de démontrer que pour chague A , 1l'image de
Hq(UA,Z/ £) dans HY(U J%Z/ k) est nulle si g > d . Puisque x
est inversible sur UQ, , lc morphisme UQ —> BSpec A se factorise
par rapport & Spec A[T/f] , 8581 £ € B est un élément arbitrazire
tel que f soit divisible par x dans B(y/x] et que f/x ne

s'annule pas au point Q . Il suffit ainsi de démontrer que pour un

tel f convenable, on a
Hq(UA sZ/L) =0 sioa>ad
]

N - _ , . )
olt UA,f Uy V(f) est l'ouvert affine de Spec AD/f] , qui est

aussi un ouvert affine de Spec C .

Soit ¢ € k un élément tel que y/x + ¢ ne s'annule pas
en Q , et soit J 1'idéal dans B de l'ensemble fermé [ (1 X .

Alors si
(7.8) f = y+ cx (modJ'N) N>»>o |,

1télément £ wsatisfait & la condition ci-dessus : En effet, on voit
immédiatement que dans Spec B(:y/x] ona V(J)=7V(x) . Donc (7.8)

implique bien que f est divisible par x ,; d'ol
f/x = y/x + ¢ (mod J) .

Puisque J =s'annule en @ , et que y/x + ¢ n'est pas nul en Q ,

ceci démontre notre assertion,

or 'O X est un sous-ensemble fermé de Spec B de co-
dimension 2 . Par conséquent, on peut choisir un f satisfaisant &

(7.8), appelons-le z , tel que V(z) N V(y) soit également de co-
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dimension 2. Choisissons aussi des éléments Tyy eevy Xy tels que

FyZsX,y --es X, S0it un systéme de paramdtires de llanneau B . Alors

d

B , donc C aussi, est une k [[y,z,xB, ey xd]] —algébre finie.

Soit €° le normalisé de k [[y,z,xB, ceey xz]] danms la
cldture séparable de k {((y,z,x)) dans le corps des fonctions ration-
nelles R(C) , de sorte que C soit une extension radicielle de C° ,
et que C° soit une extension génériquement étale de k ((y,z,x})

(ol X = X,y seey X

N D
Choisissons une combinaison linéaire
f = az + by (asb € k)
telle que le morphisme

Spec C° —>» Spec k [[z,y,x]]

soit étale au-dessus du point générique de V(f) , et tel que f/x

ne s'annule pas en & dans Spec B[y/x] . I1 suffit de démontrer que
B, ., 2/ 1) =0 si og> 4 ,
AT
donc (VIII 1.1) de démontrer que
pdue, ,z/4) =0 si qg>a ,
A,T

ot UOA P est l'ouvert de Spec C° correspondant & l'ouvert UA £ de
3 s
Spec C , qui est un ouvert affine, comme on voit par descente (BGA IV
2.7.1 {ziii)). Mais par construction, 1'élément f de C° est inver-
sible sur U°, . , et C°/(f) est une k =-algdbre formellement sépa-
’

rable. On est donc dans la situation de 6.7 (ii), ce qui achdve la

démonstration de 7.5 (ii), donc de 6.1 .
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