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Morphismes affines - fin de la d@monstration. 

Dans cet expos@ on d@veloppe la th@orie de la cohomologie 

@tale pour les pr@sch@mas excellente (EGA IV 7.8.1 ) d'4gales carac- 

t4ristiques, en admettant le th@or~m? de r~solution des singularit@s 
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- 2 - XIX 

pour de tels pr@soh@mas, sous la forme suivante : 

Soit 

t@ristiques, et soit U ~ X 

phisme prepre et birationnel 

te U --~ X' au-dessus de 

Y = X - U 

sales. 

X =Spec A un schema local excellent d'@gales carac- 

un ouvert r@gulier. I1 existe un mor- 

f ~ X' ~ X et une immersion ouver- 

X tel que X' soit r@gulier et que 

soitpartout de codimension I, & intersections transver- 

Les d~monstrations sont donc valables, "pour l'instant", seulement 

en oaraot@risti~ue z@ro [4] . On pourrait aussi en d@duire des r@- 

sultats pour les pr@sch~mas de caract@ristique p > 0 dans les basses 

dimensions [I] 

Sous l'hypoth~se de r@solution, o n  obtiendra des r@sultats 

plus ou moins satisfaisants pour les pr@sch@mas d'6gales caract~ris- 

tiques et pour les coefficients premiers & la caract@ristique (cf. 

3.2 ~ 4.1 , 5.1 , 6.1) . Par contre, on ne connalt presque rien 

sur la cohomologie des pr@seh@mas g@n@raux d'in@gales caract@ristiques, 

mGme en dimension 2, off on dispose de la r@solution [2] ° Par exem- 

ple a on ne connalt le th@or~me de puret~ 2.1 pour aucun anneau com- 

plet d'in@gales caract@ristiques de dimension > I . Ce r@sultat, 

pour les anneaux de s@ries formelles kC[xl, ..., Xn] ~ (1.2)~ est 

un des outils principaux dans la th@orie. Notons d'ailleurs que pour 

la d~monstration de 1.2 ~ on nese sert pas du th@or~me de r@solution. 

Ce th@or~me est don0 d@montr@ en earact@ristique quelconqueo 

On va utiliser souvent sans mention explicite les propri@t@s 
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des sch@mas excellents qui sont d@velopp4s dans EGA IV 7.8 , tels 

que la stabilit@ par rapport aux extensions de type fini (EGA IV 7.8.3 (£i)) 

et par rapport aux localisations strictes. Ce dernier fait 

r4sulte de la r@solution et de EGA IV 7.9.5 • 

I. Puret@ pour l'anneau k [Ix I, ..., Xn]] 

Rappelons le corollaire suivant de XVI 3.7 : 

Corollaire 1.1 . Soit A un anneau strictement local~ et notons 

A [x] le localis@ strict de A Ix] en l'id@al premier engendr4 par 

et x . Soit U = Spec A Ix}It/x] . Alors pour n premier rad A 

la caract@ristique r~siduelle de A , on a 

Hq( U, ~.n) N 

I #£n (A) si q = 0 

77,/n si q = I 

0 si q>1 

En effet, soit X = Spec A Ix] , et Y = V(x) le lieu des 

z~ros de x darts X . Alors (Y,X) est un couple lisse (XVI 3.1) 

au-dessus de Spec A . D'apr&s (V 4~ VIII 5), Hq(u, ~) s'identi- 

fie ~ la fibre du faisceau H_q+I(x, ~n) en un point g6om4trique au- 

dessus du point (tad A, x) de X , et le corollai~e r~sulte donc 

imm@diatement de (XVI 3.7). Notons que ~n ' Z~/n sont tous les deux 

des groupes cycliques d'ordre n . On les a mis ici pour donner les 
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- d - XIX 

formules canoniques (of. 3.4). 

Th@orSme ~.2 • Boit k un corps sgparablement clos, e_~t 

U = Spec k[[xl, ..., Xr] ~ [I/Xr~ . Alors pour n premier & la 

oar act@risti~ue de k , on.......a 

ZZ/n si q = I 

0 si q>~ 

Remarque. La d@monstration vaut @galement pour l'anneau de s4ries 

convergentes, dans lecas k = ~ . De plus, on @rite facilement 

l'hypoth~se que k soit s@parablement clos en faisant l'@nonc@ avec 

un psu plus de soin. Mais pour @tablir le th@or~me de puret4 g4n@rale 

3 .2 (sous l'hypoth&~e de r@solution des singularit@s, bien entendu), 

nous avons besoin du r4sultat seulement dans lecas k s@parablement 

olos, et cos autres assertions sont des corollaires de ce t h4or&me 3.2. 

Pour los dimensions O, I, on peut d@montrer le r@sultat 

pour chaque anneau r4gulier strictement local : 

Lemme Io3 . Soit A un anneau r@guliez striotement local et x ~ tad A 

un param@tre local. Soi_~t U = Speo A [I/x] . Alors H°(U~n) = ~L n (A), 

et on a des isomorphismes oanoniques 

~ / n  --~ ~ t ° ( ~ , ~ ) / ( S ° ( V , % ) )  n --~ ~ l ( ~ , ~ n  ) , 
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~Z/n eSt le "r@sidu" de 

XIX 

D4monstration. Pour q = 0 ~ l'assertion est que U soit oonnexe 

et non-vide. C'est vrai. Pour q = I , appliquons la suite exacte 

de Kummer (IX 3.7). On a Pic U = 0 parce que A est r4gulier et 

factoriel, et que U est un ouvert de X = Spec A . II s'ensuit 

qu'on a la suite exaote 

Ho(U,G ) ,,,n> Ho(U~G_m ) ) HI(U,~n ) ~ 0 , 

et i l  res te  & d@montrer que H°(U,G_m)/(Ho(U,Gm)) n e s t  isomorphe 

~/n et engendr@ par le r@sidu de x . Or on a une suite exaote @vi- 

dente 

o > Eo(x, ) > :, o 

o~ l'image d'une section a EH°(U,G_m ) dans 

de a de long de {x = 0 } . Le groupe A ~ 

parce que A est strictement local et que n 

t4ristique r@siduelle. En effet, si u @ H°(X,G ) , l'@guation 

yn _ u = 0 d@finit une extension finie @tale de A , qui est donc 

compl6tement dgcompos@e. I1 s'ensuit que HI(U,~n ) ~ ~/n , d'oG 

le lemme. 

est l'ordre du z@ro 

est divisible par n , 

est premier ~ la oarao- 

D@monstration de 1.2 . Ii reste & traiter le cas 

Rappelons la terminologie de (V, appendice). On a 

Hq(U,~n) = lira Hq(~ , ~n) 

q > l  
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o~ ~ = Uo~--- U I ~ ... paroourt la cat~gorie (filtrante, 

& homotopie pros) des hyper-recouvrements de U . Soit ~ un tel 

hyper-recouvrement, et prenens des U. sgpargs et de type finio 
i 

Puisqu'on veut d6montrer que Hq(U,~n) = 0 , il suffit de trouver 

un hyper-recouvrement ~ etun morphisme ~ ~ ~ tel que le 

morphisms induit 

Hq(~ '~Cn) ~ Hq(~ ,~n) 

soit le morphisme nul. 

Soit I W1' "''' Wml l'ensemble des oomposantes connexes de 

tousles U. pour i %q+I , et soit B. l'anneau normalisg de 
i 3 

A ~ k[[xl, ..., Xr] ]dans ls corps R(Wj) des fonctions rationelles 

sur W. • Alors, puisque Wj --~ U est ~tale, le schema W. est 
J J 

un ouvert de Spec Bj , disons l'ouvert complgmentaire & Spec Cj , 

oG C. est l'anneau rgduit quotient de B. convenable. 
J J 

Choisissons en plus un gl~ment b de B. tel que b. 
J ~ 3 

engendre l'extension s@parable R(Wj) de k ( ( x l ,  . . . ,  Xr) ) . Soi t  

fj(Y) ~ A [Y]  le polyn6me unitaire irr6ductible de bj au-dessus 

de A, de sorts que B. soit isomorphe au normalisg de l'anneau 
J 

A [Y] /(fj) • Soit enfin dj ~ Ale discriminant de fj(Y) , qui 

est un ~lgment non-nul de A 

Or il est permis de remplacer les x. pour i < r par 
l 

d'autres ~l~ments de A , la seule condition gtant que ~xl,...,Xr~ 

doivent former un syst~me de param~tres de A . 

I1 est facile de voir qu'en changeant au besoin oes ~l~ments, 
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on peut supposer que les hypoth6ses suivantes sont satisfaites : 

(1.4) ( i )  Pour chaque j tel que d. ne soit pas une unit6, Xl,...,Xr_l, ] 

d. engendrent un ideal primaire pour rad A. ] 

(ii) Pour chaque j , les images des Xl, o.., Xr_ I 

C. engendrent un idgal primaire pour rad C. 
3 J 

dans 

Alors on ale lemme suivant : 

Lemme 1 . 5  • S o i t  A ° = k [ I x 1 ,  . . . ,  Xr_j] ] {xr] le h e n s 6 1 i s 6  d e  

k [ [ x ~ ,  . . o ,  X r _ l ]  ] [ x ] e_n,, l e  p o i n t  (X l ,  . . . ,  X r )  , s o i e n t  

X ° = Spec A ° e_~t U ° = Speo A ° [ 1 / x r ]  . S o u s  les conditions 1 . 4  

ci-dessus, il existe un hyper-recouvrement U~ de U ° (d'ordre q+1) 

et un isomorphisme UOxxoX ~ 

Admettons ~ lemme. Or l'anneau A ° est excellent (EGA IV 

7.8.3 (ii)~ 7.9.5)~ eg par cons6quent, les composantes connexes des 

U~ et des U 
1 t 

L'isomorphisme 

Pui sque k 

local, et on peut appliquer Ioi 

H q ( u ° , ~ n )  = 0 • M a i s  

~(~o,~n) = lim Hq(~ o,~) 

o~ ~ o pareourt la cat6gorie des hj'per-recouvrements de 

sont en correspondance biunivoque (EGA IV 7.8.3 (vii)). 

o XxoX ~ ~ donne donc un isomorphisme 

est s@parablement clos, A ° est un anneau strictement 

& l'anneau A ° . II s'ensuit que 

U o d'ordre 
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q+1 , et Hq(~ ° ,l~n) est un groupe fini. Par cons@quent, il existe 

un morphisme de hyper-recouvrements ~ o > ~I ° tel que le morphis- 

me induit 

H q ( ~  ° ,~n ) > Hq(v  ° ,~%n ) 

soit le morphisme nul. Posons ~ = ~o xxoX . Alors 

HR(V° ,~n) ~-- Hq(V ,~n ) (m@me raisonnement que pour ~o), done 

H q ( ~  , ~Ln) ~ Hq(V , ~n ) 

est @galement le morphisme nul, cqfd. 

D6monstration de 1.5 • Ii suffit de trouver des A ° -alg~bres finies 

B? , C? et des A -isomorphismes 
J J 

]3 ° ~AoA ~ . 0 " BO 

C~ ~AoA ~ C. 
J 

En e f f e t ,  ~ a p r ~ s  ( [ 3 ]  1 . 4 )  l e  morph i sme  B .  ~ C. e s t  i n d u i t  p a r  
J 3 

un morphisme B~ > C~ , done l'ouvert W. c Speo B. est induit 
J J 0 

par un ouvert W~ C Spec B° o De plus~ lee U -morphismes entre lee 
J J 

W. sent induits par des morphism~s entre lee A -alg@bres B. , done 
J J 

( [3] 1.4) par des morphismes entre lee B° ~ done par des U ° - 
J 

morphismes des W0 • Ii s'ensuit que lee W~ ferment l'ensemble des 
J 

composantes eonnexes d'un objet simplicial ~o au-dessus de U ° qui 

induit ~ ~ et on volt imm@diatement que o'est un hyper-reoouvrement 

de U ° 

Or 1.4 (ii) implique bien que C est induit par une A ° - 
J 
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alg~bre Cq , comme on v@rifie facilement (*). Pour B., il suffit de 
J J 

trouver un polynSme unitaire f~(Y) ~ A ° [Y~ tel que les deux A - 
d 

alg~bres 

A E Y ] / ( f j )  et A ~ Y ~ / ( f ~ )  = A ~[AoA° ~ Y ] / ( f ~ )  

soient isomorphes. En effet, A ° EY~ l(f~) est alors r@duit, st on 

prend pour Bq le normalis@ (EGA IV 7.8.3 (vi)) de A [Y~/(f~) 
J 

L'anneau Bq ~AoA est encore normal (EGA IV 7.8.3 (vii)) et bira- 
J 

tionel g B , donc @gal ~ cet anneau. 
J 

D'apr~s 1.4 (i), l'id@al I C A engendr@ par d. est 
0 3 

induit par un idgal de k [[xl, ..., Xr_ I]] [Xr] (th. de pr@p. de 

Woier trass [5] dono par id@a   lus, 
3 

A/Ij est une k [[xl, ..., Xr_1] ] -alg~bre finie, donc est isomorphe 

Ao/I~ . Ce dernier anneau est donc complet, et par cons4quent, 

l'anneau compl@t@ I~ -adique de A ° est complet et isomorphe & A 
J 

On peut dono trouver un polynSme unitaire fq E A ° [ Y] tel que dans 

, on 

f. ~ fq (modulo d.2rad A) 
8 ~ J 

D'apr~s ( [3~  , 1 .3) ,  A [ Y S / ( f j )  ~- A [Y~ / ( f ~ )  , d'o~ le  lemme. 

2. Le cas d'un anneau strlctement local. 

Le th~or~me est le sulvant : 

(@) En effet, 1.4 (ii) implique que C. est fini sur k[[X I .... Xr_l]], eta 
J 

fortlorl sur A , et il suffit de prendre C = Cj avec la structure de 

A°-module obeenue ~ar restriction @es scalaires. 
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Th~orSme 2.1 (*). Soit A un anneau excellent, rg~lier, stricte- 

ment lee@l, d'~gales oaract6ristiques, et soit x un'~oaram~tre local' (**) 

de A . Soi  t U = Spec A ~I/xJ . Alors pour n premier & la carac- 

t~ristique de A , on a 

Hq(U' ~n) 

~(A) si q=O 

= ~/n si q = 1 

0 si q> I 

La d&monstration se fait par rgcurrenee sur q . Nous 

notens par P(N) l'~nono@ de 2.1 pour ies valeurs de q ~ N 

D'apr~s 1.3 , l'assertion P(1) est vraie. 

Lemme 2.2 . Supposons que P(N) soit vrai. Bolt A -4~ A' un mor- 

phisme local d'anneaux excellents, r6guliers, strictement locaux, 

d'~gales caract~ristiques. Soit [ xl, ..., x r} une partie d'un 

syst~me r~gulier de param&tres de A dent l'ensemble des images dans A est 

encore une~artie d'un sySt&me r~gulier de param~tres, Soient 

U ~ Speo A [ l /X1,  . . . ,  1 / X r ]  

U' = Spec A' [I/x~, ..., I/Xr~ 

Alors le morphisme c&nonique 

s~(v, ~) ~ ~q(v,, L~n) 

(~) D~pend de la r~solution des singularit4s (of. Introduction), 

(~s~) Par quoi on entend ici : 414ment faisant partie d'un syst~me 
r~gulier de param~etres. 
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est bijectif pour chaque q g N 

D@monstration. (*) R@currence sur r : L'assertion est triviale pour 

r = 0 . Bolt r > 0 st supposons que le th@or~me est d@montr4 pour 

r - I . Soient B = A/(x) , V = Spec A [I/xi, ..., I/Xr_1] , 

o Speo B [~/~I' '"' I/~r-I] (o~ on ~note par le m~me sxmbole 

l'image de x. dans B). I1 y a une immersion ouverte i ~ U > V 
i 

et Y est l'ensemble ferm4 oompl4mentaire, d@fini par l'@14ment x r 

En appliquant P(N) aux anneaux localis@s stricts de V 

en los points g@om@triques de Y , on trouve que 

(2.~)  R ~ i ( ~ n )  U t 
([~n)V sl q=o 

(~Jn)y si  q -  1 

0 si I <q~<N 

parse que oes localis@s stricts sont des anneaux r4guliers exoellents 

d'@gales car., et que l'@l@ment x est un param&tre local en chaque 
r 

point de Y 

Notons avec un "prime" les objets analogues d4duits de A' 

On trouve un morphisme de suites spectrales 

(*) Une d@monstration plus courte que cello qui suit, mais utilisant 

le formalisms du cup-produit, consisterait & montrer que sous l'hy- 

poth~se P(N), la cohomologie H~(U,~/n~) est, en dimension g N 

l'alg&bre ext4rieure (sur ~/n~) de HI(u,~/n~)~ (~/n~) r , ee 

qui ram~ne ~ @tablir 2.2 pour q = I ~ cas bien oonnu. Le calcul indiqu@ 

SOUS l'hypoth~se P(N) est explicit~ par exemple dans SGA 7. 
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E~ q = HP(V,R%~n) --~ ~P+Q(~,pn) 

Or il est @vident par 1.3 et 2.3 que le ohangement de base 

V < g V' induit un isomorphisme 

~ n ~ n 

pour q 4 N (ce n'est que pour q = 0~I qu'il y a quelque petite 

chose & v@rifier). Par suite~ l'hypoth~se de r@currence, appliqu4e 

au morphisme 

~ a ( v , ~ )  ~ s q ( v ' , ~ )  , 

implique que ~ ~q est un isomorphisme pour q = 0 et p ~ N 

De m@me, on peut appliquer l'hypoth~se de r@currence au mor- 

phisme d'anneaux B ) B' - ce sent des anneaux r@g.~ exeo~ str. 

lee., d'ggales oar.~ et les @l@ments Xl, ..., Xr_ I ferment une par- 

tie d'un syst&me de param~tres° Done 

Hq(Y,?n) 7 ~ H q ( y , , ~ n  ) si q ~ N 

~isque (~n)Y ~ (~/~y , il s'ensuit que ~q est 4galement 

bijeetif pour p ~ N et pour q = I 

que Rqi ~ n = Rqi' ~ n = 0 si I < q 4 N , on fait 

troupe E~ : ~ = 0 si ~ < ~ ~ ~ , et ~e morphis~e ~e suites 

spectrales se r4duit done pour I ~ m 4 N & un morphisme de suites 

exactes 
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Hm-2(Y,Z/n)---~ Hm(V,~n)~ Hm(u, ~n)-~ H m-1 (Y,~n)---> H m+1 (V, ~n ) 

. 

Or on a d@j& vu qua a , b , d sont bijectifs, et il s'ensuit que c 

est injectif . Pour d4montrer que c' es~ surjectif, il suffit de 

d@montrer que le morphisme 

Hm(U,~n) e > Hm-!(y,~/~ 

est surjectif pour m ~ N 

$oit k C A un corps sgparablement olos arbitraire,et soit 

A ° = k [Xl, ..., Xr} le hens@lis4 de k ~[Xl, ..., Xr] & l'origine. 

Alors les hypoth&ses de 2.1 sont satisfaites pour le morphisme 

A ° ~ A et pour les @l~ments x . Avec les notations @videntes, 
1 

on a un carr@ commutatif 

Hm(u° ' ~n) e° Km-1 ) (yo, ~/n) 

leo i o 

et on sait d@j~ que la fl@che d e est bijective. Ii suffit ainsi de 

d4montrer que le morphisme e ° est surjectif. On est donc ramen@ (en 

laissant tomber les o) ~ v@rifier la surjectivit@ dans ls cas 

. . . ,  

Pour cet anneau, qui est limits de sch@mas lisses sur k , 

on avait d@montr@ le th@or~me de purer@ dans XVI 3.7. On a 
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pour chaque q > I , et par cons@quent une suite 

)Hm-1(Y,~/n) ---~ Hm+1(V,~n ) f> Hm+1(U,~m) 

I . La surjectivit6 de e @quivaut donc ~ l'in- 

so~t z = ~peo ~ { x  1, . . . ,  ~r-~ t [I/~I, " " '  ~/~r-1] 

morphisme Speo k [Xl, ..., x ) ~ Spec k {xl, ..., Xr_1] 

par l'inclusion d'anneaux est acyclique. C'est l'acyclicit@ locale 

d'un morphisme lisse (XVI I.]). Puisque l'ouvert V de 

Speck (Xl, .., Xrl est l'image inverse de Z , le morphisme 

Hq(z,~) > Hq(V,~n) 

est bijectif pour chaque q (XV 1.3). II suffit donc de d6montrer 

• Le 

donn@ 

que le morphisme 

est injsctif pour chaque q 

Or k ~Xl, ..., Xr] 

@tales au-dessus de 

est limite inductive d'anneaux A0~ 

cet anneau. Par cons@quent, U est 

UO~ = Spec AC~ [I/xI~ ..., I/Xr] , et 

point Xl = x2 = "'" = Xr = 0 

limite projective des ouverts 

Hq(u,~,,n) = lim ) Hq(u~ ,~4,,n) 

on a 

Nais puisque ~ [ ' / ~ r ]  est lisse au-dessus de l'anneau hens61ien 
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k [Xl, ..., Xr_j} 

on voit imm@diatement que la 

admet des sections. Donc Uoc 

et il s'ensuit que 

, et que la fibre ferrule de A~I/xj est non-vide~ 

k {xl, ..., Xr_ II -alg~bre A~:I/Xr] 

admet des sections au-dessus de Z , 

est injectif pour chaque q ~ donc que 

est aussi injectif, d'o: le lemme. 

Lemme 2.4 • Supposons que P(N) soit vrai. Soient A .... ~ A' un 

morphisme r@gulier (EGA IV 6.8.1) d'anneaux excellents, striotement 

locaux, d'@gales caract@ristiques (pas n4cessairement r@guliers)~ e t 

U C Spec A un ouvert qul est r4gulier. Soit U' = U Xspeo ASpec A' 

Alors pour n premier & la ear. r4s. de A , le morphisme 

est bijeotif pour q ~ N 

D@monstration. Soit f ~ X ~ Spec A une r@solution des sin~mlari- 

t@s de Spec A telie qus l'~u~ert U de Spec A se rel~ve en un ou- 

vert i : U --~ X , et que l'ensemble ferm@ Y = X - U soit pure- 

ment de eodimension Iet & intersections transversales. Notons par tna 

' le changement de base induit par A ----~ A' . Le morphisme 

g : X' ~ X est r@gulier (EGA IV 6.8.3), donc f' : X' ~ Speo A' 

est une r@solution de Spec A , i' : U'. ) X' une immersion ouverte, 
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et Y' = X' - U' est purement de codimension I, ~ intersections trans- 

versales. Tous ces sch@mas sont excellents. 

Soit p' un point de X' et p son image dans X 

Puisque Y est & intersections transversales dans X ~ il existe 

des 414ments x1~ ..., x r ~ 0X~ p tels que [x1~ ..., Xrl soit une 

pattie d'un syst~me de param~tres de OX~ p et que 

Spec OX, p ~ Y = V(xl, ..., Xr) . De plus~ il r@sulte imm4diatement 

du fait que g : X t ~> X est r4gulier que les images x' i des x i 

dans OX, p , forment une partie d'un syst&me de param&tres de oet 

anneau, et qu'on a Spec OX, p ,~ Y = V(x'I, ...~ x' r) 

Soit B' le localis4 strict de Ox,,p , en un point g~o- 

m4trique p au-dessus de p' , et soit B le localis@ strict de 

OX, p au point g@om4trique de X correspondant (ce sont des anneaux 

excellents (EGA IV 7°8°3 (ii), 7.9°5)). Soient 

U~ = Spec B[1/Xl, ..., I/Xr] , U¢ = Spec B'[I/x'1, . ° o ~  I/X'r] 
P 

Lemme 2.2 est applicable~ et on d4duit que les morphismes 

(~) Hq(U~,~n) > Hq(u'~,~An ) 

sont bijectifs pour q ~ N 

Caloulons les faisceaux Rqi ~ n , Rqi' ~n pour les im- 

mersions ouvertes i : U ~ X et i' : U' ) X' : la fibre 

(Rqi' ~n)~ au point g4om@trique p n'est autre que Hq(U'~,~n) 

(VIII 5)" De mGme, (Rqi ~n) ~ = Hq(U~,~n ) .Donc (~) implique que 

les morphismes de changement de base 
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sont bijectifs pour q ~ N 

D'apr~s le th4or~me de changement de base pour un morphisme 

propre (XII 5-5), on a (puisque X et X' sont propres au-dessus 

des spectres d'anneaux strictement locaux~ et que les fibres fermges 

de X et X' sont 4gales) 

quel que soit le faisceau de torsion F , pour chaque q . Par con- 

s4quent, (~a~) implique que dans le morphisme de suites spectrales 

~$~ -- HP(x,R~i ~) ~ ~P+q(~, ~n) 

E , p a  = HP(x',Rqi' ~n) .~- HP+q(U,,~n) 

les flGches ~ ~q sont bijectives pour chaque q ~ N 

facilement que cela implique que ~ est bijectif si q 

p+q ~ N+I . Par consequent, le morphisme des aboutissements 

• On voit 

N et 

est bijectif pour m ~ N , d'oG le lemme. 

Le lemme suivant achevera la d@monstration de 2.1 : 

Lemme 2.5. P(N) zzz>P(N+I). 

D~monstration. Soient A strictement local, r~gulier, excellent, 
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d'@gales caract@ristiques, x 6_ rad A un param6tre local, 

U = Spec A~/x] . Soient Ale compl@t@ de A , ~ l'414ment image 

de x , U = Spec All/x] , et g : U ---> U le morphisme canoni- 

que. Ii suffit de d~montrer qu'on a 

g~( ~n)u 

(2.6) 
Rqg~n = 0 

En effet, la suite spectrale de Leray 

donnera des isomorphismes 

Hq(u, ~ n )  "" > 

pour q ~ N , et une suite exaote 

0 

Mais on sai~ dgj& que P(1) 

__~ (Z~.An)u et 

si 1 4 q 4 N 

est ~Tai (I.3), et il s'agit done de d@- 

montrer que Hq(u,/un) = 0 si I < q ~ N+I . On peut ainsi rem- 
^ 

placer A par A , qui est isomorphe & un anneau de s@ries formelles 

~ k [[Xl, ..., Xr] ] avec k s@parablement closet ~ = X r • On 

a trait4 ce cas dans 1.2 . 

Verifions ~ono (2"6) : 1 e fai t q~ g~(~)U ~ (~I~) U ~'e~t 

que l'assertion de (2.3) pour q = 0 . Rappelons que Rqg~n est 

le faisceau assoei@ au pr4faisceau ~q , o~ 
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pour V ~ U 4tale. Ii suffit de prendre V s@par@ et de type fi - 

ni~ alors V est somme de schemas int~gres, et il suffit de regarder 

de tels V . Soit B le normalis@ de A dans le corps des fractions 

de r(V,Ov) . Alors Best une A -algebre finie (EGA IV 7.8.3 (vi)) 

et on voit immgdiatement que V est un ouvert rggulier de Spec B 

e t  q~e V e s t  l ' o u v e r t  co r r e spondan t  de Speo ~ , OU ~ = B ~AA 

Ii s'ensuit que les hypoth&ses de 2.4 sont satisfaites pour l'ouvert 

V~ Spec B , et pour le morphisme B ~ B • On a donc 

N . Or le faisceau associ4 au pr@faisceau V ~ > Hq(v, ~n) pour q 

est 4videmment nul, d'o~ le lemme. 

3. Puret@. 

NOUS adopterons une terminologie analogue & oelle de Xl~ 3 : 

D@finition ~.I . On appelle couple r@gulier (Y,X) de codimension c 

une immersion ferm4e i : Y ~ X de sch@mas localement noefh@- 

riens r@guliers tel que pour chaque y ~ Y on ait codimy(Y,X) = c 

(alors il exists un voisinage ouvert X' de y dans X et des sec- 

tions xl, ..., x c ~ r(X',Ox) qui engendrent l'id@al de Y , et qui 

forment une pattie d'un syst&me r@gulier de param~tres de X en chaque point 

d_~e Y~ X'). On note U = X - Y , et j : U ---> X l'immersion ou- 

~erte o o r r e s p o n d a n t e .  
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Un morphisme (Y',X') ~ (Y,X) de couples r@guliers de 

codimension c est un morphisme X' --~ X tel que Y' = Y xxX' 

On d@finit d'une fagon analogue @vidente la notion de triple r@gulier, 

de morphisme de triple r@gulier, etc ... 

Th@or@me ~.2 (*). (Puret@ cohomologique) Soit (Y,X) un couple r@~ 

gullet de codimension c > 0 , o2 X est un pr@sch@ma excellent d'@- 

gales caract@ristiques. Soit F un faisceau sur X localement cons- 

tant de groupes c~91iques d'ordre n premiers & la caract@ristique 

d_~_e X • Alors 9n a, dans la notation d~ (V 4, VIII 5) 

( X , F )  = ( R q i ! ) F  = 0 s i  q / 2c , 

(Rq j . ) j%  ' = o  ei q/0, 2o-1 , e~ 

2c (X,F) = i~(R2c-lj.)j*F Hy 

est un faisceau localement constant de groupes cycliques d'ordre n sur Y. 

D@monstration. (cf, XVI 3.7). On volt imm@diatement qu'on a 

Hq (X,F) = 0 si q = 0,1 

D'apr&s (V 4.5) 

(Rqi~)F ( x , F )  i ~ ( ~ - ~ j ~ ) j ~  s i  q > 1 , 

done les assertions pour les trois faisceaux sont @quivalentes. Puisque 

les assertions sont locales sur X pour la topologie @tale, on peut 

(*) D@pend de la r@solution des sin~alarit@s (cf Introduction). 
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supposer Rue F = ~n 

Pour le cas c = I , le calcul des fibres (VIII 5) de 

(RqJ~)j~ ~n nous ram~ne & la situation envisag@e dans 2.1 ~ d'oG 

((RqJ~)j~ ~n)~ { ~/~ siSi qq > = 11 

pour chaque point g@om@trique y de Y . Puisque ces faisceaux sont 

nuls en dehors de Y en tout cas, cela d@montre l'assertion pour 

q > I . Pour q = I (= 2c-I) , on applique le crit~re de (IX 2.13 

(i)) et le calcul explicite de 1.3 • 

Le cas c > I se traite par r~currence (cf. XVI 3.7) : 

Soit (Y,X) un couple r~gulier de codimension e > ~ . D'apr~s la 

d@finition, il est clair que, loealement sur X , on peut trouver 

un triple r@gulier (Y,Z,X) oh (Z,X) est de codimension I et 

(Y,Z) est de codimension c-I . Soient 

y _ U > Z 

\ /  
les immersions ferm@es. On a la suite spectrale 

E~q = (RPu!)(R%!)F > (RP+qi!)F 

Par hypoth~se de r@currence, (Rqv!)F = O si q / 2 

lement constant etc ... si q = 2 

currence, appliqu@ au morphisme u 

et est loca- 

• Donc, encore par hypoth~se de r@- 

, (RPu!)(R%!)F = 0 si 

608 



- 22 - XIX 

(p,q) # (20-2,2) et est loc0 const,  etc ... s i  

d'o~ le r@sultat pour l'aboutissement (RP+qi!)F 

(p,q)  = (20-2,2) 

, oqfdo 

3.3. Ii reste maintenant ~ d@terminer les faisceaux localement 

constants de (3.2) ~ isomorphisme canoni~ue pr&s. Nous introduisons 

pour chaque pr~sch@ma S les faisceaux localement constants 

(pn ~r) S = le produit tensoriel r -i~me du faisceau (~n)s au- 

dessus du faisoeau constant d'anneaux ~ • Posons aussi 
S 

(~n ~O)s = (~/n)3 . On constate imm@diatement que si n est inver- 

sur S , alors (~n ~r)s est un faisceau lcealement constant sible 

de groupes cycliques d'ordres n • On a des formules du type 

(~n ~r) ~ (~n ~s) = (~n ~r+s) , et si S' ---> S , alors 

(~n ~r)s, est canoniquement isomorphe & l'image inverse sur S' de 

(~n ~r) S . Nous omettrons souvent le symbole S s'il n'y a pas de 

confusion & craindre. 

Soit (Y,X) un couple r6gulier de codimension I , et sup- 

posons que Y soit d@fini par une @quaticn x = 0 . On a la suite 

exacte de faisceaux 

o ~ (~)x > j~(O_m) ~ ~ ~y----> 0 , 

d'o~ en appliquant (1.3), des isomorphismes canoniques 

(3.3.1) (R1J~)~n) ---~ j~(G_m)u/(J~(G_m)u)n ~ (~/n)y , 

qui ne dgpendent @videmment pas du choix de x . Par consgquent, on 

a un isomorphisme canonique 

(3-3.2) 7 : ~ /n > (R~i ! )~Am. ~--- i (R J~)[~'n 
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Th4or&me ~.4 (*). $9it C la famille des couples r6~uliers de sch@- 

mas excellents~ d'ggales oaraotgristiques, ii existe une fonotion st 

une seule ~ donnant pour cheque couple r4gul%er (Y~X) de codi- 

mension c un isomorphisme (dit canonique) de faisceaux 

2c ~o) = (R2Oi ! ~o 

tel que ~ satisfasse aux conditions suivantes 

(i) Si c = I ~ et si Y est d6fini dams X par une 6quation 

x = 0 , alors ~ est 18 morphisme (3.3') 

(ii) ~ est compatible avec les morphism~.s de couples lisses~ 

o'est-A-dir¢, si (Y'~X') ---> (Y~X) ~st un morphisme, soit g~Y'--~ Y 

le morphisme induit. Le diagramme de Y' -faisceaux 

Zg/n ~(Y',X')~ (R2Ci')~m ~{c 

~c 

est commutatif (cs qul implique en particulier que la fl@ehe verticale 

de droite est un isomorphisme)° 

(iii) Transitivit@ ~ soit (Z~Y,X) un triple r6guli.er~ o'est-~- 

dire~ un diagramlae co mmutatif d'immersion ferm6e de pr6sch@mas r@gu- 

liers etc o..~ 

(*) D@pend de la r4solution des singularit6s (cf. Introduction). Ce th6or&me 
peut @tre consid6r@ aussi comme la conjonction de 3,2 et de la th~orie 
de variance de Exp XVIII par ies "classes fondamentales locales", o~ on 
4tudie des homomorphismes ~(Y,X) (pas n6cessairement bijectifs) pour 
Y localement intersection compl~te dams X. 
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V 
Z -- .~ Y 

< 5  
X 

Soient a,b,c les codimensions de u,v,w respectivement (donc c=a+b)o 

On a un isomorphisme 

• p,~ ,), (R2~,,')pn ~'a ~ ~n ~b 

La sui,,,te spectrale (RPv!)(Rqu!)F -~ (RP+qw!)F donne un isomorphisme 

, (~2b~') (~2~u~)~ ~° > (R2°-~)p, n 

On obtient ainsi un......diagramme...d'isomorphi.smes 

(3.4.~) 

=/~ ~<"~'Y) > (R2bv') ?n ~b 

(R2°~')~ ~c < ....... } (~2~v:)(~2~u')?,~o , 

et l'assertion de transitivit@ est que ce diagramme est commutatif. 

D@monstration. La d@monstration de l'existenoe et l'unioit~ se fait 

par r4ourrence sur la codimension c . Pour c = I , on d4finit le 

morphisme ~ looalement avec (3.3.1) Puisque ce morphisme ne d@pend 

pas du ohoix du param~tre x ~ on obtient un isomorphisme ~ pour 

chaque (Y,X) de codimension I par recollement, et il est clair, 

d'apr~s la d@finition du morphisme et de 1.3 , que le ~ ainsi cons- 

truit satisfait & (ii). La transitivit@ n'intervient pas pour c = I 
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Supposons maintenant que l'existence et l'unicit@ sont d~j& 

d@mont~@es si la codimension est ~ c , et que c > I . En appli- 

quant l'hypoth~se de r@currence, on constate imm6diatement que dans 

la situation de 3.4 (iii) les trois fl6ches de 3.4.1 qui sont d@j& 

d@finies, i.e. ~(Z,Y), ~ , ~ sont compatibles avec les morphis- 

mes de triples r@guliers. Posons dans cette situation 

~(Z,Y,X) = ~ q~(ZJ) , 

est @galement compatible avec les morphismes de triples. 

(Z,X) est un couple r@gulier de codimension c > I , on peut, 

0 <codim(Y,X) < c • 

est ind@pen- 

pour la c o -  

donc 

Or si 

localement sur X , trouver un triple (Z,Y,X) avee 

Tout revient donc& d~montrer que la fl@che ~ (Z,Y,X) 

dante de Y . En effet, cela d@montrera l'unicit@ de 

dimension c , et l'existence r@sultera par recollement. 

Si (Z,Y,X) est arbitraire tel que codim (Y,X) > I , on 

peut, localement sur X , trouver un triple r@gulier (Y,W,X) oh 

la codimension de (W,X) est @gale & I. Par une chasse de diagramme 

de transitivit@, que nous laissons au lecteur, on se ram&ne dono & 

v@rifier l'ind@pendance de Y lorsque (Y,X) est de codimension I. 

Soient (Z~Yo,X) et (Z,YI,X) deux tels triples. 

I1 suffit de fairs la v@rification fibre par fibre, et on est donc 

ramen@ au cas X strictement local, et Y. d@fini par une @quation, 
i 

disons fi = 0 (i=0,I) . Soient X = Spec Ox[t ] , Z = Z x~ , et 

Y le sous-sch~ma ferm@ de X d@fini par l'@quation 

(fl - fo )t + fo = 0 

612 



- 26 - XIX 

Alors ~ est @videmmsnt rggulier en les points au-dessus des sections 

{too} o, de  oit 0 so oenso b o 

form@ (EGA IV 7.8.3 (iv)) de Y des points oh ~ n'est pas r@gulier, 

et remplagons ~,~,Z par X - C , Y - C , Z - C~Z respective- 

mont. Alors (Z,~,X) est un triple r@gulier, et los sections li 

donnent des morphismes de triples 

(Z,Yi,X) > (Z,?,X) (i=0,1) 

Soit F = (R2Cwi)~n ~c le faisoeau sur Z . Crest un 

faisceau localement constant, isomorphe & ~/n (par l'un ou i'autre 

des isomorphismes ~ (Z,Yi,X) , et on oonstate imm@diatement que le 

faisceau F = (R2C~!)~n~C sur Z est l'image inverse sur Z de 

F . Puisque les fibres de Z----~ Z sont connexes non-rides et que 

> Z est lisee, donc ouvert, il s'ensuit que le morphisme d@duit 

S°(Z,F) ~ H°(Z,~) 

est bijectif, donc que chacun des morphismes 

(~) H°(Z,F) > H°(Z,1 F) 

I{°(Z,F) 

/ 

Ho(z,F) 

est bijectif, donc que 6 ~o = ~I 

Or donner un isomorphisme d'un faisceau F avec ~/n @qui- 

rant & donner une section globale (image de I) qui est un ggn@rateur. 

Soient ~ ' ~i les sections globales de F , F donn@es par les 
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~ (z,?,~) , ~(Z,Yi,X ) respectivement. Pui sque 

est compatible avec les morphismes, le diagramme (~) im- 

o I 

~ ( Z , Y o , X ) -  Y(Z,Yl,X ) , oqfd. 

4. Aoyclicit4 locale d'un morphisme r4gulier. 

Th@or~me 4.1 (*) (acyclicit@ locale). Soit g : X' ) X un mor- 

phisme r@gulier (EGA IV 6.8.1) de sch@mas exoellents d'@gales ca- 

ract@ristiques. Alors g est universellement localement ac~clique 

pour n premier & la caract@risti~ue. 

D@monstration. L'hypoth~se @tant stable par changement de base de type 

fini~ il r@sulte aussitSt de XV~.13 iV qu'il suffit de prouver que 

g est localement acyclique pour n . Appliquons le orit~re deXV 1.17 : 

Soient x' un point g4om@trique de X' et ~ le point g@o- 

m4trique de X correspondant. II r@sulte imm@diatement de la d@fini- 

tion de morphisme r4gulier que le morphisme des localis@s stricts en 

ces points induit par g est encore r4gulier. On est donc ramen4 au 

cas oG X = Spec A et X' = Spec A' sont strictement locaux~ g et 

un morphisme local, et d'apr&s XV 1.17 il suffit de d4montrer que 

(*) D4pend de la r@solution des singularit@s (of. Introduction). 
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les fibres g4om4triques de g sont acycliques pour n . En rempla- 

9ant X par un sous-sch@ma ferm@ int~gre e~ X' par le ferm@ cor- 

respondant, on se ram~ne au cas de la fibre g@om4trique g4n4rique 

X'- . Prenons ~ = Spec K o~ K est la clSture s4parable du corps 
x 

de fonctions rationelles sur X o Alors on a 

= lim U~ 

o~ U S paroourt une cat@gorie filtrante de X -sch@mas @tales con- 

nexes, qu'on peut supposer r@~uliers (EGA IV 7.8.3 (v)). Soit B~ 

le normalis@ de A dans le corps des fonctions rationnelles R(U~ ) • 

Posons U' = X'XxU~ et B' = A'~AB ~ . Alors U~ est un ouvert r@- 

gullet de Spee B~ et B~ --9- B~ est r@gulier, donc par 2.3 

Hq(~ , l~n) ~ Hq(u k ,[~n ) 

T, donc pour chaque q . Or la fibre X'- est limite des U~ , 
x 

~c 
- -  

~S 

si q > 0 , cqfd. 

Corollaire 4.2 (ehangement de base par un......morphisme r@gulier). Soit 

X < . .g X' 

Y ~ g y, 

un diagramme c.art@sien, g ~ Y' ---~ Y @tant un morphisme r@gulier de 

pr@soh@mas exoellents d'@gales caract@ristiques ~ f quasi-compact et 
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quasi-s@par@. Alors pour cha~ue faisceau F ab@lien de torsion pre- 

mier ~ la caract@ristique, les morphismes de chan~ement de base (XII 4.2) 

sont bijectifs pour chaque q ~ 0 

Cela r@sulte de 4.1 et be XVI 1.1 . 

De 4.1 et XV 1.17 on d@duit imm@diatement 

Corollaire 4.3 • Soient A un aneau strictement local excellent 

d'@gales caract@ristiques, et f : X --~ $pec A un morphisme. Soit 

A ~ A' un morphisme r@gulier, of~ A' est @galement strictement 

local, excellent, d'@gales caract~ristiques. Notons par un ' le 

changement de base induit par A -~ A' . Pour chaque faisceau de 

torsion F sur X , premier ~ la caract@ristique de A , on a 

Hq(X,F) ~ b  Hq(X',F ') 

pour chaque q ~ 0 

Ce corollaire s'applique notamment dans le cas o~ A' est 

le compl@t@ A de A (Dans ce cas, on peut d'ailleurs remplacer 

l'hypoth~se "A strictement local" par "A local hens@lien", comme 

on oonstate imm@diatement .) 
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5. Th@or&me de finitude. 

Th@or~me 5.1 (*)(finitude). Soit f : X ---> S un morphisme de type 

fini de sch@mas excellents d'@gales caract@ristiques, et soit F 

un faisceau ab@lien de torsion premier ~ la caract@ristique sur X , 

est un faisceau constructible. Alors les _ _ (Rqf)F sent @galement qui 

constructibles pour ehaque q 

Ce r@sultat g@n4ralise le th@or~me de XVI 5 - ~  • La d@mons~ 

tration est A peu pros la mGme : on applique le r~sultat de puret@ 

3.2. au lieu de XVI 3.7 - 

Corollaire 5.2 • Soit A tun anneau excellent strictement local 

d'@gales caract~ristiques et f : X ~ Spec A un morphisme de type 

fini. Bolt F un faisceau ab@lien sur X de torsion premier ~ la 

caract@ristique de A , et constructibleo Alors les Hq(X,F) sent 

des groupes finis pour ch~.que q . 

6. Dimension cohomolegique des morphismes affines. 

Solt f : X ---> Y un morphism~ de type fini de pr@sch~mas 

excellents~ et F un faisceau sur X . Rappelons quJon a d@fini 

(XIV 2.2) ~uu entisr 5(F) clans le cas o~ Y est local. On peut donc 

(*) D~pend de la r~olution des singularit~s (cf. Introduction). 
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regarder 6 oomme fonction 

sant 

5 (F,f) sur un Y arbitraire, en po- 

( 6 . 0 )  5 ( F , r , y )  ~ ~ ( ~ ' )  , 

ou Y' = Spec 0y,y , X' ~ Y' est le morphisme d@duit de f par 

is chang~ment de base Y' -~ Y , et F' est le faisceau image 

inverse de F sur X' 

On ale r@sultat suivant, qui g@n@raliae XVI 3.1 

Th@or~me 6.1 (*)° Soit f ~ X --~ Y un morphisme affine de type 

fini, o~ Y est un sch@ma excellent d'@gales caract@ristiques~ et 

soit F un faisceau abglien de torsion sur X . Alors Rqf F est 

nul en chaque point y ~ Y tel que ~ (F,f,y) ~ q 

La variante locale, 4videmment @quivalente ~ 6.~ , est la 

suivante : 

Th@or~me 6.1 bis (*). Soient A un anneau strictement local excellent 

d'ggales caraot@ris~iques, et f : X ~ Y = Spec A un morphisme 

affine de type fini. Soit F un faisceau de torsion sur X . Alors 

~ ( x , F )  ~ o ~ q >  5 ( F )  

Rappelons (X 5.1) qu'il n'y a pas d'int@rGt clans de ~lles 

assertions pour les F de p -torsion, oh p est 4gale & la carac- 

(*) D@pend de la r4solution des singularit@s (of. Introduction). 
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t@ristique. On peut donc supposer F premier & la caract@ristique. 

On ale corollaire suivant : 

Corollaire 6.2 . Soit A un anneau hens@lien, excellent, d'@gales 

caract@ristiques, & corps r@siduel k , et soit U C Spec A un ou- 

vert affine. Soit ~ IP . On a 

cd~ U ~ cd k + dim A 

En effet, soit ~ le iocalis@ strict de A , qui est un 

revGtement @tale galoisien infini, de groupe G = G(~/k) , et soit 

l'ouvert affine de Spec A induit de U . En appliquant la suite 

spectrale d'Hochschild-Serre (VIII 8.4) 

HP(G,Hq(U,.)) ~ HP+q(u,.) 

on se ram6ne & traiter le cas A = ~ , et alors c'est un cas sp@cial 

de 6.1 bis . 

Avec les notations ci-dessus, soit R(A) l'anneau des fonc- 

tions rationnellss sur A . On a Spec R(A) = lim U~ oh U~ est 

un ouvert affine de Spec A . I1 r@sulte donc de la th@orie de pas- 

sage ~ la limite qu'on a 

Corollaire 6.B . Soit 

ques, ~ corps r@siduel 

tionnelles sur Spec A 

k hens@lien excellent d'@gales oaract@risti- 

k . Soit R(A) le corps des fonctions ra- 

• Alors pour ~£ P , on a 

calR(A) ~ cadk + aim A 
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avec l'@galit4 si ~ est inversible dans k , et si de plus ~ ~ 2 

ou k n'est pas ordonnabl~° 

L'@galit@ dans le dernier cas r@sulte de X 2.4 • 

Enfin~ en appliquant X 1.2, 4.4 ~ on trouve 

Corollaire 6.4 . Soient X un sch4ma noeth6rien excellent d'4gales 

caract@ristiques, et R(X) l'anneau des fonctions rationnelles sur 

X . Soit ~ C ~ inversible sur X , et supposons qu 9 ~ / 2 o__u_u 

qu' auoun corps r@siduel de X ne soit ordonnable. Alors 

g 

D~monstration de 6.1 . On commence p~r une r@duction analogue & celle 

de XIV 3 . R@currence sur 6 : Ii est clair que 6.1 pour 5 ~ d 

@quivaut ~ (6.1 his) pour 8 ~ d . Pour 8 = 0 ~ c'est trivial° 

Traitons le cas 8 g I , sous la forme 6.1 bis . Puisque F est 

limite de ses sous-faisceaux constructibles (IX 2.9 (iii))~ on peut 

supposer F construotible, et alors le support de F est oontenu 

dans un ferm@ ZC X avec 8 (z) ~ I pour chaque z @ Z (XIV 2.2). 

Chaque composanteirr@ductible r@duite Z de Z est alors, ou bien 
l 

un sch@ma affine de type fini de dimension~1 au-dessus du point ferm@ 

y de Y , ou bien un sch@ma quasi-fini au-dessus d'un sous-sch@ma 

ferm@ r@duit C de Y de dimension I. Dans ce dernier cas, on a 

C = Spec B o~ B est un anneau int&gre strictement local de dimen- 

sion I. Un tel sch@ma Z est le spectre d'un anneau int~gre stric- 
l 

tement local, de dimension ~ I ~ ou d'un corps fini au-dessus du corps 

des fractions de B .Donc la dimension cohomologique de Z. est au 
l 
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plus @gal & I en tout cas, d'apr&s X 2.3 et IX 5.7 • On a une suite 

exacts 

o > F ..... >,~r~ F. > e .... b 0 
1 1 

oh. F .  est la restriction de F ~ Z. , d'o~ on tire le r4sultat 
1 1 

pour Z 

Supposons maintenant que le th6or~me soit d@montr@ pour les 

valeurs de 8 < d , et prouvons-le pour 8(F) $ d ~ Supposant d)2 

I = Spec OyLt j Lemme 6.5 . Ii suffit de traiter le cas oh X = ]Ey 

est l'espace affine de dimension I, et oh Y est strictement local. 

La d@monstration est celle de XIV 4.2 : II est clair qu'on 

peut supposer Y strictement local, et que 8(F) ~ d o I1 faut 

d6montrer que Hq(X,F) = 0 si q > d . On peut plonger X dans 

N N R4currence sur N IEy , done il suffit de traiter le eas X = ~y . 

Consid@rons le diagramme 

N g ~ N-I 
my . By 

2" 

de sorte que EN y est l'espece affine de dimension I sur EN-Iy 

En appliquant l'hypoth6se de r6currence et la suite spectrale de Leray 

on voit qu'il suffit de d4montrer que 
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Cela veut dire que si z 6 ~N-I est un point tel que 5 (z) > d-q 

alors Rqg F = 0 au point z . Mais l'hypoth~se de rgourrence sur 

N s'applique au morphisme g , ot on a done Rqg F = 0 au point z 

si 8 (F,g,z) < q . Ii suffit ainsi de d4montrer l'in@galit@ 

(F,g,z)  + 6 ( z )  ~ ~(F)  

Nous laissons ce plaisir au lecteur. 

Lemme 6.6 . Pour d6montrer 6.1 pour les valeurs de 8 ~ d , il 

suffit de d@montrer ceci : Soit B un anneau local complet normal 

d'@gales caract4ristiques et de dimension d . Soit U C Spec B un 

ouvert affine. Supposons qu'il existe un @l@ment x £ rad B qui est 

inversible sur U . Alors 

Ce lemme est d'ailleurs un cas sp@cial du corollaire 6.2 . 

D@monstration (cf. XIV 4.4) o D'apr~s 6.5 , il suffit de traiter 

I Consid@rons le diagramme le eas Y strictement local et X = Ey . 

1 i 1 ~ y  > Py 

Y 

I I 
o~ Py est l'espace projectif et ]Ey est d@duit de ~ I en enlo- 

rant la section Y ~ l'infinio Soit F un faisceau de torsion sur 

]E I , avec 8 (F) ~ d . On a la suite spectrale 
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F pour ~ ~ 0 sont oonoentr@s sur la section Y qui Or ies Rqi co 

est isomorphe & Y . Puisque Y est strictement local, il s'ensuit 

que HP(ipI,RqiF) = 0 si p > 0 et q > 0 . De plus, d'apr&s 

XII 5.3 , on a HP(~ I,i F) = 0 si p > 2 . Comme on veut d~mon- 

trer que Hn(]EI,F) = 0 si n > d , et que d ~ 2 , il suffit 

de d@montrer que 

H°(pI,Rqi F) = H°(Yoo,Rqi F) = 0 si q> d 

F au point Yoo g l'in- Ce groupe est isomorphe ~ la fibre de Rqi 

fini de IP I dans la fibre ferm@e. 

Or il sufflt (VII 3.3 et IX 2.9 (iii)) de traiter le cas F 

constructible. Alors puisque 8 (F) ~ d , il existe un sou~-sch@ma 

ferm~ X de IP I avec dim X ~< d tel que X contienne le sup- 

port de F • Soient Spec A = ~ le localis@ strict de X au point 

Yco ' ~ = ~ - ~ x~ Yco , et Fle faisceau induit de F sur U 

Notons que U est d4duit de X en localisant par rapport & un @l@ment 

x £ [~(X,Ox) • On a 

(Rqi Yoo - 

q 
I1 suffit ainsi de d@montrer que H (U,F) = 0 , si q> d , pour 

chaque faisceau de torsion ~ sur 

On peut maintenant appliquer IX 5.6 , avec 

on trouve qu'il suffit de d@montrer que 

~:~= 8 ~ et 

~(v,=/~) -- o ~i ~> ~ (v) 
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pour ohaque V fini et int&gre au-dessus de U et pour ~ inver- 

sible. Soit ~: ~ ~ V le normalis@ de V . On a la suite exac- 

te 

o --~ (m/~)v - " > ~ ( ¢ / ~ ) V  " ~  c - ~  o 

aveo 8(C) < 8(V) ~ et on tire de cela (par r@ourrence sur 

qu'il suffit de prendre V normal. 

5 ) 

Soit B le normalis@ de A dans le corps des fonotions 

rationnelles sur V . Alors B est un anneau strictement local excel- 

lent d'@gales caract@ristiques, et V est un ouvert affine de Spec B~ 

obtenu en localisant par rapport & x . Soit B le compl@t@ de B , 

et V l'ouvert induit (qui est obtenu de Spec B en loealisant par 

rapport & l'image de x dans B). D'apr&s 4.3 , on a 

On est donc ramen6 k dgmontrer que 

~ q ( V , ~ / 2 )  = 0 s i  q > ~ ( V )  = d i m  B = d i m  B .. 

Par hypoth&se de r6ourrence, le th6or~me est vrai si 8 (V) ~ d , 

donc le th6or&me 6.1 bis s'applique dans oette situation. 

Par cons@quent, il suffit de traiter le cas dim B = d , et puisque 

est normal, on est dans la situation du lemme,d'o~ le r~sultat. 

6 . 7 . 0 .  On va d'abord d~montrer 6.6 sous des hypotheses suppl@men- 

taires, si B est de caract@ristique p > O . Soient A un anneau 

@quidimensionel, complet~ d'@gales caract@ristiques et k ~ A un 

corps tel que A/rad A soit une extension finie de k o On dit que 
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la k -alg~bre A est formellemen! s@parable s'il existe une sous- 

k -alg~bre de A de la forme k [[xl, ..., Xn] ] tel que le morphis- 

me Spec X ~ Speck [Ix ]] soit fini et @tale au point g@n@rique 

de S p e c k  [ [ x ] ]  (x  = ( x l ,  . . . ,  Xn) )  • 

Lemme 6,7 • Soit k c B un corps au-dessus duquel B/rad B soit 

finie. Sous l'hypoth~se de r@currence sur d ci-dessus, la conclusion 

de 6.6 est valable si les hypotheses de 6.6 sont satisfaites et si 

de plus l'une ou l'autre des conditions suivantes est satisfaite : 

(i) k est de caract@ristique 0 . 

(ii) Ii existe un ~l@ment x ~ tad B qui est inversible sur U 

et tel que B = B/(x) soit une k -alg&bre formellement s4parable. 

D4monstrationo Choisissons des @14ments x I = x, x2, ..., x d de 

tad B tels que {xl, ..., Xdl engendre un id@al primaire pour rad B . 

Alors B est une A -alg~bre finie, o~ A = k[[Xl, ...~ Xd] ] , et 

est la k [ I x 2 ,  . . . ,  Xd] ] = X - a l g ~ b r e  B/x1 B . Comme dans  l e  

cas (ii) B est analytiquement s@parable, on peut dans ce cas choi- 

sir les @l@ments x2~ ...~ x d d'une telle maniTre que B devienne 

une k [Ix2, ..., Xd] ] - alg&bre g@n@riquement @tale. Alors il s'en- 

suit imm@diatement que B est @galement une A -alg&bre g@n@riquement 

@tale, ce qui est aussi vrai, bien entendu, dans le cas (i). 

Soit b @ B un @l@ment qui engendre l'extension de corps 

R(A) sur k((x)) . Soit e C k [[x ]] le discriminant de l'@quation 

u n l t a i r e  i r r 4 d u o t i b l e  de b a u - d e s s u s  de k [ [ x ] ]  . D a n s  l e  o a s  ( i i ) ,  

on peut choisir b de fagon que x I ne divise pas ~ . Ecrivons de 
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plus Spec B - U = V(xl) ~ Y ~ o~ Y ne contient aucune comgosante 

irr@ductible de V(Xl) . Soit C l'anneau P(Y,Oy) ~ o~ on prend 

Y avec sa structure induite r@duite. En ohangeant au besoin les 

x2, ..., x d , on peut supposer que V(Xd) n'est pas eontenu dans 

l'image de Y dans Spec A ~ et que de plus dans le cas (ii) V(Xd) 

n'est pas contenu dans V(~) 

Lemme 6 .8  . S o i t  ...... Ao = k [ i x 1 ,  . . . ,  X d _ l ]  ] ~Xdt l e  l o c a l i s @  s t r i c t  

a e k [ [ x  I ,  . . . , ~ a _ l } ]  [xaJ anpoint  ~ =~2  . . . . .  = ~ = o  

Sous les conditions ci-dessus, il existe une A ° -alg~bre B ° , un 

ouvert affine U ° C Spec B ° , et un isomorphisme A ZAoB ° ~ B 

tel que l'ouvert de Spec B induit de U ° soit U 

La d@monstration de ce lemme est analogue & celle de 1.5 : 

il suffit de trouver des A ° -alg~bres B ° , C ° et des isomorphis- 

mes A ~AoB ° ~ B ~ A ~AoC ° ~ C , parce qu'alo~,s il existera 

( [3 S I.%) un morphisme (surjectif) et un se~l B ° ~ C ° qui in- 

duise le morphisme B ~ C . On prend dono 

U ° = Spec B ° - ~(Speo C ° ) U V(xl) I , et on constate imm@diatement 

que U est induit de U ° . L'existence de C o ~ et de B ° dams io 

cas (ii), se prouve comme dams Io5 • L'existenoe de B ° dams le 

cas (i) est cons@quence de ( E3] 5oi).(0n peut aussi le d@montrer 

directement en appliqu~nt le lemme de Abyankhar & la ramification Ze 

l o n g  de { x  1 = O} , e t  d e s o e n t e ) .  

Nous pouvons maintenant achever la d@monstration de 6.7 • 

En appliquant encore une fois 4.3  ~ on trouve que 
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Hq(u, m/~)  = HR(UO, m / i )  , 

XIX 

d'oG il rgsulte qu'il suffit de d@montrer quece dernier groupe est 

nul pour q > d . Or Spec A ° est limite de sch@mas affines et 4- 

tales au-dessus de k [[Xl, ..., Xd_ I ]][Xd] ,donc Spec B ° est 

limite de sch4mas de type fini au-dessus de Speck [[Xl, ...~ xd_1] ] 

aont cheque fibre set be dimension ~ I. Puisque U°C Spec B°[I/xl] 

on a 

U ° = lim U ° 

oG U ° est affine de type fini au-dessus du soh@ma 

V ° = Speo k [[xl, ..., Xd_1] ] [I/xi] et oN cheque fibre de 

est de dimension ~ 1 

U o /V o 

Soit fo : U o ) V ° le morphisme structural. Puisque lee 

fibres de f° sont toutes de dimension g I , on a pour v ~ V ° 

8 ( ~Z/ i, fo~ , v) ~ dim Ov°,v + I -4 d-1 

(paroe Rue dim Ovo,v ~ d-2). L'hypoth~se de r@currence sur d est 

dono appliquable au morphisme fo , et on trouve, en appliquant 6.1 

Rqq~(~/~)=o aupoint v si q> dimOvo,v+1 , 

i.e. si R> a-aim~ . Don° Rqq~(m/~)~O anpoint 

pliRue RUe dim ~ ~ d-q . Done pour l'inclusion 

i = vo .....> Spec k [Ix I, ..., ~d-1]] (of (6.0)) on a 

V ira-- 

6 ( R q q ~ ( = / ~ ) )  ~ e-q , 

et l'hypoth~se de r6currence~ sous la forme 6.1 bis ~ appliqu@e ~u 
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morphisme i , impiique que 

La suite spectrale de Leray 

E~ q ~ HP(Vo,Rqf° (~/~)) > HP+q(u°,2~/ ~) 

implique done que Hn(u~ , m/ ~) = O si n 5 d , et comme 

limite des U ° ~ on trouve que de mGme 

Hn(u ° ,2Z/ ~) = 0 si n> d 

XIX 

U ° est 

Ceci ach~ve la d@monstration de 6.7 ,donc du th@or@me 

6.1 en caract@ristique 0 

7. Morphismes affines - fin de la d@monstration. 

Rappelons que pour terminer la d@monstration de 6.1 en 

caractgristique p > O (toujours sous l'hypoth~se de r@solution), 

on s'@tait ramen4 par 6.6 & d@montrer l'assertion suivante pour 

d ~ 2 : 

Lemme 7.1 . S oit B un anneau local complet, normal , d'@gales oarac- 

t~ristiques, & corps r4siduel s4parablement clos, et de dimension d . 

Soit U C Spec B un ouvert affine tel qu'il existe x ~ rad B qui 

soit inversible sur U . Alors 
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Hq(U,~/~) = 0 si q ) d 

De plus, par hypoth~se de r6currence, on peut su~oser ~ue 

6.1 soit vTai pour les valeurs de 8 < d , et que 7.1 soit d@- 

j& d6montr@ dans le cas particulier 6.7 (ii). 

Notcus d'abord que la condition que B soit normal n'est 

pas importante. En effet, soient B arbitraire, ~ : B --~ B le 

normalis@ de B , et ~ ~ Spec B l'image inverse de U • On a une 

suite exacte 

o > (m/~)u--> ~(m/z)~ ~c ~ o , 

oG la dimension du support de C est ~ d ,donc Hq(u,c) = 0 si 

q > d-1 • Puisque Hq(U, ~ .) = Hq(~,.) (VIII 5.6), on voit que 

Hq(U,~/ £) = 0 si q > d @quivaut 

(7.2) 

~(V,m/~) =o si q>d . 

?.3.0. On va rappeler bri&vement et sans d@monstration des propri4- 

t6s de la notion de s@parabilit4 formelle dont nous avons besoin. Le 

lecteur peut consulter (EGA IV 18.11.10, 18.11.11): Soit A une k-alg~bre 

locale noeth~rienne compl~te dont le corps r4siduel soit une exten- 

sion finis de k ~ et notons A' le compl@t@ de l'anneau local 

A ~k k' (oG k' = k I/p) . Alors l'extension A ~ A' est radicielle 

(4ventuellement infinie), comme on volt facilement - c'est l'exemple 

bien connu de Nagata. I1 est donc inoffensif pour le calcul de la co- 

homologie @tale de remplaeer A par A' (VIII I). 

Or la condition sur une alg~bre A 4quidimensionelle de dl- 
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mension d d'Gtre formellement s~parable, c'est-&-dire, d'6tre une 

extension finie g~n~riquement ~tale de k [~x1,...,Xd] ] , s'exprime 

en termes du module ~ I A/k (EGA IV 18.11.10), ou du crit~re ja- 

cobien (EGA~v 22.6, IV 7.1) ~) , et on voit que si A n'est pas 

analytiquement s~parable, alors la k' -~lg~bre A' n'est pas r~- 

duite. On peut par exemple se r@duire pour la d~monstration au cas 

o~ A est donn~ par une ~quation f = 0 , f ~ k ~Xl,...,Xd+1] ] 

et appliquer le crit~re jacobien et le lemme suivant dent nous lais- 

sons la d@monstration agr6able au lecteur : 

Lemme 7.~ • Soit f(x1~...,Xn) ~ k [[x1~...,Xn] ]une s~rie formelle. 

Suppos£ns que pour cha~ue i = 1,...,n il existe un ~l~ment inver- 

sible u i ~ k [[Xl,...,Xn] ] tel que uif soit une s~rie en xiP et 

en les Xl,...,xi_1,xi+1,...,x n • Alors il existe un ~l~ment inver- 

sible v ~ k [[xl,...,x n]] tel que 

~f ~ k [[xlP P , ..., x n ]] 

Ii en r~sulte faeilement qu'en appliquant un nombre fini de 

fois le proc~d~ de remplacer (A,k) par (~',k') , o~ A' est le 

normalis~ de A' , on se ram~ne & la situation ou A est bien for- 

mellement sgparable. De m~me, on peut d@montrer que pour un x6rad A 

donn~, l'anneau (A/(X))r~ d deviendra une alg~bre formellement s~pa- 

table par le mGme proegd~, appliqu~ & l'alg&bre A 

En appliquant VIII 1.1 et 7.2 , on trouve 

Corollaire 7.4 °II suffit de demontrer (7.1) sous la condition sup- 

plgmentaire que B contienne un corps k au-dessus duquel B/rad B 

soit finie, et tel que la k -alg&bre (B/(X))r~ d soit formellement 

(*) Le oorgdacteur de ce s~minaire n'est pas parvenu & ~lucider la si- 
gnification de eette rgf~rence a une situation qui lui semble bien dif- 
fgrente, et la justification de l'assertion qui suit. Ao G. 
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s@parable. 

La d@monstration de 7.1 dans ce cas consiste en une r@- 

duction au cas particulier qu'on a trait@ dans 6.7 (ii) ; 

Avec les notations de 7.1 , 7.4 , soit 

i 

le diviseur de x , de sorte que chaque X. soit un sous-sch@ma ir- 
l 

r@ductible ferm@ de 8pec B de codimension I qui est formellement 

s@parable au-dessus de k (c'est-&-dire, tel que B/~ (Xi) soit une 

k -alg&bre formellement s@parable~ ~ qui @quivaut d'ailleurs & l'as- 

sertion que (B/(X))r@ d soit formellement s@parable). Choisissons 

y ~ rad B tel que l'on ait 

oh 

D(y) (ri-1)X i + r 
i 

ne contient aucun X i ) et consid6rons l'6clatement 

f : Z > Spec B 

de l'id@al (x)y) . Les spectres des anneaux B[y/X] et B[x/y] 

forment un recouvrement ouvert affine de Z 

Soit B I le localisg strict de B[x/y] en l'id6al maximal 

engendr@ par (rad B, x/y) . Pour chaque point ferm@ Q de la fibre 

ferm@e de Spec B[y/x] --~ Spec B , notons AQ le localisg strict 

de B[y/x] en Q ) et UQ l'ouvert affine de Spec AQ image in- 

verse de U 

631 



- 45 - XIX 

Lemme 7.5 . Pour d~montrer 7.1 pour l'anneau 

dgmontrer que pour q > d ( ~ 2) on___~a 

(i)  q(Speo , ° 0 

et 

(ii) HR(UQ, ~/ ~ ) = 0 pour chaque Q 

B , il suffit de 

D~monstration. On a des immersions ouvertes 

 peo 

donc un diagramme 

i Spec B [ y / x ]  U 

Z 

Si Q est un point ferm@ de la fibre ~erm@e de Spec B[y/x] .... ~Spec B , 

on a (Rqi ~/ ~)Q = 0 si q > d , par hypoth~se. Pour chaque point 

P de Speo B[y/x] qui n'est pas ferm@ dans la fibre ferm@e de 

Spec B[y/x] ~ Spec B , on a 8(F,i,P) < d , oG F = (~/ i)U 

(notation de (6.0)). Donc en appliquant l'hypoth~se de r~currence et 

6.1 au morphisme i , on trouve que pour le morphisme 

Spec B[y/x] -~ Spec B on a 

(Rqi 2Z/ ~) ~< d-q 

Par consequent, l'hypoth~se de r~ourrenoe sous la forme 6.1 bis , 

appliqu~ ~ ce dernier morphisme, implique que 
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sP(speo B[y/x] , R~i~/~) ~ o 

si q > 0 et p > d-q . Avec la suite spectrale de Leray 

E~ q = HP(speo B[y/x] ,Rqi2~/ ~) > HP+q(u,~/ ~) , 

on se ram~ne, pour la d6monstration de 7.1 , & dgmontrer que 

~P(SpeoB[y/Q,im/~)~o si p>a . 

On a une suite exaote 

(7.6) o--> m/i ~ i(m/~)u--> c ) o 

oG 6(C) < d . II suffit done (encore par rgeurrence) de d~montrer 

que 

(7 .7 )  ~PIspeo B [ x / ~ ]  , m / O  = o s i  p > d 

Or l ' i m m e r s i o n  ouve r t e  Spec B[y /x  3 J ~. Z e s t  obtenue  

en enlevant de Z le sous-ensemble ferm~ C "& l'infini", et 

stidentifie dans l'autre ouvert Spec B[x/y] de Z ~ l'o~vert 

C = V(x/y) . Les Rqj ~ / ~ sent eoncentr~s sur C , st le morphis- 

me C ~ Spec B est une immersion ferm~e° Par consequent, on a 

HP(z,Rqj ~/ ~) = 0 si p et q ~ O . Puisque la fibre ferm~e de 

Z - ~ Spec B est de dimension Iet que ce morphisme est propre, 

XII 5.3 bis implique que HP(z,j ~/ ~) = 0 si p > 2 . La suite 

spectrale 

donne done des isomorphismes 
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si q > 2 ~ oG P est le point "& l'infini" de Z . Ces fibres ne 

sont autres (VIII 5) que 

D'apr~s 7.7 , il suffit done de d~montrer que ces derniers 

groupes sont nuls si q > d ( $ 2). On a une suite exacte analogue 

7.6  

que 

qui, jointe ~ l'hypoth~se de r6currenoe montre qu'il suffit 

S~(SpeoBI[X/~ ],=/2)~0 si ~> 

d'oG le lemme. 

D~monstration de 7.5 (i). 

Consid~rons l'ensemble ferm4 C = V(x/y) de Spec B[x/y] 

avec la structure induite r4duite. On volt imm~diatement que l'immer- 

sion ferm~e de C dans Spec B induite par le morphisme Z -->Spee B 

identifie C au sous-sch4ma ferm4 X = U X. de Spec B . Puisque 
l 

D(x) ~ Z rix i 

l'~l~ment x/y 

rique de X. 
l 

parce que B 

sp~o B[~/y] - ,  Speo B 

p o i n t ,  e t  t ' ~ l~men t  x / y  

D(y) = Z ( r i - 1 ) X  i + ~ , 

engendre l'id~al ~ (Xi) looalement au point g~n~- 

, oG l'anneau local est un anneau de valuation discrete 

est normal° Par eons@quent, le morphisme 

est un isomorphisme au voisinage d'un~l 

s'annule avec 1 'ordre I sur chaoune des 
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composantes irr@ductibles C i (correspondant ~ Xi) de C 

Puisque l'ensemble ferm@ C se rel~ve ~ Spec B I , cela 

reste vrai si l'on remplace l'anneau B~x/y] par B I ,donc 

B1/(x/y ) est un anneau complet qui est une k -alg~bre formellement 

s@parable. 

Pour d@montrer 7.5 (i), on peut d'abord appliquer 4.3 , 

qui permet de remplacer B I par son compl@t@ BI , ce qui n'affecte 

pas l'anneau B1/(x/y ) . D'apr~s 7.2 , on peut de plus remplacer 

BI par son normalis@ BI . Puisque B I (donc BI) est d@j~ r@gu- 

lier aux points g@n@riques des C i , le morphisme Spec B1-~Spec BI 

est un isomorphismeen ces points~ donc B1/(x/y) est encore une k - 

alg&bre formellement s@parahle. On est ainsi ramen@ au eas particulier 

6.7 (ii), d'oG le r@sultat. 

D@monstration de 7.5 (ii). 

Choisisson~ le point Q de la fibre ferm@e de 

Spec B[y/x] ~ Spec B . Le localis@ strict AQ s'@crit comme limite 

AQ = lim A 

o~ A parcourt une cat@gorie filtrante d'anneaux @tales et de type 

fini au essus de  [y/x I Soit I ouvert affine Speo A 

image inverse de U . Puisque x est inversible sur U A ~ le mor- 

phisme U A ~ Spee B est @tale~ et U A est normal. Par cons@quent~ 

si l'on d@note par C le normalis@ de B dans le corps R(A) des 

fonctions rationnelles sur A ~ on a une immersion ouverte 

U A ) Spec C 
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Ii suffit (VII 5.7) de d@montrer que pour chaque A , l'image de 

Hq(UA,m / ~) dans Hq(uQ,~/ i) est nulle si q > d . Puisque x 

est inversible sur UQ , le morphisme UQ ~ Spec A se factorise 

& Spec All/f] , si f ~ B est un @l@ment arbitraire par rapport 

tel que f soit divisible par x dans B[y/x] et que f/x ne 

s'annule pas au point Q o I1 suffit ainsi de d@montrer que pour un 

tel f convenable, on a 

o~ ~A,f ~ ~A - V(f) est l'o~vert affi~e d~ Sp~o AO/~ ] 

aussi un ouvert affine de $pec C 

, qui est 

Bolt c ~ k un @igment tel que y/x + c ne s'annule pas 

en Q , et soit J l'id@al dans 

Alors si 

B de l'ensemble ferm@ ~dl X 

(7.8) f _--- y+ ox ( ~oa ~) N>o , 

l'@l@ment f satisfait & la condition ci-dessus : En effet, on volt 

imm@diatement que dans Speo B[y/x] on a V(J) = V(x) .Donc (7.8) 

implique bien que f est divisible par x ~ d'oG 

f/~-~- y/x+ o 

Puisque J s'annule en Q , et que 

ceci d@montre notre assertion, 

(mod J) 

y/x + c n'est pas nul en Q 

Or F ~ X est un sous-ensemble ferm@ de Spec B de co- 

dimension 2 . Par cons@quent, on peut choisir un f satisfaisant & 

(7.8), appelons-le z , tel que V(z) N V(y) soit @galement de co- 
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dimension 2. Choisissons aussi des @igments x3, ..., x d tels que 

y~z,x3~ ...~ x d soit un systems de param~tres de !'anneau B . Alors 

B , donc C aussi~ est une k[[y,z,x3, ..., Xd] ] -elg~bre finis. 

Soit C ° le normalis4 de k [[y,z,x3, ..., Xd] ] clans la 

clSture s4parable de k ((y,z,x)) dans le corps des fonetions ration- 

nelles R(C) , de sorte que C soit une extension radicielle de C ° , 

et que C ° soit une extension g@n@riquemont @tale de k ((y,z,x)) 

( o ~  x = x3, . . . ,  Xd) 

Choisissons une oombinaison lin@aire 

f = az + by (a,b ~ k) , 

telle que le morphisme 

s~oo co - - .  Speo k [ [ ~ , X , x ] l  

soit @tale au-dessus du point g@n~rique de V(f) , et tel que f/x 

ne s'annule pas en Q dans Spec B[y/x] . Ii suffit de d@montrer que 

Eq(u A, f ,  ~ / ~ ) ~ o  s i  q >  d , 

done (VIII i.I) de d@montrer que 

~q(uoA, ~, ~ / ~ )  = o  ~i q ~ d  9 

o~ U°A, f est l'ouvert de Spec C ° correspondant ~ l'ouvert UA, f de 

Spee C , qui est un ouvert affine, comme on volt par descents (EGA IV 

2.7.1 (xiii)). Mais par construction, l'@l@ment f de C ° est inver- 

sible sur UOA, f , et C°/(f) est une k -alg&bre formellement s@pa- 

table. On est done ~ns la situation de 6.7 (ii), ce qui ach~ve la 

d@monstration de 7.5 (ii), donc de 6.1 
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