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1. Introduction.

Dans le n° 4 nous démontrerons que la cohomologie étale & valeurs
dans un faisceau localement constant de torsion cofneide avec la cohomologie
classique pour un schéma X lisse sur Spec €. La démonstration, qui est
egssentiellement celle donnée dans [1], est élémentaire & partir du théoréme
de Grauert rappelé plus bas (4.3 (iii)), qui dit que chaque revétement fini
de X(¢) provient d'un revétement étale de X ; c'est pourquoi on la donne ici,
bien qu'on prouvera un résultat plus complet plus tard, en utilisant le
théoreme de résolution des singularités de Hironaka [3] (¥). De plus, les

bons voisinages construits dans la section 3 pourraient &tre utiles dans

(*) Notons d'ailleurs que la résolution des singularités de Hironaka permet
également de donner une démonstration trés simple du résultat de Grauert,
et & ce titre peut 8tre considérée comme étant de toutes fagons & la base
des théorémes de comparaison. Voir 2 ce sujet 1'exposé de Mme M. Raynaud
dans SGA 1 XII (North Holland Pub. Cie).
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d'autres situations,
Notons qu'il n'est pas vrai que la cohomologie étale et la coho-
mologie classique cofncident pour les faisceaux qui ne sont pas de torsion.

Par exemple, on a Hl(Xe o,Z) = 0 pour tout schéma normal X (IX 3.6 (ii)),

t

mais la cohomologie classique n'est pas nécessairement nulle,

2. Existence de sections hyperplanes assez générales,

Le résultat suivant est classique mais on manque de référence

(en attendant EGA V)

n
k

ment de dimension r. Soit V' le sous-schéma ouvert des points de V lisses

Théoréme 2.1, Soit k un corps et V<P un schéma algébrique projectif pure-

: ; . n
sur Spec k et soit P un point ratiomnel de P , Alors

n
(i) Un sous-espace lindaire "assez général" L de dimension donnée d de TP

coupe V transversalement en chaque point de L N1 V',

(ii) Soit {Hl,...,HS} (s £ r) un systéme d'hyperplane de degré d = 2 passant

par P et soit Y = Hlﬂ v ﬂHS, s8i {Hl""’ﬂs} est assez général, alors Y

coupe V transversalement en chaque point de Y N V',

La locution "pour un sous-espace linéaire assez général' veut
dire qu'il existe un sous-ensemble ouvert dense U de la grassmannienne qui
paramétrise les sous-espaces lindaires de dimension d, tel que 1'assertion
envisagée sur L soit vraie chaque fois que le paramétre de 1 est dans U.
Cela n'implique donc pas qu'il existe un tel L (défini sur k), si k n'est

pas défini. De méme, les hyperplans de degré d passant par P sont paramé-
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Lok . . N .
trisés par un espace projectif P, et la locution "pour {Hl,...,HS} assez
P . . . N.s
général" veut dire qu'il existe un sous-ensemble ouvert dense U de (@ )
tel que l'assertion envisagée soit vraie chaque fois que le paramétre de

(Hl""’Hs) est dans U,

Démonstration (i) : Par récurrence on est ramené immédiatement au
cas ot L est hyperplan, Soit (V&) un recouvrement fini ouvert de V', Si
1'assertion (i) est vraie quand on remplace le symbole V' par V¢ quel que
soit v, c'est aussi vrai pour V', parce que l'intersection d'un nombre fini
de sous-ensemble ouverts denses est également ouvert et demse, On peut done
remplacer la situation par un schéma algébrique affine, disons

VCEH = Spec k [x

" .,xn]. L'hyperplan L sera l'ensemble des zéros d'une

'ERE

équation linéaire
n
L{x) = a + a,x,

Rappelons qu'un schéma lisse est localement intersection compléte.

On peut donc remplacer V' par un sous-ensemble ouvert de points de V tel

qu'il existe des polyndmes fl(x),...,fn_r(x) qui s'annulent sur V et des
indices 1 < iy, <n (v =1,,..,n-r) tels que le déterminant
Bfi
“g}f‘ (i,v =1,.,.,n-1r)
Iy
soit inversible. Disons jv =v (v =1,...,n-r). Alors on peut résoudre

les équations

n~r
- 3f,

yj £ i 1
i=1 axj
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pour ¢ comme fonction rationnelle des variables L yj
(i=1,...,0-r) ; j =1,...,n), et ces fonctions ci(x,y) sont définies
en chaque point de V'

Or dire que L coupe V transversalement en un point Q de V'

revient 4 dire que la valeur de la matrice

°h et
Bx1 an
of of
n-r -1
Bxl axn
a e a
L A

en Q est de rang n-r+l. Donc pour que L coupe V transversalement en chaque

point de V' il faut et suffit que le systéme des r+l équations

n-r 3¢
aj = 2 °y (x,a) - i (i = n-r+l,...,n)
=T %,

n'ait aucune solution sur V', Une telle condition est évidemment construc-
tible en (a) : Soit X = V'XA, ol A est 1'espace affine de coordonnées
a,.-58, et soit YC X le sous-ensemble fermé des solutions de ces équa-

tions. La condition est que la fibre de Y/A soit vide, ce qui est bien une
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-5 - XI

condition constructible (EGA IV 9.5.1). Il suffit donc de vérifier que la
fibre au-dessus du point générique de A est vide, ce qui se voit immédia-

tement sur la formé des équations. Ceci ach&ve la démonstration de (i),

(ii) : Considérons 1'application rationnelle P —~>QPN donnée par le sys-
téme linéaire des hyperplans de degré d (d = 2) passant par P. Il est bien
connu (et on le vérifie aisément) que c'est un "éclatement'de P, donc donne

une immersion localement fermée
n N
£:p -{p} ——>mp

Soit v" = v' - ({PY Nv'), v = F(V") et soit L, 1'hyperplan de BV corres-
pondant aux hyperplans Hi (1 =1,...,8). Alors V" est isomorphe a V", et
d'aprés la définition de f, dire que Y coupe V" transversalement revient

a dire que Ll n...n L, coupe V" transversalement. En posant ¥V = adhérence
de V", on est ramené & l'assertion (i) pour V, qui implique (ii) avec V"

au lieu de V'. Il reste donc & considérer le point P, si c'est un point
lisse de V., Mais il est évident que si {Hl""’Hs} est assez général et P

est lisse sur V, alors Y coupe V transversalement en P, d'ol le résultat

3. Construction des bons voisinages.

Définition 3.1. On appelle fibration élémentaire un morphisme de schémas

£ : X —> S qui peut &tre plongé dans un diggremme commutatif

i

X ] Y

+h
|
el
09
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-6 ~ X1

satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) j est une immersion ouverte dense dans chaque fibre, et X = X - Y.

(ii) f est lisse et projectif, & fibres péométriques irréductibles et

de dimension 1 .,

(iii) g est un revétement étale, et chaque fibre de g est non-vide.

On vérifie facilement qu'un tel plongement de X est unique s'il

existe, & isomorphisme canonique prés.

Définition 3.2. On appelle bon voisinage relatif 2 S un S-schéma X tel qu'il

existe des S-schémas

et des fibrations élémentaires fi : Xi —> Xi 1

Proposition 3,3, (*) Soit k un corps algébriquement clos, X/Spec k un schéma

lisse, et x € X un point rationnel. Il existe un ouvert de X contenant x

qui_est un bon voisinage (relatif 3 Spec k).

Démonstration., Prenons X irréductible. Par récurrence sur dim X =

il suffit de trouver un voisinage U de x dans X et une fibration élémentaire
f:U—>V, avec V lisse et de dimension n-1. En effet, il existera un
voisinage V' de v = f(x) qui est un bon voisinage, et on pourra prendre
U' = U N V' comme bon voisinage de x.

On peut supposer X cE" affine, Soit Xo 1'adhérence de X dans P .

Soit X le normalisé de Xo et Y =X - X, avec la structure induite réduite.

(*) Ce résultat s'étend sans difficulté 2 une assertion semi-locale.
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Soit de plus 5§ C X le sous-ensemble fermé des points singuliers. On a
ST Y et
dim X = dim X = n,

dim Y

i}
]
I
o

dim S € n-2.

Plongeons X dans un espace projectifﬁTN, au moyen d'un faisceau

inversible L qui soit de la forme ﬁgr avec M trés ample et r 2 2, Tl existe

N

alors des hyperplans Hl""’Hn—l de P, ot Hi est 1'ensemble des zéros de
522
a, X =0 B
556 iv vV
gui contiennent x et tels que l'intersection L =H, N...NH soit de

1 n-1

dimension N-n+l et coupe X et Y transversalement (2.1). L'intersection
X N L est une courbe lisse et connexe {cela résulte du théoréme de Bertini},

et Y N L est de dimension 0. Choisissons de plus un autre hyperplan

N
HO : E a, X, =0
v=0
tel que H_ coupe X N L transversalement et H NynNL=2¢.

s a4 . . N n-1 . .
Considérons la projection P ——> 1 obtenue en "introduisant

les coordounées projectives"
N
.= a, x
VT2 A
v=0 hY

C'est une application rationnelle définie en dehors du centre de projection

C = HO n...nNn Hn . Soit & : P’ ——%>]PN 1'éclatement de C, tel qu'on ait

-1
WN € p!
\ /TT
En—l

un diagramme
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o T est un morphisme. Soit X' € P' 1'image inverse "propre" de X, c'est-a-
dire, 1'adhérence de 6-1(§~(§ N €)). Puisque par hypothése C coupe X trans-
versalement, le morphisme X' ~—> X est un &clatement de 1'ensemble fini X N C.
Soient X' =X - X N ¢, qui s'identifie aussi & un sous-schéma ouvert de i',

et Y' = X' - X' le sous-schéma fermé avec la structure induite réduite. On

a un diagramme D de morphismes

X! S(_v y!

et je dis qu'il existe un voisinage V de v = £'(x) tel que la restriction
deD & V satisfasse aux conditions (i}, (ii), (iii) de (3,1), donc que f’fv
soit une fibration élémentaire. Cela achevera la démonstration,

La condition (i) sera triviale., Pour (ii), notons que X N L est
une courbe lisse par hypothése, et on voit immédiatement qu'on a un mor-
phisme biunivoque E'_l(v) ~—3 X N L induit par € . Donc (E'_l(v))red =>XNL
est bijectif. Pour vérifier que ' est lisse au-dessus d'un voisinage de v,
il suffit par le lemme de Hironaka (SGA 1 II 2.6 (*)) de vérifier qu'il est
lisse au point générique de ?'—l(v). En ce point, X' est isomorphe 2 X, et
le morphisme est lisse parce que L coupe ¥ transversalement,

I1 reste & démontrer que g' est étale dans un voisinage de v
{puisque Y est de dimension n-1, il est évident que chaque fibre de g' est

non-vide), On a Y' = e"l(Y)LLnl,u . UD_, ob Xncs= {Pl,...,Pr} et D, est

(*) et EGA IV 5.12.10.
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1'éclatement de Pi dans X . Chaque Di s'identifie a 6_1(Pi), et s'envoie
isomorphiquement sv.n"[}?nu1 est définie en chaque point de Y, et le morphisme
induit sur Y n'est autre que g’le_l(Y). I1 est étale au-dessus de v, car

1. coupe Y transversalement, donc g' est étale au-dessus de v,

4, Le théoréme de comparaison.

4.0. Soit X un schéma localement de type fini sur Spec € et considérons la
topologie usuelle sur 1'espace X(C) des points rationnels de X. On va noter

par Xcl le site des isomorphismes locaux f : U ~—> X{(@), c'est-a-dire,

des morphismes f d'espaces topologiques ayant la propriété suivante

Pour chaque x € U il existe un voisinage ouvert UX tel que f Ux
est un homéomorphisme de Ux sur un voisinage ouvert de f£(x).

Une famille {UV~—4> Ul de morphisme de Xcl est dit couvrant si U
est la réunion des images des UV.

Puisqu'une immersion ouverte est un isomorphisme local, on a un

morphisme (inclusion) de sites (IV )

(4.1) & 1 X . —» (@) CON
cl

Or pour chaque isomorphisme local U -3 X(g) il existe d'aprds la définition
un "recouvrement" de U par des ouverts de X(C), et on déduit de ( )
que les topos associés aux deux sites sont équivalents (par 8y). En parti-

culier on peut remplacer X(€) par X, pour le calcul de la cohomologie usuelle.

1

Soit maintenant f : X' —3 X un morphisme étale de schémas. Alors

f(¢) : X'(€) — X(C€) est un isomorphisme local. Cela résulte immédiatement

(*) Plus précisément, 1'inclusion de catégories Ouv(X(C)) —> X définit
un morphisme de sites (4.1) en sens inverse,
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- 10 - X1

du critdre jacobien (SGA 1 II 4.10) et du théoreme des fonctions implicites.

Le foncteur X' =3 X' (¢) donne donc un morphisme de sites

(4.2) € xc1 —> X, s

oft Xet est le site étale,

Rappelons les résultats suivants (¥¥)

Théoréme 4.3. (i) X est connexe et non-vide si et seulement si X(€) est

connexe et non-vide,

(ii) Le foncteur € est pleinement fidele.

(iii) ("Théoreme de Grauert-Remmert")., Le foncteur € induit une équivalence

de la catégorie des rev@tements finis de X{€), muni de sa topologie habituelle

d'espace localement compact, avec la catégorie des revétements étales de X.

Nous accepterons (i) comme connu. Il résulte par exemple de (GAGA)
[4]. L'assertion (ii) résulte facilement de (i). En effet, pour vérifier
1'assertion de surjectivité contenue dans (ii), soit ® : X'(€) —> X"(€)
un X(¢)-morphisme. On peut supposer tous les schémas connexes et affines,
donc séparés. Alors le graphe I' de @ est une composante connexe de X' XXX"(G),
d'ott T = Y(€) pour une certaine composante connexe Y de X’XXX”, par (i).
Alors Y est le graphe d'un morphisme £ : X' —> X" qui induit ¢, i.e. la
projection Y —> X' est un isomorphisme : en effet Y(g) —> X{(€) est un
isomorphisme, d'olt on tire facilement qu'il en est de méme de Y —> X'
(qui est étale, radiciel, surjectif !). Pour (iii) tout revient d'aprés (ii)

2 démontrer que chaque revétement fini de X(€) est de la forme X'(€) ol

(¥#*) Qui figurent dans 1'exposé cité en note de bas de page, p. 2.
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- 11 - XI

X' —>» X est étale.

Pour cela, on se réduit immédiatement par descente (SGA 1 IX 4.7)
au cas X connexe et normal. Le probléme est local sur X (pour la topologie
de Zariski), et on peut donc supposer X affine, Soient f : X —E" un mor-
phisme fini, et T' —> X(€) un revétement fini connexe. On constate immé-
diatement que le morphisme composé m' : T' —>E™¢) est un "revétement
analytique" dans le sens de ([2] § 2, Def. 3). D'apres ([21 § 2, satz 8)
s'étend 3 un "revétement analytique” 7 : T ——95?“(@), et il suffit de démon-
trer que 7 est induite par un morphisme de schémas £ : Y —p" convenable,
avec Y normal. Or le théoreéme fondamental ([2] § 13 Satz 42) affirme qu'il
vy a une structure canonique analytique normale sur T telle que T induise
un morphisme d'espaces analytiques. Puisque alors T} est un morphisme fini,
1'image directe du faisceau structural sur T est un faisceau O. d'algibres
analytiques cohérentes surﬁ?n. 11 résulte de GAGA L 4] que (L est le faisceau
analytique associé a un faisceau algébrique A sur En, et on prend Y = Spec A,

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant

Théoréme 4.4, Soit ¥ un schéma lisse sur Spec C.

(1) Il v a une équivalence entre la catégorie des faisceaux de torsion

localement constants constructibles sur Xe et la catégorie des faisceaux de

t

torsion localement constants, & fibres finies, sur Xc 1'équivalence étant

1°

S

t

* ==

donnée par les foncteurs quasi-inverses

{(ii) Soit F un faisceau de torsion localement constant, & fibres finies, sur

Xcl’ et notons aussi par ¥ le faisceau £,F induit sur X .. Alors

RYe,p=0  siq>0
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- 12 - XI

(iii) Avec les notations de (i), le morphisme canonique

q q
H (Xet,F) 3 (Xcl,F)

est bijectif pour chagque q, En particulier,

q ~ q
H (xet, Z/n) ———> H (Xcl, Z/a)

pour chaque 4.

Démonstration. Pour (i), notons que les faisceaux en question sont ceux
qui sont représentables par des revétements &tales de X (resp. par des
revétements finis de X(€)). Puisqu'il y a une équivalence entre les caté-
gories de ces revétements (4.3), 1'assertion (i) en résulte immédiatement,
L'isomorphisme de (iii) est conséquence de (ii) et de la suite spectrale
de Leray V 5.2 pour € . Il reste donc & démontrer (ii).

Or Rq €.F est le faisceau associé au préfaisceau GQqF, ol
(R (x") = u3(x! ,F) pour X' ~> X étale. Pour démontrer que R7 €,F = 0

si g > 0, on doit donc démontrer le suivant

Lemme 4.5, Soit & € Hq(Xcl,F) et x € Xcl = X{€). Il existe un morphisme &tale

X' —> X dont 1'image contient x et tel que 1'image de £ dans Hq(Xél,F) soit

nulle,

Démonstration du lemme. Récurrence sur n = dim X ; le probléme est local

sur X pour la topologie étale, et on peut donc supposer F constant, et par
dévissage on peut méme supposer que F =Z/n. De plus, en remplagant X par

un voisinage ouvert de Zariski de x, on peut (3.3) supposer que X admet

une fibration élémentaire (3.1) £ : X —3> S. Reprenons les notatioms de (3.1)
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- 13 - XI

par calcul direct, on voit que qucl*F =0 sig>1, que lech est

l'extension par O d'un faisceau constant sur Y et enfin que jcl*F est

cl’

le faisceau constant Z/n sur X . De plus, on peut calculer Rq?cl*(jcl*F)

fibre par fibre. De la suite spectrale de Leray

P4 _ o PF 9. ptq
B0 = RUE G (RTJ uF) ==> RTE yF

on déduit qu'on peut de méme calculer Rp+qfc1*F fibre par fibre, et donc que
o
R7E Z/n =Z/n

1 . .
R fcl* Z/n est un faisceau localement constant de torsion sur Sc

1,
RY¥ . Z/n = 0 sig>1
cl¥

La suite spectrale de Leray

P9 . 4P q p+q
ES H(s ), R fcl*F) => 1 (X _,,F)
se réduit ainsi a la suite exacte
3 q q q-1 1
) ... —H (8 ysfoquf) —> H (X |,F) —> H' "(5_,,R fcl*F) —

Soit s l'image de x dans §, Par hypothése de récurrence et grace a (i), il

existe pour chaque classe 7 € 84(s .,6) (G localement constant de torsion,

cl’
3 fibres finies) un "voisinage étale" §' —> S de s tel que 1'image de 7
dans Hq(Séi,G) soit nul. Or les foncteurs qucl* commutent évidemment aux
changements de base étales, et si §' —> S5 est un voisinage étale de s,
alors X' = X XSS’ —> X est un voisinage étale de x. Lorsque g 2 1 on ter-

mine donc grace 2 la suite exacte (*) en prenant d'abord G = lec #F et

1
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- 14 - X1
ensuite G = fcl*F . Lorsque g = 1, on note que Hl(XCl,lz/n )

(resp. Hl(X, Z/nZ)) classifie les rev@tements étales principaux de X
(resp. X), de groupe Z/nZ, donc en vertu de 4.3 (iii) 1'application

1
H (X, Z/nZz) —> HI(XCI, Z/nZ) est bijective, d'ol aussitdt le résultat

d'effacement 4.5 pour q = 1,

Variante 4.6. On peut aussi démontrer (4.5) de la manikre élégante suivante,
due a Serre : on remarque qu'un bon voisinage (3,2) connexe X satisfait

aux deux conditions suivantes :
(1) L (@) =0 si n> 1,
(ii) m (x(€)) est une extension successive de groupes libres de type fini.

En effet, si X —3 S est une fibration élémentaire ol S est un
bon voisinage, on peut supposer (i) et (ii) vrai pour § par récurrence. Or
X{(€) ——> 8(¢) est un espace fibré localement trivial, comme on voit aisé-
ment, & fibres isomorphes 2 XO(¢), ol X est une fibre arbitraire de X/S.
Or XO est une courbe non-singuliére connexe non compléte et il est bien
connu que cela implique que ﬁn(xo(¢)) =0 sin>1l, et que ﬂl(xo(c)) est
un groupe libre, Alors (i) et (ii) sont des conséquences de la suite exacte

d'homotopie

— T (X (8)) — u_(X(¢)) —> 11 _(s8(g) —>
o] 9] n n

Donc X(C) est un espace K(m,1), et cela implique que chaque classe
de cohomologie € € Hn(X(m),F) devient nulle sur le revétement universel
de X(€). Il suffit de démontrer que £ devient nulle déja sur un revétement

fini X' de X, ce qui revient au méme que de démontrer que mos ﬂl(X(G))
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est un bon groupe (cf, CG I 16), c'est-a-dire que le morphisme de ﬂl dans

son complété T, = lim 7 /N (o0&t N parcourt 1'ensemble des sous-groupes

1 “—
N 1
invariants de T, d'indice fini) induit une bijection,

1

Hq(ﬁl,M) - Hq<ﬂ1,M)

pour tout T -module fini M continu (o le symbole de gauche est la cohomo-

1

logie de T, en tant que groupe profini). Or une extension successive de

1
groupes libres de type fini est un bon groupe (cf. CG I p. 15-16, exc. 1,2),

d'oli le résultat.
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