
SGA 

EXPOSE XVIII 

LA FORMULE DE DUALITE GLOBALE 

par P. DELIGNE 

O. Introduction 

0.i Le pr@sent expos@ est consacr@ ~ la dualit@ de Poincar~. 

Cette dualit@ est construite sur le module de VERDIER [i] , qui traite 

le cas des espaces topologiques s@par@s localement compacts. On montre 

priori que le foncteur Rf! de l'expos@ XVII admet un adjoint ~ droi- 
! 

te Rf" et on @tablit bon nombre de ses propri@t@s, avant de le calcu- 

ler plus explicitement dans le cas des morphismes lisses. 

La possibilit@ dtune telle construction semble reposer sur 

les propri@t@s suivantes du foncteur Rf! 

T 
a) Pour l'existence d'un adjoint Rf ° et ses propri@t@s formelles : 

I) le foncteur Rf! commute aux changements de base; 

ii) les foncteurs Rlf~ commutent aux limites inductives filtran- 

tes; ils sont nuls pour i assez grand; 

III) le foncteur Rf! peut se calculer "au niveau des complexes", 

i.e. ~ partir d'un foncteur entre cat@gories de complexes. 

b) Pour le calcul de cet adjoint dans le cas o~ f est lisse : 

(IV) le calcul de Rf!((~/n~) U) pour U "petit". 

0.2 Au § 3 n ° i, qui est ind@pendant des § § 1,2, on construit 
! 

le foncteur Rf'; on y utilise des constructions sp@ciales ~ la situa- 

tion, et non seulement (I) (II) et (III). Cela rend ce n ° assez d@- 

plaisant; le r@dacteur confesse ne pas toujours avoir bien compris ce 

qui se passait. 

Le § 2 est consacr6 au point (IV); il est purement formel 
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partir du § i, o~ est ~tudi~ela cohomologie des courbes. 

Au § i, on ~tablit nettement plus qu'il n'est n~cessaire 

pour le § 2, en ~tudiant aussi le cas de coefficients continus. Ce pa- 

ragraphe a ~t~ profond~ment influenc~ par SERRE I~ . Les points utiles 

pour la suite sont : 

a) le n ° i.i, consacr~ au morphisme trace dans le cas des courbes, et 

g~n~ralis~ en 2.9; 

b) le th~or~me d'effacement 1.6.9. Le lecteur pr~t ~ admettre un argu- 

ment transcendant peut lire le n ° 1.6, ~ partir de 1.6.6 (2~me d~mons- 

tration), ind~pendamment des n ° 1.2 ~ 1.5. L'ingr~dient essentiel de 

1.6.9 est l'une ou l'autre forme de la dualit~ de Poincar~ pour les 

courbes lisses sur un corps alg~briquement clos, et le lemme d'acycli- 

cit~ XV 2.6, (pr~liminaire au th~or~me de changement de base lisse 

XVI i.i). Sa conclusion est g~n~ralis~e en 2.17. 

Le n ° 3.2 recueille les fruits du § 2. 

0.3 La m~thode de Verdier en dualit~ de Poincar~ permet de d~finir 

v 
le foncteur Rf" pour f compactifiable. Cette g~n~ralit~ a pour contre- 

partie que les compatibilit~s ~ v~rifier ne sont pas famili~res, et 

parfois, m~me pour les plus triviales, telles 3.2.3, de d~monstration 

abracadabrante. Le r~dacteur avoue ne pas en avoir d~montr~ autant 

qu'il aurait dR. 

Le lecteur int~ress~ pourra sans difficultY, ~ partir de 

v 
l'appendice ~ l'expos~ XVII, ~tendre la d~finition de Rf" au cas des 

morphismes s~par~s de type fini de but, un schema coherent (i.e. quasi- 

compact quasi-s~par~). 

0.4 Le r~sultat principal 3.2.5 est ~nonc~ en termes concrets 

qui permettraient de revenir formellement au point de vue qui avait ~t~ 

v 
celui du s~minaire oral, o~ le foncteur Rf" ~tait d~fini seulement pour 

482 



les morphismes limifiables via une factorisation par un morphisme lisse 

et une immersion. On trouvera une esquisse de la d~monstration du s~mi- 

naire oral dans VERDIER [~ L~ 
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i. Cohomolggie ~ des courbes. 

i.i. L e morphisme trace. 

i.i.I. Soient nun entier >I et X un sch@ma sur lequel n soit inver- 

sible. Le faisceau ~n (IX 3.1) sur X est alors un faisceau de modules 

localement libre de rang i sur le faisceau d'anneaux constant ~/n. 

Pour i£Z, on d6signe par la notation ~/n (i) sa puissance tensorielle 

i ~me " 

(i.I.i.i) ~/n (i) : Hom (~/n, ~m )®i 

Sin : dn', l'app!ication d'exponentiation par d @tablit un 

is~:o~phisme 

~n@~/n~/n'---Z~n, , 

d'o~ des isomorphismes, dits canoniques : 

(1.1.1.2) ~/n (i)@~/n ~/n' ~> ~/n' (i) 

Si F est un faisceau ab@lien tel que nF : O, on pose 

(1.1.1.3) F(i) : F ®~/n ~/n (i) 

Si d@j~ n'F : O, l'isomorphisme (1.1.1.2) permet d'identifier 

F~/n ~/n (i) et F~/n, ~/n' (i), de sorte que F(i) ne d@pend que de 

F et non du choix de n. Plus g6n@ralement, si F est un faisceau de tor- 

sion premier aux caract@ristiques r@siduelles de X (XVII 0.13), et si 

F est le noyau de la multiplication par m dans F, on d@finit F(i) 
m 

comme @tant la limite inductive, pour m inversible sur X tendant multi- 

plicativement vers l'infini 

(1.1.1.4) F(i) : lim~mF (i) . 
m 

Le foncteur F~-->F(i) est exact. Si f : Y--)X est un mor- 

phisme de sch@mas (resp. un morphisme de sch6mas quasi-compact quasi- 

s6par@), et si F est un faisceau de torsion sur X (resp. sur Y), pre- 
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mier aux caract~ristiques r~siduelles de X, on a fX(F(i)) = (fXF)(i) 

(resp. on a (fxF)(i) ~ fx(F(i))). Si ~ est un faisceau d'anneaux sur 

X, annul~ par n inversible sur X, il se prolonge en un foncteur exact 

K~--~K(i) de D(X,~) dans D(X,~). Ce foncteur commute aux foncteurs ima- 

ge r~ciproque et aux foncteurs image directe. 

Les foncteurs F~-~F(i) s'appelent parfois les foncteurs de 

"twist ~ la Tare" 

D~finition 1.1.2. Une courbe plate sur un schema S est un morphism ~ 

f : X--4S plat de presentation finie et s~par~ ~ fibres purement de 

dimension un. 

L'expression "purement de dimension un" n'exclut pas le sche- 

ma vide. Contrairement ~ EGA II 7.4.2, on admet ici qu'une courbe sur 

un corps soit vide, mais on exige qu'elle soit s~par~e. 

Lorsque S est le spectre d'un corps, on parlera simplement 

de courbe sur S; une courbe sur un corps est quasi-projective. 

1.1.3. Soit X une courbe sur un corps alg~briquement clos k d'expo- 

sant caract~ristique p premier ~ un entier n~l. Supposons d'abord X 

r~duite, et soit X une courbe compl~te sur k dont X soit un ouvert den- 

se. 

Le compl~ment Y = X-X est de dimension O. La suite exacte 

de cohomologie (XVII 5.1.16.3) induit donc un isomorphisme 

( 1 . 1 . 3 . 1 )  H~(X, ~ / n ( 1 ) )  ---v-~ H2(X, ~ / n ( 1 ) )  

On d i s p o s e  de p l u s  d ' u n  i somorphisme IX 4.7 (donn@ par  l a  th@orie  de 

Kummer) 

(1.1.3.2) H2(X, ~/n(1)) : Pic(X)/n ~ (~/n) c 

o~ c d~signe l'ensemble des composantes irr~ductibles de X, ou de X, 

cela revient au mSme. 
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Si X n'est plus n6cessairement r6duite, et sic est l'en- 

semble de ses composantes irr6ductibles, d6signons, pour i£c, par n i 

.%me 
la multiplicit6 de X au point g6n6rique n i de la z composante irr6- 

ductible de X : 

n i : Ig(OX,oi) 

On sait que l'application de restristion de H~(X,~/n(1)) dans 

H~(Xred, 7/n(1)) est un isomorphisme, d'o~, via (1.1.3.1) et (1.1.3.2) 

appliqu6s ~ Xre dun isomorphisme canonique entre H2(X'~/n(1))c et 

(~/n) c. On d6signera par Tr X ou simplement Tr la fl~che compos6e 

(1.1.3.3) Tr : H~(X,~/n(I ) ~ ~ (Z/n)C t >~/n , 

oh 

t((ai)iE c) :E nla i 

Si F est un groupe ab61ien annul6 par n, on dispose d'un iso- 

morphisme 

H2(X'F(1))Cc ~ ~ F ~ H ~ ( X , ~ / n ( 1 ) )  

et donc via (1.1.3.3) d'un morphisme trace 

: H2(X,F(1)) ----~ F (1.1.3.4) Tr 
c 

(1.1.3.5) 

Sin = n'd, le diagramme 

n 
x 

0 } ~n > ~m 

n v 

0 ) ~n' ~ S m  x 

- - : >  ¢- > 0 
m 

m 

> 
0 

est commutatif et donc aussi le diagramme 

(1.1.3.6) 

H2(X,~/n(1)) . ~ ~ (~/n) c 
c 

H2(X,;$/n '(1)) ~ :~ ( 2 / n ~ )  e 
e 
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d'apr~s la d@finition IX 4.7 de l'isomorphisme (1.1.3.2). 

La fl~che (1.1.3.4) ne d@pend doric ~que de F, et non du choix 

de l'entier n premier ~ p tel que nF = O. Par passage ~ la limite, on 

la d@finit pour tout groupe ab@lien F de torsion premier ~ p. 

Le lemme suivant r@sulte aussit$t des d@finitions. 

Lemme 1.1.4, Sous les hypotheses pr@c@dentes, s i, pour i~c, U i es___~t 

un ouvert non vide de X contenu dans la i ~me composante irr@ductible, 

le diagramme 

H2(Ui'F(1))c ~ ~ H~(X,F(1)) 
igc 

i~c 
F 

est commutatif. 

Lemme i.i.5~ Soient X e__~t Y deux courbes sur un corps alg@briquement 

clos k, u : X ~Y un morphisme quasi-fini et plat et nun entier pre- 

mier ~ l'exposant caract@ristique p d_~e k . 

Le diagramme suivant, dans lequel Tr u est la fl~che (XVII 6.2.3), est 

alors commutatif 

Tr 
H~(X,~/n(1)) u ~ H~(Y,Z/n(1)) 

Trx~ ~ T r y  

7//n 

Le lemme 1.1.4 permet de se r@duire au cas o~ X et Y sent 

irr@ductibles, Xre d et Yred @tant de plus lisses. Si e (resp. f) est 

la multiplicit6 de X (resp. Y) au point g6n@rique, et si e = df, les 

triangles marqu6s + du diagramme suivant sont commutatifs : 
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H 2 c(X,~,/n(1)) ? 

T r  
~ / /  " r e d  

Tr 
U 

< 
H 2 ( Y , ~ / n ( 1 ) )  

C 

~/n 

+ ~ r e d  

H 2 c(Xred,~/n(1)) 

d.Tr 
Ured 

¢ H~(Yred,~/n(1)) 

Son contour est commutatif, ainsi qu'on le d@duit de la com- 

mutativit@ du diagramme 

• ~ ~/nx u,~/nx(1) ¢ Ured! red(l) 

Tr u [d'Trure d 

~/ny(1) ~ (I) 
~/nYred 

Ii suffit de v@rifier cette derni~re compatibilit6 au point g@n@rique 

de Y, ce qui est trivial. 

Soient X et ~ les courbes compl~tes non lisses contenant 

Xre d et Yred comme ouverts denses (EGA II 7.4.11). Le morphisme Ure d 

se prolonge en un morohisme plat ~ : X---~ (EGA II 7.4.9) et, d'apr~s 

1.1.4, il suffit de v@rifier 1.1.5 pour ~. 

D'apr~s (XVII 6.3.18.2), le diagramme de faisceaux sur Y, 

dans lequel N d@signe la norme, 

0 - ~ U~n ~ ~m 

~ T r  u N 

o --2 P n  ~ ~m 

n 
x ,,,,,,,,~ u G .... ~ 0 

x m 

n 
x 

. . . . .  ~ e, 0 
m 

est commutatif, donc aussi le diagramme 
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Pic(X)/n ~--~---? H2(X,~/n(1)) 
c 

Pie(Y)/n H~(Y,I/n(1)) , 

et il reste ~ noter que si ~ est un faisceau inversible de degr@ i sur 

X, sa norme est encore de d@gr@ I (ce fait r@sultant de la compatibili- 

t@ EGA IV 21.10.7, compte tenu de la d@finition EGA IV 21.5.5 de la 

norme d'un diviseu~. 

Propositio D 1.1.6 Ii est d'une et d'une seule faqon pos.s.ib.le de .d@- 

finir~ pour toute courbe plate compactif..~able f : x" ~s et pour tout 

faisceau de torsion F sur S, ~remier au car..a.ct@ristiques r@siduelles 

de S, u__nn morphisme trace 

Trf : R2f!(fXF(1)) .... ~ F , 

fonctoriel en F, de formatio.n compatible 8 tout chan~eme.D ~ de base 

(cf. XVII 6.2.3, (VAR 2)) et qui, pour S le spectre d'un corps alg@- 

briquement clos~ coincide avec le morphisme trace (1.1.3.4). 

Le morphisme Trf nous est donn@ fibre par fibre; son unicit@ 

est donc claire. 

p : P~)S la droite projective sur Set nun entier Soit 

inversible sur S. On a Pics(~)=- ~S' d'o~ par la th@orie de Kummer 

un morphisme ~/n--~Rlp ~/n(1), dont on v@rifie fibre par fi- (Ix 3.2) 

bre (XII 5.2) que c'est un isomorphisme. Son inverse Trp induit fibre 

par fibre le morphisme trace (1.1.3.4). 

Soit f : X--~S une courbe plate sur S telle qu'il existe un 

S-morphisme quasi-fini et plat u de X dans ~'. En vertu de 1.1.5., le 
s 

morphisme compos@ TrpoTr u (XVll 6.2.3) admet pour fibre en un quelcon- 

que point g@om@trique de S le morphisme trace (1.1.3.4). En particulier, 

il ne d@pend pas du choix de u. 
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I0 

Supposons que X soit une r@union de sous-sch@mas ouverts U. tels qu'il 
i 

e x i s t e  un morph i sme  q u a s i - f i n i  e t  p l a t  de U i darts ~ 1  s Si  ~i  ( r e s p ' a i j )  

est l'inclusion de U i (resp. Uij = Ui~Uj) darts X, la suite 

R2(f~ij)! ~/n(1) ~Z R2(f~i) ! ~/n(1) ~ R2f! ~/n(1) ~ 0 . 

est exacte, dtapr~s (XVII 6.2.8) et l'exactitude ~ droite de R2f! (puis- 

que R3f! = 0). On v@rifie fibre par fibre, par 1.1.5., que la somme des 

morphismes trace Z R2(fai)~ ~/n(1)----~ ~/n, se factorise par un mor- 
i " -- -- 

phisme trace Trf de R2f! ~/n(1) darts ~/n qui, fibre par fibre, induit 

(i.i.3.4). 

Pour un X g@n@ral, soit j : Xt---*X le plus grand ouvert de X 

tel que fiX t soit un morphisme de Cohen-Macaulay (c~f. EGA IV 12.1.1 (vi)). 

Tout point x de X' aun voisinage U x dans X' tel qu il existe un S-mor- 

phisme quasi-fini u x de U x dans ~S" Ce morphisme est automatiquement 

plat (EGA IV 11.3.10 et 15.4.2) et X' v@rifie donc les hypoth%ses pr@- 

c@dentes. De plus, X' est dense fibre par fibre dans X; le morphisme de 

R2(fj!) ~/n(1) dans R2f! W/n(1) est donc un isomo~phisme comme on le 

volt fibre par fibre et la fl~che compos6e 

Trf : R2F! ~/n(1)¢-~-- R~fj)!~/n(I) 
Trfj ~ ~/n 

induit fibre par fibre (i.i.3.4). 

Si F v@rifie nF : 0, on a (XVII 5.2.6) 

(1.1.6.1) R2f,~/n(1)@ F ~÷ R2f!(f~F(1)) 

et on d@finit Trf comme la fl~che compos@e 

R 2 Trf : f!(f~F(1))~- ~-~. R2f! 2/n(1) ~ F ~ F 

Dans le cas g@n@ral, on d6finit Trf comme limite inductive des morphis- 

mes trace relatifs aux faisceaux F n pour n inversible sur S. Ces fl~- 

ches induisent fibre par fibre (1.1.3.4) et commutent doric ~ tout chan- 

gement de base, cqfd. 
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Ii 

On v@rifie fibre par fibre ~ l'aide de 1.1.4, i.i.5 et (i.i. 

6.1), les r@sultats suivants : 

Lemme 1.1.7. Soient f : Y--~S une c0urbe plate c qmpactifiable sur S, 

u : X~Y un morphisme quasi-fini plat de pr@sentation finie, et F u__nn 

faisceau de torsion sur S, de torsi o n premiere aux caract@ristiques 

r@siduelles de S. Le d iasramme suivant est commutatif : 

R2(fu)!(fu)~F(1) " R2f!(u!uX)f~F(1) • 
Tr u 

Trfu 

F 

R2f!fXF(1) 

i Trf 

F , 

Lemme 1.1.8. Soient u : Y--~S un morphisme quasi-<ini plat de pr6sen- 

tation fin ie, f : X ~Y une courbe ~late S-compactifiable (XVII 3t2.1), 

e_tt F comme en 1.1.7. Le dia~ramme suivant est commutatif : 

R2(uf)!(uf)XF(1) - 

t Truf 

P 

Trf uvR2f,f x uXF(1) > u,u~F 

I Tr u 

F 

On v@rifie de m@me ~ partir de (1.1.3.2) : 

Lemme 1.1.9. S i f : X 7S est une courbe lisse cqmpactifiable, et si 

les fibres ~@om@triques de f sont~rr@ductibles, alors le morphisme 

trace (1.1.6)est un isomorphisme. 

1.2. l-acyclicit@ de l'espace pro~gctif. 

Dans cen ° , on utilise en principe toujours la topologie 

fppf (XVII 0.i0). 

1.2.1. Soient ~ un Module !ocalement libre sur un sch@ma S, suppos@ 
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12 

partout de rang 92, p : ~(c)--)S le fibr6 Drojectif correspondant et 

Gun faisceau ab@lien sur le grand site fppf de S (XVII O.IO). Chaque 

couple (Ko,~) form@ d'un torseur K ° sous Get d'un homomorphisme 

~: ®mS--~G d@finit un p~G- torseur K(Ko,~) sur ~(c)~ somme de K ° et 

de l'image par ~ du Gm-torseur O(I). 

(l.2.l.i) K(Ko,~) = K +~e(1) o 

On fair des couples (Ko,~) une cat6gorie en posant 

Hom((Ko,~),(K~,~')) : ~@ si • ~ ~' 

~Hom (Ko'K'o) si ~ = ~' 

Le torseur K(Ko,~) d@pend alors fonctioriellement de (Ko,~). 

Ii est compatible ~ la localisation, et d@finit done un foncteur du 

champ sur S des couples (Ko,~) dans le champ sur S des p~G-torseurs 

sur ~(c) (: le champ ayant pour sections sur U/S les p~G-torseurs sur 

Uxs$(e)). Ces champs sent des champs en groupo[de (: tout morphisme 

au-dessus d'un U/S est un isomorphisme). 

Th@or~me 1.2.2. Sous les hypotheses 1.2.1, si G est un sch@ma en grou- 

pe commutatif plat de pp@sentation finie sur S, alors le foncteur K 

d_~e 1.2.1 est une @quivalence. 

1.2.2.1 Cet @none@ 6quivaut ~ la conjonction de 

G z ~ p~p~G et 

,,H,pm(~m,G) ~ ~ Rlpxp~G 

En effet, un morphisme de champs en groupo~de est une @quivalenee si 

et seulement si il induit un isomorphisme sur le faisceau engendr@ par 

le pr@faisceau des classes d'isomorphie d'objets (2~me formule) et un 

isomorphisme sur le faisceau des automorphismes d'un objet local quel- 

conque (l~re formule). 

On donnera deux d@monstrations (1.2.4 et 1.2.5) de la pleine 

lid@lit@. 
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13 

Lemrae 1.2.3. Soit f : X--~S un morphisme propre et plat. On suppose 

= ~S universellement et Rlf ~X = 0 universellement. Tout que f~x 

S-morphisme de X dans un S-schema en ~roupes de type fini G se facto- 

rise a lors par f et une section de G; p.lus pr~cis~ment, G~-~fxfXG. 

Ii suffit de prouver la l~re asgertion. 

D'apr~s le lemme de rigidit~ (Mumford [i, 6.1. pg 115]; on 

notera que Mumford n'utilise pas l'hypoth~se noeth~rienne Faite sur S), 

il suffit de traiter le cas o~ S est le spectre d'un corps alg~brique- 

ment clos. Supposons tout d'abord que G soit un schema ab~lien, et 

soit G X le schema ab~lien dual. Puisque G = G ~, la donn~e de ~: X--~ G 

~quivaut ~ la donn~e d'un faisceau inversible ~ sur X×G ~, trivialis~ 

le long de X×(e} et alg~briquement ~quivalent ~ z~ro sur les fibres de 

la projection Prlde XxG ~ sur X. Six : S--~X est un point rationnel de 

X, on a ~ ~ Pr2(x GX)~@~ avec~ trivialis@ le long de x×G ~ et 

X~(e}. La donn@e de~@quivaut ~ la donn@e d'un morphisme de sch@mas de 

G ~ dans PiCx/s, transformant e en e. Puisque HI(x,~ X) = O, on a 

P~g~/S = O,J~~ O et~ ~ Pr2~' avec ~' @quivalent ~ z@ro sur G ~, donc 

d@finissant gEG(S) tel que ~= gof. 

Dans le cas g@n@ral, G est extension d'un sch@ma ab@lien A 

par un groupe affine G o . Le r@sultat pr@c@dent nous ram~ne au cas o~ 

A = O, et on a alors 

Homs(Spec (H°(X,~x),G) ~ HOmS(X,G). 

Lemme 1.2.4. Sous lea hypotheses 1.2.1, s_~i G est un schema en groupes 

de pr@sentation finie sur Sou est d@fi_ni par un faisceau quasi-coh@- 

rent sur S, alors le foncteur (1.2.1.1) est pleinement fiddle. 

! ! A. ProuVons que si K (Ko,@) est isomorphe ~ K(Ko,~ ), alors 

= ~'. Pour G quasi-coh@rent, on a ~ = ~' = O, et l'assertion est 

vide. Pour G de pr@sentation finie, d'apr~s (SGA 3 IX 5.1), il suffit 

493 



14 

de prouver l'assertion pour S spectre d'un corps alg6briquement clos k. 

Soit alors Tle plus grand sous-tore de G, et H = G/T. La suite exacte 

de cohomologie fournit 

0 > H°(F(e ) ,T)  5 H°(~(S),G) 

Hl(~(s),a) 

D'apr~s 1.2.3. H°(~(S),G) ~ G(k) et H°(~(a),H) ~ H(k), de sorte que 

est surjectif et 8 nul. Si Y(T) = Hom(~m,T), on a T ~ Gm~Y(T) et 

HI(e(¢),T) ~ Y(T). L'injectivit6 de B exprime done l'injectivit6 de la 

fl~che canonique, d6finie par ~(i), Hom(~m,G) m Hom(~m,T ) ) HI(T(E),G), 

et ceci prouve l'assertion. 

B. Prouver que le foncteur 1.2.1.1 est pleinement fiddle est 

une question locale sur S. On se ram@he donc ~ supposer que ~(¢)/S ad- 

met Une section s. Si K(Ko,~) est isomorphe ~ K(K~,~'), on a~=~' par 

A et K ° ~ sXK(Ko,~) ~ s~K(K''~')o ~ K'.o Grace ~ la formule 

( 1 . 2 . 4 . 1 )  Hom(K(Ko,7) , K(K~,7 ' ) )  ~ Hom(K(Ko-K~,~-~'),  G~(~)) , 

il ne nous reste plus qu'~ montrer que 

Homtors.(G,G) ~> HOmtors.(p~G,pXG) 

Ceei r6sulte de 1.2.3. 

1.2.5. Voici une autre d@monstration, plus kunnutesque , de la pleine 

fid61it6. La question est locale sur S; d'apr~s (1.2.4.1), il suffit 

donc de v@rifier que 

Home(e)(G, K(G,~)) ~ = ~ si ~¢ 0 

L Q si T~ 0 

C'est exaetement ce qu'exprime le lemme suivant : 

Lemme 1.2.6. Soient sun module localement libre partout de rang ~2 

sur S, Gun sch@ma en groupes de pr6sentation finie sur S, ~ : ~m--~G 

un homo morphisme de groupes, V(s) le fibr6 vectoriel d@fini par s, 
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[(e) ~ le fibr6 vectoriel 6point6 correspondant et ~ : ~(s)~ ) G u__nn 

S-morphisme v6rifiant l'identit6 suivante entre S-morphismesde Gm~(e) ~ 

dans G : 

~(X v) : ~(~)~(v) 

Alors, ~: e, et ~ se factorise par ! a pro,iection p d_~e ~(s) su__~r S. 

Ii suffit de prouver la seconde assertion. On se ram~ne aus- 

sitSt au cas S noeth6rien, puis, par (SGA 3 IX 5.1) et le lemme de ri- 

gidit6 (Mumford ~,6.1 pg li D ) appliqu6 ~ ~(s) au cas o~ S est le spec- 

tre d'un corps. Soient nun entier, W et G les voisinages infinit6si- 
n n 

maux dun i~me ordre de la section nulle dans ~(s) et G, ~n l'alg~bre 

affine de G net Pn(~) : ~(s)~--~HOms(Wn,G) la partie principale du 

i%me 
n ordre de ~ . Toute section de Homs(Wn,G) d6finit, en translatant 

droite par l'inverse de l'image de la section nulle, un homomorphis- 

me de W dans G qui transforme o en e, ceci d6finit 
n n 

~i Pn (~)'~-I )x Gn ) : : ~(~ ~ Homs(W n, 

L'hypoth~se implique que ~i commute aux homoth6ties, que l'on fait a- 

gir sur le second membre par transport de structure ~ partir de leur 
n 

action sur W cV(~) X. L'alg~bre affine de W est E Symi(E). Vu son homo- 
n n i:O 

g6n6it6, ~i est donc d6fini par une section, sur F(s), du @~(e)-module 

n 
E pXHom(~n, Symi(~))(-i) 

i:O 

Les composantes d'indice i>O de ce module n'ont d'autre section que la 

section nulle, et on en conclut que 

TI : 0 

Ceci, valant pour tout n, implique que ~ se factorise par une section 

de G. 

Cette seconde d6monstration s'6tend pour prouver la variante 

analytique suivante de 1.2.4. Lorsque G est affine, la d6monstration de 

1.2.2 peut se faire ind6pendamment de cette variante. 
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1.2.7. Soient Lle corps des fractio~ d'un anneau de valuation dis- 

cr~te complet ~, U m le groupe rigide analytique "fibre g@n@rique" du 

r compl@t@ formel de compl@t@ formel de G met ~(i) Ale Um-torseur sur ~L 

@(I). Si G est un groupe rigide analytique sur L, le foncteur 

(Ko,~)i ) p~K o + ~®(I) A (cf. 1.2.1) est un foncteur pleinement fiddle 

de la cat@gorie des couples (Ko,~) form@s d'un G-torseur sur Spec(L) 

r 
et de ~£Hom(U,G), dans la cat@gorie des p~G-torseurs sur ~L" 

Lemme 1.2.8. Soient k un corps d'exposant caract@ristique pet f : 

• T 

X--~Spec(k) un sch6ma propre sur k v@rifiant H°(X,Gx ) = k e t plc X = O. 

Pour tout sch@ma en group e a..f.fine commutatif de type fini 

sur k, ne contenant pas de totes, on a Rlf (f~G) G O. 

Ii suffit de montrer qu'apr~s tout changement de base, c : S 

Spec(k), le foncteur fx de la cat@gorie des G-torseurs sur S dans celle 

des G-torseurs sur X S est une 6quivalence. Ce probl~me est local sur 

Spec(k), de sorte que pour le r@soudre on peut se ramener au cas o~ X 

a un point rationnel; o~ G est extension successive de groupes G a, ~p, 

~p, ~/p et ~/~.l pour ~i premier ~ pet o~ ~/£i ~ ~i" 

On sait que Lie(Pic X) = HI(X,~x) = O. D'apr~s 1.2.3 et l'existen- 

ce d'une section, les foncteurs f~ consid@r@s sont pleinement fiddles; 

il suffit donc de prouver que Rlf (f~G) = O, ou, par d6vissage, que 

Rlf~Ga = Rlf~ = Rlf~p = RIf~--~/P = Rlfx--~/~'l ~ O 

Pour Ca, cela r6sulte de ce que HI(x,o X) = O. Le cas de ~ (resp. 
P 

~/p) s'en d@duit via 1.2.3., par la suite exacte longue de cohomologie 

d@finie par la suite exacte 

x p 
0 ) c~ ~ ~ ~ @ ) 0  p a a 

x - x  p (resp. 0 ~ ~/p ~ G ~ @ ~ 0 (p ~ i) ) a a 

Le cas de ~/~i (resp. de Up) se d@duit de l'isomorphisme ~/~i ~ ~ei ' 
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de 1.2.3. et de la suite exacte longue d~duite de la suite exacte de 

Mummer 

0 - - - - 9  ~n-------) G m ) ~m ) 0 

Lemme 1.2.9. Soient Sun sch6ma local artinien, ~ un point E6om6trique 

d_ee S, f : X--~S un morphisme propre et plat, e__tt Gun schema en groupe 

commutatif plat de type fini sur S. On suppose f lisse ou G affine. Si 

H°(X~,~) = k(~), si Pic~_ = Oet que C~s ne contient pas de sous-~roupe 

Gm, alors le foncteur fXSde la cat~gorie des G-torseurs sur S dans cel- 

le des fXG-torseurs sur X est une ~quivalence. 

a. Le probl~me pos~ est local sur S lorsqu'on prend pour morphismes 

de localisation les morphismes u : S'~-~S finis et plats. Ceci permet 

de supposer que f admet une section x. Le foncteur fx est alors plei- 

nement fiddle, d'apr~s 1.2.3 et l'existence de x, et il reste ~ montrer 

que tout torseur, trivialis~ le long de x, est trivial. 

b. Supposons que S soit le spectre d'un corps. Si G est affin% l'as- 

ser$ion r~sulte de 1.2.8. Si X est lisse, et si @ est extension d'une 

vari~t~ ab~lienne A par un groupe affine Go, d~signons par G n l'image 

r~ciproque de n A dans G. Le groupe HI(x,A) est de torsion (Raynaud [i, 

XIII 2.6]), donc r~union des images des HI(X,nA). Le groupe HI(x,G) est 

d~s lors r~union des images des HI(x,Gn). Les groupes G n ~tant affine, 

on conclut encore par 1.2.8. 

c. Prouvons le cas g~n@ral (en supposant l'existence d'une section x) 

par r~currence sur la longueur de S. Soit i : S ~-~S un sous-scb~ma d~- 
o 

fini par un ideal I de carr~ nul et de longueur i. 

Les G-torseurs P sur X, tels que xXP soit trivial, sont d'apr~s 

l'hypoth~se de r~currence des d~formations du G-torseur trivial P sur 
o 

X~S o. Si G est lisse, et si Lest l'alg~bre de Lie de G s, ces d~forma- 

tions sont classifi~es par 
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HI(Xs,f~(L@I)) = 0 , 

ce qui prouve 1.2.9 dans ce cas. 

Pour G plat sur S, cet argument se g@n@ralise en terme du comple- 

xe de Lie L de G s. Si L Il(Gs/k(s)) est le complexe cotangent relatif d 

de Gs, ce complexe L~ D b(k(s)) est le dual de Le~L~(Gs/k(s)9. On a 

Hi(L) = 0 pour i $ 0,i. 

Les d@formations sur S (resp. sur X) du G-torseur trivial sur 

So(res p. sur X o) sont classifi@es par HI(L@I) (resp. par Hl(Xs,f ~ 

HI(x s H°(fx(~®I))) 0 (L~I)) (lllusie [i]). Par hypoth~se, on a ,_ = 

(car HI(Xs,@) : 0) et HI(L~I)- H°(Xs, HI(f~(L~I))). On en conclut que 

HI(L H I I) ~ (Xs,f~(L®l)) , 

ce qui signifie que toute d@formation sur X du G-torseur trivial sur 

X est image rTciproque d'une et d'une seule d@formation ~ S du G-tor- 
o 

seur trivial sur S o . Si cette d@formation est triviale le long d'une 

section, elle est donc triviale, ce qui prouve 1.2.9 

1.2.10. Prouvons 1.2.2 lorsque S est artinien. Soit Tle plus grand 

sous-tore de G; puisqu'on dispose d@j~ de la pleine fid@lit@ (1.2.4@, 

le probl~me est local sur S pour la topologie @tale : on peut supposer 

T diagonalisable : T ~ ~n. Par 1.2.3., et 1.2.9 la suite exacte de co- 
m 

homologie fournit 

Rlf T ~~ Rlf G , 

et l'assertion en r@sulte, puisqu'elle est triviale pour G = T et que 

Hom (~m,T) ~~ Hom(@m,G) (cf. 1.2.2.1). 

1.2.11. Prouvons 1.2.2 lorsque S est noeth@rien local complet. Soit s 

une section de p. 

Si K est un G-torseur sur ~(~, il existe par 1.2.0 un unique couple 

(~,Y~) form@ d'un homomorphisme formel • ~ : ~ --~ Get d'un isomorphis- 
m 
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me formel ~^ : p~s~K + ~^'~(i) ~ ~ K ~ .  Si G est affine, alors ~- est 

alg@brisable (SGA 3 IX 7.1). Admettons provisoirement qu~ ainsi qu'on 

le prouvera en (1.2.7.3), ~^ est toujours alg@brisable en • : ~m--~G- 

Si K ° s~K , et si K I = p K ° +~(I), on dispose d'un isomorphis- 

me formel ~ : K~ = K(Ko,~)~ K ~, i.e. d'une trivialisation formel- 

le de K-K I. En vertu de GAGA formel, cette section est alg@brique, ce 

qui prouve 1.2.11. Plus pr@cis6ment, si G est quasi-affine, alors 

K-K Iest repr@sentable et on utilise EGA III 5.1.4. Dans le cas gS- 

n@ral, on proc~de de m@me avec l'espace alg@brique K-K I. 

1.2.2.12. Alg@braZcit@ de ~ : v6rification pr@!iminaire pour un trai t 

de base. 

Supposons que S soit un trait complet, S = Spec(V), et soit Lle 

corps des fractions de V. 

a) Sur L, il existe un unique triple (KoL,~L,y L) : 

YL : K(KoL'~L --~-) KISpec(L) 

b) D'apr~s (1.2.10) (1.2.2.11), et avec les notations de 1.2.7 , on 

dispose d'une application rigide analytique ~ : Um---~G ~, d'un G--tor - 

seur K ~ et d'un isomorphisme rigide analytique 
o 

" : P~K'o + ~{ ~(I)~ ~ ~ K" 

D'apr~s l'assertion d'unicit6 1.2.7 , ~L s'identifie ~ l'application 

d@duite de ~L" Le morphisme formel~ de 1.2.11 induit done sur Pn une 

application qui coincide avec l'application d6duite de l'application 

alg@brique ~L : Gm ~G. 

1.2.2.13. Al~6bra~cit 6 de ~-. 

L'application formelle ~" : @ --~G de 1.2.11 induit, pour [ inver- 
m 

sible sur S, des applications 

~t : T~(~) : ~(~m ) ~ T~(Q) 

D'apr~s (1.2.12) et (EGA II 7.1.9), pour tout point t de S, il existe 
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un morphisme alg~brique ~t : 8m t ~ G t tel que Tf(~ t) = T~(~) t. D'apr~s 

(SGA 3 XV 4.1 his) ~ est donc alg~brisable. 

1.2.14. Prouvons 1.2.2. Par passage ~ la limite, on se ram~ne au cas 

S noeth~rien, puis S noeth~rien local d'alg~bre affine A. Soit s une 

section de p. Soit K un G-torseur sur ~(e). Sur S' = Spec (A~), il 

existe un et un seul homomorphisme ~' : ~mS,--~ GS, tel que l'image r~- 

ciproque K' de K sur ~(e)~S S' soit de la forme K(K~,~'). Cet homomor- 

phisme ~' se descend en • : ~ ---~G. Pour prouver la surjectivit~ essen- 
m 

tielle du foncteur 1.2.1 , il est loisible de remplacer K par K-~®(1), 

i.e. de supposer que • = O. Sur S', il existe alors un et un seul iso- 

morphisme ~ : p'~ s~K'---~K ' induisant l'identit~ sur la section s 

Ce morphisme se descend & S (descente fpqc de morphismes de torseurs 

fppf), et ceci prouve 1.2.2. 

Variantes 1.2.15. La conclusion de 1.2.2 est encore v~rifi~e dans les 

cas suivants. 

(i) G est d~fini par un Module quasi-coherent sur S. 

(ii) G est image r~ciproque d'un faisceau de torsion sur le petit site 

~tale de S. 

Dans le cas (i), les fl~ches (1.2.2.1) sont des isomorphismes 

d'apr~s le th~or~me de changement de base pour un morphisme propre et 

la simple connexit~ de ~r k pour k alg~briquement clos. 

Dans le cas (ii), que les fl~ches (1.2.2.1) soient des isomorphis- 

mes est standard, compte tenu de ce que la cohomologie fppf de G coin- 

cide avec sa cohomologie pour la topologie de Zariski. 

1.3. Integration des torseurs. 

1.3.i Soient Sun schema et Gun faisceau ab~lien sur le grand si- 

te fppf de S, v~rifiant les 3 conditions suivantes. 

500 



21 

(1.3.1.1) (i) P___oour tout espace pro,iectif p : ~S--¢S, a vec r > I, o__nn 

~, dans le 5rand site fppf d__ee S (XVII 0.i0) 

G ~~ pxp~G et 

Hom(~m,G ) ~) RlPx~X G 

(ii) Pour tout net tout S-morphisme affine lisse f : X--~T, si K I e_~t 

sont deux G-torseurs sur Sym$(X), l'ensemble Hom(KI,K 2) s'identifie K 2 

l'ensemble des morphismes symTtriques de l'ima~e r@ciproque de K I 

sur X/T) n dans l'image r@ciproque de K 2 sur (X/T) n 

Cette condition @quivant ~ la conjonction de : 

(ii') HOms(Sym$(X),G)----z-> HOms((X/T)n,G) n, et 

(ii") Si l'image rTciproque sur (X/T) n d'un torseur K sur Sym~(X) ad- 

met une section symTtrique, alors K est trivial. 

(iii) G v@rifie soit la condition (XVII 6.3.21.1), soit les conditions 

(XVII 6.3.24.1) et (XVII 6.3.24.2). 

L~ conclusion de 1.2.2 est donc v@rifi@e (cf. 1.2.2.1), ainsi que 

le formulaire XVII 6.3.26 • 

La condition (i) est discutTe en 1.2.2 et 1.2.15 La condition 

(ii) est vTrifiTe d~s que G est repr@sentable de prTsentation finie, 

o~ image rTciproque d'un faisceau sur le petit site @tale de S, ou 

plat quasi-cohTrent. La condition 1.3.1.1 est donc v@rifi@e dans cha- 

cun des cas suivants. 

(1.3.1.2) (a) G est lisse de pr@sentation finie (1.2.2 et XVII 6.3.21. 

I). 

(b) G est image rTciproque d'un faisceau de torsion sur le petit site 

6tale de S (1.2.15 (ii) et XVII 6.3.21.1). 

(c) G est affine, et noyau d'un @pimorphisme de groupes lisses (1.2.2 

et XVII 6.3.3.1). 

(d) G est d@fini par un faisceau quasi cob@rent plat sur S (1.2.15 (i) 

et XVII 6.3.21.1). 
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1.3.2. Soit f : X---~S une courbe projective et lisse sur un sch@ma 

n . 
S, ~ fibres g@om@triques connexes non vides. Soit ~falsceau inversi- 

ble sur X "suffisamment" relativement ample au s~s suivant. 

(1.3.2.1) Pour tout point g6om@trique s de S, si X s est de genre g, 

alors 

deg X (~) > 2g - 2 , 
s 

deg X (~) ~ i si g = O, et deg X (~) ~ 2 si g = i 
s s 

On a alors Rlf ~ = O, et f ~ est localement libre de formation 

compatible ~ tout changement de base, et partout de rang ~ 2. Si une 

section s de fx~ ne s'annule en aucun point, le sch@ma D s des z@ros 

de s, regard@ comme section de • sur X, est un diviseur relatif (EGA 

IV 21.15.2), fini localement libre sur S puisque X/S est de dimension 

relative i. On a canoniquement 

s : O(D s) ~~ ~ . 

Le diviseur D ne d@pend de s qu'~ multiplication par une section 
s 

de ~ pr~s. La construction pr@c@dente nous fournit donc un diviseur 

relatif Z~ sur le sch6ma d@duit de X par le changement de base 

P : p(f (~)v) > S 

Soit K un torseur sous GX' et soit KIZ ~ son image r@ciproque sur 

Z~. La trace de ce torseur (XVII 6.3.26), de Z~ ~ ~(fx(~) v) est un tor 

seur K~ sur ~(f (~)v) : 

K~ : Trz~/~(K I Z~) 

En vertu de 1.2.2, il existe un triple, unique ~ isomorphisme 

unique pros, form6 d'un G-torseur(~,K] sur S, d'un morphisme @~,K : 

~)G et d'un isomorphisme 
m 
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1.3.3. Si on note additivement la composition des torseurs, on a 

canoniquement 

1.3.3.1) ~ t ' ~ l  + K2] ~ <~'KI] +<l 'K2] 

= f~,KX ~ , K  2 1.3.3.2) @~,KI + K2 + 

Soient ~i eta2 deux faisceaux inversibles sur X v@rifiant 

1.3.3.1), et ~ =~i ®~2. Le produit tensoriel des sections d6finit un 

morphisme 

/< 
~ ( f x ( ~ l  )" ) PI2 

> 

~(f (~2)~ ) 

~(cx(,~2)") 

S S 

P 

On a ~Z + Zll + Z~2, d'o~ un isomorphisme (XVII 6.3.27.1) 

(1.3.3.3) ~XK~ ~ PrlK~l + Pr2K~2 

On d i s p o s e  d ' u n  i somorph i sme  c a n o n i q u e  

x i) ~ Pr20(1) wx@(1) = PrlO( 

de sorte que (1.3.3.3) se r@@crit 

~ X ( P ~ , K ]  +~,KO(1)) = p l ~ , K ]  + PrI~,K@(1) + Pr2~,K@(1) 

x M x 

Pl2<fl,K] + P12(f2,K] + prJ~l,Xe<Z) + p~2~2,Ke(1) 

On en d@dui t ,  p a r  une d o u b l e  a p p l i c a t i o n  de 1 . 2 . 2 ,  un i s o m o r -  

phisme canonique 

(1.3.3.4) <~[le£2,K] -- <~x,~] +~.2,K] 
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et une identit@ 

(1.3.3.5) 

On a donc 

(1.3.3.6) 

(1.3.3.7) 

On voit donc que ~ , K  ne d6pend que de K, et on pose 

deg(K) : ~,X 

K~ ~ p~<~,K]  + d e g ( K ) 8 ( 1 )  

deg(K 1 + K 2) = deg(K 1) + deg(K 2) 

S o i t  ~ un f a i s c e a u  i n v e r s i b l e  l o c a l e m e n t  f a c t e u r  d i r e c t  f ~,  d@f i -  

n i s s a n t  une s e c t i o n  u de ~ ( ( f  ~ ) v ) .  S o i t  D u l e  d i v i s e u r  r e l a t i f  d 6 f i n i  

pa r  l e s  s e c t i o n s  l o c a l e s  i n v e r s i b l e s  d e l l .  

uX¢(1) +~ v 
s s 

et on d@duit done de 1.3.3.6 que 

(1.3.3.8) u~Kf = TrD/s(K) m < ~ ,K] - deg(K)~ . 

On laisse au lecteur le soin de v6rifier la compatibilit6: 

Proposition 1.3.4 

1.3.3.4 est commutatif 

< l  2,x1 + KJ 

Le diagramme s uivant d'isomorphismes 1.3.3.1 e t 

< l®Z2,K1] + j 

£ 

Les isomorphismes (1.3.3.1) et (1.3.3.4) sont de plus compatibles 

aux isomorphismes d'associativit6 et de commutativit@ en un sens qu'on 

laisse au lecteur le soin d'expliciter. La formule (1.3,3.4) permet 

alors de prolonger par "lin@arit@" la d6finition de ~,~ lorsque 

504 



25 

ne v0rifie plus n@cessairement la condition (1.3.2.1). 

1.3.5. Pour tout diviseur relatif D sur X, on pose 

( 1 . 3 . 5 . 0 )  TrD/s(K)  = TrD/s(KID)  

Si ~(D) v@rifie (1.3.2.1), la section i de ~(D) est une section 

de f ®(D), et engendre en tant que telle un faisceau inversible loca- 

lement facteur direct de fxS(D), dont elle d~finit une trivialisation. 

L'isomorphisme 1.3.3.8 nous fournit donc un isomorphisme 

(1.3.5.1) < @(D),K] ~ TrD/s(K) 

On v~rifie aussitSt que les diagrammes 

<O(D),K 1 + K2] ~--- TrD/s (K 1 + K2~ 

 1352) 

f ¢ ( D ) , K i ]  + f ~(D),K2]  ~ TrD/s(K 1) + TrD/s(K2)  

et 

<O(D I + D2),K ] ~ TrDI + D2/s(K) 

/ 1 . 3 . 5 . 3 /  6.3.2 .1) 

~¢(D1) ,K ] + < ¢ ( D 2 ) , K  ] ~ TrD1/s(K)  + TrD2/s (K)  

s o n t  c o m m u t a t i f s .  Ceci  p e r m e t ,  pa r  l i n ~ a r i t ~ ,  de d ~ f i n i r  l ' i s o m o r p h i s -  

me ( 1 . 3 . 5 . 1 )  p o u r  t o u t  d i v i s e u r  r e l a t i f .  

1.3.6. Soient D et E deux diviseurs de Cartier relatif effectifs, 

et soit f une fonction rationnelle telle que 

div(f) = D-E , 

i.e. un isomorphisme entre ~(D) et ~(E). L'isomorphisme f entre 8(D) 

et ~(E) d~finit, par (1.3.5.1), un isomorphisme 

(1.3.6.1) ~f,K] : TrD/s(K),_~~ TrE/s(K) 
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On a, par 1.3.5.2 pour la seconde formule : 

~ f g , K  1 = ~ f , K ] . < g , ~  

( f , K  1 + K 2] = ( f , K 1 ]  + ~ f , K  2] 

Si ~ est une section de ~S' alors, pour tout faisceau inversible 

sur X, la multiplication par Iest un automorphisme de ~. Par trans- 

port de structure, cet automorphisme induit sur les deux membres de 

1.3.3.8 des automorphismes qui se d@duisent l'un de l'autre via l'iso- 

morphisme 1.3.3.8 On en d6duit que 

( ~ K ]  = deg(K) (~) , 

si deg(K) ~ O, l'isomorphisme <f,K] entre TrD/s(K) et TrE/s(K) d@pend 

donc du choix de f. 

Soient ~EF(S,~), gGF(S,G), ~ un faisceau inversible sur X et K 

un G-torseur sur X. Si ~,g] est l'automorphisme de~,,K] d@duit par 

transport de structure des automorphismes i de ~ et g de K, alors, 

~X,g], identifi@ ~ une section de G, est donn@ par 4~,g] = <~,~ +~,g]; 

puisque <O(D),g] = TrD/s(g), on tire de la formule pr@c@dente que 

(1.3.6.2) <X,g] = deg(K) (~) + deg(~).g 

1.3.7. Soit f : X--~ S une courbe projective et lisse sur Set Gun 
f 

groupe sur S v@rifiant 1.3.1.1 . Si X - o ~ T ~ ~S est la factorisa- 

tion de Stein de f, alors ~ est un rev~tement @tale de Set le fais- 

ceau fxGm est le tore H ~ . Localement sur S (pour la topologie @tale), 
T/S m 

X est somme d'une famille de courbes (Xi)iE I sur S ~ fibres g@om@tri- 

ques connexes non rides. Si K est un torseur sous Get ~ un faisceau 

inversible sur X, on pose alors 

~,K] : z<~lxi,Klxi] 
i 

et on d@fihit le degr@ de K : f G = ~I ~ G comme ayant les coordon- 
~m m 

n@es deg(KIX i) : ~m ~ G. Les constructions locales se globalisent et 
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fournissent des foncteurs et morphismes 

(1.3.7.1) ~,K]x/s = TrT/S((~,K]x/T) 

(1.3.7.2) deg(K) : f~m = T/SH ~m ) G : degx/s(K) = T/SK degX/T(K) 

Pour X un automorphisme de ~, d@fini par un @l@ment A ° de 

F(T,O~), on a 

(1.3.7.3) <A,K] = deg(K)(~) 

On d@finit le degr@ total de K comme le compos@ 

deg(K) 
deg tot(K) : G - -  ~ f ~ ~ G 

m ~m 

Les r@sultats qui pr@c~dent fournissent : 

Formulaire 1.3.8.: Pour toute courbe projective et lisse f : X--~S, on 

dispose d'un foncteur ( , ], de formation compatible ~ tout change- 

ment de base, qui ~ un faisceau inversible ~ sur X et ~ un torseur K 

sous f~G associe un torseur (~,K] sous G sur S. ce foncteur est muni 

des structures additionnelles suivantes et vSrifie les conditions sui- 

vantes : 

(1.3.8.1) (~,K] est biadditif en ~ et K; les isomorphismes de biaddi- 

tivit@ sont compatibles aux isomorphismes d'associativit@ et de commu- 

tativitS, aux changements de base, v@rifient la compatibilit@ (1.3.4) 

et sont compatibles aux isomorphismes (1.3.8.2) ci-dessous (via XVII 

6.3.25.3 et XVII 6.3.27.1). 

(1.3.8,2) On a, pour tout diviseur relatif effectif E sur X/S, un iso- 

morphisme canonique 

( ~ ( E ) , X ]  ~- TrEjs(KTE) 

(1.3.8.3) Le degr@ 1.3.7.2 v@rifie pour A~f ~ m automorphisme de 

<~,x]  ~ deg(K)(~) 

Pour ~m(S), le degr@ total v~rifie 

<A,K] = deg tot(K) (A) 
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De m~me, pour g£G(S) on a <~,g] = deg(~).g 

On en d~duit un isomorphisme canonique : 

[1.3.8.4) <fX~,K] = deg tot(K)(~) 

Ii r~sulte aussitSt des d~finitions que pour tout homomorphisme 

~: G--~G', on dispose d'un isomorphisme canonique, compatible aux don- 

n~es qui precedent : 

( 1 . 3 . 8 . 5 )  < ~ , ~ ( X ) ]  = q ( 4 ~ , K ] )  

(1.3.8.6) Soi~ u : X---~Y un morphisme plat entre courbes projectives 

et lisses sur S. On dispose alors d'isomorphismes compatibles ~ la 

biadditivit~ et aux changements de base : 

- Pour ~ faisceau inversible sur X et K un Gy-torseur sur Y, on a 

<~ ,uXK] ~ > < N x / y ( ~ ) , K ]  

- P o u r  ~ f a i s c e a u  i n v e r s i b l e  s u r  X e t  K un G x - t o r s e u r  s u r  X, on a 

< u~ff,K] , ~ , ~ , T r x / y K  ] 

De plus, ces isomorphismes v~rifient une compatibilit~ ~vidente pour 

un compos~ uv de morphismes de courb~; pour ~ = ¢(E), ils s'identi- 

fient aux isomorphismes (XVII 6.3.27.2) 

TrE/s(UXK ) ~~ TrpxE/s(K) 

TrpXE/s(K) ~~ TrE/S Trx/yK 

Reste ~ prouver 1.3.8.6. On se ram~ne au cas X et Y ~ fibres g~om~tri- 

ques connexes non vides et on note que les formules explicites qui pre- 

cedent fournissent, pour chaque section s de ~ , qui ne s'annule pas 

en tant que section de l'image directe de ~, un isomorphisme ~s du 

type voulu, homog~ne en s , et donc ind~pendant de s pour ~ v~rifiant 

(1.3.2.1). Le cas g~n~ral s'en d~duit. 

1.3.9. Sous les hypotheses 1.3.7, on a vu (1.3.8) que tout G-tor- 

seur K sur X d~finit un foncteur <x,K], d~sign~ ci-dessous par F(~), 
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muni des donn@es additionnelles suivantes et v@rifiant les conditions 

suivantes : 

(i) F est un morphisme de champ fppf sur S (XVII O.i0 et Giraud [I]) 

- de source le champ dont les T-objets, pour Tun S-sch@ma, sont 

les faisceaux inversibles sur X T 

- de but le champ des G-torseurs. 

(ii) Le foncteur F est muni d'isomorphismes d'additivit@ F(~I~ 2) ~ 

F(~ I) + F(~2), fonctoriels, compatibles aux isomorphismes d'associati- 

vit@ et de commutativit@, et compatibles aux changements de base. 

Th@or~me 1.3.10. Sous les hypgth~ses de 1.3.7, le foncteur 

: K~--~ ~x,K] e st une @quivalence entre la cat@~orie des G-torseurs 

sur X et la cat@gorie des morphismes de champs consid@r@s en (1.2.9). 

On se famine facilement au cas o2 X est ~ fibres connexes non vides. 

Soit F v@rifiant 1.3.9 (i) et (ii). Pour tout S-sch@ma T et toute 

section t de XT/T , d@signons encore par t le diviseur relatif t(S). 

F(~(t)) est alors un GT-torseur sur T. On d@signera par T(F) le tor- 

seur ainsi obtenu sur X, pour t le "point universel" de X, ~ valeur 

dans X, d@fini par l'application identique de X dans X. Pour toute sec- 

tion t comme plus haut, on a 

(1.3.10.1) F(@(t)) ~ t~W(F) 

L'isomorphisme 1.3.8.2 fournit un isomorphisme de foncteurs 

~o~ -~-~Id. Construisons un isomorphisme ~o~ ~ ~d. 

Pour chaque section t de X T sur T, i'isomorphisme (1.3.10.1) est 

un isomorphisme 

F(~(t)) -~-~ (~(t) ,~(F)] 

Par addition, chaque famille tl...t n de sections de X T sur T d@- 

finit un isomorphisme 

F(@(Xti) ) ~ ¢(®(Zti) ,W(F)] , 

et d'apr~s 1.3.9 (ii), cet isomorphisme ne d@pend pas de l'ordre des t i 
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Prenons T : (X/S) net pour tl...t nle n uple universel de sections. 

n 
Si T' : Syms(X) , on dispose alors sur XT, d'un diviseur ~ti, dont le 

diviseur Zt i sur X T soit image r@ciproque. Sur T, a est un isomorphis- 

me sym@trique 

a : F(®(Zti)) ~~<~(Zti),~(F) ] 

entre torseurs image r@ciproque de torseurs sur T'. Par hypoth~se (1.3. 

l.l)(ii), cet isomorphisme provient d'un et d'un seul isomorphisme 

sur T' 

a : F(~(Eti)) ~ )~(~ti),~(F)] (sur T') 

D'apr~s XVII 6.3., on dispose ainsi pour tout diviseur relatif D 

sur X d'un isomorphisme 

( 1 . 3 . 1 o . 2 )  a D : F ( O ( D ) )  ~ ) < ~ ( D ) , ~ ( F ) ]  , 

additif en D, et de formation compatible ~ tout changement de base. 

Soit ~ un faisceau inversible suffisamment ample sur X au sens 

1.3.2.1 Chaque section partout non nulle s de f @ d@finit, avec les 
x 

notations de 1.3.2 , un isomorphisme 

s : ~(Ds)- ~ ) ~ , 

d'o~, par (1.3.10.2), un isomorphisme 

(1.3.10.3) a s : F(~) ~ )(~,~(F)] 

Prouvons que cet isomorphisme ne d@pend pas de s. En effet : 

(i) La formation de a s est compatible ~ tout changement de base 

(ii) Ii existe un homomorphisme ~ : ~ ---)G tel que 
m 

a~s  = ~ ( ~ ) ' ~ s  

( d ' a p r ~ s  l a  f o n c t o r i a l i t @  d e s  d e u x  membres  de ( 1 . 3 . 1 0 . 3 ) ) .  

On a n @ c e s s a i r e m e n t  ~ : O, s a n s  q u o i  l e  t o r s e u r  s u r  ~ ( ( f x ~ )  ~) i m a -  

ge r @ c i p r o q u e  de F(f f )  - ( ~ , ~ ( F ) ]  s e r a i t  de degr@ ~ O. Les  ~s d 6 f i n i s s e n t  

donc  un m o r p h i s m e  de T ( ( f  ~ ) v )  d a n s  G, e t  ce  d e r n i e r  e s t  c o n s t a n t  p a r  
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hypoth~se ((1.3.1.i)(i). On peut donc poser ~ = ~s 

Les isomorphismes a~ forment donc un isomorphisme de foncteur 

entre les restrictions des foncteurs F et <~,7(F~ aux faisceaux suf- 

fisamment amples. Cet isomorphisme est compatible aux isomorphismes 

d'additivit@, ce qui permet de le prolonger par lin@arit@ [ tousles 

faisceaux inversibles et ach~ve la construction de 

: @o~ --- Zd 

Exemple 1.3.11.: G : ~ Sous les hypotheses 1.3.7, et dans le cas 
m 

particulier o[ G : ~m' on @crira < , > plutSt que g , ] ; si ~ et~ 

sont deux faisceaux inversibles sur X, alors ~,~)est un faisceau in- 

versible sur S. On dispose de plus d'isomorphismes (1.3.8.2) 

( ¢ ( D ) , ~ )  m ND/S(~) 

Si  D e t  E s o n t  des  d i v i s e u r s  r e l a t i f s  e f f e c t i f s  d i s j o i n t s ,  a l o r s  

¢ ( E ) I D  e s t  c a n o n i q u e m e n t  i s o m o r p h e  ~ ~,  d ' o ~  un i s o m o r p h i s m e  

(1.3.11.1) ~D,E : <~(D)'®(E)~ ND/S(~(E) ~ ND/S(~) ~ 

Prpposition 1.3.12.: Soient (Di)i=l, 2 et__Edes diviseurs relatifs effec- 

tifs, avec D i disjoint de E (i:i,2). Soit f une fonction rationnelle 

v@rifiant div(f) : DI-D2, i.e. U n isomorphisme f : ~(DI)-~O(D2). Le___ss 

diagramme d'isomorphismes suivants sont commutatifs 

aD1,E 
(1.3.12.1) (@(DI) , ~(E)> ......... ) 0 

l(f,~(E)> [ NE/S(f) 

. ~D2'E 
<~(D2)  , ~ ( E ) )  ..... ~ 

~E,D 1 
(1.3.12.2) 4e(E), ¢(DI)> ~ e 

<e(E),f> 

<~(S), ~(D2)> ~E,D 2 

NE/S(f) 
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gramme 

La formule (1.3.12.2) exprime simplement la commutativit@ du dia- 

NE/S(~(D1 ))  ) ¢ 

NE/S(f) I NE/S(f) 

NE/S(O(D2) )  ~ ) 

Pour tout S-sch@ma T et tout faisceau inversible ~ sur XT, posons 

F(~) = NET/T(~). Les hypotheses de 1.3.10 sont v@rifi@es par ce fonc- 

teur, de sorte qu'il existe un unique faisceau inversible@4, muni d'un 

isomorphisme de foncteur compatible ~ la biadditivit@ : 

NET/T(~)  ~ < ~ ,  O l t,> 

De plus, si d : T--~X Test une section de X sur T, on a canoni- 

quement 

d X ~  ~ ~ N E T / T ( ~ ( d ) )  

P r e n a n t  p o u r  d l a  s e c t i o n  u n i v e r s e l l e , d e  X, A : X--- .Xx,  on t r o u v e  

~ ) NEx/X(@(A)) 

Localement sur S, E est une somme de sections E :Z t. (XVII 6.3); 
i 

pour un tel E, on a 

NEx/X(~(A)) : ~ t~(A) : Z~(t i) : ~(E) 

et cet isomorphisme, @tant ind@pendant de l'ordre des ti, d@finit un 

isomorphisme canonique 

(i~3.12.3) NEx/X(@(A)) ~ ¢(E) , 

de sorte que 

(1.3.12.4) NET/T(~) ~5 Z~,®(E)> 

L'isomorphisme (1.3.12.3) est compatible ~ la biadditivit6, aux 

changements de base et est caract6ris@ par le fait que, de plus, pour 

512 



33 

toute section d de X T sur T, l'isomorphisme 

NE/T(~(d)) ~ ~ <O(d), ¢(E)~ " $ d~O(E) 

est image r6ciproque de l'isomorphisme universel (1.3.12.3). En parti- 

culier, pour d disjoint de E, le diagramme 

NE/T(~(d)) ~7 <~(d), ¢(E)) ~ ~ dX¢(E) 

rl ii 
est commutatif. Par addition, on en d6duit que pour D disjoint de E, 

le diagramme 

NE/T(¢(D)) >(¢(D),¢(E)> ~ , ND/T(¢(E)) 

e s t  e o m m u t a t i f ,  La f l ~ e h e  ~E,D1 e s t  done  compos6e  de l ' i n v e r s e  de 1 . 3 .  

1 2 . 4  e t  d ' u n e  f l ~ e h e  6 v i d e n t e  

(¢(D), ¢(E~{ ~ NE/S(¢(D))- > S 

et 1.3.12.2 en r6sulte aussitSt, puisque 1.3.12.4 est fonctoriel. 

On d@duit de 1.3.12 (cf. SERRE [i] Ch III prop 7 PZ 46) 

Corollaire 1.3.13.: Soient (Di)i:l, 2 e__tt (Ei)i:l, 2 des diviseurs rela- 

tifs effectifs, avec D i disjoint de Ej, f une fonction rationnelle v@- 

rifiant div(f) : DI-D 2 e__tt g une fonction rationnelle v@rifiant 

div(g) : EI-E 2. On a alors 

NEI/S(f).NE2/S(f)-I = NDI/S(g).ND2/S(g)-I 

soit bri~vement 

(i.3.13.i) f(div(g)) : g(div(f)) 

Cette formule, sous la forme 

ND2/S(g) NEI,/S (f) : NE2/S(f) ND I/s (g) , 

exprime, via (1.3.12.1) et (1.3.12.2) la commutativit6 du diagramme 
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~@(D I ,g> 
<~(DI), 0(El)> ~ <~(DI),~(E2)~ 

t <f,~(E1)> l<f,~(E2)~ 
<~(D2),g> 

<e(D2), ~(E1)> .... ~ <~(D2),~(E2)> 

Corollaire 1.3.14. Pour G = ~m' le degr@ (1.3.2.7) coincide avec le 

degr6 usuel des faisceaux inversibles. 

II suffit de comparer les form~les (1.3.7.3) et (1.3.12.1) pour 

f image r6ciproque de foC F(S,~). 

1.3.15. Quels que soient ~ et J4J, suffisamment amples, il existe loca- 

lement sur S des diviseurs disjoints D et E et des isomorphismes 

: ~ - ~ @(D) et B : ~4,----)~(E) 

D6signons par • l'isomorphisme rendant commutatif le diagramme 

'l • II 
II r@sulte de 1.3.12 que cet isomorphisme ne d@pend pas du choix par- 

ticulier de D,E, & et fl ; il se globalise donc en un isomorphisme ca- 

nonique 

(1.3.15.1) T :<ff ,at> ~~<ff,~>. 

Cet isomorphisme v~rifie x 2 : i; il est compatible ~ la biadditi- 

vit6, puisque (1.3.11.1) l'est, et se prolonge par lin6arit@ ~ des 

faisceaux inversibles quelconques. 

II r6sulte de (1.3.12.5) que le morphisme (1.3.12.4) s'identifie 

au compos6 

NET/T(~)~ <~(E),~>--m-~ <~,~(E)> 

(le v6rifier pour~ = ®(D) avec D disjoint de E). 
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Formulaire 1.3.16. Pour toute courbe projective et lisse f : X--~S, on 

dispose d'un foncteur < , ~, de formation compatible ~ tout changement 

de base, qui ~ deux faisceaux inversibles ~ et~sur X associe un fais- 

ceau inversible <~,~.~ sur S. C e foncteur est muni des structures addi- 

tionnelles suivantes et v@rifie les conditions suivantes : 

1.3.16.1. Avec les notations de 1.3.8., pour G = ~m' on a 

< ~ , ~ >  = < ~ , . ~ . ]  , 

en particulier,(~,~> est biadditif en ~,~ au se~s pr@cis@ en 1.3.8.1 

et cette biadditivit@ est compatible ~ celle du second membre d'un iso- 

morphisme canonique (fonctoriel enOL) 

< O ( E ) , d t >  ~ ) ~E/S(~,)  

1.3.16.2. On dispose d'un isomorphisme de sym@trie 

T : < ~ , ~ l l . >  ~ ~ < ~ t l . , ~ >  , 

fonctoriel en ~ eta, compatible aux changements de base, aux isomor- 

phismes de biadditivit@ et v@rifiant T 2= i. Ii rend commutatif le dia- 

gramme suivant, pour D et E diviseurs disjoints : 

ND/S(@(E))< <~(D), ~(E)9 T }• <O(E), @(D)> -----~ NE/S(D(D)) 

Ces formules impliquent les formules (1.3.12.1) (1.3.12.2) 

(1.3.13.1) et 

(1.3.16.3) Pour a,bE F(S,@~) on a, d@signant par (a,b~ l'automorphisme 

de~,~ identifi@ ~ une section de ~m' d@duit par fonctorialit@ des 

automorphismes aet b de ~ eta, 

~a,b) = a deg(~) b deg(~) 

(1.3.16.4) On a, si ~o (resp'~o) est un Module inversible sur S, un 

isomorphisme canonique 
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(r~fo,~) ~~ ~®deg(~) 

( r e sp .  < 8 , r ~ o  > ~ ~,.1~ ®deg(~) ) .  

1.3.16.5. Si u : X ~Y est un morphisme fini et plat de courbes projee- 

tives et lisses sur S, alors, pour ~ faisceau inversible sur X et 

faisceau inversible sur Y, les isomorphismes 1.2.9.7 

< u~,~> ~ ~,Nx/Y~ > 

se d@duisent l'un de l'autre par la sym@trie (1.2.16.2) (le voir pour 

= @(E) et ~, = ®(F) avec E et F disjoints). 

1.3.16.6. Pour ~ un faisceau inversible sur X, la fl~che de sym@trie 

T :<~,~>--> <~,~> 

est la multiplication par (-i) deg(~). 

1.3.17. Ii reste ~ prouver 1.3.16.6. On donnera deux d@monstrations, 

la premiere faisant usage de la th@orie du d@terminant ( SGA 6 XI ). 

l~re d@monstration : Soit u : T--)S un morphisme fini localement libre. 

Si ~ est un faisceau inversible sur T, on dispose d'un isomorphisme 

(1.3.17.1) NT/S(~) ~ det(ux~) det(u @T )-I 

uniquement d@termin@ par les trois conditions suivantes : 

a) sa formation est compatible aux changements de base; 

b) pour ~ = @T' c'est le morphisme identique de @S; 

c) il est fonctoriel en ~. 

Soient D et E deux diviseurs relatifs effectifs sur X, i l'inclu- 

sion de D dans X et u la projection de D sur S. La suite exacte courte 

0 ~ @ ( - E )  ~ @ ~ @ ~  .... ~ 0 

permet d'interpr@ter l'isomorphisme 

<@(D),®(-E)~ ~ ND/S(@(-E)) ~ det(uxiX@(-E)) det(u i~@) -I 
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comme un isomorphisme 

O ~  

(1.3.17.2) 

L 
det Rux(LiX~E)-I -- det Rfx(@D ® @E )-I 

< ¢ ( D ) , @ ( E ) 9  = d e t  Rfx(® D@ b E) 

L 
P o u r  D e t  E d i s j o i n t s ,  on  a ®D ~ @E : 8 ,  e t  l ' i s o m o r p h i s m e  de 

< ~ ( D ) ,  ¢ ( E ) >  a v e c  ~S q u i  s ' e n  d@dui t  e s t  c e l u i  d@j~ cons id@r@.  On en 

d@dui t  q u e ,  p o u r  D e t  E d i s j o i n t s ,  l a  s y m @ t r i e  T e t  l ' i s o m o r p h i s m e  de 

s y m @ t r i e  ~ D O  OE----~ 0 E ~ ~D s o n t  c o m p a t i b l e s  v i a  ( 1 . 3 . 1 7 . 2 ) .  P a r  sp@- 

c i a l i s a t i o n ,  c e e i  r e s t e  v r a i  q u e l s  que s o i e n t  D e t  E. 

L o r s q u e  D = E e s t  d @ f i n i  p a r  un id@al  I ,  on a 

Hf(~D® ~D ) = ~D sym@trie = + i 

H - I ( ~ D ~  ~D ) = 1 / 1 2  s y m @ t r i e  = - 1 

L 
--H~(~D~ D) : 0 pour i ¢ O, - i . 

D~s lors, la fl~che 

T : ( ¢ ( D ) ,  ¢ ( D ) >  ~ ~ ~ ( D ) ,  ¢ ( D ) >  

dim I/i2 deg(®(D)) 
est (-i) : (-i) , 

et 1.3.16.6 en r@sulte. 

2~me d@monstration : Par r@duction ~ un cas "universel", on peut suppo- 

ser que S est r@duit. Ce cas se ram~ne ~ celui o~ S est spectre d'un 

corps alg@briquement clos k. Soient dans ce cas X I X 2 YI et Y2 quatre 

diviseurs sur X, f et g deux fonctions rationnelles, et supposons que 

div(f) = X 2 - X I 

div(g) = Y2 - YI 

(XlUY 2) ~ (x2~Y I) = 

Les applications f et g d@finissent alors 

~f,g) : <~(xl) , e(Y1))m5 <¢(x2) , ¢(Y2)> 
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Les deux membres sont canoniquement isomorphe ~ k (1.3.11.1), de sorte 

que (f,g~s'identifie ~ un @l@ment de k ~. 

Lemme 1.3.18. On a 

)Vx(f)Vx(g) Vx(f) (g) 
~f,g~ = ~ (-I (g /f vX )(x) 

xEXIUY 2 

Montrons que (1.3.18) entra~ne (1.3.16.6). On peut supposer que 

~ ~(X) ~ ~(Y) avec X et Y effectif, et que XAY = ~. Soit f une fonc- 

tion rationnelle telle que div(f) : Y - X. Le diagramme commutatif 

./,./, 8 5 • ~ ~ , ~ 5  

11 II 
(~(X), ~(Y)) ~f,f-l>~ ($(Y), ~(X)> 

montre que 2 

T : (f,f-l~ : Z (-i) vX(f) : (-l)deg(~) 
xEX 

Prouvons 1.3.18. On se ram~ne ~ supposer X i et Yi tr~s ample. Ii exis- 

te alors des factorisations f : flf2 ; g : glg 2 avec 

div(f I) : X' - X I 

div(f 2) : X 2 - X' 

div(gl) : Y' YI 

div(g2) : Y2 - Y' ' 

les diviseurs X', Y' et X IUX 2~YIUY2 @tant disjoints. 

D@signons par ~, ~ ~ le second membre de (1.3.18) et prouvons que 

(f,g~ : (fl,gl ~ ~ . (f2,g2~ 

D'apr~s Serre [i], on a 

~(fl)Vx(g2 ) vx(g 2) Vx(f I) 
(1.3.18.1) n (-i) (fl /g2 )(x) : i 

x 

On en tire que 

(fl'gl > ~" <f2'g2 > ~ : gl(X1 ) fl (Y') g2 (X') f2 (Y2) 

n (-i) vx(fl)v×(g2) Vx(g2) -Vx(fl) 
(fl f2 ) (x) 

XI~ X'UY'VY 2 

H g2(x) vx(fl) -Vx(fl) Vx(gl) Vx(g2) 
xEX' . g2(x) H fl(x) fl(x) 

xEY ' 
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(_1)Vx(f)Vx (g) Vx(g 2) -Vx(f I ) 
((flf2) (glg2) : (flf2,glg2) 

XI~Y 2 

On a par fonctorialit@ de ( ~ ~ que (f,g~ = ~fl,gl )(f2,g 2), et on 

v@rifie facilement que (fi,gi) = (fi,gi ~. Le le~me en r@sulte. 

1.4. Champs de Picard strictement commutatifs. 

Quelques r@sultats de "topologie g@n@rale" vont @tre n@cessaire 

pour exprimer les r@sultats de 1.3 par une "formule des coefficients 

universels". 

Les r@sultats de ce n ° sont sugg@r@s dans une lettre de A. Gro- 

thendieck adress@e ~ J.L. Verdier (1966). 

Les notions d'associativit@ et de commutativit@ pour des bifonc- 

teurs (voir ci-dessous) ont @t@ introduites par MAC LANE. 

1.4.1. Soient Cune cat@gorie, F : C~ C--@C un foncteur et 

: F ( F ( X , Y ) , Z )  ~ ~ F ( X , F ( Y , Z ) )  

un i somorph i sme  de t r i f o n c t e u r s .  On d i t  que l e  c o u p l e  (F ,~ )  e s t  un 

foncteur associatif, ou que ~ est une donn@e d'associativit@ sur F si 

la condition suivante est v@rifi@e 

(Ass) Quelle que soit la famille (Xi)i~ I d'objets de C, et d@si- 

gnant par e : I---~M(1) l'application canonique de I dans le mono~de 

libre (sans unit@) engendr@ par I, il existe une application F : 

: M(1)--50bC, des isomorphismes a i : ~(ei)~TX iet des isomorphismes 

ag,h : ~(gh)~-v-~(F(g),F(h)) tels que les diagrammes 

a f , ~  F ( F ( f ) , F ( g h ) )  ~ F ( F ( f ) , F ( Z ( g ) , F ( h ) ) )  
g ,h  

( 1 . 4 . 1 . 1 )  /[~ 

F ( f ( g h )  ) 

II 
_F((fg)h) 

soient commutatifs. 

afg,h 
~-~ F(F(Z(f),Z(g)),Z(h)) 

af,g 

Nous n'aurons pas ~ faire usage de ce que l'axiome (Ass) @quivaut 

"l'axiome du pentagone", comme quoi le diagramme suivant est commu- 

tatif 
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F(F(X,Y),F(Z,T)) 

J 
V(X,F(Y,F(Z,T))) F(F(F(X,Z),Z),T) 

F(X,~(F(Y,Z),T))~ ~ F(F(X,F(Y,Z)),T) 

Soient donn@s maintenant des isomorphismes fonctoriels 

~x,Y,Z : F(F(X,Y),Z) ~ ~ F(X,~(Y,Z)) 

TX, Y : F(X,Y) ~ ) F(Y,X) 

On dira que a et T font de Fun foncteur associatif et strictement com- 

mutatif si la condition suivante est v@rifi@e. 

(Ass.s.Com) Quelle que soit la famille (Xi)i~ I d'objets de C, et d@- 

signant par e : I~-~N(1) l'application canonique de I dans le monoffde 

ab@lien libre (sans unitE) engendr@ par I, il existe une application 

: N(1)--~ 0bC, des isomorphismes a i : ~(ei)--~cX i et des isomorphismes 

ag,h : F(gh)--~+F(~(g),F(h)) tels que le diagramme (1.4.1.1) soit com- 

mutatif, ainsi que le diagramme 

( 1 . 4 . 1 . 2 )  ~(gh) ag'h ~ V(Z(g),Z(h)) 

F(hg) ah~g ~ F(Z(k),Z(g)) 

Nous n'aurons pas ~ faire usage de ce que cet axiome @quivaut 

la conjonction de 

i) l'axiome du pentagone 

2) TX, X : X + X--~X + X est l'identit@ 

3) ~y,xOTx, Y : X + Y--~Y + X---~X + Y est l'identit@ 

4) l'axiome de l'hexagone : le diagramme 

X + (Y + Z) 

(X + Y) + Z X + (Z + Y) 

Z + (X + Y) (X + Z) + Y 

(Z + X) + Y 

520 



41 

est commutatif. 

On prendra garde que la condition 2) n'est pas tr~s souvent v@ri- 

fi@e en pratique (d'o~ la terminologie strictement commutative). 

D@finition 1.4.2. Une cat@gorie de Picard strictement commutative 

est une cat@~grie non vide dont tousles morphismes sont des isomor- 

~hismes, munie d'un foncteur + : ~ ~ ~--~: (X,Y)~ ~ X + Yet d'iso- 

m orphismes fonctoriels 

: (X + Y) + Z ,,~,,,~ X + (Y + Z) 

T:X+Y ~Y+X 

faisant de + un foncteu r associat~f et strictement commutatif ~ et telle 

en outre que pour tout X6Ob~, le foncteur Yl ~X + Y s o it une @quiva- 

lence de cat@~orie. 

Le lecteur v@rifiera que 

Lemme 1.4.3. Si (Xi)i~ Iest une famille d'objets d'une cat@$orie de 

Picard strictement commutative ~, il existe une application 

Z : ~(1)---~Ob~, des isomorphismes a i : ~(ei)--7->X i e_tt a ,~ : Z(~ + ~) 

--~ Z(n) + Z(m) tels que les diasrammes du type (1.4.1.1) e__[t (1.4.1.2) 

soient commutatifs. Le syst~me (Z,(ai),(a ,m)) est unique ~ isomorphis- 

me unique pr6s, et est fonctoriel en (Xi)i6 I. 

1.4.4 Une cat@gorie de Picard strictement commutative admet ~ iso- 

morphisme unique pros un et un seul objet neutre, qu'on peut ici d@fi- 

nit comme un couple (e,~) form@ d'un objet e et d'un isomorphisme 

~: e + e-r-~e. Si (e,~) est un objet neutre, il existe un et un seul 

isomorphisme de foncteurs 

: e + X ?~ X 
S 

rendant commutatif le diagramme 

e + (e + X) ( > (e + e) + X 

~e+~s I ~ 
e+X ....... e+X 
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On d6finit de mSme a d : X + e-~->X, et ~ est cas particulier tant 

de a s que de ~d; T 6change a Set a d. Le groupe Aut(e) est ab61ien, et 

pour tout XC Ob~, les foncteurs X + et + X 6tablissent le m@me isomor- 

phisme entre Aut(e) et Aut(X). 

D6finition 1.4.5. Un champ de Picard strictement commutatif ~ sur un 

site ~ est un champ en @roupo[des ~ sur ~ (GIRAUD [i]), muni d'un fonc- 

teur + : ~ ~--~ et d'isomorphismes de foncteurs 

:x+y ~y+x 
x,y 

: (x + y) + z ~ x + (y + z) x , y , z  

q u i ,  pour  t o u t  U 6 0 b $ ,  f o n t  de ~ (U)  une c a t 6 ~ o r i e  de P i c a r d  s t r i c t e m e n t  

commutative. 

Dans ce qui suit, on parlera simplement de champ de Picard, sans 

sp6cifier "strictement commutatif". D'apr~s 1.4.4, tout champ de Pi- 

card ~ admet un "objet neutre" global e, et Aut(e) est un faisceau 

ab61ien. 

1.4.6. Un foncteur additif F : ~i--~ ~2 entre champs de Picard sur ~ 

est un~-foncteur (n6cessairement cart6sien) muni d'un isomorphisme 

de foncteurs 

F(x + y) ~ ~ F(x)  + F(y)  

rendant commutatif les diagrammes 

F(x + y) > F(x)  + F(y)  

F(F + x) ) F (y )  + F(x)  

e t  

F ( ( x  + y )  + z )  

I F ( ~ )  

F ( x  + (y  + z ) )  

) F(x  + y)  + F ( z )  

>F(x) + F ( y  + z) 

>(F(x) + F(y)) + F(z) 

~ F ( x )  + ( F ( y )  ÷ F ( Z ) )  
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Un morphisme de foncteur s additifs u : F---~G est un morphisme de 

~-foncteurs (automatiquement un isomorphisme) rendant commutatif le 

diagramme 

F(x + Y) Ux+y )a(x + y) 

1 u+u ] 
F(x) + F ( y ) -  x y ) G(x) + G(y) 

1.4.7. Si 91 et ~2 sont deux champs de Picard sur~, le champ de Pi- 

card HOM(~I,~ 2) est le champ de Picard suivant : 

a) si U~ 0b ~, ses objets sur U sont les foncteurs additifs de ~IIU 

dans ~21U; les morphismes sont les morphismes de foncteurs additifs; 

b) on d@finit la somme de deux foncteurs additifs F Iet F 2 par la for- 

mule (F I + F2)(x) = Fl(X) + F2(x) ; l'isomorphisme structural est celui 

qui rend commutatif le diagramme 

(F I + F2)(x + y) 

Fl(X + y) + F2(x + y) 

structural 
) (F 1 + F2)(x)  + (F 1 + F2)(y)  kk 

Fl(X) + V2(x) + FI(Y)+F2(y) 

Pl(X) + FI(Y) + F2(x) + F2(Y) 

c) les isomorphismes d'associativit@ et de commutativit@ sont d@finis 

via les isomorphismes analogues darts ~2" 

1 . 4 . 8 .  Si ~1'  ~2 et 9 sont trois champs de Picard, un foncteur biad- 

ditif de ~i X ~2 dans ~ est un 1~-foncteur F de ~i X~ ~2 dans ~, muni 

d'isomorphismes de foncteurs 

F(Xl + YI' x2) ~ ~F(Xl' x2) + F(YI' x2) 

F(x I, x 2 + y2 ) ~ ~F(Xl, x 2) + F(x I, Y2 ) , 

tels que 

a) Pour xl(res p. x 2) fi×e, F(Xl, ~) (resp. F(x, x2)) v@rifie les compa- 

tibilit@s de 1.4.3. 
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b) Pour U60b~, xl,Yl~Ob ~I(U) et x2,Y 2~Ob~2(U), le diagramme 

F(xI+Y I, x2+Y 2) 

l 
F(Xl,X2+Y 2) + P(Yl,X2+Y2 ) 

\ 

F(xI+Y I, x 2) + F(Xl+Y I, Y2 ) 

F(Xl,X 2) + F(Yl,X 2) + F(Yl,X 2) + F(Yl,y 2) 

9 

F(Xl,X 2) + F(Xl,Y 2) + F(Yl,X 2) + F(Yl,Y 2) 

est commutatif. 

Par exemple, le foncteur canonique 

, : 

est biadditif. 

v(x) 

On montre comme en 1.4.7 que les foncteurs biadditifs de ~i ~ 72 

dams ~ forment un champ de Picard HOM(~ I, 92 ; ~). 

On verra en (1.4.20) qu'il existe un foncteur biadditif "2-univer- 

sel" : ~i ~ ~2 ~ ~i ~ ~2; plus pr@cis@ment, i! existe un champ de 

Picard ~i ~ ~2 et um foncteur biadditif ~ : ~i ~ ~2 ~ ~i ~ ~2 tel 

que pour tout champ de Picard ~, le foncteur d@fini par ~ : 

Z 
soit ume @quivalence. Ce champ est unique ~ @quivalence unique (~ iso- 

morphisme unique pr6s) pr~s. 

1.4.9. Soit u :~i---~2 un morphisme de sites. L'image directe u ~ 

d'un champ de Picard ~ sur~ Iest le champ de Picard sur~2 d@fini par 

u ~ ( V )  = ~(u~V) 

Ses objets sur V~Ob ~2 sont les objets de ~ sur u~V; ses morphismes, 

sa loi d'addition et ses isomorphismes de compatibilit@ sont ceux de g. 

l'image directe u est un 2-foncteur. 
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1.4.10. Un pr@champ de Pleat d ~ sur un site ~ est un pr@champ~ sur~ 

(Giraud [i]) muni d'un foncteur + : ~X ~--~ ~et d'isomorphismes 
s 

d'associativit@ et de commutativit@ ~ et T, tels que pour chaque 

U~ Ohm, ~(U) soit une cat@gorie de Picard (strictement commutative). 

Si ~i et 9 2 sont deux pr@champs de Picard, on d@finit de fagon @viden- 

te (cf. 1.4.6, 1.4.7) les foncteurs additifs de ~i dans ~2 et le pr@- 

champ de Picard HOM(~I, 9 2 ) qu'ils forment. Si ~est un pr@champ de 

Picard, et j : ~ ~a~le, champ qu'il engendre, il existe ~ @quivalence 

essentiellement unique pros un et un seul couple form@ d'une structure 

de champ de Picard sur a~ et d'une structure de foncteur additif sur j ; 

munis de ces donn~es, le couple (j ,a~) s'appelle le champ de Picard 

engendr@ par ~ . Pour tout champ de Picard ~ I, on a une @quivalence 

(1.4.1o.1) HOM (a~,T I) ~)HOM (~,~) 

1.4.11. On d@signera par C[-I'O](~) la cat@gorie des complexes de fais- 

ceaux ab@liens K sur~ tels que K i = 0 pour i~ [-i,0]. A tout complexe 

K6ObC[ -1'0] ($) 

K : d : K -I K 0 

est associ@ le pr@champ de Picard pch(K) suivant : 

(I) Pour U6 0b~, on a Obpch(K)(U) = KO(u). 

(II) Si x,yEKO(u), une fl~che de x dans y est un @l@ment f de K-I(u) 

tel que df = y-x 

(III) La loi de composition des fl~ches est la loi d'addition dans 

K-I(u). 

(IV) Le foncteur + est donn@ par la loi d'addition dans KO(u) et K-I(u). 

(V) Les isomorphismes d'associativit@ et de commutativit@ sont fournis 

par l'@l@ment nul de K-I(u) 

On d@signera par ch(K) le champ de Picard engendr@ (1.4.10) par 

le pr@champ de Picard pch(K). Le faisceau HO(K) s'interpr~te comme le 

faisceau associ@ suivant 
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(1.4.11.1) HO(K) = a (UJ ~groupe des classes d'isomorphisme 

d' objets de ch(K)(U) ) 

D'autre part, 

(1.4.11.2) H-I(K) = Aut (e) 

1.4.12. Tout morphisme de complexe f : K--~L induit un foncteur addi- 

tif pch(f) : pch(K)---}pch(L), d'o~ un foncteur additif 

oh(f) : ch(K) ) ch(L) 

Ii r@sulte de (1.4.11.1) et (1.4.11.2) que ch(f) est une @quiva- 

lence si et seulement si f est un quasi-isomorphisme. On d@duit de 

1.4.10.1 que pour deux morphismes f,g : K---~L, on a 

Hom(ch(f),ch(g)) ~ ~ Hom(pch(f),pch(g)) 

Un morphisme de foncteur h : pch(f)---~pch(g) est un morphisme de 

faisceaux h : KO--¢L -I tel que 

(1.4.12.1) g(x) - f(x) : dh(x) 

et tel que pour tout triple (x,y,u) avec y-x = du, on air 

(1.4.12.2) h(y) + f(u) : g(u) + h(x) 

Que h soit un morphisme de foncteurs additifs signifie que 

(1.4.12.3) h(x + y) : h(x) + h(y) 

La condition 1.4.12.3 permet de r@@crire (1.4.12.2) comme 

(1.4.12.2') g(u) - f(u) = hdu ; 

les conditions (1.4.12.1) ~ (1.4.12.3) signifient donc que h est une 

homotopie de f ~ g, et 

(1.4.12.4) Hom(ch(f),ch(g)) = {H:homotopie K--~L % g-f = dH + Hd} 

Lemme 1.4.13 (I) Pour tout champ de Picard ~, il existe un complexe K 

tel que ~ ~ ch(K). 

(II) Pour tout foncteur additif F : ch(K)--~ch(L), il existe un quasi- 

isomorphisme k : K'--CK et un morphisme ~: K'--~L tel que F ~ ch(~)ch(k) -I 
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Prouvons (I). Soit (ki,Ui)i~ I une famille telle que 

(a) kiCOb~(U i) ; 

(b) tout objet de ~est localement isomorphe ~ une image inverse de 

l'un des k i. 

Posons K ° = E~) Z U . On d@duit de 1.4.3 qu'il existe un foncteur 
iei i 

additif F de ch(O---)K °)dans ~ envoyant la base e i de ~Ui sur k i. Soit 

K -I le faisceau des couples form@s d'une section locale x de K ° et d'un 

isomorphisme t : F(O)-~-,F(x). On d@finit l'addition sur K -I par 

(xl,t I) + (x2,t 2) = (Xl+X2,t) o~ t rend commutatif le diagramme 

tl+t 2 
F(O) + F(O) ~ F(x I) + F(x 2) 

F(O+O) ¢ F(Xl+X 2) 

On d@finit d : K-1---gK ° par d(x,t) = x; d est additif. 

Si y-x = dt, il existe un et un seul morphisme F(t) rendant com- 

mutatif le diagramme 

F ( x )  F ( t )  ,~ F ( y )  

t+F(x)> [ F ( O ) + F ( x )  F ( y - x ) + F ( x )  

et on v@rifie que cette construction d@finit une @quivalence 

F : oh(K)  ~ 

P r o u v o n s  ( I I ) .  S o i t  donc  F : ch (K )  4 c h ( L )  un  f o n c t e u r  a d d i t i f .  

Ii existe alors une fiamille (ki,~i,~i,Ui)i~ I telle que 

(c) ki~K°(Ui) , h i~L°(Ui ) et ~i est un morphisme entre F(k i) et ~i 

(d) l'homomorphisme k ° : ~)2U ---OK ° de coordonn@es K. est un @pimor- 
i£1 i ! 

phisme. 

Posons K '° = ~U et soit 4 ° : K '° ~L ° l'homomorphisme de coor- 
iGi i 

donn@es £i" Le foncteur F @tant additif, il existe une et une seule 

famille d'isomorphismes ~x : Fk°(x)-C-~£°(x) (x section locale de K '°) 

telle que 

= (e) pour e i section I de ZU''I on a ~ei ei 
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(f) Les diagrammes 

Fk°(x+y) 

~k°(x) ! Fk°(y) 
sont commutatifs. 

~x+y ~o( x+y ) 

~O(x ) + ~O(y) 

Soit K '-I : K'-IXKoK'° ; d'apr%s (d), la fl6che 6vidente est un 

quasi-isomorphisme de complexes k : K'---~K. Si x,y£ K'°(U), et si 

t~ K'-I(u) v@rifie y-x : dt, alors il existe une et une seule section 

~-l(t,x,y) de L-I(u) qui d@finisse le morphisme rendant commutatif le 

diagramme 

(g) F(k°(x) ) F(k-l(t )) ) F(k°(y)) 

~-?- 
gO(x ) (t;x,y)) ~O(y) 

Que F soit un foncteur fournit 

(h) l-l(t;x,y) + e-l(t,;y,z) = ~-l(t+t,;x,z) 

Que l'isomorphisme d'additivit@ de F soit fonctoriel fournit 

(i) ~-l(tl+t2;xl+x2,Yl+Y2) = e-l(tl;Xl,Yl) + ~-l(tl;x2,Y 2) 

De (h), on tire que 

e-l(o;x,x) + e-l(o;x,x) = ~-l(o,x,x) ie 

~-1(0;x,x) : 0 

On d@duit alors de (i) que ~-l(t;x,y) ne d@pend que de t : 

~ - l ( t ; x , y )  : e - l ( t )  

et que e-l(t)est additif en t. On en conclut que ~=(~-I ~o) est un 

morphisme de complex~, et, d'apr~s (f) et (g), les fl~ches ~ forment un 

isomorphisme de foncteurs additifs F~ch(k) m ch(~). 

1.4.14. Soit ch~(~) la cat6gorie dont les objets sont les petits champs 

de Picard sur~, et dont les fl~ches sont les classes d'isomorphie de 
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foncteurs additifs. La construction eh d~finit un foncteur de CL-I,~)V~_ 

(1.4.11) dans Ch~(~). Soit D[-I'O]~)la sous-cat@gorie de la cat@gorie 

d@riv@e de~ form@e des complexes K tels que Hi(K) : 0 pour i ~ 0 ou -i. 

Ii r@sulte de 1.4.12 et 1.4.13 que 

Proposition 1.4.15. Le foncteur ch induit une @quivalence de categories 

oh : D [ - t , O ] ( ~ )  ~ ~ Ch~(~) 

On d ~ s i g n e r a  p a r  ~ l ' ~ q u i v a l e n c e  i n v e r s e  de ch .  Pour  t o u t  champ 

de Picard ~ s u r ~ , ~ O b D [ - l ' O ] ( 4 )  d@termine ~ ~ classe d'isomorphie 

d'@quivalence pr~s. 

Le~e 1.4.16. Soit L~0b C[-I'O](~)tel que L -I soit injectif. 

(i) pch(L) est d@j~ un champ. 

(!I) Pour K~Ob C[-I'0](~), tout foncteur additif F : ch(K)---~ch(L) 

est isomorphe ~ un foncteur ch(f) pour f morphisme de K darts L. 

(I) Quels que soient UCOb~et x~Ob ch(L)(U), le faisceau des 

couples form@s d'une section locale ~ de L°IU et d'un isomorphisme en- 

tre x et ~ est un espace principal homog~ne sous L-I; il admet donc 

une section et j : pch(L)--~eh(L) est surjectif sur les classes d'iso- 

morphies d'objets, donc une @quivalence. 

(II) Soit L' un complexe d'injectifs, muni d'un quasi-isomorphis- 

me ~;L ~~ L', tel que ~i soit un isomorphisme pour i ~ -i. D'apr~s 

1.4.13, et [C.D~, il existe un diagramme commutatif ~ homotopie pros 

L ~ ~ L' 

K' " ~ ; K 

tel que F = ch(f o) ch(~) -I. De plus, K = ~o K et L ; T~oL', de sorte 

que fl se factorise par f : K--~L, et F = ch(f). 

Le lemme permet de pr@ciser 1.4.15 par la cons@quence suivante 

de 1.4.12 . 
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Corollaire 1.4.17. ~9 construction ch d@finit une @quivalence de 2-ca- 

t@gorie s entre 

a) l__aa 2-cat6gorie des champs de Picard s ur ~. 

b) l__aa 2-cat6~orie ayant pour objets et Rqur l-fl~ches les objets e t 

fl~che9 de la sou$-cat@gorie p leine de C[-I'O](~) form@e des complexes 

L avec L -I injectif, et ayant pour 2-fl%ches les homotopies entre fl~- 

ehes : Hom(f,g) : {H}g-f : dH + Hd]. 

Construction 1.4.18. On a 

HOM (~i,~2)' ~ ~o RHgm (~,~) 

Soient K,L~Ob C[-I'O](s), avec L -I injectif. D'apr~s 1.4.16 (Ii) 

et 1.4.12, on a 

(1.4.18.1) ch(~4o Hom(K,L)) , ~ ~HOM(ch(Z),oh(L)) 

et on en d@duit une construction fonctorielle 1.4.18. 

Construction 1.4.19. Pour f :~i~ $2 un morphisme de sites, on a 

Soit L~Ob C[-I'O I avec L -I injectif. D'apr~s 1.4.16 (I), on a 

(1.4.19.1) ch(f L) ~ ~ fxch(L) 

et on en d6duit une construction fonctorielle 1.4.19. 

Nous n'aurons pas ~ faire usage de la 

Construction 1.4.20. Le produit tensoriel promis en 1.4.8 existe, e~t 

On v@rifie comme en 1.4.12 et 1.4.13 (II) que, quels que soient 

KI, K 2 et L dans C[-I'O](~), on a 

(a) Tout morphisme fGHom(KI~K2,L) = Hom(T~_I(KI~K2),L) d@finit un 

foncteur biadditif ch(f)~ Hom(ch(Kl), ch(K2); ch(L)) ; de plus les mor- 

phismes de foncteurs s'identifient aux homotopies; 

(b) Pour tout foncteur biadditif F : ch(Kl), ch(K 2) .... ~ch(L), il existe 

des quasi-isomorphismes k i : ch(K~)--~ch(K i) et f : K{@K~---~L tel que 

F = ch(f) o (ch(kl)-i , ch(k2)-l) . 
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O o est plat, ains~ que K~ ° ou K~ ° alors Si maintenant K I ou K 2 

kl~k2 : ~-i K~ K~--~T~_ I KIOK 2 est un quasi-isomorphisme, et on en 

d~duit que ch(T~_I(KI~K2)) v~rifie la propri6t~ universel]e (1.4.8.1), 

d'o~ l'existence de~ et d'une construction fonctorielle 1.4.20. 

1.4.21. Soient Gun faisceau ab~lien, et G[I] le complexe r6duit ~ G 

plac6 en degr6 -i. Le pr~champ pch(G[l]) s'identifie au pr~champ des 

torseurs triviaux sous G, et donc ch(G[l]) "n'est autre" que le champ 

des torseurs sous G, avec sa loi d'addition habituelle. 

1.4.22. Soit K~C[-I'O](~) et Gun faisceau ab61ien. Les extensions E 

de K par G forment un champ de Picard, EXT(K,G), pour l'addition de 

Brauer. 

S : O - - - ~ a ~ o ]  ~ E S ~ ~ ~ O. 

A chaque extension E on associe un foncteur additif de ch(K) dans 

ch(G[l]), qui, appliqu~ ~ une section locale x de K ° fournit le tor- 

seur B-l(x). Le lecteur v~rifiera que 

Proposition 1.4.23. La construction esquiss~e plus h aut est une 6qui- 

valence de champs de Picard 

EX¢(~,Q) ..... ~ H O M ( c h ( K ) ,  c h ( a [ 1 ] ) )  

1.4.24. Soit Fun objet du site ~. On d~signera encore par Fle fais- 

ceau d6fini par F, et on d6signera par ~(F) le faisceau ab61ien engen- 

drY. Soit Cun champ de Picard sur ~. On v6rifie facilement (cf. 1.4.3) 

qu'il "revient au m~me" de se donner soit 

a) un foncteur additif H : ch(~(F))~C 

b) un morphisme de champ : 

(champ des sections locales de F, morphismes = identit6s)~ C 

c) un objet de C(F). 

Supposons (pour pouvoir appliquer la d~finition 1.4.9) que les 

produits fibr6s existent dans~, et soit f le morphisme de sites cano- 

nique f : ~/F---~. La construction pr6c~dente fournit une ~quivalence 

(1.4.24.1) HOM(ch(~(F)), C) ~ > fxfXC 
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L'isomorphisme qui se d@duit de (1.4.24.1) par la construction 

T~ RHom(~(F),c ~) ~ ) T~o RfxfXC~ , 

peut aussi se d@duire de l'isomorphisme plus g@n@ral 

( 1 . 4 . 2 4 . 2 )  RHom(2(F),K) ~ ~ Rf fxK (K ObD÷ (~))  £ 

1.5. La formule des coefficients universels 

1.5.1. Soit f : X~ S une courbe projective et lisse sur S. On d@- 

signera par PIC(X/S) le champ de Picard sur le grand site fppf de S 

(XVII 0.i0) image directe (1.4.9) du champ des faisceaux inversibles 

sur X. On a 

(1.5.1.i) 

(1.5.1.2) 

Hc(x/s) = C Ch~m[1 ] 

PIC(X/S) ~ = T oRf (~m[l ]) 

Chaque section t de X d@finit un faisceau inversible ~(t) sur X. 

Avec les notations de 1.4.24 (cf. 1.4.24. a~-~b), cette construction, 

@tant compatible ~ tout changement de base, d@finit un morphisme de 

champs de Picard sur S 

1.5.1.3) ch ~(X) ~ HC(X/S) 

Si C est un quelconque champ de Picard sur S, les morphismes 

1.5.1.3) et (1.4.24.1) d@finissent un foncteur additif 

1.5.1.4) HOM(PIC(X/S), C) ~ HOM(ch(2(X)), C) ~ ~ f fXc 

Par application de la construction ~ le foncteur 1 5 1.3 d@finit ) • . 

un morphisme 

( 1 . 5 . 1 . 5 )  ](X) ; ~(o Rfx Cm[1] ..... ) R f  @m[1] , 

et le foncteur 1.5.1.4 a pour analogue, par 1.4.24.2, un morphisme 

(1.5.1.6) RHom(T~o Rf (~m[l]), K) ~ Rf fXK 

Si C est le champ ch(G[l]) des torseurs sous un groupe G v@rifiant 

(1.3.1.1), le th6or~me 1.3.10 affirme que le foncteur 1.5.1.4 est une 
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6quivalence, l'6quivalence it/verse 6tant celle qui ~ un torseur K sous 

G X associe le foncteur additif <x,K]. Que (1.5.1.4) soit une 6quivalen- 

ce revient ~ dire que le'morphisme d6duit de 1.5.1,4 ou 1.5.1.6 

(1.5.1.7) T&I RHom(T&o Rfx(Gm[l]) , G) ~ ~41 Rfx fxG 

est un isomorphisme. 

Th6or~me 1.5.2. (formule des coefficients universels). 

Soient f : Xm~S une courbe pro,~ective et lisse sur S, C un champ de 

Picard sur Sfppf e__tt K = C ~ (1.4.15). On suppose que K est localement 

isomorphe (dans D+(Sfppf)) ~ des complexes de la forme G I----~G o, __--~ 

les faisceaux G. v6rifient (1.3.1.1). Alors i 

(I) Le foncteur 1.5.1.4 

(1.5.2.1) HOM(PIC(X/S), C) > f fXC 

est une @quivalence de champs de Picard. 

(II) Le morphisme d@duit de (1.5.1.6) o__uu (1.5.1.4) 

(1.5.2.2) T~o R~D_C(T4o Rf (Gm[l]) , K)------~ T4o Rf f~K 

est un isomorphisme. 

Ce th6or~me fair jouer ~ T o Rf (~m[l ]) le r$1e que joue l'homo- 

logic dans la classique formule des coefficients universels. 

II est clair que, pour chaque champ C, on a (I)~--~(II), et tant 

(I) que (II) sont de nature locale sur S. Si C est de la forme 

ch(G[l]), alors le th6or~me r6sulte de 1.3.10, comme not6 plus haut. 

Ii reste ~ montrer que si K est de la forme 

K:d:G_ I ~G o , 

et si (1.5.2.2) est un isomorphisme pour G_I[I ] et Go[i], alors 

(1.5.2.2) est un isomorphisme pour K. Pour le v6rifier, il suffit de 

comparer la suite exacte longue de cohomologie 

0 ~R-ifxK--~ fxG_l~> fxGo ~R°fxK --~Rlf G_~ --~ Rlf G o 
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la suite exacte longue analogue pour le premier membre de (1.5.2.2), 

et d'appliquer le lemme des cinq. 

1.5.3. 

sur S 

Soit u un morphisme plat de courbes projectives et lisses 

X u ~ y 

Le diagramme de foncteurs additifs 

~(X) ) PIC(X/S) 

(1.5.3.1) u!  Nxiy 
(Y) ', PIC(Y/S) 

est alors essentiellement commutatif. 

Pour tout champ de Picard C sur S, le diagramme 

(1.5.3.2) 

HOM(PIC(Y/S), C) 

HOM(Nx/y,C) 

HOZ(PIC(X/S), C) 

est donc essentiellement commutatif, 

f2xf2 C 

) fl C 

et pour K~ObD+(S), le diagramme 

(1.5.3.3) 

Rhom(~o Rf2x~m[1], K) 

I RHom(Nx/y,K) 
RHom(T~o Rfl Gm[l], K) 

Rf2f 2 K 

Rflxf I K 

est commutatif. 

Soit maintenant Gun faisceau ab@lien sur S v6rifiant (1.3.1.1). 

La trace XVII 6.3 nous fournit un foncteur additif 
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(1.5.3.4) Tr u : flxfl ch(G[l]) ~f-zx f~z ch(G[l]) 

et 1.3.8.6 nous fournit un isomorphisme rendant essentiellement com- 

mutatif le diagramme 

(1.5.3.5) 

HOM(PIC(X/S), ch(G[l])) 

[ HOmu ~, oh(a[1] )) 

HOM(PIC(Y/S), ch(G[l])) , 

qj[ ch(a[1]) 

Tr u 

ch(a[1] ) f2~f2 

Le diagramme 

(1.5.3.6) 

T< I RHom(T< ° Rflx Grail ], G) c 

RHo_a(u~,a) 

T(I RHom(~<o Rf2x ~m[l], G) 

~ Tg! Rflxf~ G 

T r  u 

T~I Rf2xf~G 

est donc commutatif. 

1.5.4. Avec les notations de 1.5.2, soit Gun faisceau ab@lien sur 

S v@rifiant 1.3.1.i. Localement sur S pour la topologie @tale, on a 

(non canoniquement) 

  oRL%[1] f [1] +RI L% 

AU niveau des champs de Picard, on d@finit en effet une section 

ch(R1f ~m)--~ f ch(~m[l ] ) en associant ~ chaque classe d'isomorphie 

de faisceaux inversibles le faisceau inversible appartenant ~ cette 

classe rigidifi@ le long de sections convenables de X/S. 

L'isomorphisme 1.5.2.2. fournit donc un isomorphisme 

(1.5.4.1) Ho___mm(Rlf x Gin, G) ~ ~Homs(X , G) 

et une suite exacte 

(1.5.4.2) 0--~Extl(R%fx Zm' G)--~R'fxG--'~H°m(fx~m' G) ,0 

Les morphismes de 1.5.4.1 et 1.5.4.2 s'interpr~tent comme suit 
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a) Le morphisme 1.5.4.1 et le premier morphisme 1.5.4.2 sont d@finis 

par l'application canonique de X dans Picx/S. 

b) Le deuxi~me morphisme 1.5.4.2 est le degr@ 1.3.7.2 

Localement sur S pour la topologie @tale, on a (non canoniquement) 

Picx/S ~ Pic°x/s X ~k; on a donc 

E x t ~ ( R l f x  ~m' G) ~ ~ Extl(Pi_..~e°X/S, G) 

et (1.5.4.2) peut encore s'@crire 

(1.5.4.3) 0 E x t l ( P i c ° x / s  , G)---.~Rlf x G---~Hom(fx~m, G)"--~O 

1.5.5. Lorsque, dans 1.5.2.2, on fait K = emil], le th@or~me 1.5.2 

appara~t comme un th@or@me d'autodualit@ pour T~o(Rf ~ ~m[l]). Un quel- 

conque complexe repr@sentant T~o Rf x ~m[l] admet une filtration cano- 

nique en trois crans, les quotients successifs @tant, ~ quasi-isomor- 

phisme unique pros 

Pi~x/s/Pic°x/s ' Pic°x/s ' (fx ~m )[I] 

A l'autodualit@ pr@c@dente correspond une dualit@ (~ valeur dans 

~m ) 
entre Picx/s/Pic°x/S et fx ~m' et une autodualit@ (~ valeurs dans 

~m[l] ) sur Pic°x/s (autodualit@ de la jacobienne). 

1.5.6. La situation est nettement moins bonne pour les courbes lis- 

ses sur S : f : X---~S qu'on ne suppose pas propres sur S. Ii semble que 

le groupe additif se comporte de fagon incontrSlable. Les arguments qui 

pr@c~dent s'@tendent toutefois au cas des courbes lisses qui se d@dui- 

sent d'une courbe propre sur S par soustraction d'une partie finie sur 

S, pour Gun faisceau @tale de torsion, de torsion premiere aux carac- 

t@ristiques r@siduelles de S. On peut esp@rer que les faisceaux @tales 

de p-torsion se comportent eux aussi de fagon raisonnable; voir SERRE 

[1] ch VI n ° l l  p . 1 2 6 .  

Le r~le du thTor~me 1.2.2 sera jou@ ici par le th@or~me d'acycli- 
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cit@ XV 2.2, ayant pour corollaire le 

Lemme 1.5.7. Soient p : X--~S la projection d'un espace affine type 

su___rr S e__tt G u h faisceau ab@lien de torsion sur Set , premier aux carac- 

t@ristiques r@siduelles de S. On d@signe encore par G l'image r@cipro- 

que de G sur le site Sfppf. Alors~ le foncteur p~ est une @quivalence 

de cat@gorie entre la cat@gorie des torseurs sous G sur Set (ou sur 

Sfppf, ce qui revient au m@me (Grothendieck[i]), et la cat@~orie des 

torseurs sous G X sur X. 

1.5.8. Soient f : X--4S un morphisme propre de pr@sentation finie 

fibres purement de dimension un, Y un sous-Bch@ma de X fini sur S, 

d@fini par un id@al met supposons que X = X - Y soit une courbe lisse 

sur S. Soit d'autre part Gun faisceau de torsion sur Set, premier 

aux caract@ristiques r@siduelles de S. On d@signera encore par G le 

faisceau sur le grand site fppf de S (XVII O.iO) image r@ciproque de G. 

Soit ~m (~) le sous-faisceau de @mX form@ des sections valant 

i sur Y. Un torseur sous ~m (~) s'identifie ~ un faisceau inversible 

sur X, trivialis@ sur Y. Tout diviseur relatif sur X, fini sur S, d@fi- 

nit un tel faisceau inversible. Localement sur S pour la topologie 

@tale, il existe de tels diviseurs donnant lieu ~ des faisceaux inver- 

sibles relativement amples. 

Lemme 1.5.9. Sous les hypotheses 1.5.8, avec S affine, soit ~(i) u__nn 

faisceau inversible relativement ample sur X, trivialis@ le long de Y, 

et soit~ un faisceau inversible sur X, trivialis@ le lon~ de Y. Pour 

tout point s C S, il existe un entier n o tel que pour tout entier 

n~n ° et toute section m s d_~e~(n)~k(s) sur la fibre Xs' valant i sur 

Ys' il existe une section m d_~e~(n) valant i sur Y, qui rel~ve m s . 

On se ram~ne au cas S noeth@rien (car une famille de morphismes 

surjectifs reste une famille de morphismes surjectifs par changements 

de base). Soit ~ le faisceau coh@rent des sections locales de~ nulles 
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sur Xs et Y. Pour chaque n, les solutions locales au probl~me pos@ for- 

merit un espace principal homog~ne souse(n), de sorte que l'obstruction 

relever m s se trouve dans HI(X,~(n)) = H°(S, R~fx~(n)). Or, pour n 

assez grand, R1f ~(n) = 0 (EGA III 2.2.1). 

1.5.10. Soient ~ un faisceau inversible sur X trivialis@ le long de 

Y, et s~ S. Consid@rons les conditions 

(1.5.10.1) Toute section de ~@k(s) sur Xs, valant i sur Ys' se rel~ve 

en une section de ~ sur l'image r@ciproque U d'un voisinage de s, va- 

lant i sur YI U. 

(1.5.10.2) Ii existe 4 sections m i de ~@k(s) sur Xs, valant i sur Y, 

et lin@airement ind@pendantes au point g@n@rique de toute composante 

irr@ductible de X . 
s 

Consid@rons les conditions suivantes, portant respectivement sur 

une section m de ~, un couple (ml,m 2) et un triple (m I m 2 m 3) de sec- 

tions de ~. 

(1.5.10.3) m vaut i sur Yet le sous-sch@ma Z(m) de X d'@quation m = 0 

est un diviseur relatif sur S (ce qui signifie qu'il est quasi-fini 

sur S, donc fini sur S, puisque X = X - Y est lisse sur S). 

(1.5.10.4) Soit k la coordonn@e canonique sur la droite affine 

i 
g : Es--~S. La section km I + (i - ~)m 2 de g,X~ v@rifie (1.5.10.3). 

(1.5.10.5) De m~me, Xm I + ~m 2 + (i - k - ~)m 3 v@rifie (1.5.10.3). 

On laisse au lecteur le soin de v@rifier, par un argument de po- 

sition g@n@rale, le 

Lemme 1.5.11. Soit ~ un faisceau inversible sur X, trivialis@ le lonff 

d__ee Y, e~t ~ un point ~@om@trique de S d'ima~e s dans S. S_!~ v@rifie 

(1.5.10.1) e_~t (1.5.10.2) e n s, alors : 

(I) Sin sections m i d_~e ~ v@rifient (1.5.10.3), il existe un voisina~e 

@tale U d_~e set une section k d~e ~If-l(u) telle que les couples (mi,k) 

v@rifient (1.5.10.4). 
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(II) Soient ml, m2, kl, k 2 quatre sections de ~ telles que les couples 

(mi, kj) v@rifient (1.5.10.4). Ii existe alors un voisina~e @tale 

U d__ee set une section k de ~If-l(u) telle .que les triples (m i, kj, k) 

v@rifient (1.5.10.5). 

Pour k(s) infini, on pouvait se contenter de prendre pour U un 

voisinage de Zariski. 

1.5.12. Soit maintenant ~ un faisceau inversible sur X rigidifi@ le 

long de Y, et K un G-torseur sur X, o~ G est comme dans 1.5.7 . On se 

propose de d@finir un G-torseur <~, K] sur S, g@n@ralisant celui @tu- 

di@ dans 1.3, et additif en ~. 

Soit (ml, m 2) un couple de sections de ~ qui v@rifie (1.5.10.4). 

Avec les notations de 1.5.10.3 et de 1.5.10.4, la trace, de 

~i S i ~m I + (i - ~)m 2 = 0 ~ , du torseur g'~K est un torseur KI, 2 sur E S. 

Son image r@ciproque par la section ~ = 0 (resp. ~ = i) est le torseur 

K 2 = Trz(m2)/s(K) (resp. K I = Tr Z(ml)/S(K)). D'apr~s 1.5.7, le torseur 

KI, 2 est canoniquement l'image r@ciproque d'un torseur sous G sur S; 

d'o~ un isomorphisme canonique entre K Iet K 2. 

Si ml, m 2 et k sont trois sections de ~ telles que les couples 

(mi,k) v@rifient (1.5.10.4), on obtient encore par composition un iso- 

morphisme 

(1.5.12.1) Yk : KI = Trz(ml)/S(K) ~ ~ K2 = Trz(m2/S (K) 

Si E est un diviseur relatif sur X, fini sur S, les sections 

m~ = mi~l de ~(E) v@rifient encore (1.5.10.3), on a (pour i = 0,i) 

(1.5.12.2) K!l = Trz(m~)/s(K) ~ K.I + TrE/S (K) 

et l'isomorphisme ~k®l : K~-----~K~ se d@duit de ~k : 

(1.3.12.3) ~kO i = ~k + idTrE/s(K) 

Pour v@rifier que ~k ne d@pend pas de k, il suffit de le faire 

au voisinage @tale de chaque point s de S, et, par 1.5.12.3 et 1.5.9, 
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on se ram~ne au cas o~ sont v6rifi6es les conditions (1.5.10.1) 

(1.5.10.2). Avec les notations de 1.5.11. (II), ~ik. + (i -~)k - ~k. 
1 l l 

est un morphisme de E S dans G, nul en ~ : i, donc nul , et ~k. : ~k' 
i 

donc 
~k I ~k 2 " 

Soient m Iet m 2 deux sections de ~ v6rifiant 1.5.10.3 et 

K i : Trz(mi)/s(K). Pour d6finir un isomorphisme 7m2,m I : KI---~K2, il 

suffit de le faire au voisinage 6tale de chaque point s de S, de fagon 

compatible au changement de base. Si E est un diviseur relatif sur X, 

fini sur S, tel que ~O(E) v6rifie (1.5.10.1) (1.5.10.2) (voir 1.5.9), 

et si les couples (mi~ i, k) v6rifient (1.5.10.4), on pose (cf. 1.5.12.3) 

~m2,m I + TrE/s(K) = ~k 

Ceci d6finit ~ et on v6rifie par (1.5.11. (I)) que 
m2,m I 

m3,m 2 m2,m I m3,m I. Ces constructions sont compatibles aux change- 

ments de base. S'il existe une section m de ~ v6rifiant (1.5.10.3), on 

posera 

~, K] = Trz(m)/s(K) 

et, d'apr~s ce qui pr6c~de, ce torseur ne d~pend pas, ~ isomorphisme 

canonique pros, du choix de m. 

Notons, dans le cas g6n6ral, qu'il suffit pour d6finir~,K] de le 

d6finir au voisinage 6tale de chaque point s de S, de fagon compatible 

au changement de base. Si, comme plus haut, ~ ~(E) v~rifie (1.5.10.1) 

(1.5.10.2), alors ~®(E) admet des sections v6rifiant (1.5.10.3), et 

on pose 

~, K] :<~® @(E), K] - TrE/s(K) 

1.5.13. Sous les hypotheses 1.5.8, six et y sont deux sections de 

fx Gm(~)' alors Ix + (i - l)y est encore une section pour I dans un 

ouvert ~ fibres non vides de la droite affine sur S. 

On peut traduire ceci en disant que 

(1.5.13.1) "fx~m(m) est connexe par arc" 
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Tout morphisme d'un ouvert ~ fibres non vides de la droite affine 

dans G est constant, ii n'existe donc pa~ d'homomorphisme non trivial 

de f~m (~) dans G, et les automorphismes de ~ agissent trivialement 

sur ~,K]. Le torseur ~,K] ne d@pend donc que de K et de la section 

Rlf~ m (m) d@finie par~. Par globalisation, ceci permet de de d@finir 

un symbole (X,K] pour ~ section de Rlfx~ m (m). Le torseur (~ ,~ est 

additif en A, et correspond donc ~ une extension e(K) de Rlf ~m( ~ )par G 

(voir 1.4.23 ou SGA 7 VII i.i.6 et 1.2). 

La formation de e(K) est compatible ~ tout changement de base et 

l'addition des torseurs, d'oO un foncteur additif 

e : fx ch(G[l] ) ~ EXT(Rlfx~m (m), G) 

j l'application canonique de X dans Rlf ~m (m), Soit 

j : t--~(classe de ~(t)). L'image r@ciproque par j est un foncteur 

additif 

• ~ EXT(Rlfx~m j : (m), a) ~ f oh(all]) 

et on a trivialement j ~e ~ Id. On v@rifie comme en 1.3.10 et 1.5.2 

que, en topologie fppf 

Proposition 1.5.14. Sous les hypothgses 1.5.8, les foncteurs e e~t j 

d__e 1.5.13 sont des @9uivalences inverses l'une de l'gBtre. On en d@- 

duit par 1.4.19, 1.4.23 un isomorphisme 

Extl(Rlf ~ m (~), G) ~ ~ HI(x, G) 

1.5.15. Soient fi : Xi IS (i = 1,2) deux courbes compactifi@es com- 

me en 1.5.8. 

Soit ~ : XI--CX 2 un morphisme tel que YI soit un sous-sch6ma de 

l'image r@ciproque de Y2 et qui induise un morphisme fini et plat de 

X I dans X 2. On a alors, pour ~ faisceau inversible sur X 2 et K torseur 

sur XI, 

< ~, trxI/X2(K) ] - ~ ~ ,  K] , 
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et on en d@duit la commutativit@ du diagramme 

(1.5.15.1) 

Extl(Rlfl~ G m (m), G) 

gxtl(uX,ld) 

gxtl(Rlf2~ ~m (m), G) 

~ ~ HI(xI, G) 

i TrxI/X 2 

~ ~HI(x2, G) 

Si [ : XI---~X2 est fini et plat, et v@rifie YI 9u-IY2 (comme 

sch@mas), on a pour ~ faisceau inversible sur X Iet K torseur sur X 2, 

<~, uMK] ~ <N~I/~ 2 ~, K] 

et on en d@duit la commutativit@ du diagramme 

(1.5.15.2) 

Extl(Rlf2~ G m (m), G) ~ 

ExtI(NxI/X2,!d 

Extl(Rlfl~ ~m (m), G) ~ 

HI(x2 , G) 

X u 

HI(x1 , G) 

On pourrait bien s~r pr@ciser ce r@sultat en termes de champs 

de Picard. 

1.6. Un th@or~me d'effacement. 

Le pr6sent n ° , de 1.6.6 (2~me d6monstration) ~ la fin, peut se 

lire ind@pendamment des n ° 2 ~ 5. 

Lemme 1.6.1. Soient X un sch@ma et Y un sous-sch@ma ferm@ de X de 

compl@ment U, d@fini par un id@al m. 

U ~ 5 • X i i ~ y 

Soit ~m(m) le faisceau fpqc dont les sections sur un X-sch@ma X I sont 

les sections de 0 X valant i sur l'image r@ciproque de Y. Pour n ~ i 
X I 

inversible sur X, la suite 

0 ~ j!~n ~ ~m(m ) n ~ Gm(m ) ~ 0 

est une suite exacte de faisceaux sur le grand site @tale (XVII 0.i0) 

de X. 
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Soit i le morphisme de grands sites @tale i : Y--4X induit 

par i : 

ix(Xl/X) = XIXxY. 

Le foncteur i est exact. Dans le diagramme 
M 

(1.6.1.1) 

0 0 0 

0 --~ j !~n----~ ~m(m) 4 ~m(m) ~0 

0---~ IP ~ G ~ ~a ~ 0 

0 ~ i~ n ~ i G m ~ ix~ m- ~ 0 

0 0 0 

les colonnes sont exactes, ainsi que les deux derni~res lignes (IX 3.2). 

La premiere ligne est donc exacte. 

1.6.2. Soient k un corps et 

H H 
a{---, o~ ~ a -,~ a 2 --~ o 1 

une suite exacte de faisceaux ab@liens sur le grand site fppf de 

Spec (k). On rappelle que si G~ et G~ sont repr@sentables de type fini, 

" et " repr@sentables localement de type fini, alors G est repr@- et G 2 G I 

sentable et localement de type fini. 

Si Pest un groupe alg@brique de type fini commutatif connexe 

sur k, et nun entier inversible dans k, la suite 

(1.6.2.1) 0 , p ~ p n p ,0 
n 

est exacte. Si G est un groupe commutatif fini @tale sur k, annul@ 

par n, le premier groupe et la derni~re fl~che de la suite exacte 

Hom(P,G)----~ HOm(nP,G) j ~ Extl(p,G) n ~ Extl(p,G) 

sont nuls, d'oG un isomorphisme 

(1.6.2.2) j : HOm(nP,G) --=--~Extl(p,G) 
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1.6.3. Sous les hypotheses de 1.6.1, supposons X propre sur le 

spectre d'un corps k 

p : X }k 

La suite exacte 

0 .. ~ ~m ( ~ )  ~ Gm ~ i x  ~m ) 0 

d6finit une suite exacte de cohomologie de faisceaux fppf sur Spec(k), 

qu'il est facile d'interpr6ter directement 

........... j (1.6.3,1) 0 ~ Px 6m(~) 4 Px ~m X 7 (Pi)x ~my 

RIp~ ~m(m) ~ Pic.x/k ~Picy/k 

Les faisceaux Px ~m X et p~ 8my sont repr6sentables par des sch6- 

mas en groupes de type fini. Les faisceaux Picx/k et P~Cy/k sont re- 

pr6sentables par des sch6mas en groupes localement de type fini. D'a- 

pr%s 1.6.2, les faisceaux p~ @m(m) et Rlp~ ~m(m) sont repr6sentables. 

D'apr~s (1.3.13.1), le premier est repr6sentable par un sch6ma en 

groupe connexe (et de type fini); le second est localement de type 

fini. 

D6finition 1.6.4. Sous les hypotheses pr~c~dentes~ on d6sisne par 

PiCm,X/k le sch6ma en groupes qui repr6sente R1px Gm(~). On d~si~e par 

P ic°x/k sa composante neutre et par Pic~,Xik l'image r6ciproque dans 

• O Pic X/k du sous-$roupe de torsion de Pic X/k/Plc ,X/k. 

Le schema Pic ,X/k repr6sente le faisceau fppf engendr6 par le 

pr6faisceaux qui ~ chaque section S sur k associe l'ensemble des clas- 

ses d'isomorphie de modules inversibles sur S k X, trivialis6s le 

long de S k Y (1.5.8). 

La suite exacte de Kummer 1.4.1 fournit, pour k alg~briquement 

closet n inversible dans k, un isomorphisme 

(1.6.4.1) H~(U, pn) ~~ nPic T (k) 
~X/k 
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1.6.5. Soient X une courbe lisse sur un corps alg6briquement clos k, 

la courbe projective et lisse contenant X comme ouvert dense, Y un 

sous-sch6ma de X tel que X = X - Y, m l'id6al qui d6finit Y, nun entier 

inversible dans k et Gun groupe ab61ien fini tu~ par n. 

Le groupe Pi___ic ,X/k est non canoniquement le produit du sous-grou- 

Pic~ X/k et d'un groupe ab@lien libre. D'apr~s 1.6.4.1, 1.6.2.2, et pe 

1.5.14, on dispose d~s lors d'un isomorphisme canonique compos6 

~ . o 
Hom(H (X,~ n) G)~ Hom( Pic T ~ (k) G) = Hom(nPZCm,~/k,G) 

' n m,~/k ' _ 

~~ Extl(Pic~ ~ .... G) ~ ~ Extl(Pic ) ~.~ HI(x,G) ±,A~ ~,X/k 'G " 

Si u : X--~Y est un morphisme fini entre courbes lisses sur k, on 

d@duit de XVII 6.3. et (1.5.15.2) la commutativit@ du diagramme 

(1.6.5.1) 

Hom(H~(Y,~n),G ) ~ > HI(y,G) 

IHom(Tru,G) [ u~ 

Hom(H~(X,~n),G ) ~ ~ HI(x,G) 

Lemme 1.6.6. Soient X une courbe lisse sur un corps alg6briquement clos 

k, nun entier inversible dans k et u : X'--?X un rev~tement 6tale mo- 

d@r6. Le morphisme 

Tru : Hl(x''~/n)c ~ H~(X,~/n) 

est alors (non canoniquement) isomorphe au transpos6 du morphisme 

H I u : (X,~/n) ~ HI(x',~/n) 

l~re d6monstration. Puisque ~n est isomorphe ~ Z/n, 1.6.6 est un cas 

particulier de 1.6.5.1 pour G = ~/n . 

2~me d@monstration. Si k est le corps ~ des nombres complexes, alors, 

par les th6or~mes de comparaison, les morphismes Tr u et u ~ s'identi- 

fient aux morphismes analogues, d6finis par l'application continue en- 

tre espaces topologiques u : X'(C)---~X(C) : 
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Tr u : H~(X'(@),~/n) ~ H~(X(~),~/n) et 

M 

Ces deux homomorphismes sont transposes l'un de l'autre par dualitE 

de PoincarE. 

Par le principe de Lefschetz, l'assertion 1.6.6 est encore vraie 

pour k de caractEristique O (les groupes de cohomologie considErEs 

sont en effet invariants par changement de corps de base alg@brique- 

ment clos). 

Si k est caractEristique p > O, soit w(k) l'anneau des vecteurs 

de Witt sur k. Soit X la courbe projective et lisse complEtEe de X. 

D'apr~s (SGA i Iii 7.4), la courbe X se rel~ve en une courbe projec- 

tive et lisse 31 sur W(k). Puisque X est lisse, chaque point s i~S = X-X 

se rel~ve en une section s~ de X sur W(k); on pose S I = U s!(Spec(W(k))) 
i l 

et X I = XI-SI. 

Rappelons (SGA I XII) que le revEtement X' de X se rel~ve en un 

rev@tement Etale X~ de XI, et que X I se dEduit d'une courbe projective 

et lisse Xi sur W(k) par soustraction de la reunion S~ d'un nombre fini 

de sections disjointes. 

X I 

S p e c ( W ( k ) )  : .  

X 

/ 
X' 

Spec(k) 

Les faisceaux Etales Rlfl(~/n), Rlf~(~/n), Rlfl!(~/n) et Rlf~!(~/n) 

sont localement constants de formation compatible aux changements de 
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base, comme le montrent les suites exactes reliant les cohomologies de 

XI' XI et SI, ou X{, X{ et S{. 

Les fibres g@om@triques sp@ciales ou g@n@riques des morphismes 

Trul  : R l f l !  ~ /n  I R l f l !  ~/n 

ou 

X 
u I : Rlflx ~/n > Rlf~x ~/n 

sont donc isomorphes, et ceci nous ram~ne au cas d~j~ trait~ o~ k est 

de caract~ristique z~ro. 

Lemme 1.6.7. Soient X une courbe lisse connexe sur un corps al~brique- 

ment clos k d'exposant caract~ristique p, et nun ent!er premier ~ p. 

ii existe un rey~tement principal (= fini ~tale galoisien(surjectif)) 

u : X'---~X, d e degr~ divisant une puissance de n, tel que le morphis- 

me trace 

Tr u : H~(X ' ,~ /n )  , H~(X,~/n) 

soit nul. 

Rappelons que le groupe HI(x,~/n) est fini (IX 4.6 ou XVi 5.2). 

Soit u : X'--~X le plus grand rev~tement principal ab~lien connexe de 

X de groupe de Galois tu@ par n (son groupe de Galois est not~ 

HI(X,~/n)). Par construction, l'homomorphisme 

X v u : HI(x,~/n) ~ HI(x ,~/n) 

est nul. D'apr~s 1.6.6, l'homomorphisme 

Tr u : H~(X',~/n) ~ H~(X,~/n) 

est donc nul. 

Rappelons le lemme suivant (EGA IV 15.6.5) : 

Lemme 1.6.8. Soient f : X--~S un morphisme lisse e t x une section de f. 

II existe alors un ouvert de Zariski U de X, contenant x, et tel que 

les fibres ~Qm~triques de flU soient connexes. 
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Lemme fondamental 1.6.9. Soient f : X-~S une courbe lisse (1.1.2) 

compactifiable (XVII 3.2.), x un point g@om@trique de X,s son image 

dans S e__tt n ~ i un entier inversible sur S. Ii existe un voisina~e 

@tale V d_~e s dans Set un voisina~e @tale U de x dans f-l(v) = VxsX 

X 

(1.6.9.1) 

U u ~ f-l(v ) ~ X 

V • S j 

0 ~ 
tels que l'on ait R f!~/n = O, que la fl~che XVII 6.2 

Tr u : Rlfi~/n ~ Rlfv!~/n 

soit nulle, et que le morphisme trace 

Trf, : R2fi~/n(1) ~ ~/n 

soit un isomorphisme. 

Pour que R°flZ/n = O, il suffit que f' soit quasi-affine; pour 

que Trf, soit un isomorphisme, il suffit que les fibres g@om@triques 

de f' soient connexes (1.1.9); grace ~ 1.6.8, ces propri@t@s de f' 

sont faciles ~ obtenir, localement sur S pour la topologie @tale. Ii 

reste ~ d@montrer pour X ~ fibres g@om@triques connexes, l'existence 

d'un diagramme (1.6.9.1) pour lequel la fl~che Tr consid@r@e soit nul- u 

le : il suffira de r@tr@cir U et V pour que les deux autres propri@t@s 

requises de f' soient v@rifi@es. 

Le probl~me est local sur S au voisinage de s; par XVII 5.2.6 

(changement de base), on se ram~ne aussitSt au cas S noeth@rien. Par 

passage ~ la limite, et grace ~ XVII 5.3.6 (constructibilit@) on se 

ram~ne au cas S strictement local noeth@rien, de point ferm@ image de s. 

Soit tun point g@om@trique de S. D'apr~s 1.6.7, il existe un 

rev~tement principal de degr@ premier ~ l'exposant caract@ristique 

i 
p de k(s) u : Xt--> Xt, tel que la fl~che 
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Tru : HI(X~c , ~ /n )  5 H~(Xt,  ~ /n )  

soit nulle. D'apr~s le th~or~me d'acyclicit~ XV 2.1 (ou XV 2.6), il 

i splitte existe un voisinage ~tale v : U~>X de x dans X tel que X t 

I 
au-dessus de Ut, de sorte que : ~t : Ut--~Xt se factorise par X t. 

On a done encore 

Trvt = 0 : HI(ut ' e  ~/n) > H~(Xt, ~/n) 

Pour tout point g~om~trique t de S, il existe done un voisinage 

~tale de x dans X 

v 
U- ~X 

S 

tel que la fibre en t de 

(1.6.9.2) Tr 
v 

soit nulle (XVII 5.2.6). 

: RI£ I ~/n ~ Rlf! ~/n 

Pour U variable, les images des fl~ches (1.6.9.2) forment un 

syst~me d@croissant filtrant de sous-faisceaux du faisceau construc- 

Rlf! ~/n, qui devient nul en un quelconque tible point g~om~trique 

de S. Par r~eurrence noeth~rienne, on v~rifie qu'un tel syst~me est 

toujours stationnaire, de valeur stationnaire nulle. II existe donc 

U tel que (1.6.9.2) soit nul, et ceci ach~ve la d~monstration de 

1.6.9. 
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2. Le morphisme trace 

Le pr@sent § est consacr@ ~ la d@monst~ation des th@or~mes 2.9 

et 2.12 . La d@monstration de 2.9 n'utilise que le n°l du § i. 

Lemme 2.1. Soit f : X--~S un morphisme compaqtifiable (XVII 3.2.1) d_~e 

dimension relative g d e_~t j : U~-~X u n sous-sch@ma ouvert de type fini 

d_~e X, dont le compl@ment est fibre par f]ibre de dimension <d (par 

exempl e : U dens e fibre par fibre dans X). S i F est un faisceau de 

torsion sur X, la fl~che canonique 

R2d(fj)! J xF ~ . R2df,F 

est u n isomorphisme. 

Soit i l'inclusion de Y : X-U dans X. La suite exacte (XVll 5.1.16.2) 

nous fournit une suite exacte 

R2d-l(fi)!i~F ) R2d(fj)!j~F ) R2df!F R2d(fi)Ii~F 

dont les termes extrYmes sont nuls en w~rtu de (XVII 5.2.8.1). 

Lemme 2.2. Soient f : X--~S un morphisme compactifiable de dimension 

relative $ d, e t u i : Xi---~X une famille de ' morphismes @tales~ s@par@s, 

de type fini; soit uij : Xij = Xi×xXj--~X. Pour tout fa!sceau de tor- 

sion F sur X, la suite 

R2d(fuij ~ XP ),u~.Flj ~ R2d(fui)'ui --'-~ R2df'F. ...... ~ 0 
i,j " i ' 

de fl~ches (XVI! 6.2.?.2) est exacte. 

R@Sulte aussitSt de l'exaetitude ~ droite du foneteur R2df! et de 

XVII 6.2.9. 

Lemme 2.3. Soit f : X--~S , u  n morphisme plat de pr@sentation finie. 

L'ouvert de X sur lequel f est de Cohen-Macaulay (EGA IV 6.8.1 et 

12.2.1(vii) est relativement de D r@sentation finie e t dense fibre pa r 

fibre. 
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La question est locale sur S, qu'on se ram~ne ~ supposer noeth@- 

rien, d'o~ la l~re assertion. La seconde se v@rifie fibre par fibre, 

donc pour S spectre d'un corps. Les anneaux locaux de X aux points ma- 

ximaux de X sont artiniens, done de Cohen-Macaulay, d'o~ l'assertion 

puisque "Cohen-Macaulay" est une propri@t@ "ouverte". 

Lemme 2.4. Soit f : X--~S un morphisme plat de pr@sentation finie et 

de Cohen-Macaulay, avec S quasi-s@par@. Tout point de X a un voisina~e 

ouvert (de Zariski) U tel qu'il existe un S-morphisme quasi-fini et 

d 
plat de pr@sentation finie de U dans le fibr@ vectoriel type ~S' 

C'est un cas particulier de EGA IV 15.4.3. 

Lemme 2.5. Soient u = (Ul,...,u d) et v = (Vl,...,v d) deux syst~mes de 

param~tres d'un anneau local de Cohen-Macaulay A, de dimension d e__tt 

d'id@al maximal m. II existe une suite w ...w de syst~mes de param~- 
-- -o n 

tres de A, telle que No = ~' Nn = ~ et que chaque ~i+l se d@duise de 

~i' en modifiant un seul des param~tres. 

On raisonne par r@currence sur d, l'assertion @tant vide pour 

d < 2; on suppose donc d ~ 2. Pour qu'un @l@ment x~ soit A/u I - r@gu- 

lier (resp. A/v I - r@gulier) il faut et il suffit que x n'appartienne 

aucun @l@ment de Ass(A/u I) (resp. Ass(A/Vl)); aucune r@union finie 

d'id@aux premiers ~ m n'@tant @gale ~ m, il existe x~m qui soit 

A/u I - et A/v I - r@gulier, donc aussi des syst~mes de param~tres 

= (Ul,X,...) et ~ = (Vl,X,...). On conclut en appliquant l'hypoth~se 

de r@currence ~ ~-{u I} et ~-{u I} dans A/Ul, ~ ~-{x} et ~-{x} dans A/x 

et ~ ~-{v I} et ~-{v I} dans A/v I. 

Lemme 2.6. Soient X un sch@ma de Cohen-Macaulay de type fini sur un 

corps alg@briquement clos k e_~t u,v : X--~ deux morphismes quasi-fi- 

nis et plats de X dans un fibr@ vectoriel type. Tout point ferm@ 

x d_~e X a un voisina~e ouvert (de Zariski) U, tel qu'il existe une 
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d : ulU,w n : vlU et suite de morphismes Wo...w n : U---~Ek, telle que w ° J 

que wi+ I ne diffSre de w i que par une seule coordonn@e. 

Supposons tout d'abord que u(x) : v(x) : 0. Ees germes en x de 

morphismes quasi-finis plats de X dans ~, envoyant x en O, s' identi- 

fient alors aux syst~mes de param~tres de l'anneau local CX,x et 2.6 

r6sulte de 2.5. Dans le cas g@n@ral, on commence ~ joindre u et 

u-u(x) (resp. vet v-v(x)) par la cha[ne des morphismes 

u - (Ul(X),...,ui(x),O,...0) (resp. v - (Vl(X),...,vi(x),0...0)). 

2.7. Soit un couple de morphismes S-compactifiables composables 

X g > Y- f ~S. Supposons que f soit de dimension relative & d et 

g de dimension relative 4 e. Pour tout faisceau de torsion F sur X, la 

suite spectrale de composition 

(2.7.1) RPf! Rqg! F-~) RP+q(fg)! F 

nous fournit alors (argument du cycle maximum) un isomorphisme 

(2.7.2) R2df [ R2eg[ F = R2(d+e)(fg)! F 

2.8. Soit 

d d 
a : k S }S 

le fibr@ vectoriel type sur un sch@ma coh@rent (i.e. quasi-compact 

quasi-s@par@) S. Si F est un faisceau de torsion sur S, premier aux 

caract6ristiques r@siduelles de S, on d@finit comme suit, par r@cur- 

rence sur d, un morphisme trace 

(2.8.1) Tr d : R2dadT F(d) ~ F 
a 

Pour d = O, Tr est l'identit6. Pour d : i, Tr est l'isomor- 
i O a a 

p h i s m e  ( 1 . 1 . 6 )  ( c f . l . l . 9 ) .  E n f i n ,  on a un  i s o m o r p h i s m e  c a n o n i q u e  

~d+l -- ~I XS d S ES : VII' d 
~S 
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et on d@finit Tr d+l co~e le compos@ des isomorphismes Tr d et 

a a S 
Ras!d (Trald).kS (cf. le diagramme Vat 3 de 2.9). 

La source (et le but) de 2.8.1 sont de formation compatible 

d 
tout changement de base. Tout groupe alg@brique sur S agissant sur E S 

agit donc sur ces faisceaux; un groupe alg@brique connexe agit n@ces- 

sairement de fagon triviale. Le gro~pe des permutations des coordon- 

n@es, contenu dans le groupe affine, agit doric trivialement sur la 

source (et le but) de 2.8.1. 

(2.8.2) L'isomorphisme 2.8.1 est invariant par permutation des coor- 

donn@es. 

Ce point pourrait aussi se v@rifier en interpr@tant (2.8.1) en 

termes de cup-produits (XVII 5.4.2.2 et 5.4.3.5.). 

Th~or~me 2.9 Cqnsid@rons les triple~ (f, d, F) form, s d[un morphisme 

compactif~able (XVII 6.3.) f : X--~Y, d'un entier d et d'un faisceau 

de torsion F sur Y premier aux caract@ri.stiques r@siduelles d~ Y, l~e 

morphisme f v@rifiant la condition : (~)d Ii existe un ouvert U ~e X 

tel que la restriction de f ~ U soit un morphisme plat de pr@sentation 

finie ~ fibres de d.~mension ~ d, et tel que les fibres X - U soient de 

dimension ~ d. 

II est. d'une et d'une seule faqon possible d'associer ~ chaque 

triple (f, d, F) c omme plus haut un morphisme trace 

Trf : R2df!f~F(d)- ,,~ F 

de telle sorte que les conditions suivantes soient v@rifi@es : 

(Var i) (Fonctorialit@). Le morphisme trace est fonctoriel en F. 

(Vat 2) (Compatibilit@ aux changements, de base). Quel que soit le 

carr@ cart@sien 
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X ! ,, 

y' 

X 

g' If 

...... } Y g 

ave____c Y' qua,,s,,i-compact quasi-,s@par@ , le diagramme 

R2dflf,x gX F(d)~ R2df I g'~ f~ F(d)~ " 

I Trf, 
gep 

g R2df!f x F(d) 

[ g~(Trf) 
gXF 

dans lequel l'isomorp.hisme .horizontal est l..a fl~che de changement de 

base (XVII 5.5.2.1), est commutatif. 

(Var 3)(ComDatibili..t6 ~ la..., composition). Quels. que soient le cou.pl..e ' 

de m orphismes Z-compactifiables composable 9 

f X ~  Y-------~ Z , 

les entiers d e t e tels que f v6rifi.e (x) d et que g v@rifie (~)e' et 

le faisceau de torsion F sur Z, le morphisme compos@ fg v6rifie 

(~)d+e et le.....diagramme 
R2df,(Trg) 

R2df! R2eg! g~ fXF(d)(e) , " ~ R2df! f~F(d) 

I ITrf 

Trfg 
R2(d+e)(fg)! (fg)X F(d+e) % F 

dans lequel...l'isomorphisme .v.ertical est la fl~che (2.7.2), est commu- 

tatif. 

(Var 4) (Normalisations). 

(I) S_~i f est fini localemen,t,,,,,,,libre ,,de rang net si d : O, le morphisme 

compos@ 
trf 

F ---~ fxf~F : f!fxF ) F 

est la multiplication par n. 
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l__~y, et si d : I, le mor- (II) S_~i f est la droite affine type f : ~y 

phisme trace 

Trf R2flfZF(1) ~ F 

est l'isomorphisme (2.8.1) 

a) Pour d : O, la condition (~)d est que f soit quasi-fini plat de pr@- 

sentation finie. En vertu de (XVII 6.2.3), pour d : O, le morphisme 

trace doit co[ncider avec le morphisme construit en loc. cit. 

d 
Lorsque f est la projection de l'espace affine type ~S sur S, il 

r@sulte de (Var 4 (II) et (Vat 3) que Trf dolt ~tre l'isomorphisme 

(2 .8 .1) .  

b) Soit f : X--~Y un morphisme compactifiable v@rifiant la condition: 

(~d Ii existe un Y-morphisme quasi-fini et plat de pr@sentation fi- 

nie u de X dans le fibr@ vectoriel type ad: ~E~--~Y. 

Soit t(f,u) le morphisme "compos@ des morphismes trace 

(2.8.1) et (SGA XVII 6.2.3 ) (cf. (Var 3)) 

_2d d~ 
t(f,u) : Trad o ~ a!<Tr u) 

Ce morphisme t(f,u) v@rifie (Var I) et (Vat 2). Par changement de 

base, pour v@rifier que t(f,u) ne d@pend que de f et de d, et non de u, 

il suffit de le v@rifier pour Y spectre d'un corps alg@briquement 

clos k. D'apr~s 2.2, la question est locale sur X, de sorte que d'apr~s 

2.6, il suffit de montrer que t(f,u) = t(f,v) lorsque u et v ne dif- 

ferent que par une seule coordonn@e que, par 2.8.2, on peut supposer 

8tre la premiere. Posant E : ~d~l, on dispose donc d'un diagramme com- 

mutatif ~ I E  

X~f~ v a \~ ~ ~IE 
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On a par construction (2.8) 

Trwa : Tr w o R2(d-l)w!(Tr a) ; 

on en d@duit que t(f,u) est le compos@" de Tr et de t(x,u) : 
w 

t ( f , u )  = Trwa o R2d(wa)! (Tru) 

= Tr w o R2(d-l)w! (Tra) o R2d(wa)! (Tr u) 

: Tr w o R2(d-1)w (Tr o R2a (Tru))  

De plus (1.1.7), t(x,u) n'est autre que le morphisme Tr de 1.1.6; on 
x 

a donc t(x,u) : t(x,v) : Tr et t(f,u) : t(f,v). 
x 

On d@signera par Trf le morphisme t(f,u) construit plus haut. 

D'apr~s XVII 6.2.3, ce morphisme trace v@rifie (Var i), (Var 2), 

(Var 3) pour e : O, et (Vat 4). Quand il est d@fini, il coincide n@ces- 

sairement avec le morphisme trace cherch@, sice dernier existe. 

c) Soit f : X-~Y un morphisme compactifiable de Cohen-Macaulay, plat 

de pr@sentation finie, purement de dimension relative d. Soit (Ui)i~l 

un recouvrement de X par des ouverts quasi-compacts, tels qu'il existe 

d (2 4) D'apr~s 2.2 et un Y-morphisme quasi-fini et plat de U i dans Ey . . 

b), il existe alors un et un seul morphisme Trf rendant commutatif le 

diagramme suivant, o~ sont employ@es les notations de 2.2 : 

R2d(fuij),(fuij)XF(d)~ R2d(fui ) (fui)XF(d)~>R2df f~F(d) 
i,j " i ! ! 

~i Trfui ~ ITrf 

F 

Ce morphisme trace ne d@pend pas du recouvrement ouvert choisi 

(comparer les deux au recouvrement somme); il v@rifie les conditions 

(Var i), (Vat 2), (Var 3) pour e : O, (Var 4), comme il r@sulte aussi- 

t6t de b). 

d) Soient f : X ~Y un morphisme compactifiable v@rifiant (~)d' et 
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j : U~-~X l'ouvert promis par (~)d" D'apr~s 2.3, quitte ~ remplacer U 

par un ouvert plus petit, on peut supposer que fj est de Cohen-Macaulay, 

et purement de dimension d. 

D'apr~s 2.1, le morphisme canonique 

R2d(fj),(fj)~P(d)-~ R2df f~F(d) 
• ! 

est un isomorphisme, et on d@finit Trf comme @tant le compos@ 

Trf : R2df!f~F(d)~ :-- R2d(fj)!(fj)XF(d) Trfj~ F 

Ii est imm@diatement, gr[ce ~ (Var 3) pour e = 0 @tabli enc), que 

Trf ne d@pend pas du choix de U. Le morphisme trace v@rifie (Var i), 

(Var 2), (Var 3) pour e : 0, (Vat 4), et est le seul ~ pouvoir v@rifier 

les conditions impos@es. Reste ~ prouver qu'il v@rifie (Var 3), et pour 

ce faire on se ram~ne, par les arguments qui pr@c~dent, ~ ne consid@- 

(~)e rer que des couples (f,d), (g,e) v@rifiant (~)d et 

Le lecteur qui voudrait polir les raisonnements qui suivent v@ri- 

fiera au pr@alable le 

Lemme 2.9.1. Soient (f,g,h) trois morphismes T-compactifiables compo- 

~ ~) et (~)m sables, v@rifiant ( )k' ( ~ 

X h ~ y g ~ Z f ~ T 

Si les couples (f,g) e_~t (g,h) v@rifient (Var 3), alors pour que (f,gh) 

v@rifie (Var 3), il faut et il suffit que (fg,h) v@rifie (Var 3). 

La condition envisag@e dans la conclusion signifie encore que 

Trfg h est "compos@" de Trf, Trg et Tr h. 

e) Soit un diagramme commutatif : 

e v ~ Ey 

 ,tc 
u' _d+e 

) ~Z 

d 
y u ~ ~Z 

f ~ ~ a  
Z 
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Le morphisme trace relatif ~ fg est le "compos@" des morphismes traces 

relatifs ~ abet u'v; c'est encore, par construction pour ab, et d'a- 

pros XVII 6.2.3 pour u'v, le "compos@" des morphismes trace relatifs 

a, b, u' et v. D'autre part, le "compos@" des morphismes trace rela- 

tifs ~ f et g est le "compos@" de ceux re!atifs ~ a, u, e et v. Ii 

s'agit donc de v@rifier que pour tout diagramme cart@sien 

(2 q.2) 

e u ' fE e 
E S ............ 

t1 S ~, T 

avec u quasi-fini et plat de presentation finie, le diagramme de mot- 

phismes trace (2.8.1) et XVII 6.2. ) 

R 2 e b !  ( T r  u ,  ) 
R2ebT u' u'Xb x F(e 

. ! 

(2.9.3) 

R2eb I b 'X u ~ F(e 
u!(Trb,) 

Tr b 
R2eb b ~ F(e) ~ F 

t 

u ! u F 

Tr 
u ) F 

est commutatif. 

Par changement de base, il suffit de le v@rifier pour T spectre 

d'un corps alg@briquement clos k. Si S est somme de sch@mas Si, on se 

ram%he ~ ne v@rifier la commutativit6 de (2.9.3) que pour les diagram- 

mes (2.9.2) de base u. : S.---~T. Ceci permet de supposer que S est le 
i I 

spectre d'une k-alg~bre artinienne locale A, de degr6 fini n : [A : k] . 

Si on identifie alors les faisceaux sur T (resp. sur IE~) avec les fais- 

e 
ceaux sur S (resp. sur E S) par le foncteur u~(resp, u '~) (VIII I.i), 

le morphisme Tr b s'identifie au morphisme Trb, (compatibilit@ de 

(2.8.1) aux changements de base), tandis que Tr u et Tru, s'identifient 

la multiplication par n, d'o~ l'assertion. Ceci ach6ve la d@monstration 

de 2.9. 
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On a vu au courant de la d~monstration que l'on a : 

Proposition 2.10. Lesmorphismestrace XVII 6.23, 1.1.6 e~t (2.8.1) sont 

des cas particuliers du morphisme trac.e 2.9. 

Rgmarque 2.10.1. On peut montrer sans difficult~ que le morphisme trace 

de 2.9 est un isomorphisme si et seulement si les fibres g6om6triques 

de font exactement une composante irr6ductible de dimension d, et la 

"multiplicit6" de celle-ci est premiere ~ n. Nous ne donnerons pas 

ici la d6monstration direete de ce fait qui r~sultera de fagon imm6- 

diate du "th6or~me de dualit~ globale" du § 3. 

2.11. Soient f : X--~S et g : Y--~S deux morphismes S-compactifiables 

v6rifiant respectivement (x)  d e t  (X)e"  

X XsY 

L ' i s o m o r p h i s m e  de Kunne t h  (XVII  5 . 4 . 3 )  

R f ! ( Z / n ) ~ / n  R g ! ( Z / n )  - > R ( ~ g ) t ( Z / n )  

i n d u i t  un i s o m o r p h i s m e  

• ~ R 2 ( d + e )  (2.11..1) R2dfv~/n~ R2eg!~/n --~ (fxg)!(Z/n) 

Ii est clair que flg v~rifie (~)d+e; on a la compatibilit6 : 

Proposit.ion 2.12. Le diagra~e suivant 

R2df,~/n(d) ~ R2eg ~/n(e) ~ ~ R2(d+e)(f×g)!~/n(d+e) 
• ! 

(2.12.1) ]Trf®Trg ITrf~g 

~/n ~/n , 

~ans lequel la__~remi6re fl~che horizontale est une fo~me tordue de 
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(2.11.i), est commutatif. 

Pour le v@rifier, il suffit d'utiliser (Var 3), et l'interpr@- 

tation asym@trique de la fl~che de Kunneth utilis@e dans la d@monstra- 

tion de XVII 5.4.3. (XVII 5.4.3.5). 

: X---~S un morphisme S-compactifiable v@rifiant (~)d' 2.13. Soient f 

~un faisceau d'anneaux sur Set nun entier inversible sur S tel que 

n~ : O. 

Pour tout K~ D(S,~), on a (XVII 5.2.6) 

L 

(2.13.1) K~/n Rf!~/n(d) - ~ Rf[(f~K(d)) 

Le morphisme trace 

Trf : R2df!~/n(d) ; ,2/n 

peut encore s'interpr@ter comme un morphisme 

Trf : Rf!2/n(d)[2d] ~ ~/n 

Par tensorisation avec K, ce morphisme d@finit, via (2.13.1), un mor- 

phisme trace 

(2.13.2) Trf : Rf!(f~K(d)[2d]) ~ K 

Comme nous le verrons en 3.2.5. le th@or~me suivant est essentiel- 

lement @quivalent au th@or~me de dualit@ globale en cohomologie @tale. 

Th@or~me 2.14. Soient f : X---~S un morphisme lisse et compactifiable 

purement de dimension relative d~ et nun entier ~ 1 inversible sur S. 

Quel que soit le point ~@om@trique x d__ee X d'ima~e s dans S, il existe 

un voisina~e @tale V de s dans Set un voisina~e @tale U d_~e x dans 

f-l(v) 

( 2 . 1 4 . l )  

f - 1  J ~ (v) ~ x 

V ~ S 

560 



81 

tel que le morphisme (XVII 6.2.7.2) 

R l f ~ ! 2 / n  ~ R l f v ~ / n  

soit nul pour i < 2d, et que le morphisme 

Trf~ : R2df~lZ/n(d) > ~/n 

soit un isomorphisme. 

Prouvons tout d'abord le 

Lemme 2.14.2. Soient ~ une cat@gorie ab@lienne, k un entier ~ O, 

(Ki)o ~ i ~ 2k des objets de Db(1) tels que HP(K i) = 0 pour 

p~ [O,k],f i : Ki---~Ki+ i (O~i~2k-l) des morphismes et f leur compos@. 

Si HP(f i) = 0 pour p < k, alors il existe dans Db(~) un morphisme 

du complexe Hk(Ko)[-k], r@duit ~ Hk(K0) plac@ en degr@ k, dans K2k, qui 

rende commutatif le dia~ramme 

f 
K o ~ K2k 

H k 
~->~k(Ko) ~ (K ° ) I-k] 

Le lemme est trivial pour k = O. Prouvons-le par r@currence sur k. 

L'hypoth~se de r@currence appliqu@e aux complexes ~l(Ki)[l] fournit 

l'existence d'un morphisme ~' : Hk(Ko)[-k] ~I K2k-2 qui rende com- 

mutatif le diagramme suivant, o~ f' = f2k_3...fo : 

f, 
K o ~ r~iK2k_ 2 

~k(Ko) Hk(Ko)[ -k] 

Pour tout complexe L, le triangle distingu@ 

~o(L) ~ L 
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fournit, pour tout complexe M, une suite exacte 

...--~ Hom(M,o-4o(L))~)Hom(M,L)-->Hom(M,o- IL) J ~Extl(M,o-<o L) 

En particulier, on dispose d'un diagramme 

(2.14.3) 

H°m ( °)kKo' °'.<oK2k- 2 ) ~°m(~>kKo'K2k-2) ~°m ( °->kKo ' °->~IK 2k- 2 ) ~xtl (¢->-k K . o ~ .< 

[ ) __~om( Ko i __O om< ~H°m (Ko ' °-,<oK2k- 2 'K2k-2) o '°-~>l 2k-2' ~Extl (Ko' ~oK2k-2 ) 

qui s'envoie dans les diagrammes analogues relatifs ~ K2k_l et K2k. 

Par hypoth~se, le morphisme f' en ~ a une image en ~ qui se rel~ve 

en @ . L'obstruction @ ~ ce que l'616ment @ se rel~ve en @ a 

une image nulle dans le diagramme (2.14.3) relatif ~ K2k_l. Dans ce 

nouveau diagramme, ~ se rel~ve donc en ~, et la diff6rence entre 

et l'image de ~ a une image nulle en ~, donc est l'image d'un ~l~- 

ment ~ . Cet 616ment ~ a une image nulle dans le diagramme (2.12.3) 

relatif ~ K2k ;dans ce nouveau diagramme, fest donc image de ~, et 

ceci r6soud le probl~me pos6. 

Prouvons que, pour une valeur donn6e de d, l'6nonc6 2.14 impli- 

que le 

Corollaire 2.14.4. Sous les hypoth%ses de 2.14, il existe un dia~ram- 

m_~e (2.14.1) tel que le morphisme XVII 6.2.4, dans Db(v,~/n) admette 

une factorisation 

Rf~! ~'/n(d) ~. Rfvz~/n(d)  

\ / 
~/n[-~d] 

o~ test la fl~che 

t : Rf~!W/n(d) $~>~2dRf~W/n(d) : H 2 d ( R f ~ / n ( d ) ) [ - 2 d ]  Tr ~/n[_2dl 
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' : f et construisons, par r6currence, 4d diagrammes Posons fo 

(2.14.1) 

u' , fl.-lc" ' ) 
i+l ' : "Vi+l 

V '  
i + 1  

l 

'~ V: 
1 

• : : U! x V! v6rifiant 2.14 Posons V V~d et U i l 
i 

V. On obtient un diagramme 

U4d --~ .... ~ U I ~ U o 

V 

-i 
avec U o : f (V), tel que les fl~ches 

X 

S 

i W/n(d) R fk+l! Rmfk, W/n(d) 

soient nulles et que la fl~che 

Tr : R2df4d!~/n(d) ~ ~/n 

soit un isomorphisme. D'apr%s 2.14.2, le corollaire est v@rifi@ pour 

U : U4d. 

Nous sommes pr~t, maintenant, ~ prouver 2.14 par r@currence sur d. 

Le cas d : 0 est trivial et le cas d : i n'est autre que 1.4.7. Suppo- 

sons donc d > 2. 

Le probl~me @tant de nature locale sur X et S, on peut supposer 

que f admet une factorisation f : gh, avec get h lisses compactifia- 

bles, purement de dimension d' et d" et que d' d" ~ d = d' + d" 

Appliquons 2.14.4 ~ get aux morphismes d6duits de h par changement 

de base, de fagon ~ obtenir un diagramme 
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U u ~ f-iw ~ X 

V v ~ g-I W ~ y 

W ~S 

tel que les morphismes (XVII 6.2.7.3) admettent des factorisations 

' ~/n(d") Tr ~ ~/n(d") Rho! ~ ~/n[-2d"] ...... b Rho! 

Rg~!~/n(d ' )  Tr,,,, ~ ~ /n[ -2d ' ]  ~ ) Rgo!~/n(d ' )  

et que Trh, et Trg, soient des isomorphismes. 

Soient h Iet h i les morphismes d@duits de h o 

ment de base V, et soit f' = ~'h' fw 8o i' : goho 

Le diagramme suivant est commutatif : 

et h' par le change- 

Rf' 2/n(d) 
II 

Rgo, Rh{Z,/~(~) Rgo! Rh~!~/n(d) 

Rf W ~/n(d) 

'If 
Rgo! Rho! ~/n(d) 

ainsi que le diagramme 

Rgo; Rh{! ~/~(d) 

[Rg;! vJlRh;~ Z/n~d) 

\ 
Rgo! Rho! ~/n(d) 

R ' vX(t)(d ')  go! 

R g o ! ( t ) ( d ' )  

T Rgo! ~'/n(d' ) [-2d"] 

I t [-2d"] 
~Jn[-2d] 

i ~ [-2d"] 

Rgo! ~/n(d'  ) [-2d"] d,~)Rgo, Rho! Z/n(d) 
Rgo ! ( ~ )  ( 
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Pour le diagramme 

U I ~ f-lw ~ X 

W S 

la fl~che canonique de Rfi~/n(d) dans Rfw~/n(d) se factorise donc par 

" Rifw~/n(d) 2/n[-2d]; les fl~ches de R1fi~/n(d) dans sont donc nulles 

pour i < 2d. Enfin, Trf, est un isomorphisme en tant que compos~ des 

isomorphismes Trgo, et Rg~ Trh~. 

Ceci ach~ve la d~monstration de 2.14. 
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3. L e th@or~me de dualit@ ~lobale 

! 

3.1. Le foncteur Rf" 

Nous aurons besoin d'une variante des r@solutions flasques cano- 

niques. 

Lemme 3.1.1. Soit X un sch@ma coh@rent (i.e. quasi-compact quasi.:s@- 

~). Le foncteur li~ induit une @quivalence entre la cat6~orie des 

Ind-objets de............la cat@gg.<..i.9 des fais.c.@aux d'ensembles (resp. de grou- 

P_~9, resp. de groupes ab@liens) co.nstructibl@s et la cat@~orie des 

faisceaux d'ensembles (resp. de gro%pes Ind-finis; resp. ab61iens de 

torsion). 

R@sulte de IX 2.7.2 et IX 2.7.3 

3.1.2. Soit ~ un faisceau ab@lien de torsion sur un sch@ma X, limite 

inductive filtrante de faisceaux constructibles (~i)i~ I' et X ° un en- 

semble conservatif de points de X. On d6finit la r@soluti.on flasque 

canonique modifi@e de ~ par la formule 

c~( ] )  : l i ~  
1 

oh l e s  C ~ ( J i  ) s o n t  l e s  r 6 s o l u t i o n s  f l a s q u e s  c a n o n i q u e s  de XVII 4 . 2 . 2  . 

D ' a p r ~ s  3 . 1 . 1 . ,  p o u r  X c o h @ r e n t ,  c e t t e  d 6 f i n i t i o n  ne d@pend p a s  du 

c h o i x  d e s ~  i .  E l l e  c o ~ u t e  de p l u s  ~ l a  l o c a l i s a t i o n ;  ce  f a i t  p e r m e t  

de d @ f i n i r  C ~ ( ] )  p a r  g l o b a l i s a t i o n  p o u r  ] f a i s c e a u  de t o r s i o n  s u r  un 

sch6ma X q u e l c o n q u e ,  non  n @ c e s s a i r e m e n t  c o h @ r e n t .  

Le c o m p l e x e  C~(})  e s t  une  r @ s o l u t i o n  d e ~ ,  f o n e t o r i e l l e  en  ] ,  

d o n t  l a  f o r m a t i o n  commute ~ l a  l o c a l i s a t i o n  e t . . .aux l i m i t q 9  i n d u c t i v e s  

n sont exacts. fi__.Itrantes; les foncteurs C~ 

Ii en r@sulte que pour un faisceau d'anneaux j[ sur X, les fonc- 

n 
teurs C~ transforment~-Modules en ~-Modules; ils transforment de m@me 

faisceaux de torsion en faisceau~de torsion. Ii est bien connu que 
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Lemme 3.1.3. Soit~ une ~-cat@~orie ab@lienne ayant un petit ensemble 

g@n@rateur et telle que les limites inductives index@es par un petit 

ensemble ordonn@ filtrant soient repr@sentables dans ~, et soient exac- 

tes. Pour qu'un foncteur F d__ee~ °dans (Ens) soit repr@sentable, i! 

faut et il suffit qu'il .transforme petites limites inductives (quel- 

conques) en limites projectives. 

Cf. p.ex. SGA41 ~2.5, o~ on ne suppose pas ~ ab@lienne ni les 

lim filtrantes exactes. 

On appliquera ce lemme ~ la cat@gorie Mod(X,~) des faisceaux de 

modules sur un site annel@ (X,~). Pans ce cas particulier, si le fonc- 

teur F est repr@sent@ par le faisceau ~, on a 

(3.i.3.i) F(U) = F(~U) 

Cette description de F permet une v@rification directe de 3.1.3 

dans le cas consid@r@. 

Rappelons que sif : X--~S est un morphisme compactifiable 

(XVII 3.2.), alors S est quasi-compact quasi-s@par@ (sic), et la di- 

mension des fibres de f est born@e. 

Th@or~me 3.1.4. Soient f : X-->S un morphisme compactifiable et ~ u_nn 

faisceau d'anneaux de torsion sur S. Alors, le foncteur 

( 3 . 1 . 4 . 1 )  Rfi : D ( X , f ~ )  5 D(S,~)  

admet un a d ~ o i n t  ~ d r o i t e  p a r t i e l  

(3.1 4.2) Rf ! D + D + • : ( s , ~ )  ~ ( x , f ~ )  : 

pour K~0b D(X,f~) et L~0b D+(S,~), on a un isomorphisme fonctoriel 

I 
(3.1.4.3) Hom(Rf!K,L) ~ Hom(K,Rf'L) 

Muni du morphisme de translation rendant commutatif le dia~ramme 
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3.1.4.4) 

Hom(Rf!K)  [ 1 ] ,  L) -~ H o m ( R f ! K , L [ - 1  ] 

! 
ce foncteur Rf" est un foncteur trian~ul@. 

H o m ( R f ! ( K [ 1 ] )  , L) ~ ~ -~ H o m ( K [ 1 ] , R f ! L )  ~- H o m ( K , ( R f ! L ) [ - 1 ] )  

! 
, Horn(K, R f ' ( L [ - 1 ] ) ) ,  

adj. 

! ! 

N.B. La notation Rf" est abusive en ce que Rf" n'est en g@n@ral 

v 
pas le d@riv@ d'un foncteur f'. 

D@monstration Soit dun entier tel que toute fibre de f soit de dimen- 

sion < d, et choisissons une compactification 

x, J ~ 

S 

S i  K e s t  un c o m p l e x e  de fx -{ -Modules  s u r  X, on a 

Pour tout faisceau F sur X, les composants F i du complexe 

T~2dCXj!F v@rifient 

(3.1.4.5) Rkf F i = 0 pour k > 0 

En effet, pour i ¢ 2d, F i est limite inductive de faisceaux flasques, 

et pour i = 2d et k > O, on a (XVII 5.2.8.1) 

RkfxF 2d = Rk+2df,F. = 0 

Le complexe simple associ@ au double complexe r@solution flasque 

canonique modifi@e tronqu@e de K est une r@solution de K. En vertu de 

(3.1.4.5), on a donc (notation de XVII 1.1.15) 

T" x K (3.1.4.6) Rf (j!K) a ~x ~<2d C~ j! 

D@signons par f, le foncteur des faisceaux de modules sur X dans 
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les complexes de faisceaux sur S d@fini par 

x F (3.1.4.7) fi (F) = ?x T42d C~ j! 

i 
Lemme 3.1.4.8. (i) Les foncteurs f! sont exacts et commutent aux limi- 

i 
tes inductives filtrantes; on a f! : 0 pour i~ [0,2d]. 

(ii) Le foncteur f[, @tant born@ ~ c0mposantes exaetes, se d@rive 

(XVII 1.2.10) trivialement en Rf i ou simplement f; : D(X,fXl) ...... ~D(S,~). 

La fl~che 3.1.4.6 est un isomorphisme de foncteurs 

Rf i ~ Rf! 

i Les foncteurs Cg sont exacts et commutent aux limites inductivea 

filtrantes (3.1.2). lls transforment tout faisceau en un faisceau acy- 

clique. Les foncteurs ~ et J! commutent aux limites inductives fil- 

trantes. On en d@duit que 

- i. i a) les foncteurs f C~j!, donc aussi les foncteurs f!' commutent aux 

limites inductives filtrantes; 

i - i. b) pour i < 2d, les foncteurs f! : fxCzJ! sont exacts. Pour i : 2d, 

i 
on v@rifie que f! est exact par (3.1.4.5). 

Les assertions restantes de 3.1.4.8 sont triviales. 

Remarque 3.1.4.9. La d@finition de f~ est ind@pendante du faisceau 

d'anneau ~, et garde un sens pour tout faisceau ab@lien. L'assertion 

3.1.4.8 (i) reste valable dans les cat@gories de faisceaux ab@liens de 

torsion sur X et S. 

D'apr~s 3.1.4.8 et 3.1.3, le foncteur 

i f! : M°d(X'f~A) .... } Mod(S,~) 

i ! a un adjoint ~ droite f~; puisque f! est exact, fl transforme injectifs 

en injectifs. 
! 

Avec la convention de signe (XVII 1.1.12), les foncteurs fi for- 

ment un complexe de foncteurs exacts ~ gauche, nul en degr@ cohomolo- 

g ique  n ¢  [ -2d ,O]  : 
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( 3 . 1 . 4 . 1 0 )  
! 

f" : M o d ( S , ~ )  ~ C b (X,  f%4) 

! 
Le foncteur f" se d@rive (XVII 1.2.10) en un foncteur triangul@ 

(3.1.4.11) Rf ! D + D + : ( s , ~ )  ~ ( x , f X ~ )  , 

adjoint ~ droite au foncteur Rf! (=Rf~ = Lf!) ("formule triviale de 

dualit@"). Plus pr@cis@ment, si IgObC+(S,dD est un complexe de fais- 

ceaux injectifs de ~-modules, les ~-modules f! I n i sont injectifs, et 

on dispose d'un isomorphisme de triples complexes (XVII 1.1.12) 

! 

(3.1.4.12) Hom'(f i K, I) ~-~Hom'(K, f" I) 

Passant au H ° du complexe simple associ@ (calcul@ par produits), on 

obtient l'@nonc@ d'adjonction. On laisse au lecteur le soin de v@rifier 

la compatibilit@ (3.1.4.4). 

! 

Remarque 3.1.5. Supposons que le foncteur Rf" soit d'amplitude cohomo- 
! 

l o g i q u e  f i n i e .  D ' ap r~s  XVII 1 . 2 . 1 0  l e  f o n c t e u r  f" admet a l o r s  un d@ri- 

v@ 

! 

( 3 . 1 . 5 . 1 )  Rf" : D(S,~) ~ D(X,~) 

Ce d@riv@ est encore adjoint ~ droite au foncteur Rf 

effet, on a 

! (3.1.4.1). En 

HomD(s)(Rf!K,L) ~ li~ 

L-~L, 

! 

HomD(x)(K,Rf'L) ~ li b 

K,--v~K 

HomK(s)(f;K,L') -~ ~lim Hom K(S)(f~K',L'). 

K, --z~ K 

L -~-~L ' 

HomK(x)(K' ,Rf!J , )  -~ ?im~ H o m K ( x ) ( K ' , f ! L ' )  
K' --~K 

L-~L' 

et, par adjonction, 

• ' = "K',L') ~ H°Hom(K',f!L ') = HomK(x)(K',L') HomK(s)(f~K',L ) H°Hom(f, 

D@finition 3.1.6. Le foncteur triangul@ 

! 

Rf" : D+(S,~) --~ D+(X,f~) 
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(o__uu, sous les hypotheses de 3.1.5 , 

! 

Rf" : D(S,d~.) ) D(X,f~.~.)  ) ,  

adjoint ~ droite au foncteur Rf! (3.1.4.1) s'appelle le foncteur image 

inverse extraordinaire. 

Proposition 3.1.7. Supposons le morphisme compactifiable f : X--~S de 

dimension relative ~ d. 

(i) S i L~ObD+(S,~) v@rifie Hi(L) = O pour i ~< k, alors HiRf!L = 0 

pour i ~< k-2d 

(ii) Pour L~obDb(s,dL), on a 

dim inj (Rf!L) ,< dim inj (L) 
! ! 

Le foncteur Rf" est le d@riv@ droit de f" : Mod(S,d~)--~CbMod(X,f-~t). 

' i L'assertion (i) r@sulte de ce que (f') = 0 pour i < - 2d, et l'asser- 

tion (ii) r@sulte de ce que (f!)i = O pour i > O, et que les foncteurs 

T 
f" transforment injectif en injectif. 

i 

Proposition 3.1.8. Soit f : X---~S un morphisme compactifiable quasi- 

fini. 

( i )  Le f o n e t e u r  f !  : M o d ( X , f X ~ ) - - - - ~ M o d ( S , ~ )  a d m e t  u n  a d j o i n t  ~ dro±.t....e 

T ! 
f" : Mod(S,~)~> Mod(X,fX~), e_~t Rf" est le foncteur d@riv@ du foncteur 

! 

f" ° 

( i i )  S i  f e s t  u n e  i m m e r s i o n  f e r m @ e ,  a l o r s  f" e s t  l e  f o n c t e u r  " s e c t i o n s  

support dans X " 

T 
( i i i )  S !  f e s t  @ t a l e ~  a l o r s  f '  s ' i d e n t i f i e  a u  f o n c t e u r  f x ,  a v e c  

Trf : f!fXF---~F 

comme morphisme d!adjonction. 

L'assertion (i) r@sulte aussit6t du cas particulier d : 0 de la 
! ! 

d @ m o n s t r a t i o n  de  3 . 1 . 4  : on  f i  = f !  e t  f" = f" De f a ~ o n  @ q u i v a l e n t e ,  

l'existence d'un foncteur adjoint f" r@sulte de 3.1.3 et de ce que f! 
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est exact et commute aux limites inductives filtrantes; i'adjonction 
! 

(f!,Rf') est une "formule triviale de dualit@". 

L'assertion (ii) est claire, et (iii) est XVII 6.2. 

3.1.9. Soient f : X---~S un morphisme compactifiable,~un faisceau d'an- 

neaux de torsion sur S, et annelons X par l'image r@ciproque de~. 

Soient K~ Ob D-(X,fX~), L6Ob D+(X,f~) et repr@sentons L par un com- 

plexe born@ inf@rieurement de faisceaux injectifs, de sorte que 

RHom(K,L) = Hom(K,L) 

Le complexe Hom(K,L) est ~ composantes flasques, et donc 

(3.1.9.1) Rf RHom(K,L) = fxHom(K,L) 

Choisissons une compactification de f et un entier d comme dans lad@- 

monstration de 3.1.4, d'o~ un foncteur f[ (3.1.4.7) 

k X 
X V 

(3.1.9.2) fv V "-"- k~ 

k 

-~ X 

/ f/ 
S 

Pour tout V~Ob Set , on a un isomorphisme 

( 3 . 1 . 9 . 5 )  k ~ f i - - - = * f ~ !  k x , 

de sorte que 

Hom'(fiK,fiL)(V) ~ Hom'(f~!(k~K),f~!(k~L)) 

La fonctorialit@ de fv! nous fournit 

H o m ' ( K , L ) ( X v )  = H o m ' ( k x K , k ~ L  ) , H o m ' ( f v ! ( k ~ K ) , f v ! ( k x L ) )  , 

d'oG une fl~che, au niveau des complexes, 

(3.1.9.4) f Hom'(K,L)----~ Hom'(f~K,flL) 
X .... 
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D'apr~s (3.1.9.1), cette fl~che se d@rive en 

(3.1.9.5) Rf x RHom(K,L) ~ RHom(Rf!K,Rf!L) 

Soient maintenant K~Ob D-(X,~) et L~Ob D+(S,~). La fl~che d'ad- 
! 

jonction de Rf!Rf'L dans Let (3.1.9.4) fournissent une fl~che compos~e 

Rf RHom(K,Rf!L) ~ RHom(Rf!K,Rf!RfZL)----4 RHom(Rf,K,L) 
' . ' 

forme locale sur S de l'isomorphisme d'adjonction : 

(3.1.9.6) Rf RHom(K,Rf!L) ~ RHom(Rf!K,L) 

Proposition 3.1.i0. La fl~che 3.1.9.6 est un i somorphisme. 

Soit VE Ob Set et reprenons les notations de (3.1.9.2). L'isomor- 

phisme ("de transitivitY") 

k! Rfv! ~ Rf! kx! , 

dont l'existence est la racine de la th@orie du foncteur Rfz, se trans- 

pose en un isomorphisme de localisation (3.1.8.(iii)) 

x ! (3.1.10.1) k X Rf" = Rf~k X , 

repr@sent@ au niveau des complexes par un morphisme 

kx x f! ~ f~. k ~ 

Pour v@rifier que 3.1.9.6 est un isomorphisme, il suffit de v@ri- 

fier que pour tout VGObSet , (3.1.9.6) induit un isomorphisme 

x ~ H O RHom(K,Rf'L)) (3.1.10.2) ; Hom(kxK,kxRf'L) = (V,Rf x . 

H°(V,RHom(RflK,L)) = Hom(kXRf!K,k~L) 

Pour V = X, ceci n'est autre que 3.1.4.3. Le cas g~n~ral en r~sul- 

te via la compatibilit@ suivante, que le r~dacteur n'a pas v~Fifi~e : 
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Lemme 3.1.10.3. L e diagramme 

x ~ ! 
Hom(kxK, kxRf L) 

~1 (3 .1 .10 .1 )  

Hom ( kxK, Rfvkx L ) c-- 

(3.1.10.2) 
...... } 

(3.1.4.3 sur V) 

est commutatif. 

Hom(k~Rf!K,kXL) 

ll(localisation) 

Hom(Rf!kXK,kXL) 

3.1.11. Soient un carr@ cart@sien 

(3 .1 .11 .1 )  

X' g' ~ X 

S' g ~ S 

avec f compactifiable, ~ un faisceau d'anneaux de torsion sur S, Bun 

faisceau d'anneaux de torsion sur S' et M un complexe de (f~,~) bimo- 

dules, born@ sup~rieurement. On dispose alors, au niveau des complexes, 

d'un morphisme de foncteurs en K K~ObC(X,f~)) 

(3 .1 .11.2)  M ~ g ~ f i  K ~ fi" f ' ~ H ~  g'~X) ' 

qui se transpose en un morphisme de foncteurs en L (L~ObC(S',~)) 

W T 

• , Hom (f,~M,f,'L)-----~ (3 1.11.3) g~. . f'g Hom~(M,L) 

Ce morphisme se d@rive en morphisme de foncteurs en L, de 

D+(S',~) dans D+(X,fX~) : 

! 

. ' "L) ~ Rf'RgxRHom~(M,L) , (3.i II.4) Rg~ RHom~(f ~H,Rf'' 

qui rend commutatif le diagramme suivant, o~ KEOb D-(X,fX~) et 

L~ Ob D+(S ' ,$) : 
T O 

Horn (K, Rg~RHom ~(~_~¢  f '  ~M,Rf ' ' L)---~ Horn(K, Rf" RgxRHOm (M,L)) ~ ~  adj~ H°m(RfT K'~ gxRHOm~(M' L ) "  

Hom(g'XK,RHom~(f'XM,Rf'!L) Hom(gXRf!~,RHom~(M, L) 

Ho~(r'~M ~'~x, Rr' ~ Ho~(Rf l'(r'~M ~g'~K),~)- -~Ho~,M~g~Rf!K,L)  
adj 
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Dans ce diagramme, O(d~duit de la fl~che XVII 5.2.2.1) est un 

isomorphisme (XVII 5.2.6). La fl~che ~ est doric un isomorphisme quel 

que soit K, et ceci implique que (3.1.11.4) soit un isomorphisme. 

Le th~or~me de changement de base pour un morphisme propre se 

transpose donc en la 

proposition 3,1.12. La fl~che 3.1.11.4 est un isomorphisme. 

On appelle cet isomorphisme l'isomorphisme d'induction. 

En voici 3 cas particuliers. 

Corollaire 3.1.12.1. Soient f : X--¢S ~n morphisme compactifiable, 

e t $ deux faisceaux d'anneaux de torsion sur S, e_tt ~ :~--)~ un homomor- 

phisme. D~signons Par 0 la restriction des scalaires de ~ ~. On a 

a lors~ pour KC Ob D+(S,~) 

! 

0Rf'K ~ ) Rf!(0K) 

Ii suffit dans 3.i.ii.3 de prendre S = S', X = X', ~ =~, ~ = ~, 

On volt doric que le faisceau d'anneaux joue un rSle bidon dans la 

v 
construction de Rf'. 

Corollaire 3.1.12.2. Soient ~ : X---~S un morphisme compactifiable,~ 

un faiseeau d'anneaux de torsion sur Set KCOb D-(S,~), L~Ob D+(S,~). 

On a la formule d'induction 

! ! 

RHom(fXK,Rf'L) ~ ~ Rf'R~!o~(K,L) 

(faire S = S' X ~ X') 

Corollaire 3.1.12.3. Pour tout carr~ 3.1.11, et tout L~Ob D+(S',~), 

on a 

T ! 

RgJ ~ Rf'' L ~ ~Rf" Rg~ L 

(faire ~ = f~ = M) 
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3.1.13. Pour un compos@ gh de morphismes S-compactifiables 

X h ~ y g > Z 

l'isomorphisme de composition 

Cg,h : Rg! Rh!---Z-~ > R(gh)! 

se transpose en un morphisme de composition 

(3.1.13.1) Cg,h : Rh" Rg" ~ ~ R(gh)" 

v@rifiant la condition de cocycle habituelle pour un compos@ triple. 

En d'autres termes, les cat@gories D+(X,f~) forment les fibres d'une 

cat@~orie fibr@e et cofibr@e sur la cat@gorie d'objets les S-sch@mas 

f : X--~S, ayant pour fl~ches les morphismes S-compactifiables, les 

foncteurs image direete (resp. image r@ciproque) @tant les foncteurs 
! 

Rf! (resp. Rf'). Pour tout carr@ commutatif de morphismes compacti- 

fiables, 

X' ~ X 

S' g, ~ S , 

on dispose donc d'un morphisme de cochangement de base (XVil 2.1. 3 ) 

(3.1.13.2) ch' : Rf I Rg" .... ~ Rg" Rf! 

3.1.14. Soit un carr6 cart6sien 

X' g' ~ X 

s ' - - - g - ~  s 

a v e c  f c o m p a e t i f i a b l e ,  e t  s o i t  ~ un f a i s c e a u  d ' a n n e a u x  de t o r s i o n  

s u r  S. On a n n ~ l e  S ' ,  X e t  X' p a r  l e s  i m a g e s  r 6 c i p r o q u e s  de o~, e n c o r e  
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d@sign@es par ~ par abus de notation. L'isomorphisme de changement de 

base 

(3.1.14.1) g~Rf! ~flg ,~ 

permet de consid@rer les cat@gories D(S,~), D(X,~), D(S',~) et D(X',~) 

eomme les fibres d'une cat@gorie cofibr@e sur la cat@gorie du diagram- 

me commutatif 

X 4  ...... X 

1 1 
X~ X , 

les foncteurs images directes @tant les foncteurs Rf!, Rf[, g~ et 

g,X (sic). Lorsqu'on se restreint aux cat@gories D +, on obtient m~me 

une cat@gorie fibr@e et cofibr@e sur ce diagramme, les foncteurs ima- 
! ! 

ges directes @rant les foncteurs Rf', Rf'', Rg x et Rg~ (sic). On en 

d@duit 

a) un "isomorphisme de transitivit@" (sic) pour les foncteurs "images 

inverses" 

! Y 
Rg~ Rf" ~ ~Rf' Rg~ 

d@j~ obtenu en 3.1.12.3 (avec la m@me d@finition par transposition de 

( 3 . 1 . 1 4 . 1 ) .  

b) un "morphisme de changement de base" (XVII 2.1. 3 ) 

(3.1.14.2) g,~ ~ v Rf" ~ Rf'' g 

qui, d'apr~s loc. cit., peut se d@crire des deux fagons suivantes : 

a) par adjonction, se donner un morphisme (3.1.14.2) revient ~ se don- 

ner un morphisme 

Rf I. g,X Rf! ~ g~ . 

Le th@or~me de changement de base fournit un tel morphisme comme com- 

pos@ 
~ ! ~ 

Rf I g'~ RfZ~ ---- g~ Rf! Rf" ~ x adj. g 
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b) par adjonction, se donner un morphisme (3.1.14.2) revient ~ se don- 

ner un morphisme 

Rf" ~ Rg~ Rf'' g 

L'isomorphisme (3.1.12.3) fournit u~ tel morphisme co~e compos@ 

Rf" i .... ~ Rf" Rg~ g ~ RgJx Rf' " g 
Rf' x adj. 

D'apr~s leurs interpr@tations en terme de cat@gorie fibr@e et co- 

fibr@e, il est clair que les morphismes (3.1.12.3), (3.1.13.2) e_tt 

(3.1.14.2) v@rifient chacun deux compatibilit@ du type XII 4.4 pour 

f o u g compo,s,@ de deu.x morphismes. 

Les r@sultats de topologie g@n@rale qui suivent seront utilis@s 

au n ° suivant. 

3o1.15. Soit f : X~S un morphisme de sites. D@signons par F(f) le 

site suivant 

a) La cat@gorie F(f) est la cat~gorie des triples (U,V,~) avec 

U~Ob(X), VCOb S, ~CHom(X,~XV) 

b) Une famille de morphismes (ui, vi): (Ui,Vi,~i)~(U,V,~) est cou- 

vrante si, dans X, les morphismes u i : U.--~Uz couvrant U. 

On a alors 

(3.1.15.1) Le foncteur de r(f) dans X donn~ par 

( u , v , ~ )  , ~ u 

e s t  une  @ q u i v a l e n c e  de s i t e s  ~ :  x - - ~ r ( f )  

x de S darts r(f) (3.1.15.2) Le foncteur fF 

V, ~ ( fXV,V, Idf~v) 

est un morphisme de site, not@ fF : F(f)---~S, ou simplement f par abus 

x admet un adjoint de notation. Ii v@rifie fF~ = f . Le foncteur fF 

droite fF. : 

f t .  : ( u , v , ~ )  , ~ v 
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Le foncteur fF.est donc un comorphisme de site de F(f) dans S, et d6- 

finit le m%me morphisme de topos que le morphisme de site fF 

(3.1.15.3) f ~ ~  

I ' ( f )  

S 

On en d~duit la r~gle suivante pour calculer l'image inverse d'un 

faisceau 

(3.1.15.4) Soient ~ un faisceau sur S, f~ le pr~faisceau sur F(f) don- 

n@ par 

f ~ ?  ( u , v , ~ )  = ~ ( v )  , 

et af~ le faisceau engendr~, ilors 

fX~(U) = af~ (U,V,~) 

3.1.16. Soient f : X--~ Sun morphisme de sites,~ un faisceau d'an- 

neaux sur S, $un faisceau d'anneaux sur X et dun entier. Soit un 

objet K du type suivant 

(3.1.16.1) K associe ~ chaque objet U de X un complexe K(U) de 

(~,f (~IU)) -modules sur S, nul en degr@ ) d, et K(U) est un foncteur 

covariant de U. 

Pour tout faisceau de ~-modules ~ sur S, on d@signera par K!F le 

complexe de faisceaux sur X engendr@ par le complexe de pr@faisceaux 

de S-modules : 

U, ~ Hom~ ( K ( U ) ,  F)  

On d ~ s i g n e r a  p a r  RK" l e  d ~ r i v ~  de K" 

D+ RK" : ( S , ~ )  ~ D+(X,~)  

S i  U : K1--~ K 2 e s t  un  m o r p h i s m e  d ' o b j e t s  ( 3 . 1 . 1 1 . 1 ) ,  a l o r s  U i n -  
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duit des morphismes de foncteurs 

t 
u : K 2 ~  K~ 

! ! 

et RK 2 ' RK 1 

Sous les hypotheses pr@c@dentes, on a 

Proposition 3.1.17. (i) Pour tout point x d__ee X et pour tout 

L~Ob D+(S,~), on a, d@signant par v(x) la c at~gorie des voisinases de x 

(3.1.17.1) ~n(RK!L)x U~0bV(x) ~ Extn(K(U), L) 

(ii) On a doric une suite spectrale 

(3.1.17.2) E~ q : lim ExtP(H-q(K(W)),L) ~> Hn(K!L)x 
u e - ~ v ( x )  - 

( i i i )  S~i X ° e s t  u n  e n s e m b l e  c o n s e r v a t i f  de  p o i n t s  de  X, e__t_t u : K1----)K 2 

u n  m o r p h i s m e  d ' o b j e t s  ( 3 . 1 . 1 1 . 1 ) ,  a l o r s ,  p o u r  q u e  

u : RK i 

soit un isomorphisme, il faut et il suffit que pour tout net tout 

x~X °, le morphisme de pro-objets de Mod(S,~) 

(3.1.17.3) Ux : U"~-~"~ObV(x) ~nKI(U) "lim" HnK~(U) 

soit un isomorphisme. 

Pour prouver (i), on prend pour L un complexe d'injectifs, de 

sorte que (3.1.17.1) est trivial; il est clair que (i)__~(ii). 

Que la condition (3.1.17.3) de (iii) soit suffisante r@sulte aus- 

sitSt de (3.1.17.2). Nous n'aurons pas ~ faire usage de ce qu'elle est 

n@cessaire. Si tu est un isomorphisme, alors, d'apr%s (3.1.16.1), pour 

tout faisceau injectif I sur (S,~), on a 

Hom("lim" H n K2(U), I) ~ ~ Hom(".lim" H n KI(U), I) , 
~Tx) ~(x) - 

et on conclut en notant que dans toute cat@gorie ab@lienne ayant assez 

d'injectifs (ici, Mod(S,~)), les foncteurs Hom(~,l) pour I injectif de 

forment un syst~me conservatif de foncteurs sur Pro(~). 
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Exemple 3.1.18. Soient f : X---~S un mo~phisme compactifiable de seh@- 

mas, et ~ un faisceau d'anneaux de torsion sur S. On ann~le X par fx~. 

Choisissons un entier d qui majore la dimension des fibres de f, ainsi 

qu'une compactification de f, et posons (3.1.4.7)) 

(3.1.18.1) ~(u) : fi((fxX) U) 

D'apr~s la formule (3.1.3.1) pour l'adjoint de f[, on a un iso- 

morphisme 

( 3 . 1 . 1 8 . 2 )  

e t  donc  

! I 
f" -" K" : Mod(S,~) ) cbMod(X,f~) 

(3.1.18.3) Rf ! RK ! D + = : D+ ( S , ~ )  ) (X, f ~ )  

Exemple  3 . 1 . 1 9 .  S o i e n t  f : X - - ~ S ,  ~ ,  ~ e t  d comme en  3 . 1 . 1 6 .  S o i t  K 

un  o b j e t  de t y p e  s u i v a n t  

( 3 . 1 . 1 9 . 1 )  P o u r  t o u t  W = ( U , V , ~ )  ~ O b r ( f )  ( 3 . 1 . 1 5 ) ,  K(W) e s t  un  c o m p l e -  

xe de ( ~ V , ~  B I U ) - M o d u l e s  s u r  V, f o n c t o r i e l  en  W : p o u r  t o u t  m o r p h i s m e  

(u,v) : Wl~Ul,Vl,Yl) W~(U2,V2,~ 2) il est donn6 

K(u,v) : K(WI) ----~ v~K(W 2) , i.e. 

K(u,v) : vIK(W I) ~ K(W2) 

A tout objet K (3.1.19.1) est associ@ un objet K' (3.1.16.1) re- 

latif ~ fF : r(f)--~S, donn@ par 

(3.1.19.2) K'(U,V,~) = j! K(U,V,~) 

pour j "morphisme d'inclusion" de V darts S. On pose 

! ! ! ! 

K" = K'' et RK" = Rk'' 
defn defn 

Exemple 3.1.20. Avec les notations de 3.1.19, faisons $ = f~ et po- 

sons 

(3.1.20.1) K(U,V,~) : ~V (en degr@ O) 
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D'apr~s 3.1.15.4, on a alors des isomorphismes de foncteurs 

' fx (3.I.20.2) K" -~ 

(3.1.20.3) RK ! ~ f~ 

3.2. Dualit@ de Poincar@. 

3.2.1. Soit fun morphisme plat compactifiable purement de dimension 

relative d (ou, plus g@n@ralement, v@rifiant la condition (X)d de 2.9) : 

x ,  J ~ 

S 

Soit nun entier ~ i inversible sur Set supposons S annel@ par un 

faisceau d'anneaux ~ tel que n~ = O. D'apr~s 3.1.18, le foncteur 

v D 4 D + Rf" : (S,~)--~ (X,~) peut se calculer par le proc@d@ de 3.1.16, 

pour K donn@ par (3.1.18.1). 

Soit K' le foncteur du type (3.1.19.1) qui ~ (U,V,~)g ObF(f) asso- 

cie le complexe de faisceaux ~/n(-d)[-2d] sur V, r@duit ~/n(-d) plac@ 

en degr5 2d, et soit K" l'objet du type (3.1.16.1) correspondant 

(3.1.19.2), relatif 5 f : F(f)--4 S. 

On peut regarder K et K" comme des objets 3.1.16.1 relatif 

F(f)---4 S. De plus, pour tout (U,V,~) C ObF(f), le morphisme trace 2.9 

d@finit un morphisme de faisceaux sur V 

: R2d~!~/n ~ ~/n(-d) , Tr 

d'o~, d@signant par j le morphisme de V dans S, un morphisme de fonc- 

teurs 

( 3 . 2 . 1 . 1 )  K(U) = f T42 d C~ ~ /n  U , H 2 d ( K ( U ) ) [ - 2 d ]  

T~ 
R2df!(~/n) u ~ j! R2d~! ~/n ~ j!~/N(-d)= K"(U,V,~)) 
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Une forme tordue de 3.1.20 montre que 

RK,, ! = R f ~ ( d ) [ 2 d ]  

D'apr~s 3.1.16, on dispose donc d'un morphisme compos@ 

( 3 . 2 . 1 . 2 )  t f  : R f ~ ( d ) [ 2 d ]  ~ RK "!  -~ Rk ! ~ Rf ! 

! 
Remar~ue 3 . 2 . 2 .  S i  l e  f o n c t e u r  Rf" e s t  de d i m e n s i o n  c o h o m o l o g i q u e  

f i n i e ,  a l o r s  t e s t  e n c o r e  d @ f i n i  en r a n t  que m o r p h i s m e  e n t r e  f o n c t e u r s  

de D(S,X) dans D(X,f~), (d@finition en 3.1.5). 

On dispose d'une autre m@thode pour construire une fl~che (3.2.1.2), 

par adjonction ~ partir de (2.13.2) 

Tr : R f ! ( f X L ( d ) [ 2 d ] ) - - - - - ~  L 

Ces deux  f l ~ c h e s  c o i n c i d e n t  : 
! 

Lemme 3 . 2 . 3 .  P o u r  L ~ O b D + ( S , ~ )  ( r e s p .  D ( S , ~ )  s i  l e  f o n c t e u r  Rf" e s t  de 

d i m e n s i o n  c o h o m o l o g i q u e  f i n i e ) ,  l e  d i a~ ramme  

R f , ( f X L ( d )  [2d] )  R f , ( t f )  . " ~ Rf! Rf'L 

Trf ~adjonction 

L L 

est commutatif. 

Donnons tout d'abord une variante de la d@finition de t, en termes 

du foncteur f" (3.1.9.10). Soient U~ObXet, V~ObSet et ~Homf(U,V). 

Par d@finition, 
! 

f ' ( L )  (U) = H o m ( f i ~ u , L )  

le morphisme trace d@finit un morphisme 

T r f  : f i~u ~v(-d) } 2 d ]  

q u i  se  t r a n s p o s e  en 

T 
t~ : f'(L) (U)~ L(d) ~d](V). 
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Les morphismes t~ d6finissent un morphisme 

tf : fXL(d)[2d] } f!L 

dont au laisse au lecteur le soin de v6rifier que, dans la cat6gorie 

d6riv6e, il coincide avec (3.2.1.2). Cette description montre que les 

diagrammes suivant~ sont commutatifs au niveau des complexes, pour L 

complexe de Modules : 

Hom'(~V, L) 

J Trf 

Horn(f; f~v (d ) [2d ]  ,L) 

Horn" (f~J/v(d) [2d] ,f~L(d) [2d] ) 

H o m ' ( f ~ v ( d )  [2dJ  , f ! L )  

Par fonctorialit@ des fl~ches de ce diagramme en ~V' on d6duit que 

pour tout faisceau, ou tout complexe de faisceaux K, le diagramme sui- 

vant est commutatif : 

Hom'(K,L) 

Trf 

-~ Hom'(fXK(d) [2d] , f~L(d) [2d]  

1 
H o m ' ( f ~ f ~ K ( d ) [ 2 d ] , L )  ,, ~ ~ H o m ' ( f ~ K ( d ) [ 2 d ] ,  f ! L )  

P r e n a n t  K = L e t  I d  : L-->L, on t r o u v e  3 . 2 . 3  a u  n i v e a u  d e s  c o m p l e x e s .  

Je serais reconnaissant ~ toute personne ayant compris cette d6- 

monstration de me l'expliquer. 

3.2.4. On d6duit aussitSt de ce lemme et de la d6finition (3.1.13) des 

isomorphismes de composition par adjonction que si f est le compos6 de 

deux morphismes plats de pr6sentation finie compactifiables et purement 

de dimension relative d Iet d 2 : f = gh, et si d = d I + d2, alors le 

diagramme 
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h~(g~L(d2)[2d~ )(d 1)[2dl]) 

I th~tg 

Rh" Rg" L ~ 

est commutatif. 

(gh)%(d) [2d] 

tgh 

! 

R(gh)'h 

Th@or~me 3.2.5. (dualit@ de Poincar@). Soient f : X ~S un morphisme 

lisse compactifiable (S est donc quasi-compact quasi-s@par@(sic)), 

d la fonction localement constante sur X "dimension relative de f ", 

n ~ i un entier inversible sur S, et ~{ un faisceau d'anneaux sur S 

v@rifiant n~ = O. Alors le foncteur 

Rf! : D(X,f~) ) D(S,~) 

admet pour adjoint ~ droite le foncteur de D(S,~) dans D(X,f~) : 

K, , f~K(d)[2d] 

avec le morphisme (2.13.2) 

Trf : Rf! f~K(d)[2d] % K 

pour fl~che d~adjonction : 

Hom(K,fXL(d)[2d]) ~ , Hom(Rf!K,L) 

D@monstration. On se ram~ne au cas d constant. D'apr~s la description 

3.2.1 de la fl~che tf (3.2.1.2), le th@or~me 2.14, joint au crit~re 

3.1.17. (iii), implique que la fl~che tf est un isomorphisme (pour 

L~ D+(s,A)) 
! 

t f  : f~L(d)[2d] ~Rf'L 

! 

En particulier, le foncteur Rf" est de dimension cohomologique 

finie, donc est d@fini sur la cat@gorie d6riv@e enti~re. Le morphisme 

tf reste un isomorphisme pour L6D(S,~). 
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! 

Par definition, Rf" est l'adjoint ~ droite du foncteur Rf! ; d'a- 

v 
p r o s  3 . 2 . 3 ,  l a  f l ~ c h e  d ' a d j o n c t i o n  de Rf! Rf" K darts K s ' i d e n t i f i e ,  

via tf, ~ Trf, et ceci ach~ve la d6monstration de 3.2.5. 

On i d e n t i f i e r a  d o r 6 n a v a n t  ~ l ' a i d e  de t f  l e s  f o n c t e u r s  f X L ( d ) [ 2 d ]  
! 

et Rf'L. 

3.2.6. Soient S le spectre d'un corps alg6briquement clos k, X un sche- 

ma compactifiable et lisse sur k purement de dimension relative d, n 

un entier inversible dans k et Fun faisceau de ~/n-modules localement 

constant constructible, i.e. un "syst~me de coefficients" tu@ par n. 

D~signant par vun T/n-dual, on a 

RHom(F,~/n) = F ~ (en degr6 O) 

Cette formule r6sulte de ce que ~/n est un ~/n-module injectif. L'iso- 

morphisme 3.2.5.1, ou,plut~t l'isomorphisme qui s'en d~duit 

RF RHom(F,~/n(d)[2d]) ~ ~ RHom(RFc(F),Z/n) , 

s'6crit doric ici 

(3.2.6.1) RF (FV(d)[2d]) ~ RHom(RFc(F),~/n) 

Passant aux groupes de cohomologie, et utilisant ~ nouveau que ~/n est 

un ~/n-module injectif, ceci donne 

(3.2.6.2) H2d-i(X,F~(d))--7-~ Hi(x F) ~ 

qui est la forme habituelle de la dualit6 de Poincar~. 
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