SGA 4

EXPOSE XVIII

LA FORMULE DE DUALITE GLOBALE

par P. DELIGNE

0. Introduction
0.1 Le présent exposé est consacré i la dualité de Poincaré.
Cette dualité est construite sur le modéle de VERDIER {l} , qui traite
le cas des espaces topologiques séparés localement compacts. On montre
4 priori gue le foncteur Rf! de 1l'exposé& XVII admet un adjoint 3 droi-
te Rf' et on établit bon nombre de ses propriétés, avant de le calcu-
ler plus explicitement dans le cas des morphismes lisses.
La possibilité dtune telle construction semble reposer sur
les propriétés suivantes du foncteur Rf!
a) Pour l'existence dtun adjoint Rf! et ses propriétés formelles
{I) le foncteur sz commute aux changements de base;
{(II) les foncteurs Rif! commutent aux limites inductives filtran-
tes; ils sont nuls pour i assez grand;
(I1I1) le foncteur Rf! peut se calculer "au niveau des complexes",
i.e. & partir d'un foncteur entre catégories de complexes.
b) Pour le calcul de cet adjoint dans le cas oll f est lisse

(IV) le calcul de Rf,((?/nZ)U) pour U "petit",

0.2 Au § 3 n® 1, qui est indépendant des § § 1,2, on construit
le foncteur Rf!; on y utilise des constructions spéciales & la situa-
tion, et non seulement (I) (II) et (III). Cela rend ce n® assez dé-
plaisant; le rédacteur confesse ne pas toujours avoir bien compris ce

qui se passait.

Le § 2 est consacré au point (IV); il est purement formel
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3 partir du § 1, oll est étudiéela cohomologie des courbes.

Au § 1, on &tablit nettement plus qu'il n'est nécessaire
pour le § 2, en &tudiant aussi le cas de coefficients continus. Ce pa-
ragraphe a été profondément influencé par SERRE [i} . Les points utiles
pour la suite sont
a) le n® 1.1, consacré au morphisme trace dans le cas des courbes, et
généralisé en 2.9;

b) le théordme d'effacement 1.6.9. Le lecteur prét 3 admettre un argu-
ment transcendant peut lire le n® 1.6, & partir de 1.6.6 (2&me démons-
tration), indépendamment des n® 1.2 & 1.5. L'ingrédient essentiel de
1.6.9 est 1'une ou l'autre forme de la dualité de Poincaré pour les
courbes lisses sur un corps algébriguement clos, et le lemme d'acycli-
citd XV 2.6, (préliminaire au théoréme de changement de base lisse

XVI 1.1). Sa conclusion est généralisée en 2.17.

Le n® 3.2 recueille les fruits du § 2.

0.3 La méthode de Verdier en dualité de Poincaré permet de définir
le foncteur Rf! pour f compactifiable. Cette généralité a pour contre-
partie que les compatibilités & vérifier ne sont pas familieéres, et
parfois, méme pour les plus triviales, telles 3.2.3, de démonstration
abracadabrante. Le rédacteur avoue ne pas en avoir démontré autant
qu'il aurait d4d.

Le lecteur intéressé pourra sans difficulté, & partir de
l'appendice & 1l'exposé XVII, &tendre la définition de Rf! au cas des
morphismes sé&parés de type fini de but, un schéma cohérent (i.e. quasi-

compact quasi-séparé).

0.4 Le résultat principal 3.2.5 est énoncé en termes concrets
qui permettraient de revenir formellement au point de vue qui avait été

. P ~ Vo P
celui du séminaire oral, ol le foncteur Rf’ &tait défini seulement pour
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les morphismes limifiables via une factorisation par un morphisme lisse
et une immersion. On trouvera une esquisse de la démonstration du sémi-

naire oral dans VERDIER [2].
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1. Cohomologie des courbes.

1.1. Le morphisme trace.

1.1.1. Soient n un entier 31 et X un schéma sur leguel n soit inver-
sible. Le faisceau My (IX 3.1) sur X est alors un faisceau de modules
localement libre de rang 1 sur le faisceau d'anneaux constant Z/n.
Pour i€Z, on désigne par la notation Z/n (1) sa puissance tensorielle

. &me
i

.

(1.1.1.1) 2/n (i) = Hom (2/n, ¢ )®*

Sin = dn', l'application d'exponentiation par d &tablit un

igoworphisme
Wnﬁé/nZ/n' = Pnr >
d'ol des isomorphismes, dits canoniques
i . e
(1.1.1.2) 2/ (1)®.z/n Z/n > Z/n' (i) .
3i F est un faisceau abélien tel que nF = 0, on pose

(1.1.1.3) F(i) = F‘@Z/ Z/n (1)

n
Si déja n'F = 0, l'isomorphisme (1.1.1.2) permet d'identifier

F®2/1’1 Z/n (i) et F@Z/n, Z/n' (1), de sorte que F(i) ne dépend que de
F et non du choix de n. Plus généralement, si F est un faisceau de tor-
sion premier aux caractéristiques résiduelles de X (XVII 0.13), et si
mF est le noyau de la multiplication par m dans F, on définit F(i)
comme &tant la limite inductive, pour m inversible sur X tendant multi-

plicativement vers 1'infini
(1.1.1.4) F(i) = lémEmF (i)

Le foncteur Fe—F{(i) est exact. Si f : Y—X est un mor-
phisme de schémas (resp. un morphisme de schémas quasi-compact gquasi-

séparé), et 81 F est un faisceau de torsion sur X (resp. sur Y), pre-
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mier aux caractéristiques résiduelles de X, on a £ (F(i)) = (£*F) (1)
(resp. on a (fXF)(i) = fx(F(i))). 5i A est un faisceau d'anneaux sur
X, annulé par n inversible sur X, il se prolonge en un foncteur exact
K+—K(1) de D(X,A) dans D(X,A). Ce foncteur commute aux foncteurs ima-
ge réciproque et aux foncteurs image directe.

Les foncteurs F—F(i) s'appelent parfois les foncteurs de

"twist & la Tate"

Définition 1.1.2. Une courbe plate sur un schéma S est un morphisme

f : X—>8 plat de présentation finie et séparé 3 fibres purement de

dimension un.

Ltexpression "purement de dimension un" n'exclut pas le sché-
ma vide. Contrairement & EGA II 7.4.2, on admet ici qu'une courbe sur
un corps soit vide, mais on exige qu'elle soit séparée.

Lorsque S est le spectre d'un corps, on parlera simplement
de courbe sur S; une courbe sur un corps est quasi-projective.

1.1.3. Soit X une courbe sur un corps algébriguement clos k d'expo-
sant caractéristique p premier & un entier n3yl. Supposons d'abord X
réduite, et soit ¥ une courbe compl&te sur k dont X solt un ouvert den-
se.

Le complément Y = X-X est de dimension 0. La suite exacte

de cohomologie (XVII 5.1.16.3%) induit donc un isomorphisme
(1.1.3.1) H2(X, 2/n(1)) == H2(X, 2/n(1)

On dispose de plus d'un isomorphisme IX 4.7 (donné par la théorie de

Kummer)
(1.1.3%.2) H2(X, #/n(1)) = Pic(X)/m = (2/n)¢

oll ¢ désigne 1l'ensemble des composantes irréductibles de X, ou de X,

cela revient au méme.
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3i X n'test plus nécessairement réduite, et si ¢ est 1l'en-

semble de ses composantes irréductibles, désignons, pour i¢c, par n,

eme

la multiplicité de X au point générique n; de la 1 composante irré-

ductible de X

n. = 1lg(o )
] g( ng

On sait que l'application de restricztion de Hi(X,Z/n(l» dans

Hi(xred’ Z/n(1)) est un isomorphisme, d'oll, via (1.1.3.1) et (1.1.3.2)
appliqués a Xred un isomorphisme canonique entre Hi(X,Z/n(l)) et

(Z/n)c. On désignera par Tr, ou simplement Tr la fléche composée

X
(1.1.3.3) Tr o BO(X,2/n(1)) —= (2/m)¢ —Lsa/m
ol
t((al)lec) :Zniai

Si F est un groupe abé&lien annulé par n, on dispose d'un iso-

morphisme
HE(X,F(l))(—Lﬁ F® HS(X,Z/n(l))

et donc via (1.1.3.3) d'un morphisme trace

(1.1.3.4) Tr Hi(X,F(l))———z»F

S3i n = n'd, le diagramme

n
0 — 1. _— Gm X > Gm 0
(1.1.3.5) xdl Xdl
n'
O ™ 6y — X 5 ¢ >0
m

est commutatif et donc aussi le diagramme

H§<x,zxn<1» — (2/n)°

(1.1.3.6) l l

Hi(X,Z/n’(l)) Y 5 (2/n9)C
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d'aprés la définition IX 4.7 de 1'isomorphisme (1.1.3.2).

La fl&che (1.1.3.4) ne dépend donc .que de F, et non du choix
de 1l'entier n premier 4 p tel que nF = 0. Par passage & la limite, on
la définit pour tout groupe abé&lien F de torsion premier 2 p.

Le lemme suivant résulte aussitdt des définitions.

Lemme 1.1.4, Sous les hypothé&ses précédentes, si, pour i€c, Ui est

. .&me . .
un ouvert non vide de X contenu dans la 1 m composante irréductible,

le diagramme

<) H (0,,F(1)) —— HJ 2(X,F(1))

ige
D T;\\\\yd////

i€e

est commutatif.

Lemme 1.1.5, Soient X et Y deux courbes sur un corps algébriguement

clos k, u : X—Y un morphisme quasi-fini et plat et n un entier pre-

mier & l'exposant caractéristique p de k

Le diagramme suivant, dans lequel Tru est la flé&che (XVII 6.2.3), est

alors commutatif

Tr

E2(X,2/n(1)) ——%y Hi(Y,Z/n(l))
Trx\» /TPY
Z/n

Le lemme 1.1.4 permet de se réduire au cas ol X et Y sont
irréductibles, Xred et Yred 8tant de plus lisses. Si e {(resp. f) est
la multiplicité de X (resp. Y) au point générique, et si e = 4f, les

triangles marqués + du diagramme suivant sont commutatifs
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H2(X,2/n(1)) H2(X__,2/n(1))
T d.Tr
“u Yred
l / \ :
Ho (Y Z/n(1)) Yred,Z/n(l)) s

Son contour est commutatif, ainsi qu'on le déduit de la com-

mutativité du diagramme

___.Nﬁ..___,;)
u!Z/nX(l) ured‘Z/n red(l)
Tr d.Tr
u ured
2/ny(1) ~ %’/nYred(l)

I1 suffit de vérifier cette dernidre compatibilité au point générique
de Y, ce qui est trivial.
Soient ¥ et ¥ les courbes compldtes non lisses contenant

X et Y comme ouverts denses (EGA IT 7.4.11). Le morphisme u

red red red

se prolonge en un morohisme plat u : X— Y (EGA II 7.4.9) et, d'aprés
1.1.4, il suffit de vérifier 1.1.5 pour u.
D'aprés (XVII 6.3.18.2), le diagramme de faisceaux sur Y,

dans lequel N dé&signe la norme,

0 — ux“n e

G
Tr l
u
v

e} 7 ﬂin Gm -—————? m 5

est commutatif, donc aussi le diagramme
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Pic(X)/N ey Hi(X,Z/n(l))

N Tr
u

Pic(Y)/n — Hi(Y,Z/n{l)) ,

et il reste 4 noter que si £ est un faisceau inversible de degré 1 sur
X, sa norme est encore de dégré 1 (ce fait résultant de la compatibili-
té EGA IV 21.10.7, compte tenu de la d&finition EGA IV 21.5.5 de la

norme d'un diviseurn.

Proposition 1.1.6 Il est d'une et d'une seule facon possible de dé-

finir, pour toute courbe plate compactifiable £ : X~—3S et pour tout

faisceau de torsion P sur S, premier au caractéristiques résiduelles

de S, un morphisme trace

Tr. i ROf, (£¥F(1))—> P,

f

e

fonctoriel en ¥, de formation compatible & tout changement de base

{ef. XVII 6.2.3, (VAR 2)) et gui, pour S le spectre d'un corps algé-

briguement clos, coincide avec le morphisme trace (1.1.3.4).

Le morphisme Trf nous est donné fibre par fibre; son unicité
est donc claire.

Soit p : Pé~—as la droite projective sur S et n un entier
inversible sur S. On a PicS(Pé)z ZS’ d'ol par la théorie de Kummer

(IX 3.2) un morphisme Z/n—~>Rl

pr/n(l), dont on vérifie fibre par fi-
bre (XII 5.2) que c'est un isomorphisme. Son inverse Trp induit fibre
par fibre le morphisme trace (1.1.%.L4).

Soit £ : X~ 8 une courbe plate sur S telle gqu'il existe un
S-morphisme quasi-fini et plat u de X dans Fé. En vertu de 1.1.5., le
morphisme composé TrpoTru (XVII 6.2.3) admet pour fibre en un quelcon-

que point géométrique de S le morphisme trace (1.1.3.4). En particulier,

il ne dépend pas du choix de u.
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Supposons que X scit une réunion de sous-schémas ouverts Ui tels qutil
existe un morphisme quasi-fini et plat de Ui dans Pi. Si o. (resp.a,.)
i i

est 1'inclusion de Ui {resp. Uij = quUj) dans X, la suilte

2
I ®"(fay5), 2/n(1) =z R°(fa;), Z/n(1) — R°f, W/n(1) — 0 .

est exacte, dtapréds (XVII 6.2.8) et l'exactitude & droite de sz' (puis-
que sz! = 0). On vérifie fibre par fibre, par 1.1.5., que la so&me des
morphismes trace % Rg(fai)! 2/n(1) — #/n, se factorise par un mor-
phisme trace Tr, de sz! 2Z/n{l) dans Z/n qui, Tibre par fibre, induit
{(1.1.3.4).

Pour un X général, soit j : X'—X le plus grand ouvert de X
tel que f|X' soit un morphisme de Cohen-Macaulay (ef. EGA IV 12.1.1 (vi)).
Tout point x de X' a un voisinage U, dans X' tel qu il existe un S-mor-
phisme quasi-fini uy de UX d ans Pé. Ce morphisme est automatiquement
plat (EGA IV 11.%.10 et 15.4.2) et X' vérifie donc les hypoth&ses pré-
cédentes. De plus, X' est dense fibre par fibre dans X3 le morphisme de

Rz(fj,) z/n{1l) dans sz, Z/n(l) est donc un isomothisme comme on le

voit fibre par fibre et la fl&che composée

5 — ] Trf.
Tr, : B°F, /n(1) €= RYe)), 2/n(1) ———1—> @/n

induit fibre par fibre (1.1.3.4).

Si B vérifie nF = 0, on a (XVII 5.2.6)
(1.1.6.1) R%f, 2/n(1)® P> R°f, (£¥F(1))

et on définit Trf comme la fl&che composée

Tr : ROF, (£¥F(1))e=— R°r, 2/n(1) ® F — F

£
Dans le cas général, on d&finit Trf comme limite inductive des morphis-
mes trace relatifs aux falsceaux Fn pour n inversible sur S. Ces flé-

ches induisent fibre par fibre (1.1.3.4) et commutent donc & tout chan-

gement de base, cqfd.
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On vérifie fibre par fibre & l'aide de 1.1.4, 1.1.5 et (1L.1.

6.1), les résultats suivants

Lemme 1.1.7. Soient £ : Y—»S une courbe plate compactifiable sur S,

u : X—>Y un morphisme quasi-fini plat de présentation finie, et F un

faisceau de torsion sur S, de torsion premiére aux caractéristiques

résiduelles de S. Le diagramme suivant est commutatif

Tr

Hz(fu)!(fu)XF(l): sz!(u!ux)fo(l) — sz!f"F(l)

Trfu Trf

¥ V]
7 i

Lemme 1.1.8. Soient u : Y—2S un morphisme guasi-fini plat de présen~-

tation finie, £ : X—3Y une courbe plate S-compactifiable (XVII 3.2.1),

et F comme en 1.1.7. Le diagramme suivant est commutatif

o) Tr
RE(uf), (uf)¥F(1) == u,R%f, r* u¥F(1) —L—> u u*F

Truf Tru

=

On vérifie de méme & partir de (1.1.3.2)

Lemme 1.1.9. Si f : X—>S est une courbe lisse compactifiable, et si

les fibres géométriques de £ sont irréductibles, alors le morphisme

trace (1.1.6) est un isomorphisme.

1.2. l-acyclicité de l'espace projectif.

Dans ce n®, on utilise en principe toujours la topologie

fppf (XVII 0.10).

1.2.1. Soient e un Module localement libre sur un schéma S, supposé
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partout de rang 32, p : P(e)~>S le fibré projectif correspondant et

G un faisceau abélien sur le grandg site fppf de S (XVII 0.10). Chaque
couple (KO,?) formé d'un torseur KO sous G et d'un homomorphisme

P & 56 définit un p G- torseur K(KO,?) sur P(e), somme de K, et

de 1'image par ‘¥ du Gm~torseur 6(1),
(1.2.1.1) K(KO,‘(’) = KO+‘P®(1)
On fait des couples (KO,P) une catégorie en posant
Hom((K_, ), (K ,¥")) = (@ si ®# P
{Hom (KO,Ké) si ¥= ¥
Le torseur K(Ko,?) dépend alors fonctioriellement de (KO,?).
Il est compatible 4 la localisation, et définit donc un foncteur du
champ sur S des couples (KO,W) dans le champ sur S des pXG—torseurs
sur P(e) (= le champ ayant pour sections sur U/S les pr~torseurs sur

UXSP(e)). Ces champs sont des champs en groupolide (= tout morphisme

au-dessus d'un U/S est un isomorphisme).

Théoréme 1.2.2. Sous les hypothéses 1.2.1, si G est un schéma en grou-

pe commutatif plat de présentation finie sur S, alors le foncteur X

de 1.2,1 est une E&quivalence.

1.2.2.1 Cet énoncé équivaut 3 la conjonction de

G—~2——¢pxpr et
ﬁgm(@m,G)—J;ﬁﬂlpxpr

En effet, un morphisme de champs en groupoide est une &quivalence si
et seulement si il induit un isomorphisme sur le faisceau engendré par
le préfaisceau des classes d'isomorphie d'objets (28me formule) et un
isomorphisme sur le faisceau des automorphismes d'un objet local quel~
conque {lére formule).

On donnera deux démonstrations (1.2.4 et 1.2.5) de la pleine

fidélité.
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Lemme 1.2.%. Soit f : X— S un morphisme propre et plat. On suppose

que fXGX = OS universellement et leXGX = 0 universellement. Tout

S-morphisme de X dans un S-schéma en groupes de type fini G se facto-

rise alors par f et une section de G; plus précisément, Gizafxfo.

I1 suffit de prouver la lé&re assertion.

D'aprds le lemme de rigidité (Mumford [1, 6.1. pg 115]; on
notera que Mumford n'utilise pas 1'hypoth&se noethérienne faite sur 3),
il suffit de traiter le cas ol S est le spectre d'un corps algébrique-
ment clos. Supposons tout d'abord que G soit un schéma ab&lien, et

soit G* le schéma abé&lien dual. Puisque G = GXX, la donnée de ¥: X— G

équivaut 3 la donnée d'un faisceau inversible £ sur XxGX, trivialisé

le long de Xx{e} et algébriquement équivalent & zéro sur les fibres de

la projection prlde XxG® sur X. Si x : S—X est un peint rationnel de

X, on ad . pr';(x GX)X£®JL, avec b trivialisé le long de xxG© et

Xx{e}. La donnée de M équivaut & la donnée d'un morphisme de schémas de
=2x/8?

Eig§/s = 0,M4.0 etd - przﬁ‘ avec £' équivalent 3 zéro sur G, donc

G* dans Pic transformant e en e. Puisque Hl(X,GX) = 0, on a

définissant geG(S) tel que = gor.
Dans le cas général, G est extension d'un sch@&ma abé&lien A
par un groupe affine GO. Le résultat précédent nous raméne au cas ol

A = 0, et on a alors

Homg (Spec (HO(X,GX),G) — Homg (X,G).

Lemme 1.2.4. Sous les hypothéses 1.2.1, si G est un schéma en groupes

de présentation finie sur S ou est défini par un faisceau quasi-cohé-

rent sur S, alors le foncteur (1.2.1.1) est pleinement fidéle.

A. Prouvons que si K (KO,¢) est isomorphe & K(Ké,?'), alors
¢ =Y'. Pour G quasi-cohérent, on a ¥ = ¥' = 0, et l'assertion est

vide. Pour G de présentation finie, d'aprés (SGA 3 IX 5.1), il suffit
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de prouver l'assertion pour S spectre d'un corps algébriquement clos k.
Soit alors T le plus grand sous-tore de G, et H = G/T. La suite exacte

de cochomologie fournit
0 —> HO(P(e),T) — HO(R(e),a) —% HO(2(e),H) - Hl(R(e),T)
xl(p(e),q)

D'aprés 1.2.3. HO(P(E),G) ~ G(k) et HO(P(E),H) ~ H(k), de sorte gue o
est surjectif et & nul. Si ¥(T) = Hom(@m,T), ona T n:GmQY(T) et
HI(E(e),T) ~ ¥Y{T). L'injectivité de B exprime donc 1l'injectivité de la
fl&che canonique, d&finie par S(1), Hom(Gm,G) = Hom(@m,T)‘-—? Hl(P(S),G>,
et cecl prouve l'assertion.

B. Prouver que le foncteur 1.2.1.1 est pleinement fidéle est
une question locale sur S. On se raméne donc 3 supposer que P(e)/S ad-
met une section s. 31 K(KO,W) est isomorphe 2 K(Ké,?‘}, on a¥=% par

A et K~ SXK(KO,‘P) ~ SXK(Ké,‘?') ~ K!. Grdce 2 la formule

~ _ 1 - 1
(L.2.4.1) Hom(K(Ko,‘{’), K(KL,'¥')) Hom(K(KO KO,‘P 1y, G‘P(E)) ,
il ne nous reste plus qu'd montrer que

Homtors.(G,G)-3ﬁ Homtors.(pXG,pXG)

Ceci résulte de 1.2.3.

1.2.5. Voici une autre démonstration, plus kunnutesque , de la pleine
fidélité. La question est locale sur S; d'aprds (1.2.4.1), il suffit

donc de vérifier que
Homp (. (G, K(G,9)) = ¢ si¥£0
o G sivf£ O

C'est exactement ce qu'exprime le lemme suivant

Lemme 1.2.6. Soient € un module localement libre partout de rang 22

sur 8, G un schéma en groupes de présentation finie sur 8, ¥ : @m——eG

un_homomorphisme de groupes, V{(e) le fibré vectoriel défini par e,
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V(s)x le fibré vectoriel épointé correspondant et V¥ : V(e)z—e G un

S-morphisme vérifiant 1'identité& suivante entre S~morphismes de Gmxv(e)X

dans G
YR v) @ POOY(v) .

Alors, ¥= e, et ¥ se factorise par la projection p de P(e) sur S.

I1 suffit de prouver la seconde assertion. On se raméne aus-
s1t8t au cas S noethérien, puis, par (SGA 3 IX 5.1) et le lemme de ri-
gidité (Mumford [1,6.1 re llﬂ ) appliqué 3 P(e) au cas ol S est le spec-

tre d'un corps. Scient n un entier, Wrl et Gn les voisinages infinitési-

maux du n "™ ordre de la section nulle dans Wie) et G, qn l'algébre

affine de G et Pn(W) : V(e)x——yHoms(wn,G) la partie principale du

nt®M€ ordre de ¥ . Toute section de Homs(wn’G) définit, en translatant

34 droite par l'inverse de 1'image de la section nulle, un homomorphis-
me de wn dans Gn qui transforme o en e, ceci définit

_ -1
Y., = Pn(W).W

x
1 V(e)” —> Hom (W _,G )

L'hypoth&se implique que ¥, commute aux homothéties, que 1l'on fait a-

1
gir sur le second membre par transport de structure i partir de leur
n .
Y. Ltalgdbre affine de W oest I Sym*(e). Vu son homo-
i=0
1 est donc défini par une section, sur P(e), du OP(E)—module

action sur WH:V(e

généité, v
Z p Hom(9 Sym*(e))(-1)

Les composantes d'indice i>0 de ce module n'ont d'autre section que la

section nulle, et on en conclut que

Ceci, valant pour tout n, implique que ¥ se factorise par une section
de G.

Cette seconde démonstration s'étend pour prouver la variante
analytique suivante de 1.2.4. Lorsque G est affine, la démonstration de

1.2.2 peut se faire indépendamment de cette variante.
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1.2.7. Soient L le corps des fractioms d'un anneau de valuation dis-

créte complet G, Um le groupe rigide analytique "fibre générique" du

r
L

8{1). Si G est un groupe rigide analytique sur L, le foncteur

complété formel de Gm et G(l)A le Um—torseur sur P; complété& formel de
(K P pro + ¢vo(1)Y (ef. 1.2.1) est un foncteur pleinement fidéle
de la catégorie des couples (KO,V) formés d'un G-torseur sur Spec(L)

et de Y€Hom(U,G), dans la catégorie des pXG-torseurs sur PE.

Lemme 1.2.8. Soient k un corps d'expcsant caractéristigue p et f

t
X—Spec(k) un schéma propre sur k vérifiant HO(X,@X) = k et Pic; = 0.

Pour tout schéma en groupe affine commutatif de tvpe fini

G sur k, ne contenant pas de tores, on a lexﬁfo) = 0.

I1 suffit de montrer qu'aprés tout changement de base, ¢ : S—>
Spec(k), le foncteur £* de 1a catégorie des G-torseurs sur S dans celle
des G-torseurs sur Xg est une équivalence. Ce probléme est local sur
3pec(k), de sorte que pour le résoudre on peut se ramener au cas ol X

a un point rationnel, ofi G est extension successive de groupes Ga, a_,

p
My 2/p et Z/fi pour Ei premier & p et ol Z/€; ~ uy..

On sait que Lie(PicX) = Hl(X,GX) = 0. D'aprés 1.2.3 et 1l'existen-
ce d'une section, les foncteurs £* considérés sont pleinement fidéles;

il suffit donc de prouver que lex(fo} = 0, ou, par dévissage, que

- . gl . gl _ gl .
RTf,G, = Ffya = Rifu, = RIf3/p=R1I/E =0 .

Pour €_, cela résulte de ce que Hl(X,GX) = 0. Le cas de a (resp.
p
Z/p) s'en dé&duit via 1.2.%., par la suite exacte longue de cohomologie

définie par la suite exacte

0 ——> ap :Ga *,Ga — 0

(resp. 00— 12/p > & ¢ > 0 (p # 1) )

Le cas de ?/fi (resp. de up) se déduit de l'isomorphisme 2/2i ~ Uy
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de 1.2.3. et de la suite exacte longue déduite de la suite exacte de

Kummer
00— H,— Gm———a Gm———e 0

Lemme 1.2.9. Soient S un schéma local artinien, § un point géométrigue

de S, £ : X—» 3 un morphisme propre et plat, et G un schéma en groupe

commutatif plat de type fini sur S. On suppose f lisse ou G affine. 3i

HO(XE,O) = k(E), si Pici_ = 0 et que Gg ne contient pas de sous-groupe
s
Gm, alors le foncteur f- de la catégorie des G-torseurs sur S dans cel-

* P
le des f"G-torseurs sur X est une équivalence.

a. Le probléme posé est local sur S lorsqu'on prend pour morphismes
de localisation les morphismes u : S'— S finis et plats. Ceci permet
de supposer que f admet une section x. Le foncteur i est alors plei-
nement fidéle, d'aprés 1.2.3 et 1l'existence de x, et il reste 3 montrer
que tout torseur, trivialisé le long de x, est trivial.
b. Supposons que S soit le spectre d'un corps. Si G est affine, 1l'as-
sertion résulte de 1.2.8. Si X est lisse, et si G est extension d'une
variété abé&lienne A par un groupe affine GO, désignons par g" 1'image
réciproque de nA dans G. Le groupe Hl(X,A) est de torsion (Raynaud [1,
XITI 2.6]), donc réunion des images des Hl(X,nA). Le groupe Hl(X,G) est
dés lors réunion des images des Hl(X,Gn). Les groupes 6" stant affine,
on conclut encore par 1.2.8.
c. Prouvons le cas général (en supposant l'existence d'une section x)
par récurrence sur la longueur de S. Soit i : Soc—as un sous-schéma dé-
fini par un idéal I de carré nul et de longueur 1.

Les G-torseurs P sur X, tels que x*P soit trivial, sont d'aprés
l'hypothése de récurrence des déformations du G-torseur trivial PO sur
XxSo. S1 G est lisse, et si L est l'algdbre de Lie de GS, ces déforma-

tions sont classifiées par
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Hl(Xs,fX(L®I)) = o0

ce qui prouve 1.2.9 dans ce cas.

Pour G plat sur S, cet argument se généralise en terme du comple-
xe de Lie L de GS. Si Lfl(Gs/k(s)) est le complexe cotangent relatif d
de Gs’ ce complexe I;éDb(k(s)) est le dual de Leﬁl[}(GS/k(s)». On a
Hi(L) = 0 pour 1 # 0,1.

Les déformations sur S (resp. sur X) du G-torseur trivial sur
So(resp. sur Xo) sont classifiées par Hl(LQJH (resp. par Hl(Xs,f‘X

(L@I)) (Illusie [1]). Par hypothése, on a Hl(XS,EO(fX(LQI))) =0

(car Hl(XS,G) = 0) et Hl(L®1)~HO(XS, El(fx(L®I))). On en conclut que
1 . 1 *x
H(L®I) —»H (Xs,f (L®I)) ,

ce qui signifie que toute dé&formation sur X du G-torseur trivial sur
XO est image réciproque d'une et d'une seule déformation & S du G-tor-
seur trivial sur So' Si cette déformation est triviale le long d'une

section, elle est donc triviale, ce gul prouve 1.2.9

1.2.10. Prouvons 1.2.2 lorsque S est artinien. Soit T le plus grand

sous-tore de G; puisqu'on dispose d&ja de la pleine fidélité (1.2.4),

le probléme est local sur S pour la topologie &tale : on peut supposer
n

T diagonalisable : T . Gm. Par 1.2.3., et 1.2.9 la sulte exacte de co-

homologie fournit
Rl 7 —~, rlr ¢ ,
® %
et l'assertion en résulte, puisqu'elle est triviale pour G = T et que

Hom (Gm,T)——2+ Hom(Gm,G) (ef. 1.2.2.1).

1.2.11. Prouvons 1.2.2 lorsque S est noethérien local complet. Soit s

une section de p.
Si K est un G-torseur sur P(), 1l existe par 1.2.0 un unique couple

(,¥") formé d'un homomorphisme formel ¥7 : & — G et d'un isomorphis-
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me formel ¥~ : prsTK + W“@(l) -~ K™, Si G est affine, alors Y est
algébrisable (SGA 3 IX 7.1). Admettons provisoirement que ainsi gu'on
le prouvera en (1.2.7.3), ¥~ est toujours algébrisable en ¥: Gm——»G.

31 KO = 8%k , et si K1 = pXKO +¥&(1), on dispose d'un isomorphis-
me formel ¥~ : Ki = K(KO,?}*—:Lé K™, i.e. d'une trivialisation formel-
le de K—Kl. En vertu de GAGA formel, cette section est algébrique, ce
qui prouve 1.2.11. Plus précisément, si G est quasi-affine, alors

K—Kl est représentable et on utilise EGA III 5.1.4. . Dans le cas gé-

néral, on procéde de méme avec 1l'espace algébrique K—Kl.

1.2.2.12. Algébraicité de ¥~ : vérification préliminaire pour un trait

de base.
Supposcons que S solt un trait complet, S = Spec(V), et soit L le
corps des fractions de V.

a) Sur L, il existe un unique triple (KOL,?L,VL)

¥ K(KOL,?L)——lﬁ K| Spec(L)

b) D'aprés (1.2.10) (1.2.2.11), et avec les notations de 1.2.7 , on
dispose d'une application rigide analytique Yi : Um-9G“, d'un G -tor-
seur K; et d'un isomorphisme rigide analytique
¥ o prg + PrO(1) "= K”
D'aprés l'assertion d'unicité 1.2.7 ,'fi stidentifie 8 1l'application
déduite de ¥;. Le morphisme formel¥” de 1.2.11 induit donc sur p  une
application qui coincide avec 1'application déduite de l'application
algébrique LS 6, —G.
1.2.2.13. Algébraicité de ¥ ™.

L'application formelle ¥~ : @m——)G de 1.2.11 induit, pour ¢ inver-

sible sur S, des applications
41 : TQ(@é) = T@(Gm) — Tp (&)

Dtaprés (1.2.12) et (EGA II 7.1.9), pour tout point t de S, il existe
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un morphisme algébrique Wt ;& —> G, tel que Te(?t) = Tp(?)t. D'aprés
t
(SGA 3 XV 4.1 bis) ¥ est donc algébrisable.

1.2.14%, Prouvons 1.2.2. Par passage & la limite, on se raméne au cas

S noethérien, puis S noethdrien local d'algdbre affine A. Soit s une
section de p. Soit K un G-torseur sur P(e). Sur S' = Spec (A7), il
existe un et un seul homomorphisme ¥' : Gmsr—ﬁ GS' tel que l'image ré-
ciproque K' de K sur P(e)xSS' soit de la forme K(Ké,?'). Cet homomor-
phisme ¥' se descend en Y : Gm——aG. Pour prouver la surjectivité essen-
tielle du foncteur 1.2.1 , il est loisible de remplacer K par K-Y0(1),
i.e. de supposer que ¥ = O. Sur S', il existe slors un et un seul iso-

¥ X - . . . . .
t% s"K! —— K', induisant 1l'identité sur la section s.
3

morphisme ¥ : p
Ce morphisme se descend & S (descente fpgc de morphismes de torseurs

fppf), et ceci prouve 1.2.2.

Variantes 1.2.15. La conclusion de 1.2.2 est encore vérifiée dans les

cas suivants.

(i) G est défini par un Module guasi-cohérent sur S.

(ii) G est image réciproque d'un faisceau de torsion sur le petit site

Etale de S.
Dans le cas (1), les fléches (1.2.2.1) sont des isomorphismes
d'aprds le théor&me de changement de base pour un morphisme propre et

la simple connexité de Pi pour k algébriquement clos.

Dans le cas (ii), que les flé&ches (1.2.2.1) soient des isomorphis-
mes est standard, compte tenu de ce que la cohomologie fppf de G coin-

cide avec sa cohomologie pour la topologie de Zariski.

1.3, Intégration des torseurs.

1.3.1 Soient S un schéma et G un faisceau ab&lien sur le grand si-

te fppf de 3, vérifiant les 3 conditions suivantes.
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{1.3.1.1) (i) Pour tout espace projectif p : ES-—es, avee r » 1, on

a, dans le grand site fppf de 3 (XVII 0.10)

G — pxpr et
Hom(ﬁm,G)——lﬁ Rlpxnxg

(ii) Pour tout n et tout S-morphisme affine lisse f : X—T, si K, et

—_— 1__

K2 sont deux G-torseurs sur Symg(x), l'ensemble Hom(Kl,KZ) s'identifie

4 l'ensemble des morphismes symétriques de 1'image réciprogue de K1

sur (X/T)n dans l'image réciproque de K2 sur (X/T)n.

=

Cette condition équivant & la conjonction de
&
(ii") HomS(Sym;(X),G)~—lﬁ Homs((X/T)n,G) n’ et
(ii"™) 38i 1l'image réciproque sur (x/T)® d'un torseur K sur Sym;(X) ad-

met une section symétrique, alors K est trivial.

(iii) @ vérifie soit la condition (XVII 6.3.21.1), soit les conditions

{XVII 6.%.24.1) et (XVII 6.3.2L4.2).

Lg conclusion de 1.2.2 est donc vérifiée (cf. 1.2.2.1), ainsi que
le formulaire XVII 6.3.26

La condition (i) est discutée en 1.2.2 et 1.2.15 . La condition
(ii) est vérifiée dé&s que G est représentable de présentation finie,
ol image réciproque d'un faisceau sur le petit site &tale de S5, ou
plat quasi-cohérent. La condition 1.3.1.1 est donc vérifi&e dans cha-
cun des cas sulvants.
(1.3.1.2) (a) G est lisse de présentation finie (1.2.2 et XVII 6.3.21.
1).
(b) G est image réciproque d'un faisceau de torsion sur le petit site
étale de S (1.2.15 (ii) et XVII 6.3.21.1).
(¢) G est affine, et noyau d'un &pimorphisme de groupes lisses (1.2.2
et XVII 6.3.3.1).
(d) G est dé&fini par un faisceau quasi cohérent plat sur S (1.2.15 (i)

et XVII 6.3%3.21.1).
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1.3.2. Soit f : X -—3S une courbe projective et lisse sur un schéma
s s PP . . i?n . . .
S, & fibres géométriques connexes non vides. Soit falsceau 1nversi-

ble sur X "suffisamment" relativement ample au see suivant.

(1.3.2.1) Pour tout point géométrique s de S, si XS est de genre g,
alors

degx (f) > 2g -2 3
S

degy () 3 1 si g =0, et degy, (#) 3 2sig-=1
s s

On a alors lexi = 0, et fxi est localement libre de formation
compatible & tout changement de base, et partout de rang 3 2. Si une
section s de fxi ne s'annule en aucun point, le schéma D, des zéros
de s, regardé comme section de ¥ sur X, est un diviseur relatif (EGA

IV 21.15.2), fini localement libre sur S puisque X/S est de dimension

relative 1. On a canoniguement

s : 0(D ) —> ¥
Le diviseur DS ne dépend de s qu'a multiplication par une section
de G? prés. La construction précédente nous fournit donc un diviseur
relatif 2 sur le schéma déduit de X par le changement de base

p ot P(f (8)Y) —> s

Soit K un torseur sous G et soit Klaf son image réciproque sur

X’
Zg. La trace de ce torseur (XVII 6.3.26), de Zg & P(fx(i)v) est un tor
A
seur Ky sur P(f_(£)")
Ky = Trzi/rP(mZ:t)
En vertu de 1.2.2, il existe un triple, unique & isomorphisme
unique prés, formé d'un G-torseur(f,K] sur 3, d'un morphisme ?i K
3

Gm——aG et d'un isomorphisme

Kp = p*¢Lx] +‘P£,K®(1)
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1.3.3. Si on note additivement la composition des torseurs, on a
canoniguement

(1.3.3.1) CEL,K K] = (2L ]+ KRK]

(1.3.3.2)

=Y + ¢ .
T,k + K, T TRLK T TR,
Soient 31 et‘-'i,2 deux faisceaux inversibles sur X vérifiant

(1.3.3.1), et £ ='f.1®§fz. Le produit tensoriel des sections définit un

morphisme
B, @)Y Xy B(£ (£,)Y) —T B(£, (D))
pry pr,
B(f, (£)7) P, B(F,ENV) P
b1 2
'S S

On a 77 + g + Zi , d'oll un isomorphisme (XVII 6.3.27.1)
1 2
% N % ®
(1.3.3.3) T Kg = prlel + prZKIZ
On dispose d'un isomorphisme canonique
me(1) = prTO(l) ® przo(l) s
de sorte que (1.3%3.3.3) se réécrit
TH, % R % * b
T (pCE,X] #¥y ¢0(1)) = pyLLK] + prl‘f’i,KG(l) + profy ¢8(1)
* % % *
p12<fl,K] + plz(fg,K] + prlfil’KG(l) + przﬁfz’KB(l)

On en déduit, par une double application de 1.2.2, un isomor-

phisme canonique

(1.3.3.1) (L, ®L K] = {f),X] + g, K]
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et une identité

?QIQ&DQ’K - “fil’K - WQBQK

On voit donc que fr g ne dépend que de K, et on pose
3

(1.3.3.5) deg(K) = ‘f’!,K

On a donc

(1.%.%.6) Kg = pX&L,K] + deg(X)8(1)
(1.3.3.7) deg(K, + X,) = deg(Xy) + deg(X,)

Soit W un faisceau inversible localement facteur direct fxdﬂ défi-

nissant une section u de E((fxf)v). Soit Du le diviseur relatif défini

par les sections locales inversibles del.
= v
uio(1) +'us
et on déduit done de 1.3.3%.6 que

(1.3.%.8) u’*KZ = Trp o (K) = {L,K] - deg(K)W .

D/S

On laisse au lecteur le soin de vérifier la compatibilité.

Proposition 1.3.4 Le diagramme suivant d'isomorphismes 1.%.3.1 et

1.3.3.4 est commutatif

(E@L,,K) + K] == (L,0%,.K] +(2,8%,,K,]
J
J <LK 1, K ] ok e cE K]

V4
(8K + K] +€8,,K) + K] 58 K IE KT RE, K ]+ (K]

Les isomorphismes (1.3.3.1) et (1.3,3.4) sont de plus compatibles

aux isomorphismes d'associativité et de commutativité en un sens qu'on

laisse au lecteur le soin d'expliciter. La férmule (1.3.%.4) permet

alors de prolonger par "linarité" la dé€finition de Lﬁ,K} lorsque 3,
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ne vérifie plus nécessairement la condition (1.3.2.1).

1.3.5. Pour tout diviseur relatif D sur X, on pose

(1.3.5.0) Trp ,o(K) = Trpy,o(K|D)

D/s
Si ©(D) vérifie (1.3.2.1), la section 1 de 8(D) est une section

de fXG(D), et engendre en tant que telle un faisceau inversible loca-

lement facteur direct de fXG(D), dont elle définit une trivialisation.

L'isomorphisme 1.3%3.3.8 nous fournit donc un isomorphisme
(1.3.5.1) <o(D),x] = TrD/S(K)
On vérifie aussitdt que les diagrammes

<6(D),K; + K] Try 5(K;

(1.3.5.2) )] Ie

+ K25

(s(D),x;] +<8(D),K,] = Trp,o(K) + Trp o(K,)
et
<®(Dl + D2),K] = TrDl N D2/S(K)
(1.3.5.3) |2 (XVII 6.%.27.1)
(6(Dy),K] +<06(D,),K] = TrDl/S(K) + TrD2/S(K)

sont commutatifs. Ceci permet, par linéarité&, de définir 1'isomorphis-

me (1.3.5.1)pour tout diviseur relatif.

1.3.6. Soient D et E deux diviseurs de Cartier relatif effectifs,
et soit f une fonction rationnelle telle que

div(f) = D-E ,
i.e. un isomorphisme entre 8(D) et O(E). L'isomorphisme f entre 8(D)

et 8(E) définit, par (1.3.5.1), un isomorphisme

(1.3.6.1) <£,K] + Trp,o(K) <% Trp,o(K)
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On a, par 1.3.5.2 pour la seconde formule

{(fg,X] = (r,x].{g,K]

<f,Kl + K2] = (f,Kl_] + <f,K2]

S3i A est une section de Gg, alors, pour tout faisceau inversible
£ sur X, la multiplication par A est un automorphisme de £. Par trans-
port de structure, cet automorphisme induit sur les deux membres de
1.3.%.8 des automorphismes qui se déduisent 1'un de l'autre via 1'iso-

morphisme 1.3.3.8 . On en déduit que
{ALK] = deg(X) (M)

si deg{(K) # O, l'isomorphisme {f,K] entre TrD/S(K) et TPE/S(K) dépend
donc du choix de f.

Soient keF(S,Gg), z€r(S,G), £ un faisceau inversible sur X et K
un G-torseur sur X. Si {A,g] est 1l'automorphisme de(f,,K] déduit par
transport de structure des automorphismes i de £ et g de K, alors,
{i,g], identifié & une section de G, est donné par <r,g] = {1,K] +«(P,e];

puisque £8(D),g] = Try,q(8), on tire de la formule précédente que

(1.3.6.2) {x,g)] = deg(K) (1) + deg(f).g

1.3.7. Soit f : X—» S une courbe projective et lisse sur 3 et G un
f
)

groupe sur S vérifiant 1.%.1.1 . Si X 5T —" 58 est la factorisa-
tion de Stein de f, alors 7 est un revétement étale de S et le fais-
ceau fom est le tore Tgsﬁ . Localement sur S (pour la topologie é&tale),
X est somme d'une famille de courbes (X,),eq sur S a fibres géométri-
gues connexes non vides. 3i K est un torseur sous G et £ un faisceau

inversible sur X, on pose alors
{2,x]) = g(t]xi,lei]

et on définit le degré de K : f. € = €.
¥ m m

nées deg(KIXi) : Gnl—aa G. Les constructions locales se globalisent et

— G comme ayant les coordon-
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fournissent des foncteurs et morphismes

(1.3.7.1) LK)y g = Tro, g ELE], )

(1.%.7.2) deg(K) : f & = 1T & — G : deg (K) = 1 deg (K)
% m /g M X/8 T/ X/T
Pour A un automorphisme de Q, défini par un élément AO de

r(w,s%), on a

(1.3.7.3) <X,K] = deg(K)(A)
On définit le degré total de K comme le composé

deg(K)
deg tot(K) ! § —y f_ & ——
m = m

Les résultats qui précédent fournissent

Pormulaire 1.3.8.: Pour toute courbe projective et lisse f : X—33, on
dispose d'un foncteur {, ], de formation compatible & tout change-
ment de base, qui & un faisceau inversible £ sur X et & un torseur K
sous G associe un torseur {£,k] sous G sur S. Ce foncteur est muni
des structures additionnelles suivantes et vérifie les conditions sui-
vantes
(1.3.8.1) {£,K] est biadditir en £ et X; les isomorphismes de biaddi-
£ivité sont compatibles aux isomorphismes d'associativité et de commu-
tativit®, aux changements de base, vérifient la compatibilité (1.3.4)
et sont compatibles aux isomorphismes (1.3.8.2) ci-dessous (via XVII
6.%3.25.3 et XVII 6.3.27.1).
(1.3.8.2) On a, pour tout diviseur relatif effectif E sur X/S, un iso-
morphisme canonigue

(O(E),K] = Tr

r/s(KIE)

(1.3.8.3) Le degré 1.%.7.2 vérifie pour Aefxﬂm automorphisme de &

{),K] = deg(K) (1)
Pour AGGm(S), le degré total vérifie

{A,%X] = deg tot(K) ()
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De mdme, pour g€G(S) on a <f,g] = deg().g .

On en dé&duit un isomorphisme canonique
{1.%.8.4) (£*,K] = deg tot(X) (D)

I1 résulte aussitdt des définitions que pour tout homomorphisme
Y: G—G', on dispose d'un isomorphisme canonique, compatible aux don-

nées qui précédent
(1.3.8.5) <g,%(x)] = QLK) .

(1.3.8.6) Soit u : X—Y un morphisme plat entre courbes projectives
et lisses sur S. On dispose alors d'isomorphismes compatibles &4 la
biadditivité et aux changements de base
- Pour ¥ faisceau inversible sur X et K un GY~torseur sur Y, on a
*® -~

<€ ,uMK] — Ny 4 (D) K]
- Pour i faisceau inversible sur X et K un Gx-torseur sur X, on a

< utf,k] —=¢ ¥, Tr, K]

X/Y

De plus, ces isomorphismes vérifient une compatibilité &vidente pour
un composé uv de morphismes de courbes; pour ¥ = S(E), ils s'identi-

fient aux isomorphismes (XVII 6.3.27.2)

(uK) = Tr (K)

Tre/s pE/S

Tr = (K) =, Tr X

p*E/S Try

E/S /Y

Reste & prouver 1.3.8.6. On se ramdne au cas X et Y & fibres géométri-
ques connexes non vides et on note que les formules explicites gqui pré-
c&dent fournissent, pour chaque section s de b4 , qui ne s'annule pas

en tant que section de 1l'image directe de %, un isomorphisme ?S du

type voulu, homogéne en s , et done indépendant de s pour d vérifiant

(1.3.2.1)., Le cas général s'en déduit.

1.3.9. Sous les hypothd&ses 1.3.7, on a vu (1.3.8) que tout G-tor-

seur K sur X d4éfinit un foncteur (x,K], désigné ci-dessous par F(x)},
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muni des données additionnelles suivantes et vérifiant les conditions
suivantes
(i) F est un morphisme de champ fppf sur S (XVII 0.10 et Giraud {lj)
- de source le champ dont les T-objets, pour T un S-schéma, sont
les faisceaux inversibles sur XT
- de but le champ des G-torseurs.

~

(ii) Le foncteur F est muni d'isomorphismes d'additivité F(ifxiz) >
F(il) + F(£2), fonctoriels, compatibles aux isomorphismes d'associati-

vité et de commutativité, et compatibles aux changements de base.

Théoréme 1.3.10. Sous les hypothéses de 1.3.7, le foncteur

® : B—> {x,X] est une Eguivalence entre la catégorie des G-Lorseurs

sur X et la catégorie des morphismes de champs considérés en (1.2.9).

On se raméne facilement au cas ol X est & fibres connexes non vides.
Soit F vErifiant 1.3.9 (i) et (ii). Pour tout S-schéma T et toute
section t de XT/T, désignons encore par t le diviseur relatif t(S).
F(8(g)) est alors un GT-torseur sur T. On désignera par Y(F) le tor-
seur ainsi obtenu sur X, pour t le "point universel" de X, & wvaleur
dans X, défini par 1l'application identique de X dans X. Pour toute sec-
tion t comme plusgs haut, on a
(1.3.10.1) F(O(t)) = tR¥(F)
Lt'isomorphisme 1.3.8.2 fournit un isomorphisme de foncteurs
Yop -=1d. Construisons un isomorphisme Qov = 1d.

Pour chaque section t de X, sur T, 1l'isomorphisme (1.3.10.1) est

T

un isomorphisme

F(0(t)) —=><8(t),¥(F)]

Par addition, chaque famille t .tn de sections de XT sur T dé-

1e-
finit un isomorphisme

F(O(2t;)) —==<0(1t,),¥(F)]
a
et d'aprés 1.3.9 (ii), cet isomorphisme ne dépend pas de l'ordre des £y
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nuple

Prenons T = (X/S)7 et pour t ...tn le universel de sections.

1

Si T o= Symg(X), on dispose alors sur X d'un diviseur Zti, dont 1le

T'

diviseur Zti sur X, soit image réciproque. Sur T, o est un isomorphis-

T

me symétrique
o 1 F(O(2t;)) —5<0(2t,),¥(F)]

entre torseurs image réciproque de torseurs sur T'. Par hypothd&se (1.3.
1.1)(ii), cet isomorphisme provient d'un et d'un seul isomorphisme

sur T!

oz F(8(2t,))—><06(It,),¥(F)] (sur T')

D'aprés XVII 6.3., on dispose ainsi pour tout diviseur relatif D

sur X d'un isomorphisme

(1.3.10.2) o F(O(D)) —— <8(D),¥(F)] ,

D

additif en D, et de formation compatible & tout changement de base.
Soit ¥ un faisceau inversible suffisamment ample sur X au sens

1.3.2.1 . Chaque section partout non nulle s de fxi définit, avec les

notations de 1.3.2 , un isomorphisme

s+ 8(D)—>X ,
d'ol, par (1.3.10.2), un isomorphisme

(1.3.10.3) ay ¢ F(L) =5 <E,W(F)]

Prouvons que cet isomorphisme ne dépend pas de s. En effet
(i) La formation de ag est compatible & tout changement de base

(ii) Il existe un homomorphisme ¥ : & —> G tel que
ayg = ?(A).qs

(dtaprés la fonctorialité des deux membres de (1.%.10.3)).
On a nécessairement ¥ = 0, sans quoi le torseur sur P((fxf)v) ima-
ge réciproque de F(Y¥) - <f,Y(F)} serait de degré # O. Les ag définissent

donc un morphisme de P((fXX)V) dans G, et ce dernier est constant par
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hypoth&se ((1.3.1.1)(i). On peut donc poser ay = as .

Les isomorphismes op forment donc un isomorphisme de foncteur
entre les restrictions des foncteurs F et (x,W(Fﬂ aux faisceaux suf-
fisamment amples. Cet isomorphisme est compatible aux isomorphismes
d'additivité, ce qui permet de le prolonger par lingarité & tous les

faisceaux inversibles et aché&ve la construction de

o : oy = 14 .
Exemple 1.3.11.: G = Gm . Sous les hypothéses 1.3.7, et dans le cas
particulier ol G = & , on &crira <, > plutdt que <, ] ; si¥f et H

sont deux faisceaux inversibles sur X, alors <£,HMYest un faisceau in-

versible sur S. On dispose de plus d'isomorphismes (1.3.8.2)

(O(D),M> = Ny, ()
Si D et E sont des diviseurs relatifs effectifs disjoints, alors

8(E)|D est canoniquement isomorphe & 6, d'oll un isomorphisme

(1.3%.11.1) op.g : 8(D),0(EN = N ,o(8(E) = Ny, o(8) =6 .
Proposition 1.3.12.: Soient (Di)i”l 5 ggEdes diviseurs relatifs effec~
- 3

tifs, avec Di disjoint de E (i=1,2). Soit f une fonction rationnelle

vérifiant div(f) = Dy-D,, i.e. un isomorphisme f : G(Dl)—:sG(D2). Les

diagramme d'isomorphismes sulvants sont commutatifs

UDl,E
(1.%.12.1) (6(Dy), B(E)> —— °©
<£,0(E)> N o ()
°p.,E
<s(D,), S(E)> —_— 5 9
0E,Dl
(1.3.12.2) (8(E), 6(Dy)> —— = ©
{O(E),f> NE,S(f)
o]
E,D,

O5(B), 8(0,)> — 2 5 9
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La formule (1.3.12.2) exprime simplement la commutativité du dia-

gramme
M, 5(8(D))) ——=— ©
Ng,s(f) l Ng,g(f)
N, 5(0(D)) — =5

Pour tout S-schéma T et tout faisceau inversible ¥ sur XT’ posons
F(Y) = NET/T(!). Les hypothé&ses de 1.3.10 sont vérifiées par ce fone-
teur, de sorte qu'il existe un unique faisceau inversible M muni d'un
isomorphisme de foncteur compatible & la biadditivité
NET/T(:D — <&, HD
De plus, si 4 : T__’XT est une section de X sur T, on a canoni-

quement

Qa* M = Np p(8(d)
T

Prenant pour d la section universelle,de X, A : X—X on trouve

X’

K= Ng_/x(9(8))

Localement sur S, E est une somme de sections E =% ti (XVII 6.3);

pour un tel E, on a

- = - =
NEX/X(G(A)) =@ tI0(a) = 18(t,) = 8(E) ,

et cet isomorphisme, &€tant indépendant de 1l'ordre des ti, définit un

isomorphisme canonique

(1.3.12.3) Np ,x(8(8)) ~ O(E) ,
X
de sorte que

(1.3.12.4) NET/T(I>—”><‘2,®(E)>

L'isomorphisme (1.3.12.3) est compatible & la biadditivité, aux

changements de base et est caractérisé par le fait que, de plus, pour
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toute section 4 de XT sur T, l'isomorphisme
Ng/p(8(d)) — <06(q), O(E)> — a*s(E)

est image réciproque de 1l'isomorphisme universel (1.3.12.3). En parti-

culier, pour d disjoint de E, le diagramme

Np,p(8(d)) —= <8(a), O(E)> —— a™8(E)
S ]

est commutatif. Par addition, on en déduit que pour D disjoint de E,

le diagramme

Ng p(8(D)) —=5<8(D),8(E)> —= N ,.(8(E))

(1.3.12.5) ” ”
s )

est commutatif. La fléche Op . ©st donc composée de l'inverse de 1.3.
3
1

12.4 et d'une flé&che &vidente

<8(D), S(EPe— N_, .(8(D)) > 8

E/S
et 1.3.12.2 en résulte aussitdt, puisque 1.3.12.4 est fonctoriel.
On déduit de 1.3.12 (cf. SERRE [1] Ch IIT prop 7 pg 46)
i=1,0 & Byl o
tifs effectifs, avec Di disjoint de Ej’ f une fonction rationnelle vé-

Corollaire 1.3.13.: Soient (Di) des diviseurs rela-

rifiant div(f) = D;-D, et g une fonction rationnelle vérifiant

div(g) = El—EE' On a alors

-1 -1
N (f).N (f) = N (g).N (g)
E /S E,/S D,/S D,/8

soit briévement

(1.3.13,1) f(div(g)) = g(div(f))

Cette formule, sous la forme
N (g) N (£) = N (f) N (g)
D2/S El/S E2/S Dl/S

exprime, via (1.3.12.1) et (1.3.12.2) la commutativitéd du diagramme
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{o(Dy) g2
<8(D), O(E{)? -, <&(Dy),8(E,)>
l <£,0(E,)> <f,8(E;)2
<8(p,),eg> ¥

<G(D ), O(E)7 -2 <®(D ),8(E)> .

Corollaire 1.3%3.14. Pour G = Gm, le degré (1.%.2.7) coincide avec le

degré usuel des faisceaux inversibles.

I1 suffit de comparer les formules {(1.3.7.3%) et (1.3.12.1) pour

f image réciproque de foe F(S,Gg).

1.3.15. Quels que soient ¥ et Ms, suffisamment amples, il existe loca-

lement sur S des diviseurs disjoints D et E et des isomorphismes

:f — 8(D) et 8 : S—dO(E)

Désignons par 1 l'isomorphisme rendant commutatif le diagramme

a
C,A> %8y sy, s(E)> By

?T
Cdi 2> L8.92y q(E), G(D)>—§‘—D-’> s

I1 résulte de 1.3.12 que cet isomorphisme ne dépend pas du choix par-
ticulier de D,E, a et B ; il se globalise donc en un isomorphisme ca-
nonique

(1.3.15.1) T L ULy 2y (M.

Cet isomorphisme vérifie 12 = 1; 11 est compatible & la biadditi-
vité, puisque (1.3.11.1) 1'est, et se prolonge par linéarité & des
faisceaux inversibles quelconques.

I1 résulte de (1.3.12.5) que le morphisme (1.3.12.4) g'identifie
au composé

Np o) e—— (8(E), 2> —— <2,6(E)>
T

(le vérifier pouri = 8(D) avec D disjoint de E}.
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Formulaire 1.3.16. Pour toute courbe projective et lisse £ : X—S, on
dispose d'un foncteur <, >, de formation compatible 3 tout changement
de base, qul & deux faisceaux inversibles ¥ et M sur X associe un fais-
ceau inversible <£,Jl)sur S. Ce foncteur est muni des structures addi-

tionnelles suivantes et vérifie les conditions suivantes

1.3.16.1. Avec les notations de 1.3.8., pour G = ¢, ona

(> = < M]
en particulier,{® ,M4> est biadditif en £,M au sens précisé en 1.3.8.1

et cette biadditivité est compatible & celle du second membre d'un iso-

morphisme canonique (fonctoriel endl)

<O(E), > = N_, (ub)

E/S

1.3.16.2. On dispose d'un isomorphisme de symétrie
LIERS ST DR X N 5 2N

fonctoriel en ¥ etdl, compatible aux changements de base, aux isomor-
phismes de biadditivité et vérifiant 12: 1. I1 rend commutatif le dia-

gramme suivant, pour D et E diviseurs disjoints

(9(E)) e—— <8(D), S(E)> —> <8(E), 8(D)> — Np ,(8(D))

) I

G —— s

Np/s

Ces formules impliquent les formules (1.3.12.1) (1.3.12.2)
(1.3.13.1) et
(1.3.16.3) Pour a,b€ F(S,Gg) on a, désignant par {a,b> l'automorphisme
de ("’«P,‘-\\-Z identifié & une section de Gm’ déduilt par fonctorialité des
automorphismes a et b de £ et Jdh,

<8.,b> = adeg(‘n’) bdeE;(,i)

(1.3.16.4) On a, si fo (resp.J&o) est un Module inversible sur S, un

isomorphisme canonique
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= - @deg (k)
{f iO,JD BN ¢
(resp. 2, JL ? J&Odeg(i) ).

1.3.16.5, Si u : X-—Y est un morphisme fini et plat de courbes projec-
tives et lisses sur S, alors, pour € raisceau inversible sur X et Jb

faisceau inversible sur Y, les isomorphismes 1.2.9.7
® >
<L Ly A
cuw, > ocay, £

se déduisent 1l'un de l'autre par la symétrie (1.2.16.2) (le voir pour

$- 0(E) et M = ®(F) avec E et F disjoints).

1.3.16.6. Pour € un faisceau inversible sur X, la fléche de symétrie

1 (2, 8>— <2, L>

est la multiplication par (_l)deg(I).
1.3.17. I1 reste 3 prouver 1.3.16.6. On donnera deux démonstrations,
la premiére faisant usage de la théorie du déterminant ( SGA 6 XI ).

lére démonstration : Soit u : T—>S un morphisme fini localement libre.

si € est un faisceau inversible sur T, on dispose d'un isomorphisme

(1.3.17.1) Np o) = det(u @) det(u O) -1

uniquement déterminé par les trois conditions suivantes
a) sa formation est compatible aux changements de base;
b) pour £ = GT, c'est le morphisme identique de GS,
¢) il est fonctoriel en L.
Soient D et E deux diviseurs relatifs effectifs sur X, i 1'ineclu-
sion de D dans X et u la projection de D sur S. La suite exacte courte

0 — 8(-E) » 0 :eE » O

permet d'interpréter l'isomorphisme

<O(D),0(-E)> = 9(-E)) = det(u _i*8(-E)) det(uxixe)-l

Np/s(
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comme un isomorphisme

L
- % -1 -1
{®(D),8(~E)> = det RuX(Ll OE) det RfX(SDG @E) .

ou
L

(1.3.17.2) <€0(D),8(E)> = det RfX(GD® OE)
L
Pour D et E disjoints, on a @D® op = 6, et 1'isomorphisme de
{8(D), O(E)? avec 8 qui s'en dé&duit est celui d&ji considéré. On en
déduit que, pour D et E disjoints, la symétrie 1 et 1l'isomorphisme de
symétrie eDg GE—L) @Eg @D sont compatibles via (1.3.17.2). Par spé-

clalisation, ceci reste vrai quels que soient D et E.

Lorsque D = E est défini par un idéal I, on a

L
O o . P . _
H (@D OD) = GD symétrie = + 1
1, & 2
H (®D® o) = I/1 symétrie = - 1
i L
E(GD®OD)=O pour i # 0, - 1

Dés lors, la fléche

T : {8(D), 8(D)> —=> £8(D), 8(D)>
dim I/IZ

est (-1) (-1)9e8(8(D))

3

et 1.3.16.6 en résulte.

2éme démonstration : Par réduction 3 un cas "universel"”, on peut suppo-

ser que S est réduit. Ce cas se raméne & celul ol S est spectre d'un

corps algébriquement clos k. Soient dans ce cas Xl X2 Y. et Y2 quatre

1
diviseurs sur X, f et g deux fonctions rationnelles, et supposons que

aiv(f)

it

>
[}

>

i
(2
[}
&2

div(g)

<X1UY2) n (Xgqu) =0 .
Les applications f et g définissent alors

{f,g) : <®(Xl), G(Yl))'—) (O(Xz), G(Y2)>
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Les deux membres sont carioniquement isomorphe & k (1.3.11.1), de sorte

que (f,g»s'identifie & un 8lément de K*.

Lemme 1.3.18. On a

v (f)v _(g) v_(f)
(f,g)= no(-1n X X T (g * r
XGXlUY2

v _(g)
()
Montrons que (1.3.18) entraine (1.3.16.6). On peut supposer que
®. 9(X) -~ O(Y) avec X et Y effectif, et que XAY = @. Soit f une fonc-

tion rationnelle telle que div(f) = Y - X. Le diagramme commutatif

L, 8> —— L 5 <X,

| |

-1
<Co(xy, o) KL 20 cs(y), s(x)>
montre que : )2
v_(f
T = (f',f_1> = T (-1) X _ (_l)deg(i)

x€X
Prouvons 1.3.18. On se raméne & supposer X; et Y. tréds ample. Il exis-

te alors des factorisations f = f1f2 3 8 = 88, avec

i = Xt - s - vt -
dlv(fl) X Xl dlv(gl) Y Y

. ; vt .
dlv(fg) X2 X d1v(g2)

1

v, -,

les diviseurs X', Y' et XIL)X2t)Y1\JY2 étant disjoints.

Désignons par <, > * 1e second membre de (1.3.18) et prouvons que

®o_ ® X
<f,g> = (fl,gl> . <f2:g2)

D'aprés Serre [1], on a

géfl)vx(gz)( Vx(gZ) v (fl)

(1.3.18.1) 1 (-1) £, /8, x Y(x) = 1
X
On en tire que
(108> ™ (E580 © = g (X)) £, (Y1) gy (X') £, (Y))
v_(f)v_(g,) v_(g,) -v_(f;)
I (-1) * 0 BXIERT e T2 e LYy ()
XVXYIWY,
v_(fy) -v_(f)) v (gy) v, (g,)
= T g,(x) ¥ L g (x) ¥ 1 T (x) ¥ L £(x) ¥ 2
x€X! X€Y'!



39

v (£iv_(g) v {(g,)
T (-1 * F 1) F &2

XliJY2

On a par fonctorialité de <, > que <f,gP = (fl,gl>(f2,g2>, et on

vérifie facilement que (fi,gi> = (fi,gi>x. Le lemme en résulte.

1.4. Champs de Picard strictement commutatifs.

Quelques résultats de "topologie générale" vont &tre nécessaire
pour exprimer les résultats de 1.3 par une "formule des coefficients
universels".

Les résultats de ce n®° sont suggérés dans une lettre de A. Gro-
thendieck adressée & J.L. Verdier (1966).

Les notions d'associativité et de commutativité pour des bifonc-
teurs (voir ci-dessous) ont &té introduites par MAC LANE.

1.4.1. Soient C une catégorie, F : CAXC—>C un foncteur et
o : F(F(X,Y),Z) —= F(X,F(Y,Z))
un isomorphisme de trifoncteurs. On dit que le couple (F,o) est un

foncteur asgociatif, ou que @ est une donnée d'associagtivité sur F si

la condition suivante est vérifiée

(Ass) Quelle que soit la famille (Xi)iel d'objets de C, et dési-
gnant par e : I—M(I) l'application canonique de I dans le monoide
libre (sans unité) engendré par I, il existe une appliecation F

F : M(I)—0bC, des isomorphismes a; ¢ E(ei)—-17Xi et des isomorphismes

8 p F(gh)~=F(F(g),F(h)) tels que les diagrammes
2(£{gh)) ——— F(F(£),E(gh)) = F(E(),F(E(g),E(n)))
f.eh g,h
.1y STO

E((fg)h) —5;:——9 F(F{fg),F(n)) > F(F(E(L),F(g)),E(h))
g,h f,e

soient commutatifs.

Nous n'aurons pas & faire usage de ce que l'axiome (Ass) Equivaut

P

a "l'axiome du pentagone", comme quoi le diagramme suivant est commu-

tatif

.
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F(P(X,Y),F(Z,T))
F(X,F(Y,P(Z,T))) F(F(F(X,Y),2),T)

F(XsF(F(YaZ) ,T>)<—> F(F(X:F(Y>Z)>;T)
Soient donnés maintenant des isomorphismes fonctoriels

ox,y,z ¢ FOFOGLY),2) —— F(X,F(Y,2))

gy ¢ FLY) —E— F(Y,X)

On dira que ¢ et t font de F un foncteur asscciatif et strictement com-

mutatif si la condition suivante est vérifiées

{Ass.s.Com) Quelle que soit la famille (Xi) dtobjets de C, et dé-

i€T
signant par e : I—>N(I) 1lt'application canonique de I dans le monolde
ab&lien libre (sans unité) engendré par I, il existe une application
F : N(I)— Ob(C, des isomorphismes a; ¢ E(ei)~3¢xi et des isomorphismes
ag,h : Flgh)=F(F(g),F(h)) tels que le diagramme (1.4.1.1) soit com-

mutatif, ainsi que le diagramme

3
(1.4.1.2) ¥(gh) — 828 B(F(g),F(h))

T
[—_— [
P(hg) —=2E 5 F(F(k),F(g))

Nous n'aurons pas & faire usage de ce que cet axiome équivaut a
la conjonction de
1) 1'axiome du pentagone
2) Ty x ¢ X + X—s3X + X est 1'identité

3

. s TR

3) Ty, x°Tx,y ¢ X+ Y—sY + X—X + Y est 1'identité

4) 1taxiome de l'hexagone : le diagramme

X + (Y + 2Z)
A N
(X +Y) + 2 X+ (2 +7Y)
!T to’
7+ (X +Y) (X + Z) + ¥
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est commutatif.
On prendra garde que la condition 2) n'est pas trds souvent véri-

fiée en pratique (d'oll la terminologie strictement commutative).

Définition 1.4.2. Une catégorie de Picard strictement commutative i

est une catégorie non vide dont tous les morphismes sont des isomor-

phismes, munie d'un foncteur + : P x 61—%§ﬂ (X,¥Y)—> X + Y et 4'iso~

morphismes fonctoriels

g+ (X + YY) + Z ==X+ (Y + 2)
T: X +Y—>Y + X

faisant de + un foncteur associatif et strictement commutatif, et telle

en outre gue pour tout XGObSﬂ le foncteur Ye3 X + Y soit une équiva-~

lence de catégorie.

Le lecteur vérifiera que

Lemme 1.4.3. Si (Xi)ieI est une famille d'objets d'une catégorie de

Picard strictement commutative &, il existe une application

Z(Il—afabT, des isomorphismes a. : Z(e.,)—>X., et a : Z(n + m)
i i i~— "n,m = -

—=3 £(n) + I(m) tels que les diagrammes du type (1.4.1.1) et (1.4.1.2)

z

solent commutatifs. Le systdme (Z,(ai),(an m)) est unique 3 isomorphis-

=il

me unique prés, et est fonctoriel en (X

i’iel”
1.4.4 Une catégorie de Picard strictement commutative admet & iso-
morphisme unique prés un et un seul objet neutre, gu'on peut ici défi-
nir comme un couple {e,P) formé d'un objet e et d'un isomorphisme
Y: e+ e-“3e. Si (e,P) est un objet neutre, il existe un et un seul
isomorphisme de foncteurs

a e+ X — X
rendant commutatif le diagramme

e + (e +X)e—— (e +e) + X

Jo ox, J#

e + X =—m——-am—— e + X
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On définit de méme ay * X + e X, et ¥ est cas particulier tant

d; T échange uS et ad.

pour tout XE€ Ong les foncteurs X + et + X &tablissent le méme isomor-

de o, que de «o

5 Le groupe Aut(e) est abélien, et

phisme entre Aut(e) et Aut(X).

Définition 1.4.5. Un champ de Picard strictement commutatif % sur un

site A est un champ en groupoides $ sur 4 (GIRAUD [17), muni d'un fonec-
(124
P x9

teur + X -—,ﬁ’ et d'isomorphismes de foncteurs
T DX+ —_— + X
X,y y y
loj X+ + z — X + + z
iy, P (XY (y + 2)

qui, pour tout Ue Ob4, font de PU) une catégorie de Picard strictement

commutative.

Dans ce guil suit, on parlera simplement de champ de Picard, sans

spécifier "strictement commutatif". D'apré@s 1.4.4, tout champ de Pi-
cardf? admet un "objet neutre" global e, et Aut(e) est un faisceau
abélien.

1.4,6. Un fonecteur additif ¥ 'ﬁ)——agz entre champs de Picard sur -3

1

est un-4-foncteur (nécessairement cartésien) muni d'un isomorphisme

de foncteurs
F(x + y) —=» P(x) + F(y)

rendant commutatif les diagrammes

F(x + y) ——— F(x) + F(y)

F(1)

v

F(y + x) — F(y) + F(x)
et

F((x +y) +2)

> F(x + y) + F(z)

>(F(x) + F(y)) + F(z)

F(o) JG

F(x + (y +2))—>F(x) + F(y + 2) —F(x) + (F(y) + F(z))
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Un morphisme de foncteurs additifs u : F-—G est un morphisme de

A-foncteurs (automatiquement un isomorphisme) rendant commutatif le

diagramme
u
F(x +y) ——2 L 56(x + y)
u_+u
F(x) + F(y) —>L—— a(x) + G(y)
1.4,7. 81 ﬁl et 5} sont deux champs de Picard sur.b, le champ de Pi-

card HOM(QE,QE) est le champ de Picard suivant

a) si UE Ob A, ses objets sur U sont les foncteurs additifs de SEIU
dans g}IU; les morphismes sont les morphismes de foncteurs additifs;
b) on définit la somme de deux foncteurs additifs Fl et F2 par la for-
mule (Fl + F2)(x) = Fl(x) + Fz(x); 1'isomorphisme structural est celuil
qui rend commutatif le diagramme

structural

(Fl + F2)(x +y) 3 (Fl + FE)(X) + (Fl + F2)(y)

l' Fl(X) + Fg(x) + Fl(y)+F2(y)

Fl(x +y) o+ F2(x +y) J/f
\\\\\\3 .

Fl(x) + Fl(y) +Fy(x) ¢ F2(y)

¢c) les isomorphismes d'associativité et de commutativité sont définis

via les isomorphismes analogues dans 92.

1.4.8, si q&, ﬁg et P sont trois champs de Picard, un foncteur biad-

ditif de ’?l x ‘.(132 dans P est un A-roncteur F de ‘(J,l Ry 612 dans T, muni

d'isomorphismes de foncteurs
F(xy + ¥qs X)) =2 F(x;, x,) + Fly, x,)
F(xl, X, y2)-———§F(xl, x2) + F(xl, y2) s
tels que

a) Pour xl(resp. x2) fixe, F(Xl’ ®) (resp. F(=x, x2)) vérifie les compa-

tibilités de 1.4.3.
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b) Pour U ObA, X, ,¥,€0b ﬁ}(U) et xg,yzéob?g(tl), le diagramme

Flx+y,s X54¥,) > Fx +yy, X0 + Flx{+yq, ¥5)

Y
l F(Xlsxz) + F(y13x2) + F(yl’X2> + F(yl’yzf

F(xl,X2+y2) + F(yl,xg+y2)

\ T
F(xq,%5) + F(xq,y,) + Flysx5) + F(yqs¥5)
est commutatif.
Par exemple, le foncteur canonique
)
HOM(?I, ?2)?& Jl——-b ?2 : {F,x) — F(xX)
est biladditif.
. . ® &
On montre comme en 1.4.7 que les foncteurs biadditifs de Jl‘ 5
dans ® forment un champ de Picard HOM(T, , 5’2 ;D).
On verra en (1.4.20) qu'il existe un foncteur biadditif "2-univer-

:Pox 9’2——-) ?1 ® 9)2; plus précisément, il existe un champ de

1
Picard J 1 ® Tz et un foncteur biadditif @ : fPlK Tz

gue pour tout champ de Picard 3‘, le foncteur défini par ® :

sel"

o (<]
— Jl® Jg tel

(1.4.8.1) HOM(s)lQ 5’2,5‘)~—)HOM(5’1,(}’2 ;)

soit une &quivalence. Ce champ est unique 3 &quivalence unique (& iso~

morphisme unique prés) prés.
1.4.9. S0it u :/51—9/52 un morphisme de sites. L'image directe uxg)
. (] . oo
d'un champ de Plcard-, sur-Al est le champ de Picard sur /52 défini par
ux? (V) = ?(uxV)

Ses objets sur VEObL /32 sont les objets de P sur uxV; ses morphismes,
sa lol d'addition et ses isomorphismes de compatibilité& sont ceux de 9-)

1t'image directe u, est un 2-foncteur.
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1.4.10. Un préchamp de Picard 9 sur un site A est un préchamp {P sur 4

(Giraud [1]), muni d'un foncteur + : g’)(s?—é Pet d'isomorphismes
d'associativité et de commutativité o et 1, tels que pour chaque

UE ObA,fP(U) solt une catégorie de Picard (strictement commutative).
Si 91 et 5; sont deux préchamps de Picard, on définit de fagon &viden-

te (ef. 1.4.6, 1.4.7) les foncteurs additifs de 51 dans 52 et le pré-

champ de Picard HOM(gs, gg) qu'ils forment. Si 5‘est un pré&champ de
Picard, et j : 5L—ezﬁ? le: champ qu'il engendre, il existe & &quivalence
essentiellement unique prés un et un seul couple formé& d'une structure

de champ de Picard sur a§>et d'une structure de foncteur additif sur j;

munis de ces données, le couple (j,a?) s'appelle le champ de Picard

engendré par P . Pour tout champ de Picard 53, on a une équivalence

(1.4.10.1) HOM (aT,'i’l) —uom (F,9) .

1.4.11. On désignera par C£_l’0164) la catégorie des complexes de fais-
ceaux abéliens K surA tels que Ki = 0 pour i¢ [-1,0]. A tout complexe
K €oocl™1:01 4

K: d: K '—» k°
est associé le préchamp de Picard pch(K) suivant
(I) Pour UE ObA, on a Obpeh(X)(U) = KO(U).
(I1) si x,yEKO(U), une fléche de x dans y est un élément f de x" L)
tel gue 4df = y-x
(ITI) La loi de composition des flidches est la loi d'addition dans

).

(IV) Le foncteur + est donné par la loi d'addition dans KO(U) et K_l(U).
(V) Les isomorphismes d'associativité et de commutativité sont fournis
par 1'élé&ment nul de K—l(U)

On désignera par ch(K) le champ de Picard engendré (1.4.10) par
le préchamp de Picard pch(K). Le faisceau EO(K) s'interpréte comme le

faisceau associé suivant
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(1.4.11.1) gO(K) = a {(Ur—> groupe des classes d'isomorphisme
d' objets de ch(K)(U) ) .
D'autre part,

(1.4.11.2) B N(K) = Aut (e)

1.4.12. Tout morphisme de complexe f : K— L induit un foncteur addi-
tif peh(f) : pch(K)—» pch(L), d'ol un foncteur additif
ch(f) : ch(X)— ch(L)
I1 résulte de (1.4.11.1) et (1.4.11.2) que ch(f) est une équiva-
lence si et seulement si f est un quasi-isomorphisme. On déduit de

1.4.10.1 que pour deux morphismes f,g : K—L, on a
Hom(ch(f),ch(g)) — Hom(pch(f),pch(g))

Un morphisme de foncteur h : pch(f)—s pch(g) est un morphisme de

faisceaux h : KO—s L7+

tel que
(1.4.12.1) g(x) - f(x) = dh(x)
et tel que pour tout triple (x,y,u) avec y~x = du, on ait
(1.4.,12.2) h(y) + f(u) = g(u) + h(x)
Que h soit un morphisme de foncteurs additifs signifie que
(1.4.12.3) h(x + y) = h(x) + h(y)
La condition 1.4.12.3 permet de réécrire (1.4.12.2) comme
(1.4.12.2") g(u) - £(u) = hdu ;
les conditions (1.4.12.1) & (1.4.12.3) signifient donc que h est une

homotopie de f 4 g, et

(1.4.12.4) Hom(ch(f),ch(g)) = {H:homotopie K—»L § g-f = dH + Ha}

Lemme 1.4.13 (I) Pour tout champ de Picard 9, il existe un complexe K

P s cen(x).

tel que
(II) Pour tout foncteur additif F : ch(X)=— ch(L), il existe un quasi-

isomorphisme k : K'—— K et un morphisme &: K'— L tel que F = ch(JZ,)ch(k)_l
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Prouvons (I). Soit (ki,Ui)ieI une famille telle que

(a) k;€009(U,)

-

(b) tout objet de % est localement isomorphe & une image inverse de
t
1t'un des ki.

Posons K° = Zy. - On déduit de 1.4.3 qu'il existe un foncteur
i€T i
additif F de ch(0—Kk°) dans 5’envoyant la base e, de 2

i
K1 1e faisceau des couples formés d'une section locale x de K® et d'un

sur ki. Soit

isomorphisme t : F(O)=3 PF(x). On définit 1l'addition sur K_1 par

(x1,87) + (x55%,) = (X;+%,,t) oll t rend commutatif le diagramme
t.+t

F(0) + F(0) 1 2, F(xl) + F(x2)
F(0+0) ——O F(x4x,)

1

On définit d : K ~—3K° par d(x,t) = x; d est additif.

Si y-x = dt, il existe un et un seul morphisme F(t) rendant com-
mutatif le diagramme

F(x) _~_.E£El___9 F(y)

F(0)+F(x) L)y F(yox)+F(x)
et on vérifie que cette construction définit une égquivalence

F : ch(K)— T

Prouvons (II). Soit donc F : ch{K)—sch(L) un foncteur additif.

11 existe alors une famille {ki’fi’“i’ui)iel
o o .

(e) kieK (Ui), 2;€L7(U;) et a; est un morphisme entre F(k;) et li

telle que

1] 1 o .
(d) 1'homomorphisme k ‘jgizUi——éKo de coordonnées Ki est un épimor-

phisme.
Posons K'° = @ 2, et soit 2° : K'%— 1% 1'homomorphisme de coor-
ieIl “i
données Ki‘ Le foncteur F &tant additif, 11 existe une et une seule

famille d'isomorphismes o Fko(x)—lézo(x) (x section locale de K'O)

X
telle que

(e) pour ey section 1 de ZU.’ onaa, =a

i
i
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(f) Les diagrammes

FrO(x+y) x4y i £°(x+y)
o v o dx+a o I} o]
kO (x) + FkO(y) — 2 Y 5 %x) + £%y)

sont commutatifs.
Soit k't = K'_lXKOK'O; dtaprds (d), la fléche évidente est un

quasi-isomorphisme de complexes k : K'—3 K. 31 x,y€ K‘O(U), et si

t€ K"l(U) vérifie y-x = dt, alors 11 existe une et une seule section

z_l(t,x,y) de L_l(U) qui définisse le morphisme rendant commutatif le

diagramme
-1
(g) F(x%(x)) Fle 7€), wm(x%(y))
J/CCX J/Cﬂy
-1
2°(x) L (ts;x,y) zo(y)

Que F soit un foncteur fournit

(h) Flicie,y) + Ultorsy,z) = T leetrsx,2)

Que l'isomorphisme d'additivité de F goit fonctoriel fournit

. -1 . _p-1,, . -1, .

(i) £ (t1+t2,x1+x2,yl+y2) -2 (tl,xl,yl) + £ (tl’XZ’yz)
De (h), on tire que
e~l(0;x,x) + P—I(O;X,X> = z-':L(O,x,x) ie
eql(o;x,x) = 0

On déduit alors de (i) que (_l(t;X,y) ne dépend que de t
Clioin,y) = €l

et que 8_l(t) est additif en t. On en conclut que ‘(:({-l’go) est un

morphisme de complexes, et, d'aprés (f) et (g), les fléches o forment un

isomorphisme de foncteurs additifs Fesch(k) = eh(d).

1.4.14, Soit chy(A) la catégorie dont les objets sont les petits champs

de Picard surA, et dont les fléches sont les classes d'isomorphie de
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foncteurs additifs. La construction ch définit un foncteur de Cﬁ—l’O]LA)
(1.4.11) dans Ch’ﬁd). Soit DI_l’OJLé} la sous-catégorie de la catégorie
dérivée de A formée des complexes K tels gque Hi(K) = 0 pour 1 # 0 ou -1.
I1 résulte de 1.4.12 et 1.4.13 que

Proposition 1.4.15, Le foncteur ch induit une &quivalence de catégories

ch D[_l’olcé)—z—a Chb(A)
On désignera par y 1'équivalence inverse de ch. Pour tout champ
de Picard T sur/S,?yE ObDf—l’O] (4) dadtermine fP 3 classe d'isomorphie

d'équivalence prés.

Lemme 1.4.16. Soit LEOb cl7190) (4) tel que 17} soit injectif.

(I) pch(L) est dé&ja un champ.

(IT) Pour K€ 0b ¢t 1201 (4), tout Foncteur additif F : ch(K)—» ch(L)

est isomorphe 3 un foncteur ch{(f) pour f morphisme de K dans L.

{(I) Quels que soient UEObA et x€0b ch(L)(U), le faisceau des
couples formés d'une section locale £ ge LO‘U et d'un isomorphisme en-
tre x et ( est un espace principal homogéne sous L-l; il admet donc
une section et j : pech(L)=—sch(L) est surjectif sur les classes d'iso-
morphies d'objets, donc une équivalence.

(IT) Soit L' un complexe d'injectifs, muni d'un quasgi-isomorphis-
me ?:L-—§$ L', tel que ¢ soit un isomorphisme pour i g -1. D'aprés

.

1.4.13, et [C.D], il existe un diagramme commutatif & homotopie prés

L w——s L'

K'—— X

~ -1 - = '
tel que F = ch(fo) ch(¥) ~. De plus, K = T<OK et L = TgoL , de sorte
que fl se factorise par £ : K==L, et F & ch(f).
Le lemme permet de préciser 1.4.15 par la conséquence suivante

de 1.4.,12
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Corollaire 1.4.17. La construction ch définit une éguivalence de 2-ca-

tégories entre

a) la 2-catégorie des champs de Picard sur A

b) la 2-catégorie ayant pour objets et pour 1-fi&ches les objets et

fléches de la sous-catégorie pleine de C[“l’o:l (A) formée des complexes

L avec L—l injectif, et ayant pour 2-fldches les homotopies entre flé-

ches : Hom(f,g) = {Hfg-r = dH + H4}.

Construction 1.4.18., On a

y Y b
[d - o
HOM (§,%,)" = 1, RHom (F,T)
Soient K,L€0b ¢l 1301(s), avee L7 injectif. D'aprés 1.4.16 (II)
et 1.4.12, on a
(1.4.18.1)  ch(r  Hom(K,L)) —»HOM(ch(K),ch(L))

et on en d&duit une construction fonctorielle 1.4.18.

Construction 1.4.19. Pour f :/51— 4, un morphisme de sites, on a

b o
(r, 9 = t, RE (D
. [-1,0 -1 .. . . ~
Soit LEOb C avec L injectif. D'aprds 1.4.16 (I), on a
(1.4.19.1) ch(fo)—;}chh(L)
et on en dé&duit une construction fonctorielle 1.4.19.

Nous n'aurons pas & faire usage de la

Construction 1.4.20. Le produit tensoriel promis en 1.4.8 existe, et

P oo ® bLgY
(JlO ¥ = Ty-1 ?1 ®T2 .
On vérifie comme en 1.4.12 et 1.4.13 (II) que, quels gque solent

K., K, et L dans cL~1s0] Ay, on a

12 %2
(a) Tout morphisme fe€ Hom(KlOKz,L) = Hom(1>_l(K10 K,),L) définit un
foncteur biadditif ch(f)€& Hom(eh(K;), ch(K,); ch(L)) ; de plus les mor-
phismes de foncteurs s'identifient aux homotopiles;

(b) Pour tout foncteur biadditif F : ch(Kl), ch(Kz)——-,ch(L), il existe
des quasi-isomorphismes ki : ch(Ki)—)ch(Ki) et £ : KiQKé—)L tel que

F = ch(f) o (ch(kl)-l, ch(k2>"1) .
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3i maintenant Ki ou Kg est plat, ainsi que Kio ou Kéo, alors

kl® ky @ Ty g K8 Ky, K, ®K, est un quasi-isomorphisme, et on en
déduit que ch(rz_l(Kf8 KZ)) vérifie la propriété universelle (1.4.8.1),
d'oll 1'existence de ® et d'une construction fonctorielle 1.4.20,
1.4.21. Soient G un faisceau abé&lien, et G[1] le complexe réduit & G
placé en degré -1. Le préchamp pch(G[1]) s'identifie au préchamp des
torseurs triviaux sous G, et donc ch(G[1]) "n'est autre" que le champ
des torseurs sous G, avec sa loi d'addition habituelle.

1.4.22. Soit K€.thl’ojﬁé) et G un faisceau ab&lien. Les extensions E
de K par G forment un champ de Picard, EXT(X,G), pour l'addition de

Brauer.

E : 0— G[o] o, g B,y x > 0.

A chaque extension E on associe un foncteur additif de ch{X) dans
ch(Gfl}), qui, appliqué & une section locale x de K° fournit le tor-
seur 8 1(x). Le lecteur vérifiera que

Proposition 1.4.23. La construction esquissée plus haut est une &gui-

valence de champs de Picard

EXT(X,G) —<3 HOM(ch(K), ch(G[1])) .
1.4.24, Soit F un objet du site 4. On désignera encore par F le fais-
ceau défini par F, et on désignera par Z(F) le faisceau abélien engen-
dré. Soit C un champ de Picard sur A. On vérifie facilement (cf. 1.4.3)
qu'il "revient au méme" de se donner soit
a) un foncteur additif H : ch(z(F))-ec

b) un morphisme de champ

(champ des sections locales de F, morphismes = identités) > C
¢) un objet de C(F).

Supposons (pour pouvoir appliquer la définition 1.4.9) que les
produits fibrés existent dans/§, et soit f le morphisme de sites cano-

nique f : A/F—sA. La construction précédente fournit une équivalence

(1.4.24.1) HoM(ch (2 Fy, o) — £, r¥c
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L'isomorphisme qui se déduit de (1.4.24.1) par la construction

b4
fofxc R

(F) by _~
T RHom(Z ,C7) —— T¢o

peut aussi se déduire de 1'isomorphisme plus général

(1.4.24.2) reom(2 %) k) — RE T¥K (K€ 0bD'(A)

1.5. La formule des coefficients universels

1.5.1. Soit f : X— S une courbe projective et lisse sur S. On dé-
signera par PIC(X/S) le champ de Picard sur le grand site fppf de S
(XVII 0.10) image directe (1.4.9) du champ des faisceaux inversibles
sur X. On a

(1.5.1.1) PIC(X/S) = f,che [1]

(1.5.1.2) pIc(x/s) = T RE (6 [1])

AY
Chague section t de X définit un faisceau inversible ®(t) sur X.
Avec les notations de 1.4.24 {(cf. 1.4.24, a+e>sDb), cette construction,

étant compatible i tout changement de base, définit un morphisme de

champs de Picard sur S
(1.5.1.%) eh 2% 5 pro(x/s)

Si C est un quelconque champ de Picard sur S, les morphismes

{1.5.1.3) et (1.58.24,1) définissent un foncteur additirf

(1.5.1.4) HOM(PIC(X/S), C) —— Hom(cn(z®)), o) —= 5 5 % .

Par application de 1la constructiony , le foncteur 1.5.1.3 définit
un morphisme

X
(1.5.1.5) 20 Teo RE, 6 [1] —5Rf, e 1]

et le foncteur 1.5.1.4 a pour analogue, par 1.4.24.2, un morphisme
%
(1.5.1.6) Rom(t_ . Rf (6 [1]), K) —— Rf, 7K

Si C est le champ ch(G[1]) des torseurs sous un groupe G vérifiant

(1.3.1.1), le théoréme 1.3.10 affirme que le foncteur 1.5.1.4 est une
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€quivalence, 1l'8guivalence inverse &tant celle qui & un torseur K sous
GX associe le foneteur additif <x,K]. Que (1.5.1.4) soit une équivalen-

ce revient 3 dire que le*morphisme dé&duit de 1.5.1.4 ou 1.5.1.6

(1.5.1.7) T RHom( T

x
<1 rr (6 [1]), @) —s Te RELLG

<0

est un isomorphisme.

Théoréme 1.5.2. (formule des coefficients universels).

Soient £ : X—»S une courbe projective et lisse sur S, C un champ de

Picard sur Sfppf et K = Cy (1.4.15). On suppose gue K est localement

isomorphe {(dans D+(S }) 4 des complexes de la forme G_l——aGo, ol

fppf
les faisceaux Gi vérifient (1.%.1.1). Alors

(I) Le foncteur 1.5.1.4
(1.5.2.1) HOM(PIC(X/S), C) —> fxf"c

est une équivalence de champs de Picard.

(II) Le morphisme déduit de (1.5.1.6) ou (1.5.1.4)

¥
(1.5.2.2) Teo Rliq_n(r\(o fo(Gm[l]), K) — Teo REEK

est un isomorphigme.

Ce théordme fait jouer & 1_ fo(Gm[l]) le réle que joue 1l'homo-
N

0
logie dans la classique formule des coefficients universels.

I1 est clair que, pour chaque champ C, on a (I)e—(II), et tant
(I) gue (II) sont de nature locale sur S. Si C est de la forme

ch(G[l]), alors le théoréme résulte de 1.3.10, comme noté plus haut.

I1 reste 3 montrer que si K est de la forme

K:4d: G_l———a GO R

et si (1.5.2.2) est un isomorphisme pour G-l[l] et Go[l]’ alors
(1.5.2.2) est un isomorphisme pour K. Pour le vErifier, il suffit de
comparer la suite exacte longue de cohomologie

-1
0—R ™ f K—s 1,0

o oyl 1
,—> £, 6, —— R f K-—Rf G R G
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34 la suite exacte longue analogue pour le premier membre de (1.5.2.2),

et d'appliquer le lemme des cing.

1.5.3. Soit u un morphisme plat de courbes projectives et lisses
sur S
u
¥ ——— Y
fl f2
S

Le diagramme de foncteurs additifs

Z(X) ————— > PIC(X/S)

(1.5.3.1) u NX/Y

7(0)

———— PIC(Y/S)
est alors essentiellement commutatif.

Pour tout champ de Picard C sur S, le diagramme

HOM(PIC(Y/S), C) — fexf’; C

®
(1.5.3.2) HOM(NX/Y,C) u

HOM(PIC(X/S), C) — > fle§ C

est donc essentiellement commutatif, et pour KéobD+(S), le diagramme

Rhom(t . Rf, € [1], K) —— Rf, f5 K

2% m 2% 2

X

(1.5.3.3) RHom(NX/Y,K) u
RHom (T [1 £ £k

Hom(t Rf, € [1], K) —— Rf  f7

est commutatif.
Soit maintenant G un faisceau ab&lien sur S vérifiant (1.3.1.1).

La trace XVII 6.3 nous fournit un foncteur additif
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(1.5.3.4) Tr £% en(61]) ——

. 3
SR S 4 L5 cn(e[1])

2
et 1.%.8.6 nous fournit un isomorphisme rendant essentiellement com-

mutatif le diagramme

HOM(PIC(X/S), ch(G[1])) e——— £y, ch(G[1])
(1.5.3.5) HOM(u®, ch(a[1])) lTru

HOM(PIC(Y/S), ch(G[1])) é———— £, r3 cn(a[1])

Le diagramme

T, RHom(t Rf, € [1], G) &—F— T

%
iz m RflelG

€1 1

(1.5.%.6) RHom(u®,@) lTpu

- %x
T, RHom(t__ Rf, & [1], G) &——— 14 R, £30

§1 % g1 2% 2

est done commutatif.

1.5.4. Avec les notations de 1.5.2, soit G un faisceau abélien sur
S vérifiant 1.3.1.1. Localement sur S pour la topologie étale, on a

(non canoniguement)

Teo Rl € [1] = @& [1] + Rf_ @& .

Au niveau des champs de Picard, on définit en effet une section
ch(leX Gm)—ﬁ £, ch(Gm[lJ) en associant & chaque classe d'isomorphie
de faisceaux inversibles le faisceau inversible appartenant & cette
classe rigidifié le long de sections convenables de X/3.

L'isomorphisme 1.5.2.2. fournit donc un isomorphisme
(1.5.4.1) Hom(RYf €, @) —— Hom (X, G)
et une suite exacte
1,1 '
(1.5.4.2) O-— Ext (R £ Gm’ G)—R fXG-—eHom(fXGm, G)—>0

Les morphismes de 1.5.4.1 et 1.5.4.2 s'interprétent comme suit
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a) Le morphisme 1.5.4.1 et le premier morphisme 1.5.4.2 sont définis
par l'application canonique de X dans PicX/S'
b) Le deuxidme morphisme 1.5.4.2 est le degré 1.3.7.2

Localement sur S pour la topologie étale, on a (non canoniquement)

Piec ~ Pic®

x 7z¥.
X/ X/3 2 ; on a donc

Extl(leX €, ) — Extl (pPic®
et (1.5.4.2) peut encore s'écrire

(1.5.4.3) o Ext}(pic® 6)—rlr ¢ —Hom(f € , G)—30

X/8?

1.5.5. Lorsque, dans 1.5.2.2, on fait K = Gm[l], le théoréme 1.5.2

apparait comme un théoréme d'autodualité pour t_ (Rf, Gmflj). Un quel-
conque complexe représentant TSO fo Gm[1] admet une filtration cano-

nique en trois crans, les quotients successifs &tant, 3 quasi-isomor-

phisme unique prés

. . o e
Pch/S/Plc X/ s Pic™y g s (f‘X Gm)[l]

A l'autodualité précé&dente correspond une dualité& (& valeur dans
/Pic®

Gm) entre Pic X/3 et fx Gm, et une autodualité (4 valeurs dans

X/s

& [1]) sur Picox/s (autodualité de la jacobienne).

1.5.6. La situation est nettement moins bonne pour les courbes lis-
ses sur S : f : X=—33 qu'on ne suppose pas propres sur S. Il semble que
le groupe additif se comporte de fagon incontrdlable. Les arguments qui
précé&dent s'étendent toutefois au cas des courbes lisses qui se dédui-
sent d'une courbe propre sur S par soustraction d'une partie finie sur
S, pour G un faisceau é&tale de torsion, de torsion premiére aux carac-
téristiques résiduelles de S. On peut espérer que les faisceaux &tales
de p-torsion se comportent eux aussi de facon raisonnable; voir SERRE
[1] ch VI n°ll p.126.

Le rdle du théordme 1.2.2 sera joué ici par le théoréme d'acycli-
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cité XV 2.2, ayant pour corollaire le

Lemme 1.5.7. Soient p : X—S8 la projection d'un espace affine type

, premier aux carac-

sur S et G uh faisceau ab&lien de torsion sur Set

téristiques résiduelles de S. On désigne encore par G l'image récipro-

gue de G sur le site Sfppf' Alors, le foncteur pX est une équivalence

de catégorie entre la catégorie des torseurs sous G sur Set (ou sur

S

fppf? ce gui revient au méme (Grothendieckf), et la catégorie des

torseurs sous GX sur X.

1.5.8. Soient f : ¥—S un morphisme propre de présentation finie
3 fibres purement de dimension un, Y un sous-schéma de X fini sur S,
défini par un id&al m et supposons gue X = X -~ Y soit une courbe lisse

sur S. Solt d'autre part G un faisceau de torsion sur S premier

et’
aux caractéristiques résiduelles de S. On désignera encore par G le
faisceau sur le grand site fppf de S (XVII 0.10) image réciproque de G.

Soit G (m) le sous-faisceau de L formé des sections valant

X
1 sur Y. Un torseur sous Gm (m) s'identifie & un faisceau inversible
sur X, trivialisé sur Y. Tout diviseur relatif sur X, fini sur S, d&fi-
nit un tel faisceau inversible. Localement sur S pour la topologile

€tale, 1l existe de tels diviseurs donnant lieu & des faisceaux inver-

sibles relativement amples.

Lemme 1.5.9. Sous les hypothéses 1.5.8, avec S affine, soit Gi(l) urn

faisceau inversible relativement ample sur X, trivialisé le long de Y,

et soitdb un faisceau inversible sur X, trivialis& le long de Y. Pour

tout point s€ S, il existe un entier n, tel que pour tout entier

n»n_ et toute section mg ded(n)®k(s) sur la fibre Xs’ valant 1 sur

YS, il existe une section m gg«M(n) valant 1 sur Y, qui reléve m .
On se ram@ne au cas S noethérien (car une famille de morphismes
surjectifs reste une famille de morphismes surjectifs par changements

de base). Soit o le faisceau cohdrent des sections locales dedlb nulles
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sur Xs et Y. Pour chaque n, les solutions locales au probléme posé for-
ment un espace principal homogdne sous A (n), de sorte que 1l'obstruction
d relever m, se trouve dans Hl(X,JYn)) = HO(S, lexJYn)). Or, pour n

assez grand, lex.f'(n) = 0 (EGA III 2.2.1).

1.5.10. Soient € un faisceau inversible sur X trivialisé le long de

Y, et s€ S. Considérons les conditions

(1.5.10.1) Toute section de €®k(s) sur X , valant 1 sur Ys’ se reléve
en une section de £ sur 1'image réciproque U d'un voisinage de s, va-

lant 1 sur YIU'

(1.5.10.2) Il existe 4 sections my de £®%(s) sur Xs’ valant 1 sur Y,
et linéairement indépendantes au point générique de toute composante
irréductible de Xs'

Considérons les conditions suivantes, portant respectivement sur

une section m de €, un couple (ml,m2) et un triple (ml m m3) de sec-

2
tions de !.

(1.5.10.3) m vaut 1 sur Y et le sous-schéma Z(m) de X d'équation m = O
est un diviseur relatif sur S (ce qui signifie qu'il est quasi-fini
sur S, donc fini sur S, puisque X = X - Y est lisse sur S).

(1.5.10.4) Soit X la coordonnée canonique sur la droite affine

g Ei-—ﬁs. La section Aml + (1 - A)m2 de g'xf vérifie (1.5.10.3).

(1.5.10.5) De méme, Aml + um,

On laisse au lecteur le soin de vérifier, par un argument de po-

+ (L - X - u)m3 vérifie (1.5.10.3).

sition générale, 1le

Lemme 1.5.11. Soit¥ un faisceau inversible sur X, trivialisé le long

de Y, et s un point géométrique de S d'image s dans S. 8i @ vérifie

(1.5.10.1) et (1.5.10.2) en s, alors

(I) 8i n sections ms de ¥ vérifient (1.5.10.3), il existe un voisinage

Etale U de s et une section k de tlf_l(U) telle que les couples (mi,k)

vérifient (1.5.10.4).
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(II) Soient mys My, kl’ k2 quatre sections de ¥ telles que les couples

(mi, kj) vBrifient (1.5.10.4). Il existe alors un voisinage &tale

U de s et une section k de !lf_l(U) telle que les triples (mi’ kj’ k)

vérifient (1.5.10.5).
Pour k(s) infini, on pouvait se contenter de prendre pour U un

voisinage de Zariski.

1.5.12. Soit maintenant € un faisceau inversible sur X rigidifié 1le
long de Y, et K un G-torseur sur X, ol G est comme dans 1.5.7 . On se
propose de dé&finir un G-torseur <¥, Kj sur S, généralisant celui &tu-
dié dans 1.3, et additif en £.

Soit (ml, m2) un couple de sections de 2 qui vérifie (1.5.10.4),
Avec les notations de 1.5.10.3 et de 1.5.10.4, la trace, de
Amy + (1 - }\)m2 =04 Els, du torseur g' K est un torseur K1,2 sur Eé.
Son image réciproque par la section A = O (resp. A = 1) est le torseur
K2 = TrZ(mg)/S(K) (resp. Kl = TrZ(ml)/S(K))' D'aprés 1.5.7, le torseur
K1,2 est canoniquement 1'image réciproque d'un torseur sous G sur S;
d!'ol un isomorphisme canonigue entre Kl et Kz.

Si mys M, et k sont trois sections de'f telles que les couples
(mi,k) vérifient (1.5.10.4), on obtient encore par composition un iso-

morphisme

(1.5.12.1) \yk : Kl = Trz(ml)/S(K) — K2 = TPZ(mZ/S(K)

Si E est un diviseur relatif sur X, rini sur S, les sections

my = mi®1 de £® o(E) vérifient encore (1.5.10.3), on a (pour i = 0,1)
. . -
(1.5.12.2) &} = Trz(mi)/S<K> = Kj o+ Trg,g(K)

13 3 . 1 1 & 3
et 1l'isomorphisme Wk&l : K ——-—9K2 se dédult de V¥

1 k

(1.3.12.3) =y 4

b4 id .
k® 1 k Trp o (K)
Pour vérifier que ¥, ne dépend pas de k, il suffit de le faire

au voisinage €tale de chaque point s de S, et, par 1.5.12.3 et 1.5.9,
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on se raméne au cas ol sont vérifides les conditions (1.5.10.1)

(1.5.10.2). Avec les notations de 1.5.11. (II), kai (1 -A)k T Wki
est un morphisme de Eé dans G, nul en » = 1, donc nul , et Wk. = Wk,
i
donc V¥ Y. .
ko ok
Soient my et m, deux sections de ¥ vérifiant 1.5.10.3 et
Ki = TrZ(mi)/S(K)' Pour définir un isomorphisme sz’ml : Kl——)Kg, il

suffit de le faire au voisinage &tale de chaque point s de S, de fagon
compatible au changement de base. Si E est un diviseur relatif sur X,
fini sur S, tel que LO®O(E) vérifie (1.5.10.1) (1.5.10.2) (voir 1.5.9),

et si les couples (mi® 1, k) vérifient (1.5.10.4), on pose (cf. 1.5.12.3)

¥ + Tr (K) = ¥
my My E/S k
Ceci définit V¥ et on vérifie par (1.5.11. (I)) que
m,,m
2271
me,m2 sz,ml ” me,ml. Ces constructions sont compatibles aux change-

ments de base. S'il existe une section m de € vérifiant (1.5.10.3), on

posera
¢&, x] = Try oy,

et, d'aprés ce qui précéde, ce torseur ne dépend pas, A4 isomorphisme
canonique prés, du choix de m.

Notons, dans le cas général, qu'il suffit pour définirn(i,K] de 1le
définir au voisinage étale de chaque point s de S, de fagon compatible
au changement de base. Si, comme plus haut, £® ©(E) vérifie (1.5.10.1)

(1.5.10.2), alors f® 8(E) admet des sections vérifiant (1.5.10.3), et

on pose

¥, ¥) =XE®0o(E), ¥] - Tr_,(K)
1.5.13. Sous les hypoth&ses 1.5.8, si x et y sont deux sections de
fx Gm(m), alors Ax + (1 - X)y est encore une section pour A dans un

ouvert & fibres non vides de la droite affine sur S.
On peut traduire ceci en disant que

(1.5.13.1) "fXGm(m) est connexe par arc".
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=~

Tout morphisme d'un ouvert 3 fibres non vides de la droite affine
dans G est constant. Il n'existe donc pas d'homomorphisme non trivial
de fxgm (m) dans G, et les automorphismes de ¥ agissent trivialement
sur (i,K]. Le torseur {f,K] ne dépend donc gqgue de K et de la section
de lexGm (m) définie par &. Par globalisation, ceci permet de dé&finir
un symbole (X,K] pour A section de lexGm (m). Le torseur {X ,K] est
additif en A, et correspond donc i une extension e(X) de lexﬁm(g Jpar G
(voir 1.4.23 ou SGA 7 VITI 1.1.6- et 1.2).

La formation de e(K) est compatible & tout changement de base et

=~

& 1l'addition des torseurs, d'oll un foncteur additif

e : £, cn(6[1]) —> EXT(R'r & (m), &)

Soit j 1l'application canonique de X dans lexGm (m),

Jj : t-—(classe de O(t)). L'image réciproque par j est un foncteur
additif

L% 1

7 ¢ EXT(RTL. & (m), G) —— f_ ch(G[1])

et on a trivialement jxe ~ Id. On vérifie comme en 1.3,10 et 1.5.2
que, en topologie fppf

Proposition 1.5.14. Sous les hypothéses 1.5.8, les foncteurs e et J

de 1.5.13% sont des Equivalences inverses 1l'une de l'autre. On en dé-

duit par 1.4.19, 1.4,23 un isomorphisme

Ext (Rir € (m), G) —=— HM(X, &)

1.5.15. Soient fi : Xi——9S (i = 1,2) deux courbes compactifiées com-

me en 1.5,8.
Solt u : Xl-—922 un morphisme tel que Y, soit un sous-schéma de
1'image réciproque de Y2 et qui induise un morphisme fini et plat de

Xl dans X2. On a alors, pour ¥ raisceau inversible sur X, et K torseur

2
sur Xl’

<o ey gy (O] e, ¥,
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et on en déduit la commutativité du diagramme

1,.1 ~ 1
Ext™ (R flx Gm (m), G) ———H (Xl’ G)

1, =
(1.5.15.1) Ext~(u”,1d) Trxl/X2

1,1 ~ 1
Ext~ (R L Gm (m), G) ———H (XE’ G) .

Siu: Xl——122 est fini et plat, et vérifie Yl:Dﬁ-1Y2 (comme

schémas), on a pour £ fraisceau inversible sur Xl et K torseur sur X2,
* ~
(L, uK] —— N3 3 £, K]
1772
et on en déduit la commutativité du diagramme
ExtI(R'r.. & (m), ) —= 4 HY(X,, G)
2% m ? 2°

1 X
(1.5.15.2) Ext (le/x2,1d> ¢

1/nl ~ 1
Ext~(R flx Gm (m), G) —— H (Xl’ @)
On pourrait bien slr préciser ce résultat en termes de champs

de Picard.

1.6. Un théorédme d'effacement.

Le présent n°, de 1.6.6 (28me démonstration) i la fin, peut se

lire indépendamment des n® 2 § 5.

Lemme 1.6.1. Soient X un schéma et Y un sous-schéma fermé de X de

complément U, dé&fini par un idéal m.

UC——‘)——p X(_l_‘)

Soit Gm(m) le faisceau fpac dont les sections sur un X-schéma X1 sont

les sections de O; valant 1 sur 1'image réciproque de Y. Pour n > 1
1
inversible sur X, la suite

0— ju —> € (m) —=> ¢ (m) — 0

est une suite exacte de faisceaux sur le grand site 8tale (XVII 0.10)

de X.
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Soit i le morphisme de grands sites &tale i : Y—X induit
par i

. _ )
i (Xl/X) = XlxXY.

Le foncteur ix est exact. Dans le diagramme

0 0 o]
| ! [
0 —» j!;un-—a Gm(m) ——>Gm(11) —s0
| l |
(1.6.1.1) 0 — M, Gm > Gm > 0
!

>1 & — 0

0 —> ix\un—>

l

0

'_]
&
Q& o ¢«

=
S
=]

e

les colonnes sont exactes, ainsi que les deux derniéres lignes (IX 3.2).

La premiére ligne est donc exacte.

1.6.2. Soient k un corps et

' ' "o 1
Gl-—a G2—->G-—->G2 7Gl

une suite exacte de faisceaux abéliens sur le grand site fppf de
Spec (k). On rappelle que si Gi et Gé sont représentables de type fini,
et Gg et Gg représentables localement de type fini, alors G est repré-
sentable et localement de type fini.

Si P est un groupe algébrique de type fini commutatif connexe

sur k, et n un entier inversible dans k, la suite

(1.6.2.1) 00— P —7P N, P —50

est exacte. 831 G est un groupe commutatif fini &tale sur k, annulé

par n, le premier groupe et la derniére flé&che de la suite exacte
J 1 n 1

Hom(P,G) — Hom(nP,G) —Y— Ext (P,G) —— Ext (P,G)

sont nuls, d'ol un isomorphisme

(1.6.2.2) j & Hom( P,G) ——Ext’(P,q)
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1.6.3. Sous les hypothéses de 1.6.1, supposons X propre sur le

spectre d'un corps k

La suite exacte

O-— & (m) — & — i & > 0

définit une suite exacte de cohomologie de faisceaux fppf sur Spec(k),

qu'il est facile d'interpréter directement

m

(1.6.3.1) O— p, €& (0) — P, Gmi———v (pi)X & . —

1 . .
R™p, Gm(g)-——4 Picy, »>Pic

k Y/k

Les faisceaux p_ & et p. @ sont représentables par des sché-
X my x Tmy
mas en groupes de type fini. Les faisceaux Plcx/k et Plcy/k sont re-
présentables par des schémas en groupes localement de type fini. D'a-
prés 1.6.2, les faisceaux P, Gm(m) et RlpX Gm(m) sont représentables.
D'aprés (1.%.13.1), le premier est représentable par un schéma en
groupe connexe (et de type fini); le second est localement de type
fini.

Définition 1.6.4. Sous les hypothdses précédentes, on désigne par

Picﬁ,X/k le schéma en groupes gul représente RlpX Gm(ﬁ>‘ On désigne par

. O . T ‘s P
Pic m,X/k sa_composante neutre et par Plcg,X/k 1l'image réciprogue dans

N . . « O
Plcm,X/k du sous-groupe de torsion de Plcm’X/k/Plcm,X/k.

Le schéma Picg’x/k représente le faisceau fppf engendré par le
préfaisceaux gui & chaque section S sur k associe l'ensemble des clas-
ses d'isomorphie de modules inversibles sur 8 Kk X, trivialisés le
long de 8 | ¥ (1.5.8).

La suite exacte de Kummer 1.4.1 fournit, pour k algébriguement

clos et n inversible dans k, un isomorphisme

1 ~ . T
(1.6.4.1) H(U, p ) > _Pic (k)
e n My gk
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1.6.5. Soient X une courbe lisse sur un corps algébriguement clos k,
X la courbe projective et lisse contenant X comme ouvert dense, Y un
sous-schéma de X tel que X = X - Y, m 1'id&al qui d&finit Y, n un entier
inversible dans k et G un groupe abélien fini tué par n.

Le groupe Plc X /K est non canoniquement le produit du sous-grou-
pe PlC X/ et d'un groupe abélien libre. D'aprés 1.6.4.1, 1.6.2.2, et

1.5.14, on dispose dés lors d'un isomorphisme canonique composé

Hom(Hi(X,pn),G)~ Hom( PlC (k),G) = Hom( PlC G)

X/k ,X/k?

e Ext (PlC G) Ext (Picm = ,G)»—le-H (X,G3)

,X/k? m,X/k
3i u : X— Y est un morphisme fini entre courbes lisses sur k, on
déduit de XVII 6.3. et (1.5.15.2) la commutativité du diagramme

Hom(H. (Y,p ) ,6) —=— H (Y,0)

(1.6.5.1) Hom(Tru,G) uw*

Hom(Hgg(X’ﬂJn> :G) — Hl(X:G)

Lemme 1.6.6. Soient X une courbe lisse sur un corps algébriquement clos

K, n un entier inversible dans k et u : X'—X un revé@tement E&tale mo-

déré. Le morphisme

Tr Hi(X',Z/n)

1
u >HC(X,Z/n)

est alors (non canoniguement) isomorphe au transposé du morphisme

u® o Hl(X,Z/n)

> HY (X' ,%/n)

lére démonstration. Puisque p, est isomorphe & Z/n, 1.6.6 est un cas

particulier de 1.6.5.1 pour G = Z/n

2éme démonstration. Si k est le corps € des nombres complexes, alors,

P - . . *® . .
par les théoreémes de comparaison, les morphismes Tru et u° s'identi-
fient aux morphismes analogues, dé&finis par 1'application continue en-

tre espaces topologiques u : X'(C)-— X(€)
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Tr Hi(X'(G),Z/n)————'* i (X(8),2/n) et

o HN (), 2/m) —— B (X'(€),2/n) .

Ces deux homomorphismes sont transposés 1'un de l'autre par dualité
de Poincaré.

Par le principe de Lefschetz, l'assertion 1.6.6 est encore vraie
pour k de caractéristique O (les groupes de cohomologie considérés
sont en effet invariants par changement de corps de base algébrique-
ment clos).

Si k est caractéristique p > 0, soit W(k) 1l'anneau des vecteurs

de Witt sur k. Soit ¥ la courbe projective et lisse complétée de X.

D'aprds (SGA 1 III 7.4), la courbe X se reldve en une courbe projec-
tive et lisse il sur W(k). Puisque X est lisse, chaque point s.€8 = X-X

se reld@ve en une section si de X sur W(k); on pose Sl = U si(Spec(w(k)))
i

et X, = Xl-S

1 1

Rappelons (SGA 1 XIT) que le revétement X' de X se rel&ve en un

1
revétement &tale Xi de Xl’ et que Xl se déduit d'une courbe projective

et lisse Xi sur W(k) par soustraction de la réunion Si d'un nombre fini

de sections disjointes.

NV

Spec(W(k)) é&——— Spec(k)

Les faisceaux Stales R'f (2/n), R £](Z/n), R'r ,(#/n) et RUrY, (2/m)

sont localement constants de formation compatible aux changements de
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base, comme le montrent les sultes exactes reliant les cohomologies de

¥ Tt 1 1
Xl’ X1 et Sl’ ou Xl’ Xl et Sl‘
Les fibres géométriques spéciales ou génériques des morphismes
1 1
Tr : R°fY, Z/n —— R°f., Z/n
Uy 1! 11
ou
® ., o1 Iey
uy * R flx 4/n —— R flx Z/n

sont donc isomorphes, et ceci nous raméne au cas d4€jd traité oll k est

de caractéristique zéro.

Lemme 1.6.7. Soient X une courbe lisse connexe sur un corps algébrigue-

ment clos k d'exposant caractéristique p, et n un entier premier 3 p.

I1 existe un revé&tement principal (= fini &tale galoisien(surjectif))

u: X'— X, de degré divisant une puissance de n, tel que le morphis-

me trace

Tr, ¢ HL(X',8/n) —> H.(X,%/n)
soit nul.

Rappelons gque le groupe Hl(X’an) est fini (IX 4.6 ou XVI 5.2}.
Soit u ¢ X'—= X le plus grand revétement principal abélien connexe de
X de groupe de Galois tué par n {(son groupe de Galois est. noté

Hl(X,Z/n)). Par construction, 1'homomorphisme

ur Hl(X,Z/n)

> HY(X',2/n)
est nul. D'aprés 1.6.6, 1lthomomorphisme

1 1
Tru : HC(X’,Z/n} —_ HC(X,Z/n)

est donc nul.
Rappelons le lemme suivant (EGA IV 15.6.5)

Lemme 1.6.8. Soient £ : X—> S un morphisme lisse et x une section de f.

Il existe alors un ouvert de Zariski U de X, contenant x, et tel gue

les fibres géométriques de f|U soient connexes.
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Lemme fondamental 1.6.9. Soient £ : X — S une courbe lisse (1.1.2)

compactifiable (XVII 3.2.), X un point géométrique de X,s son image

dans S et n » 1 un entier inversible sur S. Il existe un voisinage

Gtale V de s dans S et un voisinage &tale U de x dans £ 1(V) = Vx X

X — U %y vy — x
(1.6.9.1) £ f f

s v > S R

t
tels que l'on ait R°f,Z/n = 0, gue la fldche XVII 6.2

1
e RUfZ/n — R Z/n

soit nulle, et gque le morphisme trace

Tro, : sz;Z/n(l)———a Z/n

soit un isomorphisme.

Pour que Rof;z/n = 0, il suffit que f' soit quasi-affine; pour
que Trf, soit un isomorphisme, il suffit que les fibres géométriques
de f' soient connexes (1.1.9); gréce & 1.6.8, ces propriétés de f'
sont faciles & obtenir, localement sur S pour la topologie étale. Il
reste 3 démontrer pour X i fibres géométriques connexes, l'existence
d'un diagramme (1.6.9.1) pour lequel la fl&che Tru considérée soit nul-
le : il suffira de rétrécir U et V pour que les deux autres propriétés
requises de f' soient vérifiées.

Le probléme est local sur S au voisinage de s; par XVII 5.2.6
(changement de base), on se ramdne aussitdt au cas S noethérien. Par
passage 3 la limite, et grice a4 XVII 5.%.6 (constructibilité&) on se
raméne au cas S strictement local noethérien, de point fermé image de s.

Soit t un point géom&trique de S. D'aprds 1.6.7, il existe un

revétement principal de degré premier & 1'exposant caractéristique

p de k(s) u : Xl—ﬁ X

t £ tel que la fléche
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S I | 1
Tr,, : HC(Xt, 2/0) ey Hc(xt, Z/n)

soit nulle. D'aprds le théoréme dtacyclicité XV 2.1 (ou XV 2.6), il
existe un voisinage étale v : U—>X de x dans X tel que Xi splitte

au-dessus de Ut’ de sorte gue : Vo Utw-»Xt se factorise par X%.

On a donc encore

Te =0 : HY(U

1
v (U Z/n) —— Hc(Xt, Z/n) .

Pour tout point gBomdtrique t de S, il existe donc un voisinage

étale de x dans X

U ——sy X
Xf
! v
S
tel que la fibre en t de
(1.6.9.2) Tr : RYf! Z/n RYr 7/
.6.9. . i —s R°f, n

soit nulle (XVII 5.2.6).

Pour U variable, les images des fl&ches (1.6.9.2) forment un
systdme décroissant filtrant de sous-faisceaux du faisceau construc-
tible le! Z/n, qui devient nul en un quelconque point géomé&trique
de S. Par récurrence noethérienne, on vérifie qu'un tel systéme est
toujours stationnaire, de valeur stationnaire nulle. Il existe donc
U tel que (1.6.9.2) soit nul, et ceci achdve la démonstration de

1.6.9.
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2. Le morphisme trace

Le présent § est consacré & la démonstration des théorémes 2.9

et 2.12 . La démonstration de 2.9 n'utilise que le n®°l du § 1.

Lemme 2.1. Soit f : X— S un morphisme compactifiable (XVII 3.2.1) de

dimension relative < d et j : Ue>sX un sous-schéma ouvert de type fini

de X, dont le complément est fibre par fibre de dimension <d (par

exemple : U dense fibre par fibre dans X). Si F est un faisceau de

torsion sur X, la fl&che canonique

2

r%%(£5), §%F —=— R F

est un isomorphisme.

Soit i 1l'inclusion de Y = X-U dans X. La suite exacte (XVII 5.1.16.2)
nous fournit une suite exacte

2d-1 2d

R29"1(ri) i%F — R%Y(£j),i%F — R%9e T —> R®I(r1) i¥F

dont les termes extrémes sont nuls en vertu de (XVII 5.2.8.1).

Lemme 2.2. Soient £ : X—»3 un morphisme compactifiable de dimension

relative g¢d, et u.

5 Xi~—»X une famille de morphismes &tales, séparés,

XXJ.“"’X. Pour tout faisceau de tor-

ca . . - %
de type fini; soit uij : Xij Xi

sion F sur ¥, la suite

24 %* 2d ® 24
ié’i' R (fuij)!uijF S Q?R (fu;) uiF —> R°°f\F —> 0
3
de flé&ches (XVII 6.2.7.2) est exacte.
R 2

Résulte aussitdt de l'exactitude & droite du foncteur R df, et de

XVII 6.2.9.

Lemme 2.3%. Soit f : X—3»S un morphisme plat de présentation finie.

L'ouvert de X sur lequel f est de Cohen-Macaulay (EGA IV 6.8.1 et

12.2.1(vii) est relativement de présentation finie et dense fibre par

fibre.
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La question est locale sur S, qu'on se ram@ne i supposer noethé-
rien, d'oil la l&re assertion. La seconde se vérifie fibre par fibre,
donc pour S spectre d'un corps. Les anneaux locaux de X aux points ma-
ximaux de X sont artiniens, donc de Cohen-Macaulay, d'oli l'assertion

puisque "Cohen-Macaulay" est une propriété "ouverte".

Lemme 2.4. Soit f : X—S un morphisme plat de présentation finie et

de Cohen-Macaulay, avec S quasi-séparé&. Tout point de X a un voisinage

ouvert (de Zariski) U tel qu'il existe un S-morphisme quasi-fini et

plat de présentation finie de U dans le fibré vectoriel type Eg.

C'est un cas particulier de EGA IV 15.4.3.

Lemme 2.5. Soient u = (ul,...,ud) et v = (Vl""’vd) deux systémes de

paramétres d'un anneau local de Cohen-Macaulay A, de dimension d et

d'idéal maximal m. Il existe une suite Woee oWy de systémes de paramé-

tres de A, telle que Wy =4, W =V et que chaque Wi, 8€ déduise de

My, en modifiant un seul des paramétres.

On raisonne par récurrence sur d, l'assertion étant vide pour
d < 2; on suppose donc 4 » 2. Pour qu'un é€lément x€ m soit A/ul - régu-
lier (resp. A/v1 - régulier) il faut et il suffit que x n'appartienne
4 aucun élément de Ass(A/ul) (resp. Ass(A/vl)); aucune réunion finie
d'idéaux premiers # m n'étant égale & m, il existe x€ m qui soit
A/ul - et A/vl - régulier, donc aussi des systémes de paramétres
a = (ul,x,...) et b = (vl,x,...). On conclut en appliquant l'hypothése
de récurrence & u-{u;} et g-{ul} dans A/u;, & a-{x} et b-{x} dans A/x

-~

et & Q-{vl} et y-{vl} dans A/Vl'

Lemme 2.6. Soient X un schéma de Cohen-Macaulay de type fini sur un

corps algébriquement clos k et u,v : X-—&Ei deux morphismes guasi-fi-

nis et plats de X dans un fibré vectoriel type. Tout point fermé

x de X a _un voisinage ouvert (de Zariski) U, tel qu'il existe une
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. . d -
suite de morphismes w_...w : U—pE/ , telle que w_ = ulb,w = v|U et

que w; 4 ne différe de w; gue par une seule coordonnée.

Supposons tout d'abord que u(x) = v(x) = 0. Les germes en x de

morphismes quasi~finis plats de X dans Ai,

fient alors aux systémes de paramé&tres de l1l'anneau local OX . et 2.6
3

résulte de 2.5. Dans le cas général, on commence i jolndre u et

envoyant x en O, s'identi-

u-u(x) (resp. v et v-v(x)) par la chaine des morphismes

u - (ul(x),...,ui(x),o,...o) (resp. v - (vl(x),...,vi(x),O...O)).

2.7. Soit un couple de morphismes S—-compactifiables composables

X g s Y £ 53. Supposons que f solt de dimension relative g d et

g de dimension relative ¢ e. Pour tout faisceau de torsion ¥ sur X, la

suite spectrale de composition
(2.7.1) RPr, Rz, F === rRP"%(rg)! ¥

nous fournit alors (argument du cycle maximum) un isomorphisme

2

(2.7.2) R2df, R eg! F o= R2<d+e)(fg)! F

2.8. Soit

le fibré vectoriel type sur un schéma cohfrent (i.e. quasi-compact
guasi-séparé) S. Si F est un faisceau de torsion sur S, premier aux
caract@ristiques résiduelles de S, on définit comme suit, par récur-
rence sur d, un morphisme trace

2d _d
R 7a

(2.8.1) Tr 4
a

Pour ¢ = 0, Tr o €5t 1'identité. Pour d = 1, Tr

| F(d) —— F

1 est lt'isomor-
a

a
phisme (1.1.6) (e¢f.1.1.9). Enfin, on a un isomorphisme canonigue

a+1  _ .1 4 o1
E'q = Eg X, Eg = Eg

a
5 78 S
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et on définit Tr g41 comme le composé des isomorphismes Tr et
a

a e
Rag; (Tr_1.). {cf. le diagramme Var 3 de 2.9).
31 agd

S
La source (et le but) de 2.8.1 sont de formation compatible &

tout changement de base. Tout groupe algébrique sur 3 agissant sur Eg
agit donc sur ces faisceaux; un groupe algébrique connexe agit néces-
sairement de fagon triviale. Le groupe des permutations des coordon-
nées, contenu dans le groupe affine, agit donc trivialement sur la
source (et le but) de 2.8.1.
(2.8.2) L'isomorphisme 2.8.1 est invariant par permutation des coor-
données.

Ce point pourrait aussi se vérifier en interprétant (2.8.1) en

termes de cup~produits (XVII 5.4.2.2 et 5.4.3.5.).

Théoréme 2.9 Considérons les triples (f, 4, F) form8s d'un morphisme

compactifiable (XVII 6.3.) £ : X~—3Y, d'un entier d et d'un faisceau

de torsion F sur Y premier aux caractéristiques résiduelles de Y, le

morphisme f vérifiant la condition : (x)d Il existe un ouvert U de X

tel gue 1la restriction de f & U soit_un morphisme plat de présentation

finie 3 fibres de dimension gd, et tel que les fibres X - U solent de

dimension <d.

I1 est d'une et d'une seule facon possible d'associer 3 chague

triple (f, d, F) comme plus haut un morphisme trace

Tre : R°9r, r*F(Q) —> T

de telle sorte que les conditions suivantes soient vérifiées

(Var 1) (Fonctorialité). Le morphisme trace est fonctoriel en F.

{(Var 2) (Compatibilité aux changements de base). Quel que soit le

carré cartésien
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X' —— X
£ £

Y'—T-"") Y

avec Y' guasi-compact quasi-géparé, le diagramme

R%Ap1er® o* mia)== R g'* £* F(a) e=— g* R%%, ¥ F(a)
*®

Tre, g (Try)
g'F g"F

dans lequel l'isomorphisme horizontal est la fléche de changement de

base (XVII 5.5.2.1), est commutatif.

(Var 3) {(Compatibilité & la composition). Quels que soient le couple

de morphismes Z-compactifiables composables

x—& ,vy—f , g

2

les entierg d et e tels gue f vérifie (X)d et gue g vérifie (X) . et

le faisceau de torsion F sur 7, le morphisme compogé fg vérifie

<x)d+e et le diagramme

de (7r )
r%%r, RZ%g, g% £%F(d)(e) —»———-———5—-» R%9s, £%F(a)

Tr
R2(9*®) (pg), (£g)% Plate) — 1By P

dans lequel 1l'isomorphisme vertical est la fléche (2.7.2), est commu-

tatif.

(Var 4) (Normalisations).

(I) 8i £ est fini localement libre de rang n et si d = 0, le morphisme

composé

tr
F— £ fF = r,6%p — L7

est la multiplication par n.
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(II) 8i f est la droite affine type f : E%-—QY, et 81 d = 1, le mor-

phisme trace

Tr R®

, £, %F(1) —> F

est l'isomorphisme (2.8.1)

a) Pour 4 = 0, la condition (x>d est que f soit quasi-fini plat de pré-
sentation finie. En vertu de (XVII 6.2.3), pour 4 = O, le morphisme
trace doit coincider avec le morphisme constrult en loc. cit.

Lorsque f est la projection de 1'espace affine typelﬁg sur S, il

résulte de (Var 4 (II) et (Var 3) que Tr. doit &tre l'isomorphisme

f
(2.8.1).

b) Soit £ ;: X~ Y un morphisme compactifiable vérifiant la condition:

(§)d I1 existe un Y-morphisme quasi-fini et plat de présentation fi-

d
Y

Soit t{f,u) le morphisme "composé des morphismes trace

nie u de X dans le fibré& vectoriel type ad: Eg—>Y,

(2.8.1) et (SGA XVII 6.2.3 ) (cf. (Var 3))

_ 2d_d
t(f,u) = Trad o R a!(Tru)

Ce morphisme t{(f,u) vérifie (Var 1) et (Var 2). Par changement de
base, pour vérifier que t(f,u) ne dépend que de f et de d, et non de u,
il suffit de le vérifier pour Y spectre d'un corps algébriguement
clos k. Dtaprds 2.2, la question est locale sur X, de sorte que d'aprés
2.6, i1 suffit de montrer que t(f,u) = t(f,v) lorsque u et v ne dif-
f&rent que par une seule coordonnée que, par 2.8.2, on peut supposer
8tre la premiére. Posant E = Ed§l, on dispose donc d'un diagramme com-

mutatif

1
X = E B

st
\ /
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On a par construction (2.8)

Te = Tr o ge(d-1)

wa W!(Tra) 5

on en dé&duit que t(f,u) est le composéd" de Trw et de t(x,u)

t(f,u)

2d
Tr . © R (wa)! (Tru)

R2(d—l)

= Trw o) W (Tra) o RZd(wa)! (Tru)

_ 2(d-1)
= Trw o R w!

(Tra o Rga! (Tru))

De plus (1.1.7), t(x,u) n'est autre que le morphisme TrX de 1.1.6; on
a donc t(x,u) = t(x,v) = Tr et t(f,u) = t(f,v).
On désignera par Trf le morphisme t{(f,u) construit plus haut.
D'aprés XVII 6.2.3, ce morphisme trace vérifie (Var 1), (Var 2),
(Var 3) pour e = 0, et (Var U4). Quand il est défini, il colncide néces-

sairement avec le morphisme trace cherché&, si ce dernier existe.

¢) Soit f : X— Y un morphisme compactifiable de Cohen-Macaulay, plat
de présentation finie, purement de dimension relative d. Soit (Ui)ié,I

un recouvrement de X par des ouverts quasi-compacts, tels qu'il existe

d

¥ (2.4), D'apré&s 2.2 et

un Y-morphisme quasi-fini et plat de Ui dans E

b), 11 existe alors un et un seul morphisme Tr. rendant commutatif le

f
diagramme suivant, ol sont employées les notations de 2.2

2d 2
9}_ R (fuij)!(fuij)xp(d):gE? R%%(ru,), (fuy)*F(a)—>Rr%dr, £¥F(Q)

G? Trfu Tr

. f
i

P
Ce morphisme trace ne dépend pas du recouvrement ouvert choisi
(comparer les deux au recouvrement somme); il vérifie les conditions
(Var 1), (Var 2), (Var 3) pour e = O, (Var 4), comme il résulte aussi-

tdt de b).

d) Soient f : X—3Y un morphisme compactifiable vérifiant (x)d’ et
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J : U~—X l'ouvert promis par (x)d. Dtaprés 2.3, quitte & remplacer U
par un ouvert plus petit, on peut supposer que fj est de Cohen-Macaulay,
et purement de dimension 4.

D'aprés 2.1, le morphisme canonique

2

R2d(fj)!(fj)xF(d) =5 r%%r £*p(a)

est un isomorphisme, et on dé&finit Trf comme étant le composé

Trfj

2dp £%p(q) e=— RZd(fj)!(fj)xF(d) — i 7

Tr R

£
I1 est immédiatement, grice 4 (Var 3) pour e = O &tabli en c), que

Tr. ne dépend pas du choix de U. Le morphisme trace vérifie (Var 1),
(Var 2), (Var 3) pour e = 0, (Var U4), et est le seul & pouvolr vérifier
les conditions imposées. Reste & prouver qu'il yérifie (Var 3), et pour
ce faire on se raméne, par les arguments qui précé&dent, & ne considé-

rer que des couples (f,d), (g,e) vérifiant (§)d et (§)e

Le lecteur qui voudrait polir les raisonnements qui suivent véri-
fiera au préalable le

Lemme 2.9.1. Scoient (f,g,h) trois morphismes T-compactifiables compo-

PRI . *x *®
sables, vérifiant (()k’ ( )2 et ( )m'

x -2, v 8,7, £, ¢

Si les couples (f,g) et (g,h) vérifient (Var 3), alors pour gue (f,gh)

vérifie (Var 3), il faut et il suffit que (fg,h) vérifie (Var 3).

La condition envisagée dans la conclusion signifie encore que

" Aan
Trfgh est "composé" de Trf, Tng et Trh.

e) Soit un diagramme commutatif

. v e u' d+e
X > EY > E,
c b
g



Le morphisme trace relatif 3 fg est le "compos8" des morphismes traces
relatifs & ab et u'v; c'est encore, par construction pour ab, et d'a-
prés XVII 6.2.3 pour u'v, le "composé&" des morphlsmes trace relatifs

i a, b, u' et v. D'autre part, le "composé" des morphismes ftrace rela-

tifs 3 f et g est le "composé" de ceux relatifs 3 a, u, e et v. Il

s'agit donc de vérifier que pour tout diagramme cartésien
e
S p

e

E B

(2.9.2) Jb' Jb
S T

avec u quasi-fini et plat de présentation finie, le diagramme de mor-

ui
e

U
e

phismes trace (2.8.1) et XVII 6.2. )

2e
R™"b,(Tr _,) Tr
R%®b, u', u'*® F(e) tu'y R%%, bX Fle) — 2 F
(2.9.3) “
u, (Tr, ,) Tr
u, R%%py b1 ¥ ¥ Fle) ——2! > u, wtr —25F

H
est commutatif.

Par changement de base, il suffit de le vérifier pour T spectre
d'un corps algébriquement clos k. Si S est somme de schémas Si’ on se
raméne & ne vérifier la commutativitéd de (2.9.3) que pour les diagram-
mes (2.9.2) de base ug s Si—->T. Ceci permet de supposer que 3 est le
spectre d'une k-algébre artinienne locale A, de degré fini n = {A : k].
3i on identifie alors les faisceaux sur T (resp. surlE%) avec les fais-
ceaux sur S (resp. sur Eg) par le foncteur ux(resp. u'X) (VIII 1.1),
le morphisme Trb gstidentifie au morphisme Trb, (compatibilité de
(2.8.1) aux changements de base), tandis que Tru et Tru, s'identifient
4 la multiplication par n, d'oll l'assertion. Ceci ach&ve la démonstration

de 2.9.
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On a vu au courant de la démonstration que l'on a

Proposition 2.10. Lesmorphismes trace XVII 6.2.3, 1.1.6 et (2.8.1) sont

des cas particuliers du morphisme trace 2.9.

Remarque 2.10.1. On peut montrer sans difficulté que le morphisme trace
de 2.9 est un isomorphisme si et seulement si les fibres g@ométriques
de f ont exactement une composante irréductible de dimension d, et la
"multiplicité&" de celle-ci est premiére & n. Nous ne donnerons pas
ici la ddmonstration directe de ce fait qui résultera de fagon immé-

diate du "théoréme de dualité globale”™ du § 3.

2.11. Soient f : X— S et g : Y-23 deux morphismes S~compactifiables

vérifiant respectivement (X)d et (X)e.

X x, Y

S
v/ N
x ¥ Xg Y
™ /
S
L'isomorphisme de Kunneth (XVII 5.4.3)

L
Rf!(Z/n)QQZ/l,1 Rg,(Z/n) —— R(fxg)!(Z/n)

induit un isomorphisme

(2.11.1)  ®%%,2/n @ R%%g, @/n —=— RV (1x), (2/n)

I1 est clair que fXg vérifie (X) on a la compatibilité

d+e?

Proposition 2.12. Le diagramme suivant

7297 #/n(a) ® R%%g, 2/n(e) = RZ(1*) (£xg), @/n(dre)

(2.12.1) Tr*f®Trg Trfxg

g

a/n Z/n R

dans leqguel la premidre fl&8che horizontale est une forme tordue de
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(2.11.1), est commutatif.

Pour le vérifier, il suffit d'utiliser (Var 3), et l'interpré-
tation asymétrique de la fléche de Kunneth utilisée dans la démonstra-

tion de XVII 5.4.3. (XVII 5.4.3.5).

2.1%3. Soient f : X—S un morphisme S-compactifiable vérifiant (x)d’
A un faisceau d'anneaux sur S et n un entier inversible sur S tel que

nv4= 0.

Pour tout K€ D(S,A), on a (XVII 5.2.6)

L
(2.13.1) K®g/m Rf!Z/n(d)_"»Rf!(f"K(d))

Le morphisme trace

Trf : def'ﬂ/n(d)-——+,2/n

peut encore s'interpréter comme un morphisme

Tr Rf,2/n(d)[2d]—> Z/n

f
Par tensorisation avec K, ce morphisme définit, via (2.13.1), un mor-

phisme trace

(2.13.2) Trp : Rf,(£"K(a)[2d])— K

Comme nous le verrons en 3.2.5. le théoréme suivant est essentiel-

lement &quivalent au théordme de dualité globale en cohomologie étale.

Théoréme 2.14. Soient f : X— S un morphisme lisse et compactifiable

purement de dimension relative d, et n un entier 3 1 inversible sur S.

Quel que soit le point géométrigue x de X d'image s dans S, il existe

un voisinage étale V de s dans S et un voisinage E&tale U de x dans

£ v

{2.14.1) £ f f
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tel que le morphisme (XVII 6.2.7.2)

i i
R fQ!Z/n — R fVZ/n

soit nul pour i < 2d, et que le morphisme

Tro, : R°Ory 2/0(d) —> 2/n
v !

soit un isomorphisme.

Prouvons tout d'abord le

Lemme 2.14.2. Soient A une catégorie abélienne, k un entier 3 O,

. b p -
(Ki)o < i< 2k des objets de D (A) tels que H (Ki) = O pour

p¢ [O,k],fi DK — K (0gig2k-1) des morphismes et f leur composé.

R . . b .
Si Hp(fi) = O pour p < k, alors il existe dans D (A) un morphisme ¥

du_complexe Hk(KO)[—k], réduit a Hk(KO) placé en degré k, dans K2k’ qui

rende commutatif le diagramme

£
_
Lo Kox

f?k(Ko) Hk(Ko)[-k]

Le lemme est trivial pour k = 0. Prouvons-le par récurrence sur K.

L'hypothése de récurrence appliquée aux complexes ¢>1(Ki)[1] fournit

. . k .

1] 1] 1] . - -
l'existence d'un morphisme ¥' : H (KO)[ k]——a¢$1 K2k-2 qul rende com
mutatif le diagramme suivant, ol f' = f2k—3"'fo

f"
Ko 1K
P
k
oo () ——= H(X)[-k] .

Pour tout complexe [, le triangle distingué

051 (1)

/

Ogo(L)———a L
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fournit, pour tout complexe M, une suite exacte
. — Hom(M, T (L))——)Hom(M L)——>Hom(M,a- L)———-;Ext (M,a- L) .

En particulier, on dispose d'un diagramme
(2.14.3)
K

_,alom( . K

>k ’0‘1 2k- 2)

——EEEXt Qr

Hom (s -—Q{om( r;kKo ,K

2k—2) 2k—2)

—y~Hom(X ,K
Q{ o

qui s'envoie dans les diagrammes analogues relatifs & K2k—l et ng.

Par hypothése, le morphisme f' en @ a une image en @ qui se reléve

>kKo > 0o

@H @@iom(}{ , 2)——¢Ext (r{ ,oo K J)

om(K, ok-2)> 1 Kok- <ot ok-2

3 okox-o)

en @ . L'obstruction @ 2 ce que 1'&lé&ment @ se reléve en @ a

une image nulle dans le diagramme (2.14.3%) relatif & X Dans ce

2k=-1"
nouveau diagramme,@ se reldve donc en (&), et la différence entre Q
et 1'image de @ a une image nulle en @, donc est 1'image d'un élé-
ment @ . Cet &lément @ a une image nulle dans le diagramme (2.12.3)

relatif 3 K2k; dans ce nouveau diagramme, f est donc image de @ s

ceci résoud le probléme posé.

Prouvons que, pour une valeur donnée de d, 1'énoncé 2.14 impli-
que le

Corollaire 2.14.4. Sous les hypothéses de 2.14, il existe un diagram-

me (2.14.1) tel que le morphisme XVII 6.2.4, dans Db(V,z/n) admette

une factorisation

HI' Z/n(d) Z/n(d)

\/n /i

2

ol t est la fléche

t R Z/n(d)—u-

S ogRfyg/n(d) = Hgd(Rf§Z/n(d))[—2d]-—zfs 3/n[-2d]
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Posons fé = f et construisons, par récurrence, 4d diagrammes

(2.14.1)

1-1
R e S ! !
Ui fi Vi) — U

£
i
1
fi+1
1 t
Viel > Y3
vérifiant 2.14. Posons V = Vig et Uy = Ul x4, V. On obtient un diagramme
i
Upg—> ++» =0 —— U —— X
Fuq 1 o r
~
i S s

avec UO = f~l(V), tel que les fléches

R, ,,,@/n(d) —— R'r,, #/n(a)

k+1!
soient nulles et gue la fléche

2d

Tr : R fudzl/“(d) > Z/n

soit un isomorphisme. D'apré&s 2.14.2, le corollaire est vérifié pour
U = Uud'

Nous sommes prét, maintenant, a4 prouver 2.14 par récurrence sur d.
Le cas d = 0 est trivial et le cas d = 1 n'est autre que 1.4.7. Suppo-
sons donc d » 2.

Le probléme étant de nature locale sur X et S, on peut supposer
que f admet une factorisation f = gh, avec g et h lisses compactifia-
bles, purement de dimension d' et d" et que 4', d" ¢ 4 = d4' + 4".
Appliquons 2.14.4 3 g et aux morphismes déduits de h par changement

.

de base, de fagon & obtenir un diagramme

563



84

vV —Y g tw—— ¥

|
gl lgg g
W

—_— S s

Al

tel que les morphismes (XVII 6.2.7.3) admettent des factorisations

Rn! 2/n(d") —2 a/n[-2a"] —I— Rh ,#/n(a")

Rel,#/n(d') — s #/n[-2d4'] ~——— Rg,,2/n(d")

et que Try, et Trg, soient des isomorphismes.
Soient hl et hi les morphismes déduits de ho et h' par le change-
3 1 - oth! -
ment de base V, et soit f' = gohl, fw goho
Le diagramme suivant est commutatif

Rf'2/n(d) Rf,, #/n(d)

| [l

Rgl, RhjZ/n(d) —— Rg_, Rhégz/n(d) —— Rg_, RhO!Z/n(d) s
ainsi que le diagramme

Rg!, Rh], 2/n(d)

Rg!, v Rh!, 2/n(d)

Rg',Z/n(d')[-2d4"]

Re!, v (t)(a) °F
t[-2a"]

2/n[-2d]

y[~24"]

»

Rg , Rh!', Z/n(4d) + Rg ,2/n(d')[-2d"] ———mw3 Rg_,Rh_,2Z/n(d)
o! o! Rgo,(t)(d') o! [ Rgo!(?)(d‘) ol ot
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Pour le diagramme

U, — FTOW —— X

£ W £

W ———— 3 R
la fl&che canonique de Rf;Z/n(d) dans waZ/n(d) se factorise donc par
2/n[-2d]; les flaches de RifEZ/n(d} dans Riwa/n(d) sont donc nulles
pour i < 2d. Enfin, Trf, est un isomorphisme en tant que composé des

. . .
isomorphismes Trgé et Rgo Trhi.

Ceci achéve la démonstration de 2.14.
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3. Le théoréme de dualité globale

1
3.1. Le foncteur R’

Nous aurons besoin d'une variante des résolutions flasques cano-

niques.

Lemme %.1.1. Soit X un schéma cohérent (i.e. guasi-compact quasi-~sé-

paré). Le foncteur lig induit une é&quivalence entre la catégorie des

Ind-objets de la catégorie des faiscesux d'ensembles (resp. de grou-

pes, resp. de groupes ab&liens) constructibles et la catégorie des

faisceaux d'ensembles (resp. de groupes Ind-finis, resp. abéliens de

torsion).

Résulte de IX 2.7.2 et IX 2.7.%
3.1.2. Soit % un faisceau ab&lien de torsion sur un schéma X, limite
inductive filtrante de faisceaux constructibles C}i)ie.l’ et XO un en-

semble conservatif de points de X. On définit la résolution flasgue

canonigue modifiée de 3} par la formule

CL(3) = Lim (I
i
ol les Cx(}i) sont les résolutions flasques canonigues de XVII 4.2.2
Dtaprés 3.1.1., pour X cohérent, cette définition ne dépend pas du
choix des‘ji. Elle commute de plus & la localisation; ce fait permet
de définir C;(}) par globalisation pour F faisceau de torsion sur un

schéma X quelconque, non nécessairement cohérent.

Le complexe CE(?) est une résolution de ¥, fonctorielle en 3,

dont la formation commute & la localisation et aux limites inductives

filtrantes; les foncteurs CE sont exacts.

I1 en résulte gque pour un faisceau d'anneaux A sur X, les fonc-

teurs Ci transforment A-Modules en ﬂrModules; ils transforment de méme

faisceaux de torsion en faisceauxde torsion. Il est bien connu que
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Lemme 3.1.3%. Soit A une l—catégorie abélienne ayant un petit ensemble

générateur et telle que les limites inductives index&es par un petit

ensemble ordonné filtrant soient représentables dans A, et soient exac-

tes. Pour gqu'un foncteur F gg:AO dans (Ens) soit représentable, il

faut et 11 suffit qu'il transforme petites limites inductives (gquel-

conques) en limites projectives.

Cf. p.ex. SGALI812.5, oll on ne suppose pasAA abé&lienne ni les
lim filtrantes exactes.

On appliquera ce lemme 3 la catégorie Mod(X,J{) des faisceaux de
modules sur un site annelé (X, A). Dans ce cas particulier, si le fonc-

teur F est représenté par le faisceau F, on a
(3.1.3.1) F(u) = 7y

Cette description de F permet une vérification directe de 3.1.3
dans le cas considéré.

Rappelons que si £ : X— S est un morphisme compactifiable
(XVII %.2.), alors S est quasi-compact quasi-séparé (sic), et la di-

mension des fibres de f est bornée.

Théordme 3.1.4. Soient f : X—>S un morphisme compactifiable et A un

faisceau d'anneaux de torsion sur S. Alors, le foncteur

(3.1.4.1) Rf, : D(X,f™)—— D(s,A)

-~

admet un adjoint & droite partiel

(3.1.4.2) re' ¢ DY(S,4) — DT (%, PFA)

pour K €.0b D(X,f"A) et LEOb D+(S,AJ, on a un isomorphisme fonctoriel

(3.1.4.3) Hom(Rf,K,L) = Hom(K,Rf'L)

Muni du morphisme de translation rendant commutatif le diagramme
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Hom(Rf, (K[1]), L) e—=— Hom(k[1],Rf'L) = Hom(K,(Rf'L)[-1])

ST I

Hom(Rf ,K)[1], L) = Hom(Rf K,L[-1] «—=— Hom(K, Rf' (L[-1])),
: : adj.

1
ce foncteur Rf' est un foncteur triangulé.

! 1 o
N.B. La notation Rf’ est abusive en ce que Rf’ n'est en général
1
pas le dérivé d'un foncteur f°.

Démonstration Soit d un entier tel que toute fibre de f soit de dimen-

sion < d, et choisissons une compactification

X —d 5 X
f[ f
S
Si K est un complexe de r*A-Modules sur X, on a
Rf, K = RE_(J,K)
Pour tout faisceau F sur X, les composants F du complexe
T$2dij!F vérifient

(3.1.4.5) R°f F. = 0 pour k > O

En effet, pour i # 24, F! est limite inductive de faisceaux flasques,
et pour i = 2d et k > 0, on a (XVII 5.2.8.1)

Rk§xp2d . Rk+2p g

=0
Le complexe simple associé au double complexe résolution flasque
canonique modifiée tronquée de K est une résolution de K. En vertu de

(3.1.4.5), on a donc (notation de XVII 1.1.15)
? : ~ F " X
(3.1.4.6) RfX(J!K)e——— fe ™"eog Cy J K

Dé€signons par f, le foncteur des faisceaux de modules sur X dans
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les complexes de faisceaux sur S défini par

. _ o= .
(3.1.4.7) f!(F) = fX TgZd C2 J!F

Lemme 3.1.4.8. (i) Les foncteurs f sont exacts et commutent sux limi-

tes inductives filtrantes; on a f, = O pour i¢ [0,2d].

(ii) Le_foncteur f,, &tant borné 3 composantes exactes, se dérive

(XVIT 1.2.10) trivialement en Rf; ou simplement f; : D(X, f*A) —D(s,A) .

La fl&che 3.1.4.6 est un isomorphisme de foncteurs

Rf{ == Rf,

Les foncteurs C; sont exacts et commutent aux limites inductives
filtrantes (3.1.2). Ils transforment tout faisceau en un faisceau acy-
clique. Les foncteurs fﬁ et J, commutent aux limites inductives fil-
trantes. On en déduit que
a) les foncteurs ?ngj,, donc aussi les foncteurs f}, commutent aux
limites inductives filtrantes;

i
. L
on vérifie que f} est exact par (3.1.4.5).

b) pour i < 2d, les fonecteurs f% = ?XC jz sont exacts. Pour i1 = 24,
Les assertions restantes de 3.1.4.8 sont triviales.

Remargque %.1.4.9. La dé&finition de fi est indépendante du faisceau

d'anneau ﬂu et garde un sens pour tout faisceau abé&lien. L'assertion

3,1.4.8 (i) reste valable dans les catégories de faisceaux abé&liens de

torsion sur X et 8.

Dl'aprds 3.1.4,8 et 3%.1.3, le foncteur

f‘:;L ¢ Mod (X, M) — Mod(S,A)

~

! i ! . s .
a un adjoint & droite fi; puisque f% est exact, fi transforme injectifs

en injectifs.
1
Avec la convention de signe (XVII 1.1.12), les foncteurs fi for-

ment un complexe de foncteurs exacts i gauche, nul en degré cohomolo-

gique n§ [-24,0] :

569



90

(3.1.4.10) f{ . Moa(s,A)— cP(x, e*A)

i
Le foncteur ' se dérive (XVII 1.2.10) en un foncteur triangulé
h
(3.1.4.11) re' : DT (s, ) — Dt (x, 254,

adjoint & droite au foncteur Rf, (=Rf; = Lf,) ("formule triviale de

dualité™). Plus précisément, si IE:ObC+(S,JD est un complexe de fais~-
: . 1 . .

ceaux injectifs de‘A~modules, les‘A-modules fi 1" sont injectifs, et

on dispose d'un isomorphisme de triples complexes (XVII 1.1.12)

(3.1.4.12) Hom'(f; K, 1) —%» Hom'(K, £' I)

Passant au H° du complexe simple associé (calculé par produits), on
obtient 1l'&noncé dladjonction. On laisse au lecteur le soin de vérifier

la compatibilité (3.1.4.4).

H
Remargue %.1.5. Supposons que le foncteur Rf  soit d'amplitude cohomo-
Lo ~ ! P
logique finie. D'aprés XVII 1.2.10 le foncteur f admet alors un déri-

P

ve
(3.1.5.1) Re' : D(S,d) —> D(X,A)

Ce dérivé est encore adjoint & droite au foncteur Rf, (3.1.4.1). En

effet, on a

~ : . ~ 5 . 1
HomD<S)(Rf!K,L) = 1im HomK<S>(f!K,L*) = 1lim HomK<S>(f!K*,L )
L=t Kt X

~

L ~—L!

i

! . N v el
HomD(X)(K,Rf L) lim HomK(X)(K GJRETL) = lim HomK(X)<K ,f.L )

Kty X Kt ¥
L==sL"

et, par adjonction,

. - O . o ! _
HOmK(S)(f!K',L’) = H Hom(f!K',L?) * H HOm(K',f'L’) - HOmK(X>(K',L‘}

Définition %.1.6. Le foncteur triangulé

rRe' : DY(S,A)— DT (X, )
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(ou, sous les hypothéses de 3.1.5 ,

RE' : D(S,A) —> D(X, ) )s

adjoint & droite au foncteur Rf, (3.1.4.1) g'appelle le foncteur image

inverse extraordinaire.

Proposition 3.1.7. Supposons le morphisme compactifigble f : X— 35 de

dimension relative g d.

. -,
(1) si L€ obD*(SR) vérifie H*(L) = O pour i ¢ k, alors H'Rf'L = 0
pour i g k-2d
(ii) Pour LE ObDY(S,4A), on a
. . s ! . ..
dim inj (Rf'L) ¢ dim inj (L)
1 1
Le foncteur Rf  est le dérivé droit de f° : Mod(S,ﬂJ—~aCbMod(X,f%&).
Vs
L'assertion (i) résulte de ce que (£°)' = 0 pour i < - 2d, et l'asser-
' s

tion {ii) résulte de ce gque (£°)* = 0 pour i > O, et que les foncteurs

1
fi transforment injectif en injectif.

Proposgition 3.1.8. Soit f : X-—>S un morphisme compactifiable quasi-

fini.

(i) Le foncteur f, : Mod (X, £7A)—> Mod (S,A) admet un adjoint & droite

! 1
£ i Mod(S,A)— Mod(X,f"&), et Rf’ est le foncteur dérivé du foncteur

1
£

.. . . . < ! :
(ii) 8i f est une immersion fermée, alors f’ est le foncteur "sections

3 support dans X ".

cas . P ! . .
(1ii) 81 f est étale, alors f' s'identifie au foncteur %, avec

Tro : f!fo——ﬂ?

comme morphisme d'adjonction.

L'assertion (i) résulte aussitdt du cas particulier d = 0 de la

1 1
démonstration de %.1.4 : on £y = £, et £° = £ . De fagon gquivalente,

. . - f P
l'existence d'un foncteur adjoint f° ré&sulte de %.1.% et de ce que [,
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est exact et commute aux limites inductives filtrantes; 1l'adjonction
1
(f,,Rf") est une "formule triviale de dualité",

L'assertion (ii) est claire, et (iii) est XVII 6.2.

3,1.9. Soient f : X-——=S un morphisme compactifiable,uﬂun faisceau d'an-
neaux de torsion sur S, et annelons X par 1l'image réciproque de A.
Soient K€CK>DH(X,fﬁA),IJ€Ob D+(X,fﬁl) et représentons L par un com-

plexe borné inférieurement de faisceaux injectifs, de sorte que
RHom(K,L) = Hom(K,L)

Le complexe Hom(X,L) est & composantes flasques, et donc

(3.1.9.1) Rf,RHom(K,L) = f Hom(K,L)

Choisissons une compactification de £ et un entier d comme dans la dé-

monstration de 3.1.4, d'oll un foncteur f; (3.1.4.7)

k
X X X
v . d -
Qﬁw\\ k\\\“ *
(3.1.9.2) . Xy s
f £
fV
‘ k
Y S .
Pour tout V€& Ob Set’ on a un isomorphisme
®_.. o~ . %
(3.1.9.3) KE == £0, Ky,

de sorte que
lpe . e % . ®
Hom (f!K,f!L)(V) = Hom (fV!(kXK),fV!(KxL))
La fonctorialité de fé, nous fournit
Hom" (K,L)(X,,) = Hom’ (K*K,k L) ——p Hom' (s, (koK) ,fo, (kL))
P 3 V X 2 V! X 2 V! X 3

d'ol une fléche, au niveau des complexes,

(3.1.9.4) . f Hom"(K,L)—> Hom'(f;K,f;L) .
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D'aprés (3.1.9.1), cette fléche se dérive en
(3.1.9.5) Rf, RHom(K,L)—> RHom(Rf K,Rf, L) .

Soient maintenant K€Ob D (X,A) et L&Ob D' (S,A). La flache d'ad-

! -
jonction de Rf,Rf'L dans L et (3.1.9.4) fournissent une fl&che composée
1 1
Rf, RHom(K,Rf'L)—> RHom(Rf K,Rf,Rf L)— RHom(Rf K,L) ,
forme locale sur S de l'isomorphisme d'adjonction

(3.1.9.6) Rf, RHom(K,Rf'L)—> RHom(Rf K,L) .

Proposition 3.1.10. La fl&che 3.1.9.6 est un isomorphisme.

Soit V€ Ob Se et reprenons les notations de (3.1.9.2). L'isomor-

t
phisme ("de transitivité")

k, Rf ~ Rf

! V!
dont 1'existence est la racine de la théorie du foncteur Rf,, se trans-

pose en un isomorphisme de localisation (3.1.8.(iii))

1
(3.1.10.1) K rRe! REGKS

représenté au niveau des complexes par un morphisme

% ! %

!
kX f_——a fV. k .

Pour vérifier que 3.1.9.6 est un isomorphisme, il suffit de véri-

fier que pour tout V€ ObSet , (3.1.9.6) induit un isomorphisme
% %1 o) !
(3.1.10.2) ; Hom(kXK,kXRf Ly = H (V,foRHom(K,Rf L))
o % x%
—> H(V,RHom(Rf,K,L)) = Hom(k™Rf,K,k"L)

Pour V = X, cecl n'est autre que 3.1.4.3. Le cas général en résul-

te via la compatibilité suivante, que le rédacteur n'a pas vérifiée
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Lemme %.1.10.3. Le diagramme

(3.1.10.2)
Hom(k;}{,kizﬁf! L) 5 Hom(k*Rf K, k*L)
f (%,1,10.1) s(localisation)
(3.1.4.% sur V)
1
Hom(kix,ﬁf\}k;gm ¢ — » Hom(Rf!kXK,KXL)

est commutatif.

3.1.11. Soient un carré cartésien

1
o8 L X
(3.1.11.1) o £
v
st — €& o 8 s

avec f compactifiable, R un faisceau d'anneaux de torsion sur S, 8 un
faisceau d'anneaux de torsion sur S' et M un complexe de (fi,B) - bimo-
dules, borné supérieurement. On dispose alors, au niveau des complexes,

d'un morphisme de foncteurs en K (K €0bC(X,f A))

(3.1.11.2) M@y g r K— £17(F M@y g K)

3

gui se transpose en un morphisme de foncteurs en L (L €O0bC(S',R))

(3.1.11.3) gl Homs(f'xm,f'!L)——» r'g Hom (M,1)

B

Ce morphisme se dérive en morphisme de foncteurs en L, de

p*(s',B) dans DY (x,r%A)

H H
(3.1.11.4) Rg} RHomﬁ(f’XM,Rf"L) > Rf'Rg, RHom, (M,L)

]
qui rend commutatif le diagramme suivant, ol K€ Ob D-(X,fiﬂ) et

LE ob DY (s',R)

O

!

Hom (K ,Rg ' RHom 4( £' *M,Rf' ' 1)—» Hom (K ,Rf ' Rg_RHom (M,L))e—s Hom(Rf,K,Rg,_RHom(M,L)
1

Hom(g’XK,RHomﬁ(f‘xM,Rf"L) Hom(g™Rf K ,RHomg (M,L)

L L

H

Hom(f' "M@y g' *K, Rf''L)e— Hom(RT| (£'7M @Ag'xx),L)-»Honé(M@AgXRf,K,L)
adj : :
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Dans ce diagramme,@(déduit de la fl&che XVII 5.2.2.1) est un
isomorphisme (XVII 5.2.6). La fléche O est donc un isomorphisme quel
que soit XK, et ceci implique que (3.1.11.4) soit un isomorphisme.

Le théoréme de changement de base pour un morphisme propre se
transpose donc en la

Proposition 3.1.12. La fl&che 3.1.11.4 est un isomorphisme.

On appelle cet isomorphisme 1'isomorphisme d'induction.

En voici 3 cas particuliers.

Corollaire 3.1.12.1. Solent f : X=—3S un morphisme compactifiable,tﬂ,

et B deux faisceaux d'anneaux de torsion sur S, et ¥ :B—A un homomor-

phisme. Désignons par p la restriction des scalaires de B _a‘lﬂ. On a

alors, pour K€ Ob D+(S,B}
1 1
pRf 'K —=3 Rf" (pK)
T1 suffit dans 3.1.11.3 de prendre S = s', x = x', A=A, B =B
M=A.
On voit donc que le faisceau d'anneaux joue un rdle bidon dans la
construction de Rf! .

Corollaire 3.1.12.2, Soient £ : X—>S un morphisme compactifiable, 4

un faisceau d'anneaux de torsion sur S et K€O0b D (8,H), LEOL D+(S,JI).

Cn a la formule d'induction
1 |
RHom( f*K,Rf'L) — Rf' RHom(K,L)
(faire 8 = 8', X = X')

Corollaire 3.1.12.3. Pour tout carré 3.1.11, et tout L€0b DY (S',d),

on a

i 1
Rg) Rf'’ L ——Rf’ Rg L

(faire B = £*A - M)
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3.1.13%. Pour un composé gh de morphismes S~compactifiables

x—HRs v & 57

1'isomorphisme de composition

Co Rg, Rh, —— R(gh)!

se transpose en un morphisme de composition

(3.1.13.1) Rh' Rg' —%» R(gh)’

1
!
g,h
vérifiant la condition de cocycle habituelle pour un composé triple.

En d'autres termes, les catégories D+(X,fﬁﬁ) forment les fibres d'une

catégorie fibrée et cofibrée sur la catégorie d'objets les S-schémas

f : X— S, ayant pour fléches les morphismes S-compactifiables, les

foncteurs image directe (resp. image réciprogue) étant les foncteurs

!
Rf, (resp. Rf ). Pour tout carré commutatif de morphismes compacti-
fiables,
X ey X
f! f
S! e 3 s

g

on dispose donc d'un morphisme de cochangement de base (XVII 2.1.3 )
! ! !
(3.1.13.2) ch’ : Rf! Rg'—> Rg R,
3.1.14. Soit un carré cartésien
Xv___..gv_, X

e f

st —E& g

avec f compactifiable, et soit-A un faisceau d'anneaux de torsion

sur S. On annéle S', X et X' par les images réciproques de &, encore
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désignées par~ﬂ par abus de notation. L'isomorphisme de changement de

base
(3.1.14.1) ngf!~——:->Rf‘§g'x

permet de considérer les catégories D(S,A), D(X,A), D(S',4) et D(X',L)
comme les fibres d'une catégorie cofibrée sur la catégorie du diagram-
me commutatif

X ¢ ¥

X gm———mn ¥ N

X

les foncteurs images directes &tant les foncteurs Rf,, Rf}, g” et

. . . . + . -
1® (sic). Lorsqu'on se restreint aux catégories D', on obtient méme

g
une catégorie fibrée et cofibrée sur ce diagramme, les foncteurs ima-
ges directes &tant les foncteurs Rf!, Rf'!, Rg, et Rg; (sic). On en
déduit

a) un "isomorphisme de transitivité" (sic) pour les foncteurs "images
inverses"

1 !
Rg, Rf’ wwp RF' Rg,

déja obtenu en 3.1.12.% (avec la méme dé&finition par transposition de
(3.1.14.1),
b) un "morphisme de changement de base" (XVII 2.1.,3% )

(3.1.14.2) g'® Re'e—s e gF

qui, d'aprés loc. cit., peut se décrire des deux facons sulvantes
a) par adjonction, se donner un morphisme (3.1.14.2) revient & se don-
rner un morphisme

Rf; g'x Rf!———ﬁ gx .
Le théoréme de changement de base fournit un tel morphisme comme com-
posé

1. 1 x ;
Ry &' Rf = g" Rr, Rr' £ 224, ¥
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b) par adjonction, se donner un morphisme (3.1.14.2) revient & se don-
ner un morphisme

! I %
Rf —— Rg! RE' g

Ltisomorphisme (3.1.12.3%) fournit un tel morphisme comme composé

! ! ¥* . LI 3
Rf’ ———————3 R Rgx g7~ Rg' Rf'" g
Rf % adj. *

D'aprds leurs interprétations en terme de catégorie fibrée et co-

fibrée, il est clair que les morphismes (3.1.12.3), (3.1.13.2) et

(3.1.14,2) vérifient chacun deux compatibilité du type XII 4.4 pour

f ou g composé de deux morphismes.

Les résultats de topologie générale qui suivent seront utilisés

au n® suivant.

3,1.15. Soit f : X—$S un morphisme de sites. Désignons par I'(f) le
site suivant

a) La catégorie T(f) est la catégorie des triples (U,V,¥) avec
UEOb(X), VEOL S, K€ Hom(X,¥'V) .

b) Une famille de morphismes (ui, Vi):(Ui’Vi’*a)——§(U’V’V) est cou~
vrante si, dans X, les morphismes ug Ui——>U couvrant U.
On a alors

(3.1.15.1) Le foncteur de T(f) dans X donné par
(T,V,¥)—> 1

est une &quivalence de sites ¥ : X—T(f)

(3.1.15.2) Le foncteur fy de S dans I(f)
%*

V— (£7V,V,Tdoxy

est un morphisme de site, noté fF : T(£f)— S, ou simplement f par abus

de notation. Il vérifie fPX = f . Le foncteur f? admet un adjoint &

droite fF.

f o (U,V,Y)+— Vv
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Le foncteur fF est donc un comorphisme de site de I'(f) dans S, et dé-

finit le mé&me morphisme de topos que le morphisme de site fF

3
X = T

(3.1.15.3) fr

On en dé&duit la régle suivante pour calculer 1 image inverse d'un

faisceau

(3.1.15.4) Scient F un faisceau sur S, ffi}le préfaisceau sur I(f) don-
né par
£23 UV, = IV,

et affj— le faisceau engendré. Alors

P23 (U) = af 3 (U, V) .

3,1.16. Soilent f : X—> S un morphisme de sites, A un faisceau d'an-
neaux sur 3, B un faisceau d'anneaux sur X et d un entier. Soit un
objet K du type suivant

{(3.1.16.1) X associe 3 chaque objet U de X un complexe K{(U) de
{ﬂ,fx(ﬁlU)} -modules sur S, nul en degré > d, et K(U) est un foncteur
covariant de U.

Pour tout faisceau de A-modules F sur 8, on désignera par K!E le
complexe de faisceaux sur X engendré par le complexe de préfaisceaux
de B -modules

U+ Homy (X(m), )

1 !
On désignera par RK' le dérivé de K°
H
RK* : D' (S,A)—> D' (X,B)

Si U Kl—ﬁ K2 est un morphisme d'objets (3.1.11.1), alors U in-
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duit des morphismes de foncteurs

t . ! ' ! !
u Kz-——+ Kl et RK2-—ﬁ RKl

Sous les hypothéses précédentes, on a

Propogition %.1.17. (i) Pour tout point x de X et pour tout

LEOb D+(S,A), on a, désignant par V(x) la catégorie des voisinages de x

(3.1.17.1) YRR, = 11 Ext™(K(U),L)
X UE@%V(X)

{ii) On a donec une suite spectrale

(3.1.17.2) EPY = 1im ExtP(a"A(K(W)),L) = ENK'L), .
2 yéobv(x) = X

(iii) s8i X° est un ensemble conservatif de points de X, et u : K, —XK,

un morphisme d'objets (3.1.11.1), alors, pour gue

®y . B! —» RK!
u o ) 1

soit un isomorphisme, il faut et il suffit que pour tout n et tout

x€ X%, le morphisme de pro-objets de Mod(S,A)

n

(3.1.17.3) u, ¢ "lim"  H'K, (U)—— "lim" H"K,(U)
X g&ovix) uédbv(x) °

soit un isomorphisme.

Pour prouver (i), on prend pour L un complexe d'injectifs, de
sorte que (3.1.17.1) est trivial; il est clair que (i)=(ii).

Que la condition (3.1.17.3) de (iii) soit suffisante résulte aus-
sit8t de (3.1.17.2). Nous n'aurons pas & faire usage de ce qu'elle est
nécesgsaire. Si tu est un isomorphisme, alors, d'aprds (3.1.16.1), pour

tout faisceau injectif I sur (S,4d), on a

Hom("1lim" H™ K. (U), I) —= Hom("lim" H" K, (U), I) ,
Tx) - @ x) !

et on conclut en notant que dans toute catégorie abélienne ayant assez
d'injectifs (ici, Mod(S,A)), les foncteurs Hom(x,I) pour I injectif de

A forment un systdme conservatif de foncteurs sur Pro(d).
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Exemple 3.1.18. Soient f : X~—3S un morphisme compactifiable de sché-

mas, et A un faisceau d'anneaux de torsion sur S. On anndle X par 4.
Choisissons un entier d qgui majore la dimension des fibres de f, ainsi
qu'une compactification de f, et posons (3.1.4.7))

(3.1.18.1) K(U) = f;((f"A)U) .

D'aprés la formule (3.1.3.1) pour l'adjoint de f;, on a un iso-

morphisme

(3.1.18.2) ' k! Moa(sM) — cPMod(x, %)
et donc

(3.1.18.3) re! = RE' ¢ DY(S,4)— DY(X, %A

Exemple 3.1.19. Soient f : X—=2»3S, A&, B et 4@ comme en 3.1.16. Soit K

un objet de type suivant

(3.1.19.1) Pour tout W = (U,V,¥) €ObI'(f) (3.1.15), K{W) est un comple-
xe de &iV,Y%BIU)-MOdules sur V, fonctoriel en W : pour tout morphisme
(u,v) : WfiUl,Vl,?l) Wf(UE,VZ,?Z) il est donné

K(u,v) : K(wl) P —, VxK(WZ) , 1.e.

Klu,v) : V!K(Wl)———a K(wg) .

A tout objet K (3.1.19.1) est associ& un objet K' (3%.1.16.1) re-

latif & fr : T{f)— 5, donné par
(3.1.19.2) K (u,v,¥) = j! K(U,v,¥)

pour j "morphisme d'inclusion" de V dans S. On pose
1 H 1 1
K’ = K’ et RK’ = Rk'"
defn defn
Exemple 3.1.20. Avec les notations de 3.1.19, faisons B = r*A et po-

5018

(3.1.20.1) K(U,v,¥) =A_  (en degré 0)

v
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Dtaprés 3.1.15.4, on a alors des iscomorphismes de foncteurs
(%3.1.20.2) K* =z I

(3.1.20.3) RK®™ = f

%.2. Dualité de Poincaré.

3,2.1. Soit f un morphisme plat compactifiable purement de dimension

relative 4 (ou, plus généralement, vérifiant la condition (x)d de 2.9)

X eud oy %
fl f
S

Soit n un entier » 1 inversible sur S et supposons S annelé par un
faisceau d'anneaux A tel que nd = 0, D'aprés 3.1.18, le foncteur
re! o D+(S,AJ——’D+(X,J) peut se calculer par le procédé de 3.1.16,
pour K donné par (3.1.18.,1).

Soit XK' le foncteur du type (3.1.19.1) qui & (U,V,¥) €& Obl(f) asso-
cie le complexe de faisceaux 2/n(-d)[-2d] sur V, réduit Z/n(-4) placé
en degr3 2d, et soit K" 1l'objet du type (3.1.16.1) correspondant
(3.1.19.2), relatif 3 £ : I'(f)=> 3.

On peut regarder K et K" comme des objets 3.1.16.1 relatif &

r(f)—— S. De plus, pour tout (U,V,Y)€ ObT(f), le morphisme trace 2.9

définit un morphisme de faisceaux sur V
2d
Tr : R™°Y Z/n— Z/n(-d) ,

d'otll, désignant par J le morphisme de V dans S, un morphisme de fonc-

teurs
- % 24 _ ”
(3.2.1.1) K(U) = f o7, Cp @/ny— HT(K(U))] 2d] =
. Tr.
R%%e (a/m)y = g, RO a/m —T § 2/n(-) = K(U,V,¥)

582



103

Une forme tordue de 3.1.20 montre que
1
RK"' = Rf™(d) [2d]

D'aprés 3.1.16, on dispose donc d'un morphisme composé

t 1 !
(3.2.1.2) t. : Rf*(d)[2d] = RK" —— Rk’ = Rf

Remargue 3%.2.2. 31 le foncteur Rf! est de dimension cohomologique
finie, alors t est encore défini en tant gue morphisme entre foncteurs
de D(S,A) dans D(X,r"A), (définition en 3.1.5).
On dispose d'une autre méthode pour construire une fldche (3.2.1.2),

par adjonction & partir de (2.13.2)
Tr : Rf, (£¥L(a) [2a]) —> L

Ces deux fléches coincident

1
Lemme 3.2.3. Pour LGLObD+(S,£) (resp. D(3,A) si le foncteur Rf  est de

dimension cohomologique finie), le diagramme

% RE (tg) !
RE, (£7L(Q) [2d]) ———T—s ®r, Rf'L

Ire adjonction

L L

est commutatif.

Donnons tout d'abord une variante de la définition de t, en termes

1
du foncteur f£° (3.1.9.10). Soient U€0bX VEOobs,, et ‘féHomf(U,V)-

et? £

Par définition,
1
£ (L) (U) = Hom(f;AU,L) ;
le morphisme trace définit un morphisme
T+ £l — A (-a) Fea]
qui se transpose en

tp 1 £ (L) (We— L(d) Ral(V).
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Les morphismes t? définissent un morphisme

% !
te o fL(d)[2d] — £'L

dont au laisse au lecteur le soin de vérifier que, dans la catégorie
dérivée, il coincide avec (3.2.1.2). Cette description montre que les
diagrammes suivants. sont commutatifs au niveau des complexes, pour L

complexe de Modules

Hom(y, L) > Hom' (£7d,(d) [2a] ,£*L(d) [24])
Trf tf
Hom(f; " (d) [2d] ,L) == Eom* (™A, (a) [24] f{L)

Par fonctorialité des fl&ches de ce diagramme en-ﬂv, on déduit que
pour tout faisceau, ou tout complexe de faisceaux K, le diagramme sui-

vant est commutatif

Hom* (XK,L) > Hom' (£*K(ad)[2d],r*L(a) [2d]

Trf

Hom' (£;€%K(a)[2d],L) «—*—  Hom"(r*K(a)[2d], f!_L)

Prenant K = L et Id : L—L, on trouve 3.2.3 au niveau des complexes.

Je serais reconnaissant & toute personne ayant compris cette dé-

monstration de me 1'expliquer.

3.2.4. On déduit aussitdt de ce lemme et de la définition (3.1.13) des
isomorphismes de composition par adjonction que si f est le composé de
deux morphismes plats de présentation finie compactifiables et purement

de dimension relative dl et d, :+ £ = gh, et si d = d; + d alors 1le

2 1 2°
diagramme
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n*(g"L(d,)[24,])(a;)[24,]) —— (gn)*L(a) [2d]

lthth ltgh

! 1 1
Rh' Rg’' L = R(gh)'L

est commutatif.

Théoréme 3.2.5. (dualité de Poincaré). Soient f : X—>S un morphisme

ligse compactifiable (S est donc quasi-compact quasi-séparé(sic)),

d la fonetion localement constante sur X "dimension relative de f ",

n » 1 un entier inversible sur S, et A un faisceau d'anneaux sur S

vérifiant nd = 0. Alors le foncteur

Rf, @ D(X,f"A) — D(S,A)

admet pour adjoint & droite le foncteur de D(S,4) dans D(X,fxﬂ)

K +— £*%(a)[24]

avec le morphisme (2.13.2)

Tr. : Rf, £7K(d)[2d] — K

pour fléche dtadjonction

Hom(K,*L(a)[2d] ) —— Hom(Rf,X,L)

Démonstration. On se ramé&ne au cas d constant. D'aprés la description

3.2.1 de la flé&che t,. (3.2.1.2), le théoréme 2.14, joint au critére

f

3.1.17. (iii), implique que la fléche t_. est un isomorphisme (pour

£
Le DY (s,A))

te : £7L(a)[2d] —5re'L

. . ! . . .
En particulier, le foncteur Rf’ est de dimension cohomologique
finie, donc est dé&fini sur la catégorie dérivée entiére. Le morphisme

t, reste un isomorphisme pour L€ D(S,A).
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Par définition, Rf! est 1'adjoint 3 droite du foncteur Rf! ; dta-
prés 3.2.3, la fléche d'adjonction de Rf! Rf! K dans K s'identifie,
via tf, a Trf, et ceci achéve la démonstration de 3.2.5.
On identifiera dorénavant a l'aide de t, les foncteurs fo(d)[2d]

H
et Rf L.

3.2.6. Soient S le spectre d'un corps algébriquement clos k, X un sché-
ma compactifiable et lisse sur k purement de dimension relative d, n
un entier inversible dans k et F un faisceau de Z/n-modules localement
constant constructible, i.e. un "systéme de coefficients™ tué par n.

Désignant par = un #/n-dual, on a
RHom(F,Z/n) = F~ (en degré 0)

Cette formule résulte de ce que Z/n est un Z/n-module injectif. L'iso-
morphisme 3.2.5.1, ou,plutdt 1'isomorphisme gqui s'en déduit

R RHom(F,Z/n{(d)[2d4]) > RHom(RT _(F),Z/n) ,

s'écrit donc ici

(3.2.6.1) RI (F7(d)[2d] ) — RHom(RT (F),%/n)

~

Passant aux groupes de cchomologie, et utilisant 3 nouveau que Z/n est
un Z/n-module injectif, ceci donne

{2d~1

(3.2.6.2)  #29H(x,FV () = HI(,E)Y

qui est la forme habituelle de la dualité de Poincaré.
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