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S GA 4 

E X P O S E XVII 

OOHOMOLOGIE A SUPPORTS PROPRES 

par P. De lisne (~) 

Introduction 

Dans cet expos@ est d~velopp~ le formalisme de Is cohomologie 

support propre. Les questions de variance ont ~t~ trait~es avec assez 

de soin, alora qutelles n~4taient que rendues plausibles dans le s4minaire 

oral. Ceci~explique Is longueur de l'expos~, dont les paragraphes i ~ 4 

sont consacr~s aux cat4gories et ~ la topologie g4n4rale. II est tr~s 

vivement reeommand~ au lecteur de ne lire que les paragraphes 5 et 6, 

o~ se trouve concentr~e la substance g4om4trique de l'expos~ (§ 5 : 

construction et variance de la cohomologle ~ support propre, th~or~mes 

de changement de base, de finitude, de Tor-dimension finie et de com- 

paraison ; § 6 : th4orie du morphisme trae~ pour un morphisme quasi-fini 

et plat). 

Dans les paragraphes i et 2, on "rappelle ~' quelques r~sultats 

sur les cat4gories d~riv4es. Le § i n=l est consacr4 au formalisme des 

signes. Darts le § 3, on traite du probl~me de recoiler deux formalismes 

de variance. Dans le § 4, on introduit les r4solutions plates et on 

~tudie les propri4t~s sp~ciales des r4solutions flasques de GODEMENT. 

(~) Le present expos4 et le sulvant, r4dig~s en 1968 et 1969, reprennent 
et compl~tent les exposes oraux de A. GROTHENDIECK (de printemps 1964). 
Le r4dacteur, qui nmassistait pas au s4minaire oral, slest partiellement 
inspir~ des notes de A. GRGTHENDIECK. 
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- 2 - XVII 

Dans cet expos4, les foncteurs Rqf, images directes sup~rieures 

~s~pot-~propres, et le foncteur Rf, qul leuz donne naissancej ne sont 

d~finis que pour fun morphlsme compactiflable (3.2.1). Dans l'appendiee, 

r~dig~ par B. SAINT-DONAT, on montre coumlent ~tendre la d~finitlon aux 

morphlsmes s4par4s de type fini de but quasi-compact quasi-s4par~. 

Le § 5 n°5 (cohomologie d'un produit sym~trique) ne servira 

plus dans ce s~minalre. Ii sera utilis4 dans SGA 5 pour raffiner 

le th~or~me de rationalit4 des fonctions L . 

Le § 6 n°3 (th~orle de la trace pour coefficients continus) 

ne sera utilis4 dans l'expos~ XVIII que dans le caa relativement facile 

des groupes lisses ; le lecteur int~ress~ par le th~or~me de dualit~ 

de Poincar~ (dualit~ globale), et pr~t ~ admettre un argument transcen- 

dant, pourra m~me se dispenser compl~tement de lire ee § 6 n°3, ainsi 

que la plus grande pattie du § i de XVIII. 

O. Pr~liminaires terminologiques. 

0.i. Le signe = plac~ entre deux groupes de symboles d~signant des 

objets d'une cat~gorie signiflera parfois (par abus de notetions) que 

ees objets sont canoniquement isomorphes. La cat~gorie et Itisomorphisme 

canonlque devront en principe avoir ~t~ d4finis au pr~alable. Dans 

un diagranm~, le signe = d~slgnera alors l~isomorphisme lui-m~me. 

0.2.0° Soit f : S ~ S' un morphisme de sites (IV 4.9.3). Si U et U' 

sont des objets de Set S', un f-morphlsme de U dans U' sera par d~fi- 

nition un morphisme de U dans f*U'. Pour lea sites ~tales de schemas, 

on retrouve la notion usuelle. 
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0.2.1. Si ~ et 3' sont des faisceaux sur Set S', un f-morphisme 

de 3 dans 3' sera indiff4remment 

(1) un morphisme de f~' dans 3 

(ii) un morphisme de 3' dans f~ 

(iii) une fonction qui, & chaque f-morphisme ~ d'un objet U 

de S dans un objet U' de S' associe une fonction de 3w(U ') dans ~(U), 

et ce de fa~on compatible avec la composition de ~ avec une fl&che 

de Sou  S'(~)- 

On volt sur (i), (ii) et (iii) que les faisceaux d'ensemble 

forment une cat~gorie fibr~e et cofibr~e sur la cat~gorie des sites. 

Itou pour les faisceaux de modules & gauche sur des sites 

annel4s. Itou pour les faisceaux ~tales sur des schemas ; ce n'est 

pas ir~m~diatement un cas particulier de ce qui pr~c&de, car les sites 

forment en fait une 2-cat~gorie et "site ~tale de X" n'est qu'un 

pseudo-foncteur en X (VII 1.4). 

La d4finition pr~c~dente fait des faisceaux d'ensembles (resp .... ) 

sur des sites variables une cat~gorie fibr~e sur celle des sites, ayant pour 

categories fibres les cat4gories oppos~es aux categories usuelles de 

faisceaux d'ensembles (resp .... ). 

0.3. Soient I un ensemble fini, cune fonction de I & valeurs dans 

[+I, -I], (~l)i E I une famille de categories additives gradu~es par 

des foncteurs de translation T. (CD I I.IO) et Fun multifoncteur 
I 

multladdiZlf des eat4gories ~. dans une cat~gorie additive ~ gradu~e 
l 

par le foncteur de translation T . On suppose F covariant (resp. contra- 

variant) en les i tels que e. = I (resp. c i = -I), Modifiant et 
l 

(~) Ces terminologies ne sont pas compatibles & l'identification des 
objets de S aux faisceaux associds. 
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compl~tant ~[C~D] I I%1~ on d'ira que F ezt un f [o~tea~u4 

f[~l le 
(~" i E I ~ i 6amorNhi~me~ 

de foncteurs entre T o F et F o T i , telle que les diagrammes suivants 

solent anticommutatifs, pour i # j dans I, 

e i 

c i cj ~Oj ~ T i T~ i 
F o (T. , T. ) > T o F o 

I J l 

L 
T ~  

T o F o T .  ~ > T o T o F 
J 

On laisse au lectenz le soin de d~finir le compos4 de deux foncteurs 

gradu4s et de v~rifler que e~est encore un foncteur gradu~. 

0.4. 

i E I, on d4signe par I. le i ~me vecteur de base de ~I 
I 

I uple (resp. un comp!exe I uple naYf) de ,~consiste en 

(a) une famille (Kk)k E ~I d'objets de ~ ; 

d k K k 
i: 

dk+lj k 
i dj 

Soient ~ une cat~gorie additive et I un ensemble fini. Pour 

. Un complexe 

(b) pour chaque i E Iet chaque k E ~ I, une fl~che 

K k+li ces fl~ches v~rifiant d k+li d k = 0 et, pour i # j 
' i i 

+ d~ +lid k dk+lj d~ = d k+li d~) 
l i = 0 (resp. i 3 J " 
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0 , 5 .  On appellera pro-ob~et d'une cat4gorie Cun foncteur de C dans 

(Ens) qui soit limite inductive filtrante (selon une petite cat~gorie 

filtrante) de foncteurs repr4sentables (=f.l 8.10)~out pro-objet est 

limite inductive selon un petit ensemble ordonn4 filtrant de foncteurs 

repr~sentables. Si X. est un syst~me projectif d'objets de C, index4 
l 

par une petite eat~gorie filtrante, on d4signe par "lim" X. le pro-objet 

X. 
i llm h 

O.6. 

0.7. 

Le lecteur dualisera O.5 au eas des ind-objets (Cfo 1 8.2)° 

Conform~ment ~ la nouvelle terminologie, on appelle schema 

ce qui s'appelalt autrefois pr~sch~ma, et on ~ppelle 6chUm8 s ~  ce 

qui sWappelait autrefois sch4ma. 

0.8. La eat4gorie des sch4mas annel~s est la cat~gorie dont les objets 

sont les schemas dont le site ~tale est muni dtun faisceau d'enneaux, 

une fl~che de (S,~) dans (T,~) 4tant un couple form4 d'un morphisme 

de schemas f de S dans T, et dlun homomorphisme ~ de faisceeux d'anneaux 

de f~ dans O~. Le morphisme de schemas fest dit induit par (f,~). 

0.9. Si X est un sch4ma sur Y, on d4signe par (X/Y) nle produit 

fibr4 n-uple de X sur Y. 

O.IO. Soit Sun schema. On appellera grand site ~tale (resp. grand site 

fppf, resp. grand site fpqc) de S le site Sch/S , muni de la topologie 

4tale (resp. fppf, resp. fpqc) (SGA 3 IV 6.3). On fera attention que 

ce nVest pas un U-site (U ~tant l'univers fini, Sch/S consistant en les 

schemas E U). 
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On appelle petit sit£ fpqc (resp. petit site fppf) de Sle 

site des schemas plats sur S (resp. plats de presentation flnle) muni 

de la topologie fpqc (resp. fppf). Lorsqu'il faudra ~viter une confusion, 

on appellera petit site ~tale de Sle site Set (VII 1.2). 

0.Ii. Dans bien des cas, le r~decteur s'est permis de parler de 

diagrammes commutatifs de morphismes de sites I~ off il eat fallu 

parler de diagrarmme~essentiellement commutatifs, i.e. commutatifs 

isomorphlsme pros (cf. IV 3.2.2). Le lecteur pourra v~rifier que les 

arguments que nous donnons stappliquent aussi & la situation g~n~rale. 

O,12. La terminologie "schema coherent" pour "schema quasi-compact 

quasi-s~par~" a ~t~ subrepticement introduite par endroits p~r 

A. Grothendieck. 

O.13. Un faisceau de torsion F sur un sch~m~ S sera dit premier sux 

caract~ristlques r~siduelles de S s'il est limite inductive de ses 

sous-faisceaux annul~s par des entiersn inversibl~sur S . 

I. Les categories d~rlv~es. 

I.I. Foncteurs exacts (!es r~les de si~ne). 

I.i.I. Pour les th~or~mes fondamentaux relatifs aux categories d~riv~es, 

je ren~ ~VERDIER [CD] et [2], Dans cen ° , une attention toute sp~ciale 

a ~t~ accord~e aux probl~mes de signes. 

Rappelons que s! f : X ---> Y est un morphisme de complexes 

(dans une cat~gorie additive, sous-entendue par la suite), son cO__ne 

257 



- 7 - IX 

C(f) est d4fini par 

(I.I.I.I) C(f) n = X n+l G yn d n = -d'n+Ix + fn+l + dyn 

Lorsque X = 0 (resp. Y = 0), on a C(f) = Y (resp. C(f) = X[I]), de 

sorte que le diagramme commutatif 

O -  0 ,, ..... X X 

f ~ ¥ ' - ,  ,,~, Y > 0 X 

d4flnit un "triangle" 

X ~ >y >c(f) J >X[l] . 

Dans la cat~gorie des complexes ~ homotopie pros, on appelle 

distingu~ un triangle isomorphe ~ un triangle de ce type, et antidis- 

tingu~ un triangle qui devient distingu4 quand on change le signe 

de ses f!~ches. On v~rifie que le triangle d~fini par une suite exacte 

de complexes scind~e en chaque degr4 ([CD] p. I0, cf. la d~monstration 

de 1.1.5.4) est antidistingu~ et que, ~ isomorphisme pros, tout triangle 

antidistingu4 est obtenu ainsi. 

~i.I.2. Les calculs de signes s'effectuent le plus ais~ment ~ l~aide 

des "r~gles formelles" suivantes. On ~crit un ~l~ment de C(f) n sous 

la forme I ® x + y (x 6 xn+l~ y E yn), i ~tant une "cellule" de dimension 

i, et on pose d(1) ® x = f(x). On a donc 

d(l ® x + y) = d I ® x - I ® dx + dy = -I ® dx + f(z) + dy. 
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D4finition I~1.3. (i) Un foncteur 8radu~(O.3) d'une cat4fforie trianBul~e 

~dans une cat4Borie trian~ul~e (Best dit exact s'il transforme 

trianBles distin~u~s en triangle s distin~u~s. 

(ii) Un foncteur ~radu4 contravariant d lune cat4gorie trian- 

~ul~e 0% dans une eat~orie triangul4e ~ est dit exact sl pour tout 

trian~l e dist!n~u~ (X,Y,Z,u,v,w) d_.~e ~, le triangle (F(Z), F(Y), F(X), 

F(v), F(u), TF(w)) est distinKu4 (dans cette d~finition, on identifie 

F X ~ T F T X grace ~ l a ~raduation de F). 

(iii) Soient (~i)i E I une famille finie de cat4gories 

triangul4es, C une fonction de I dans {+I, -i] e~t ~une cat4~orie 

trian~ul4e. Un foncteur gradu~ F du produit, des~ dans ~, covariant 

en les i tels que e(i) = i et contravariant en les i tels que G(i) = -I 

est dit exac~ si quel que soit i E I, les foneteurs de J~. dans~d4duits 
I - -  

d__ee F en fixant toutes les variables, sauf la i ~me , , sont des foncteurs 

exacts. 

Un compos~ de foncteurs exacts est encore un foncteur exact. 

nl...n 
1.1.4. Si (K P, dl,...,d p) est un complexe multiple(O.~,le 

complexe simple associ4 est d~fini par 

(n . )  
( I . I . 4 . D )  Kn -[T K l = , d = E d. 

~n.= n l 
! 

Quand, exceptionnellement, on le d4finira par une somme 

plutOt que par un produit, ce fait sera signal~ explicitement. 

Soit I un ensemble fini. On se propose, d'apr~s CARTAN-EILENBERG 

et J.P. SERRE, d'expliquer comment ~ tout complexe naTf I uple K est 
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canoniquement associ~ un complexe I uple (0.4). 

Pour tout ordre total < sur I, soit K(<) le eomplexe I uple 

suivant : 

(1.1.4.1) I 
K(<)~ = K ~ 

d(<)i~ (-I) j~i kj di 

.$i <1 et <2 sont doux ordres totals sur I i!~somorp~s~e canonique 

entre K(< I) e t K(< 2) est par definition celui donn4 par 

k ¢(<1'<2 ) 
(1.1.4.2) T- = (-I) , o~ e(<l,< 2) = E k.k. i j 

i<lJ 

i<2i 

I,I.4.2.1. On v4rifie que ces isomorphismes canoniques ~tablissent 

un syst~me transitif d~isomorphismes entre les K(<) pour < ordre total 

sur I ; ces K(<) forment donc un oomplexe I uple unique ~ isomorphisme 

unique pros, qu'on d~signera dans cen ° par la notation K(*) et quton 

appelle le ~ I uple associ~ ou complex~ n a~f I uple K. On prendra 

garde que K(*) ~ ntest pas canoniquemant isomorphe ~ K ~ : seul le ¢hoix 

dlun ordre total sur I permet dfidentifier ces deux objets. 

Si K est un complexe nail I uple, et si i E I, on d4signe par 

K[li] le complexe naYf suivant, de diff~rentielles not~es dj[li] : 

I 
K[li]~ = K~+li 

~k d k+li si i # j (1.1.4.3) dj[l i j- 

Ldi[li]~ -Hi k-+li 
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Si K est un complexe I uple, on pose 

(1.1.4.4) i K[li~ = ~k-'+li 

dj[li~ = -dj[li ~+li 

Si K est un eomplexe naYf I uple et < un ordre total sur I, 

de sorte que K(W) est donn4 par (1.1.4.1), on d4finit un isomorphisme 

entre K[li] (~) et K(W)[li] par la formule 
Ek 

(1.1.4.5) O ~ = (-i) j<i ] idKk_+l i 

1.1.4.6. On v~rifie que cet isomo~hisme ne d4pend pas du choix de 

imordre total < ; il d4finit done un isomorphisme, dit eanonique, entr__.~e 

K[li](~) at K(~)[li]. 

1.1.4.7. Quels que soient i,j dans I, si K est un complexe ou un 

cormplexe naYf I uple, on identifie de fagon ~vidente K[li][l ~] et 

K[lj][li]. 

Pour i # j dans I , le diagramme suivant d'isomorphismes 

canoniques du type 1.1.4.6 ou 1.1.4.7 est alors anticom~utatif : 

K [ t i ] [ l j ] ( ~  ) ;ii- K [ l j ] [ l i ] ( ~ )  < 

(I.I.4.7.i) I 
K[li](~)[l j] ~ K(*)[li][l j] - -  

> K[lj](i)[li] 

K(~)[Ij][I i] 
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1.1.5. Soit F :~ >~un foncteur contravariant additif de categories addi- 

tives. On d~finit cormme suit l'extension de F aux complexes ; 

F : C(I) > C(~) , Si K est un complexe de ~, on pose 

~F(K) k = F(K -k) 

(1.1.5.1) 

I 
~d k , (_i) k+l F(d -k-l) 

F(K) 

L'isomorphisme canoniRue ~ entre F(K)[I] e t F(K[-I]) est 

d~fini par 

k k+l 
(1.1.5.2) ~ -- = (-i) idF(K-k-I ) • 

Si F :~---~et G :~ > C sont deux foncteurs contrava- 

riants additifs, on d~finit l'isomorphisme canonique p entre GoF(K) e~t 

G(F(K)) par 

(1.1.5.3) O k = (-i) k 

Lermne 1.1.5.4. (i) Pour tout foncteur contravariant additlf F :~ > ~, 

les formules 1.1.5.1 ~ 1.1.5.2 d~finissent un foncteur contravariant exact 

d~e K(~) dans K(~), 

(ii) Pour tout couple (G,F) de foncteurscontravariants 

additifs eomposables, la formule (1.1.5.3) d~ufinit un isomorphlsme de 

foncteurs ~radu~s entre l'extensio P aux complexes de GF e t le eompos~ 

des extensions aux complexes de G e~t F. 
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Preuve. Un morphisme de degr4 i : f : K > Lest au choix 

(a) un morphisme de K dans L[i] 

(b) un morphisme de K[-i] dans L 

(c) une famille fn K n Ln+i : ~ qui cormnute ou anticoranute 

aux diff~reatielles selon la parit~ de i. 

Si f : K----> L[i] est un r~rphisme de degr4 i, alors 

F<f) :F(L)[-i] ---> K est encore un morphlsme de degr4 i ; pour i=l, on a 

(1.1.5.5) F(f) n = (-I) n+l F(f -n-l) 

u~ v> 
Si O > K ~i L M---->O est une suite exacte de complexes 

scind~e degr~ par degr4, le choix d'un seindage permet d'~crlre la 

diff4rentielle de L sous la forme 

d L = d K + d M + f 

o~ f est un morphisme de degr4 un de M dans K . De m~me~ la suite exacte 

duale 

0---> F(H) ---~ F(L) > F(K) > 0 

d~finit un morphisme de degr~ un f~ de F(K) dans F(L). On a f~ = F(f). 

IIen r~sulte que itimage par F dtun triangle (M,L,M,u,v,f) d4fini 

par une suite exacte courte de complexes est encore un triangle du 

mame type et, d'apr~s I.I.I, ceci prouve (1). 

Sous les hypotheses (ii), pour f de degr~ un, on a 

G(F(f)) n = (-l)n+l(-l) -n GoF(f) n = -GoF(f) n ; en particulier, l'Isomor- 

phisme de graduation G(F(K[I])) ~ G(F(K))[I] est l'isomorphisme ayant 

pour composantes -I . 

2 6 3  
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Le diagramme 

GoF(K)[I] <~[i] > G(F(K))[I] 

GoF(K[I]) < p > G(F(K[I])) 

est donc con~nutatif , ce qui prouve (ii). 

1.1.6. Soit s = +, ou s = - ; soient I un ensemble fini, e : I ~ {+,-] 

une fonction~(~) i ~ Iet ~des cat~gorles additivesjet Fun multifoncteur 

multiadditif des cat,goriest, dans~, covariant en les arguments d'in- 
l 

dice i tel que e(i) = + et contravariant en les autres. On se propose 

de d~filz[rl'extension KS(F) (ou simplement F) de F aux complexes comme 

multifoncteur exact des categories Kse(i)(~ i) (se(i) = ~ , selon la 

s 
r~gle des signes) dans K (~0,()prdsen~antla m~me variance que F. On 

expliquera ensuite en quel sens cette construction est compatible 

la composition des foncteurs. D'autres conventions de degr~s sont 

possibles, et seront utilis4es ; ce point est ind4pendant des questions 

de signe consid~r~es ici. 

1.1.6.1. Si F est contravariant ~ une variable, on d~finit KS(F) par 

les formules (1.1.5). 

1.1.6.2. Si F est covariant, on d~finit le foncteur KS(F) par passage 

au quotient ~ partir du compos~ du foncteur ~vident du produit des 

categories cS(~i )dans la cat~gorie des complexes I uples naTfs, du 

foncteur (1.1.4) de la cat~gorie des complexes I uples naYfs dans celle 

(~) La construction fournit ~gslement une extension de Fen un multi- 

foncteur des cat4gories CSe(i)(~ i) dans cS(~. 
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des complexes I uples (1.1.4.2.1), et du foncteur complexe simple 

aSsoci~ (1.1.4.O) : 

KS(F) = cs(F)(@)s.a. 

$oient des complexes Kj E KS(~j), et i E I ; on pose 

Kj[li] = Kj pour j # i, et Ki[li] = Kill ]. On a alors des isomorphismes 

~vidents : 

cs(F)(Kj[Ii ]) ~ cS(F)(K~)[I i] , 

et 

CS(F)(Kj)(w)[li] s a ~-- CS(F)(K.)(w) • j s . s  E l I  , 

d~o~, via (1.1.4.5), un isomorphisme canonique ~ entre KS(F)(Kj[Ii]) 

et KS(F)(K.)[I]. II r~sulte de 1.1.4.7 que ces isomorphismes d~finissent 
J 

une graduation de KS(F). 

1.1.6.3. Dans le cas g~n~ral~ F est le produit de foncteur contravariants 

=ano~iques ~i ~>~ (pour c(i) = -) et d'un ~onctaur =ovari~nt F + ; 

on d~finit le foncteur KS(F) par composition ~ partlr de 1.1.6.1 et 1.1.6.2. 

Pr_~p.posltion 1.1.7. Sous !es hypotheses pr~cddentes, le foncteur KS(F) 

est un foncteur multiadditif exact. 

Ii suffit de v@rifier 1.1.7 sous les hypotheses de 1.1.6.1 

(o~ la proposition est 1.1.5.4 (i)) ou de 1.1.6.2. Pour v~rifier que 

les foncteurs d@duits de KS(F) en fixsnt routes les variables, saul 

la i ~me, sont exacts, on peut expllciter KS(F) en terme d'un ordre 

sur I pour lequel i soit le plus petit @l@ment ; un triangle distingu@ 
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type (1.1.1.1) est alors transform4 en triangle distingu4 type. 

1.1.8. Soient Iet J deux ensembles finis, # : I ..... ~ June application 

surjective, e I : I --~ {+,-] et ej : J '~ [+,-] des fonctions, et 

des multifoncteurs multiadditifs, covariants en les arguments pour 

l~sq~is ~ = + et contravariant en les autres : 

~(i)=j l 3 

F : T]- c 
j EJ J 

Choisissons des ordres totaux sur Iet J, de telle sorte 

que # soit une application croissante. On d~finit alors l'isomorphisme 

canonique P entre l'extension aux complexes de F o (Gj) et le compos~ 

des extensions auX qomplexesd e F et des G. par la formule 
3 

k k k ~(i)c(~(i)) 
(1.1.8.1) P = ~ ~l : automorphisme de F ~ (G.) (K. I ) 

i j l 

avec ~% = -I si el(i) = ej(~(i)) = - , r~ = I sinon. 

Cette formule g~n~ralise (1.1.5.3), on v4rifie que 0 ne d~pend 

pas des ordres choisis sur Iet J, et est un isomorphisme de foncteurs 

gradu~s (of. 1.1.5.4 (ii)). 

Ces isomorphismes O v~rifient la condition gvidente de 

eocycle pour un compos~ triple. 
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1.1.9. Soient I un ensemble flni, iet j deux ~l~ments distincts d e  

I, I' = I-{i,j], (~i)i E Iet ~ des categories additives et 

F : (~i)i 6 I > ~ et G : (~i)i £ I '-~" des multifoncteurs multi- 

additifs. On suppose que~ =~. et que F est contravariant en la i ~me 
l 3 

variable et covariant en la ji&me. Pour X, Y 60b~ i, on d4signera par 

FX, Y le multifoncteur des (~i)i 6 I' dans0~obtenu en fixant les i ~ 

et j~ arguments : 

FX,y(...) = F(...X .... ,Y .... ) 

On appelle morphisme de contraction c : F---~ G la donn~e pour tout 

X 6~ dVun morphisme de foncteurs 

c X : FX,X---'-~ G , 

tel que pour route fl~che f: X -~ Y de ~i' le diagramme 

Fy, x ~ FX, X 

t I" 
. . . . . . . . . . .  ~- G Fy,y Cy 

soit corm~uta ti f. 

Les conventions 1.1.6 sont motiv~es par le 

Lemme 1.1.9.1. Soient c : F > Gun morphisme de contraction et 

complexes dans les ~6 ' 9v~9 Ki = Kj. Soit < un ordre d~.s. 

total sur I pour lequel i soit le prdd~cesseur de. j. Soit, avec les 

notations de 1.1.6, pour k E ~, 

267 



- 17 - XVll 

c k : KS(F) (KL)k > KS(G) (K6) k 

k. kj 
!e morphisme dont la restriction h F(... K i i Kj ...) vaut 0 s~i Ki#k j , 

et vaut CK~i --si k i = k~ . Alors, (ck)kE~ est un morphlsme de jc°mplexes' 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier ce lemme, et le 

fair que le morphisme de contraction (c k) ne d~pend pas de lYordre 

choisi sur I, 

Ltexemple standart de morphisme de contraction est celui de 

la loi de composition 

Hom(Y,Z) ® Hom(X,Y) > Hom(X,Z) 

Exemples i.I.~0, (i) Si on applique les d~finitions de 1.1.6 au 

foncteur produi[ tensoriel~ on retrouve la notion usuelle de produit 

tensoriel de deux complexes, la diff~rentielle 4rant donn~e par 

d(m~y) = dx ® y + (-I) deg x x ® dy 

(ii) Si on applique les d4finitions de 1.1.6 su foncteur Hom(X,Y), e n 

conaid~rant Y cormne premier9 yariable et X eOrmme seconde variable, 

convention qu'on suivra toujours, cette convention permet d'identifler, 

pour deuxcomplexes X,Y, le k~me eomposant du complexe Hom(X,Y) d~fini 

dans i.i.6 ~ ]~Hom(xn,yn+k)~et ¢mm retrouve la diff4rentielle hsbi- 

tuelle ; pour f 6 Hom(xn,yn+k), on a 

df = d o f -(-i) k f o d . 

(iii) Les conventions pr~c~dentes ont pour vertu que les syst~mes 

de fl~ehes suivante sont des morphismes de complexes, sans qu'on doive 
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les perturber par aucun signe (1.1.9) : 

Hom'(L,M) ® Nom'(K,L) > Hom'(K,M) : f ® g }-----> f o g 

Hom'(L,M) ® L + M : f ® x ~----> f(x) , 

+~I.I.io.I. La convention (1.1.4.5)-(1.1.6.2) se Justifle eormne suit+ 

pour F = ® : un ~l~ment de((K ® L)[I]) n s'~erit sous la forme (1.1.2) 

(en se rappelant que (K ® L)[1] = C (K ® L--~ O) (I.I.i.i)) 

E I ®(xP® yq), un ~l~ment de(K[l] ® L) n sous la forme E (l~xP)® yq 

et un ~l~ment de (K ® L[l])nsous la forme E x p ® (I @ yq) ; le signe 

apparent quand on interchange x pet i. Pour F = dual, la convention 

(1.1,5.2) se justifie alnsi : un ~l~ment de K~[I] st~crlt i ® w ; 

sa valeur sur un ~l~ment I' ® x 8e K[-I] (I' cellule de dimension -I) 

est < i ® ~, i' ~ x > = (-I) deg w < i~I'> < w,x > = (-i) deg ~ < ~,x > ; 

c'est la convention adcpt~e.~ 

Remarque I.I.II° "Rappelons" qu'une cat~qrie so us-additive est une 

cat~gorie dont les ensembles de fl~ches Hom(X,Y) sont munies de lois 

de groupes ab~llens, la composition des morphismes ~tant bladditlve. 

Un foncteur additlf F entre categories sous-additives et un foncteur 

qui v~rifie la formule 

F(f + g) = F(f) + F(g) 

pour f~g E Hom(X,Y). Les foncteurs additifs d'une cat~gorie sous-addtive 

dens un autre ~ form~nt une cat~gorie, notre H Omadd(~,~. 
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Soit (D) l'unique cat~gorie sous-addltive, d'ensemble d'objets 

indexes par ~ , (Xn)n6 ~ , avec 

~Hom(xn,x n) = ~, engendr~ par l'identit~ 

~.L~.D --~ Hom(xn,x n+l) = ~, engendr~ par une fl~che notre d n 

! 
Hom(Ei,X j) = O si j -i # O ou i . 

Solt Dle complexe de (D) d~fini par D n = X net d n = d n . 

Pour route cat~gorie sous-addltive 0~, le foncteur G f--~ G(D) 

de HOmad d ((D),~) dans C(~ est un isomorphisme. 

La construction 1.1.6 s1~tend au cas dlun foncteur multiadditlf 

de categories sous-addltives ~i dans une cat~gorie additive ~. 

Soit 

F = (Fn'dn)n 6 

un complexe de foncteurs multiadditifs de categories additives ~i dans 

une cat~gorie additiveS. On peut consid~rer F" con~me un foncteur de (D) 

darts une cat~gorie de multifoncteurs, ou encore comme un foncteur 

multiadditif 

F 1 :T[~ i × (D) ~ 0% 

On d4finit l'extension de F aux complexes par la formule 

(1.1.11.2) F'(KI...K n) = FI(KI...K n' D) . 

1.1.12. Soient~et ~ deux cat4gories additives et 

F" = (Fn, dn)nE = 

un complexe de foncteurs additlfs de~k dans~. Supposons que les 
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foncteurs F i admettent des sdjoints ~ drolte F i ; si tdl : Fi+ 1 ----> F i 

est le transpos~ de d i, solt F. le complexe de foncteurs additifs de 

dans ~, de composantes les Fi, et d'op4rateur dlff~rentiel 

= - -----~F (d')i ( l)i+l td-i'l : F-i -i-i 

Soit t le foncteur contravsrlant de (D) dans (D) donn4 par 

txn = X "n et tdn = d "n-I 

Le diagrarm~e suivant est coranutatif ~ isomorphisme canonique pros 

X (D) ~ (Fn(A), Id) Hom6o J 
~ > ~J×~ . . . . . . .  (Ab) 

o~X (D) X(~ ( Id,(F )n(B)) Hom& 
- ~ ~xd~ . . . .  ) (Ab) 

Ceci exprime la formule d'adjonction 

(1.1.12.2) Hom(Fn(A),B) < ~ > Hom(A, Fn(B)) 

Les conventions g~n~rales 1.1.3 fournissent done un isomorphisme 

(1.1.12.3) Hom'(F'(K),L) < ~ > Hom(K,F.(L)) 

D~finltion 1.1.13. S!i K est U ~ eomplexe d'une eat~orie ab~lienne ~ , 

on appell e tronqu~ ~ droite (resp. ~ gauche) de Ken dimension n, e t 

on d~si~ne par TKn(K) (resp. T~n(K)) les eom~qxes suivants 

T&n(K ) : ... K n-2 ----->K n-I 9 Ker(d n) -----~0 

Tzn(K) : 0 > eoker(4 n-l) ~ K n+l -> K n+2 .... 
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Hi(~Nn i Propositiqn ' 1.1.14. (i) (K)) = O pour i > n e~t H (?~n(K)) = 0 

pour i < n , 

(ii) Le morphisme eanonique ~n(K) .... > K (resp. K--> TL~n K) 

induit des isomorphismes su[ les H i pour i ~ n (resp. i z n). 

Le foneteur T&n (resp. ~an ) transforme morphismes homotopes 

an morphismes homotopes. D~s lors, il r~sulte de 1.1.4 que le foncteur 

1.1.13 garde un sens dans la cat4gorie d~riv~e. 

1.1.15. Si K est un complexe double, de premiere (resp. deuxi~me) 

diff4rentielle d' (resp. d"), on d~signe par ~n(K) le sous-complexe 

double de K tel que 

~n(K)Pq 

I K pq Si q < n 

~ er (d") si q = n 

si q>n 

on d~finit de m~me T~(K), ~n(K) et fln(K) . 

1.1.16. On aura aussi ~ consid~rer les "tronqu4s b@tes" d'un complexe 

K, d~finis par 

i O~n(K)i I si i ~ n 
~K i si i ~ n 

O~n(K) i = = 

0 si i > n si i < n 
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1.2. Foncteurs ddriv~e. 

Soient ~une catdgorie triangul~e et Sun syst~me multiplicatif 

satur~ (CD 2.1.2). Si A E Ob~, on d~signera par A + et A" les ind et 

pro-objets ((0.5) et (0.6)) 

A + = "llm" A' A" = "lim" 
L 

S S 
A-~ A' A' --~ A 

A t 

o~ s parcourt la cat~gorie filtrante des fl~ches de S de source ou but A. 

Les foneteurs A~--> A + et A ....... > A" rendent inverslbles les 

~l~ments de Set d~finissent des foncteurs pleinement fld~le de g~(S -I) 

dens les categories des Ind et pro-objets de ~ respeetivement. 

D4finition 1.2.1. S g ! t  F up multifoncteur cqyariant exact de s cat4$ories 

trianguldes (~i)O<i~n dens la cat4gorie triansul4e ~et soient S i e~t S 

des syst~mes multipliq~@tifs satur~s des cat~Eories ~i e~t &, 

(i) Le foncteur d~rlv~ droit RF de F (relativement aux S iet ~ S) 

est le foneteur des ¢~t~0Kie ~ ~i(S7 I) dens la cat~gorie des Ind-objets 

d~e ~(S "I) ~u~ rend commutatif i e .d!a~ramme ~s~yant 

(c~i) (A i ) ~'~'-> F(A~) 
. . . . . . . . . . . .  ~ Ind ~0~ 

RF 
> iod  -l). 
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(ii) On dit que RF est d6fini en (A i) si le Ind-ob~et RF(A i) de ~(S -I) est 

essentlellement constant", i.e. ~rovient d'un objet de ~(S -I) ; eet 

ob)et est appel~ la valeur de RF e~n (Ai). 

(iii) On dit que F est d~rivable ~ droite si RF est partout d4fini ; on 

d~signera alors encore par RF le foncteur des ~i(S[ I) dana 

qu'il d4finit. 

(iv) Une famille (A.) d'objets des ~. est dire d6ploy6e pour RF si 

le morphisme c anpnique de F(A.) dang RF(A.) est un isomorphisme. 
I ......... l 

On laisse au lecteur le soin de d4finir par dualit~ le d4riv~ 

gauche LF de F (a valeur dens Pro ~(S-I)) et d'4tendre les d~finitions 

pr4c4dentes aux cas oh F est covariant encertains arguments et con- 

travariant en dtautres. 

Lorsque RF est par,out d4fini, la d4finition qu'on en a donn4 

ici coTncide avec celle de Verdier (CD p.39), comme on le v~rifie 

facile~nt. 

Proposition 1.2.2.  Soient (Ai, A1, A~) un t r iangle d is t insu~ dans ~ 1 '  

et A i 60b~.(i#l). 

(i) S i (Ai,(Ai)) e__~t (A~,(Ai)) sont d~ploy~es pour RF~ alors la famille 

(AI,(Ai)) l'est aussi. 

(ii) S_~i RF est d4fini en (Ai~Ai)) et en (AI,(Ai)) , il l'est eussi en 

(AI,(Ai)) et le ,triansle (RF(Ai,(Ai)), RF(AI,(Ai)), RF(A~IAi))) est 

distingu~ dens ~(S-I). 
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Prouvons que (ii) '~- (i). Pulsque F e s t  exact, Is fl~che 

A" A (F(A{,(Ai)), F(AI,(AI)), F(A~,(Ai))) --> (RF(A{,(Ai)),RF(AI,(Ai)),RF( I ~ i))) 

est un morphisme de triangles distingu4s. Par hypoth~se~ cette fl~che 

est un iaomorphisme en deux sommets ;cVen eat donc un au troisi~me# 

cormne on voulait . 

Le~e 1.2.2.1. S_~ A = (X,Y,Z) eat un triangle diatingud d'une categoric 

trlangulde ~ e!t Sun syst~me multiplicatif satur4 de ~, alors le 

triangle 4 += (X +, Y+, Z +) d~e Ind ~ eat limite de triangles distingu4s 

de ~ . 

D~aignons par £ la catdgorie des morphiames de triangle diatingu4sde 

source 4 dont les fl~ches appartiennent ~ S. 

(a) Si 4 = (X,Y,Z) et 4' = (X',Y',Z') sont deux trlanglea 

dla~Ingu4s de ~ et sif : 4 ~ 4' est un~(s-l)-morphiame de triangles, 

il existe dans ~ des morphismes de triangles s : 4' > 4" et 

fl : 4--~ 4" tels que lea composantea de s soient dana Set que le 

diagrarane 

(1) 

A 

S 

soit cormnutatif dans ~(S-I). 

II exiate un diagrarm~e cormmatatlf 

(2) 

X 

(s E S, fl 6 F~ O~ ) 
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et un morphisme A ~ Sl ) ~ dsns S, admettant s pour composante. 

Raisonnons de m~me en les autres sommets : on obtient un diagramme du 

type (I), dans lequel toutefois fl n'est pas encore un morphisme de 

triangle dans ~, les diagrammes 

f 
Z > Z" 

o 

(3) w w'[ 
f 

X ....... > X" 
O 

par exemple pouvant ne pas ~tre commutatlfs dans ~, seulement dans 

(s-l). II existe t o : X"o > X I'' dans S tel que tw"f = tfw et 

t : A"o ) ~ admettant to pour composante. Remplaqons A"o par ~ , 

s par ts et fl par tf I ;dans le diagr~mme de type (i) obtenu, (3) 

est eerie lois cormnutatif ; proe~dant de m~me aux autres sormmets, on 

obtlent (i). On laisse au lecteur le soln de v4rifier de m~me : 

(b) Si f,g : A ~ sont deux morphlsmes de triangles 

distingu~s dans ~, ~gaux dans ~(s-l), alors il exlste un morphisme 

de trisngles distingu~s ~ fl~ches dans S~ s : 4' ; 4", tel que $f = Sg . 

(c) La cat~gorie ~ est filtrante ~ d~oite. 

(d) On ach~ve is d~monstratlon du lermne en notant que 

A + -- "lira" (but de s) 
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Prouvons 1.2.2 (it). Soient X' et X" des objets de~(S "I) 

repr4sentan= RF(A~,(Ai))et RF(A~,(Ai~, et compl~tons le morphisme de 

degr~ I de X" dans X' en un triangle dlstingu4 (XW,X,X"). Remplaqant 

les Ai, A{, A Iet A~ par le but d'une fl~che de S de source Ai, A{, A I 

ou ~, on se ram~ne au cas o~ il existe un diagramme con~nutatif 

a jv 

F(A~', (A.) ) < . . . . .  X" 
£ I 

F(AI,(Ai)) < . . . . .  a' X' , 

o~ a" eta' sont des sections de fl~ches de F(~(Ai))dans X" et de 

F(A{,(Ai))dans X'. En vertu de l'aniome TR 3 de [C.D] on peut compl~ter 

ee diagramme en un morphisme de triangles 

(X 'XX" ) --> (F(A~i)),F (AI~A i ~,F(A~A i ) ) )--> (RF(A~,(A i)~ RF (AF(A i 9, RF(A~A i ) ) ). 

La fl~che compos~e est un morphisme de triangles, de source 

un t~la~gle distingu~ et de but une limite (dans Ind ~(S'I)) de triangles 

distingu~s (1.2.2.1). Quel que soit Y dans ~ (S-I), le diagramme suivant 

sera con~nutatif et ses lignes exactes 

JY,X"[I]) ~ Hom(Y,X') > Hom(Y,X) > Rom(Y,X") , > Hom(Y,X'[l]) 

~(Y,RF(A,',Ai)[I])-->Hom(Y,RF(A~,Ai)-->Hom(Y,RF(AI,Ai))--mHom(Y,RF(~,Ai)--> Hom(Y,RF(AI,A~[~) 
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Par hypoth~se, les flAehes autres que la fl~che centrale sont des iso- 

morphismes. Le lerm~e des 5 montre que la fl~ehe centrale aussl est un 

isomorphisme, quel que soit Y, done que le triangle distingu~ (XI,X,X '') 

est isomorphe au triangle (RF(A{~Ai~ , RF(AIP~AI~ , RF(A~/~Ai~). Ceci ach~ve 

la d~monstratlon. 

SiO~ et ~ sont deux categories ab~liennes et Fun foncteur 

covariant additif de ~ dans ~ , F d~finlt des foncteurs exacts de 

K(~) dans K(~), de K+(~) dans K+(~) et de K'(~ dans K'(~) (1.1.7). 

D~finition 1.2.3. (i) On appelle foncteurs d~riv~s drolts de F les 

foncteurs de D+(~) dans Ind D+6~ et de D(~) darts Ind D(~) d~rlv~s droits 

des extensions de F aux complexes K+(~) • K+(6~) e_~t K(~) ~ K(~). 

(ii) Un ob~et A de ~ est dit aeyelique ~ droite pour F, ou, 

par abus de lan~a~e, acyclique pour RF, si le complexe r~duit ~ A e n 

desr~ O est d~ploy~ pour RF. 

On stint~ressera surtout au cas o~ RF est par~ut d~fini ; 

on peut alors le consid~rer con~ne un foncteur de D+~) dans D+(6~, ou 

de D(~) dans D~), selon le cas. 

Proposition 1.2.4. LS dia~ranm~e suivant est commutatif. 

> D(~) 

Ind D+(~) ~ t nd  D(~) 
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Si K est un eomplexe nul en degr~ < net sis : K > L 

est un quasi-isomorphisme, le morphisme eompos~ K~-mL---->O~n(L) 

(1.1.6) est encore un quasi-isomorphisme. Les quasi-isomorphismes de 

K dans un complexe born~ inf~rieurement forment done une sous-eat~gorie 

(pleine) eofinale de la cat~gorie de tousles quasi-isomorphismes de 

source K. La proposition en r~sulte formellement. 

En particulier, si le foncteur RF, est partout d~fini sur D~, 

il est partout d~flni sur D+(~et le foncteur d~riv~ RF : 

est restriction du foncteur d~riv~ RF : D(~) > D(~). 

(1.2.5) On laisse au leeteur le soin de : 

(i) G4n4raliser la d4finition 1.2.3 au ess d'un complexe de multifonc- 

teurs, covariant en certaines variables et contravariant en d'autres ; 

(ii) Dualiser la d~finitl0n 1.2.5 (i) pour d~finir les d~rlv~s gauches ; 

(lii) Etendre la proposition 1.2.4 au cas d'un complexe borne de mul- 

tlfoncteurs~ 

(iv) Dualisez la proposition 1.2.5 (iii) en consid~rant des foncteurs 

d~riv~s gauches et l'inclusion de D-(~) darts D(6~. 

PToposition 1.2.6. Soient ~ e t ~ de ux categories a b~liennes, ~ une 

pattie de Ob(~) e t Fun foncteur additif de ~ dans~. On suppose que 

(a) tout objet de~ e St quotient d'un ~14ment de 

(b) pou[ toute suite exacte courte 

O > P > Q---~ R-----> 0 , 

o~ Q et R sont dans ~, P appartient aussi ~ Pet la O-suite 
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O ~ > FP > FQ > FR > O est exacte. Alors , tout objet de 

est acycliqu¢ pour LF . 

Si A E Ob~, les r~solutions gauehes de A par des objets 

de ~ formeront un syst~me cofinal dans la cat~gorie filtrante des r~so- 

lutions gauches de A II suffit done de prouver que si un ¢omplexe 
O 

... > A > O > A 2 > A I > A o 

est aeyclique et ~ objets dans P, son image est aeyclique. Le coupant 

en suites exactes courtes 

0 > In(di_ I) ....... > A.l ------> Im(d.)1 > 0 (1.2.6. i) (leO) 

on voit par r~currence sur i que Im(d.) 6 P et que l'image de (1.2.6 i) 

par F est une suite exacte courte. L'image du complexe est done acyelique. 

Proposition 1.2.7. So it Fun foncteur additif d'une cat~$orie ab~lienne 

dans une cat~$orie ab41ienne~. Si tout objet de ~ est quotient (resp. 

sous%objet) d!un obiet acyelique pour LF (resp. RF) (1.2.3),ie foncteur 

d4riv4 LF : D'(~ > D-(dh) (resp. RF : D+(~) > D+(~)) e st partout 

d~finiet tout eomplexe born4 sup~rieurement (resp. inf4rieurement) 

d'objets acycliques Pour LF (resp. RF) est d~ploy~. 

Ii suffit de eonsid~rer le d~riv4 gauche LF . Si K est un 

complexe born4 sup4rieurement, les quasi-isomorphismes s : L > K 

avec L born~ sup~rleurement et ~ obJets acycliques forment un syst~me 

cofinal dans la eat4gorie des quasi-isomorphismes de but K . Ii suffit 

de montrer que pour K ~ objets acycliques, F(s) : F(L) ---> F(K) est un 
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quasi-isomorphisme ; on aura alors dans le cas g~n4ral F(L) = LF(K). 

Soit M le cOne de s . Le complexe est ~ objets acycllque et H*(M) = O ; 

il faut prouver que H*(F(M)) = O. 

Soit i un entier. Les complexes d~ploy~s forment'une sous- 

cat~gorie trlangulge, de sorte que tout complexe born~ d'objets acycli- 

ques, notmmnent ~i(M), est d~ploy~. Pulsque HJ(T~i(L)) = O pour J > i, 

on a, pour j > i, HJ(F(M)) = HJ(F(7~i(M))) = H j LF(~i(M)) = O . 

Proposition 1.2.8. Soit F" un eomplexe born~ inf~rieurement de fon cteurs 

d~e ~ dams@. Si pour tout K 6 K+~) existe un quasi-lsomorphisme 

L s ~ K, o~ L 6 K+(~) est d~ploy~ pour tous le 9 RF i, alors le foneteur 

d~riv~ RF" : D+(~) > D+(~ existe et tout complexe born~ inf~rieurement 

dOploy~ pour tousles RF iest d~plpy~ pour RF . 

La preuve enest laiss~e au lecteur, ainsi que celle de l'~nonc~ dua~ 

ou des variantes obtenues en prenant F contravarlant~ ou en pren~nt un 

complexe born~ de foncteurs et en travaillant dans D(~) et D(~). 

D~flnition 1.2.9. Soit Fun foncteur de Db(~) dan s D(~h) et dun inter- 

valle de ~ . ~ F e=st d'amplitude cohomolo~ique c d si pour 

tout A 60bA, HiF(A) = O pour i ~ d. 

Tr~s souvent, d sera un intervalle de la f~rme [O,x] ou [-x,O] 

e~ on dira alors que F est de dimension cohomologique reap. homologique 

x . On dira que F est de dimension finle s'il existe un intervalle 

finl d de ~ tel que F soit d'amplltude c d . 
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proposition 1.2.10. Supposons remplies lea hypotheses de 1.2.7, et que 

le foncteur RF : D+(~) ~ D+(~) (resp. LF : D'(~) ----> D'(~) eat de 

dimension flnie. Alors tout com?lexe d'objets acycllques pour RF 

(resp. LF) est d4ploy~, et le foncteur RF : D(~) > D(~) (resp. 

LF : D(0~)"'-"~D(~)) eat ~artout d~fini. 

Pour la d4monstration, on remvole ~ Verdler [CD]. Ii exlste 

un 4none~ analogue pour les complexes born4s de foncteurs. On peut 

encore remplacer l'exposant +(resp -) par b . 

2. Categories fibr~es en categories d~riv4es. 

2.1. Introduction. 

Le r~daeteur insiste pour que le lecteur slabstienne de llre 

ce § . On y donne le formalisme du th4or~me trivial de duallt~ et on y 

r~soud Is perplexit~ soulev~e par Artin dans XII 4 . 

Pour les notions de categories sur une autre, de eat~gorle 

flbr~e, de cat~gorie eofibr~e et de clivage, on renvoie ~ SC~ i VI . 

On 4tablit entre autres dang cet expos4 une Equivalence entre les notions 

de categories fibr4es cllv~es normalis~es sur une eat4gorle C , et de 

pseudo-foncteur de C °dans (Cat). 

D4finition 2.1.1. S~i X est un site annel4, on d~si~ne par D(X) la cat4gorie 

d4riv~e de is eat~orle ab41ienne des faiseeaux de modules ~ ~auche sur X . 

Quand il y a lieu dt4viter une confusion, on ~crit plutOt 

D(X,~),~ d~signant le faisceau d'anneaux. 

282 



- 32 - XVII 

Sif : X .... > Y est un morphisme de sites annel~s, f d~finit 

des foncteurs d~riv~s 

(I) Rf~ : D+(X) ~ D+(Y) 

et 

(2) Lf ~ : D-(Y) ~ D-(X) , 

et, par passage aux cat~gorie oppos~es, des foncteurs 

(I °) Rf. : D+(X) ° > D+(Y) ° 

(2 ° ) Lf~ : D'(y) ° ~ D'(X) ° , 

"fonctoriels" en f. Plus pr~cls~ment, (i °) et (2 e) d~finissent deux 

pseudo-foncteurs de la cat~gorie des sites dans celle des categories 

triangul~es~ itun covariant et IVautre contravarlant. On trouve ainsi 

deux categories sur celle des sites, l~une cofibrge~ de fibres les 

D+(X) °, et de foncteurs image direete les Rf~ , itautre fibr~e, de 

fibres les D'(X) °, et de foncteurs image r~ciproque les ~f~ . Si le 

foncteur f~ est de dimension homologique finie (i.e. de "Tot-dimension 

finie") on peut dans (2) remplacer l'exposant par un exposant + . On 

obtient done deux categories sur la cat~gorie/~td f das sites annelfis 

et des morphismes de site annel~s de Tor-dlmension finle, categories 

+ o 
dont les fibres sont les categories D (X). Le "th~or~me trivial de 

dualitY" de VERDIER ([CD] p. 48) exprime que ees deux categories sont 

canoniquement isomorphes ; elles sont donc fibrges et cofibr~es ; les 

foncteurs~mage directe" sont les foncteurs Rf~(sic)~ et les foncteurs 

"image r~ciproque" sont les foncteurs Lf~(sic). 

2.1.2. Le langage des categories fibr~es permet de rSsoudre ais~ment la 

perplexit~ soulev~e par ARTIN en XII 4 : il suffit dlappliquer la proposition 

suivante ~ la cat~gorie fibr~e et cofibr~e sur eelle des 
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sites de fibres leSoppo~esdes categories de faisceaux sur les sites 

correspondants(cf. 0.2 ). 

Soit g une cat~gorie sur ~, f: y ~> x une fl~che de ~O , 

et F 60b(gx). Rappelons qu'un couple (G,~) (G E Ob gy, ~ 6 Homf(G,F)) 

est une imase r~ciproque au sens strict de F par f si, quels que soient 

g: Z ) yet H E Ob gZ' on a 

HOmg(H,G) ~ > Homfg(H,F) 

De mSme pour les images direetes. Si g est fibr~e ou cofibr~e sur ~ , 

cette notion se r~duit ~ celle dtimage r~eiproque. 

Proposition 2.1.3. 

et un dia~ramme cormmutatif dans ~O : 

yl gl > Y 

(2.1.3.1) f! I I f 

X I ~ x 

cat6~oriew sur ~, y E Ob ~, F 60b g Soient c 
Y 

On suppose que les images directes et r6ciproques f~F, g~f~F, g'4~F e t 

f$ g'~F existent au sens strict. II existe alors une et une seule fl~che 

6 F6 gx' ' dlte fl~ehe de cha=gement de base, rendant com~nutatif le 

di agramme 

(2.1.3.2) 

gt~F > F 

f~g ' ~F f~F \ /  
g'~f~F 
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Si de plus les images direct~g~g'~F et o'~'o'~= existent au sens 

strict, alors la fl~che ~ coincide avec eelle d~finie en Xll 4 . Si 

f'~f~g'~F e_~t f'~f~F existent au sens strict, elle coTnclde encore avec 

l aa 2t fl~che d~finie en XII 4 . 

E n partlculier les de~ fl~ches de chan~ement de base XII 4 

cpYncident. 

Par hypoth~se, les fl~ches du diagramme (2.1.3.2) indulsent 

des bijectlons 

Ho%(F,F) = Ho%,(g'~F,F)= HOmfg,(g'~F,f~F) et 

= = (~'~F,f~F) Ho~,(f~g'~F,g~f~F) Homf,(g'~F,g~f~F) Homgf, ~ 

Puisque fg' = gf', HOmfg,(g'WF, f~F) est identique ~ HOmgf,(g'~,f@F) 

et les fl~ches du diagramme (2.1.2.2) induisent des bijections 

Ho%(F,F) = HOmfg,(g'@F,f~F) = Ho~,(f~'@F,g~f~F), 

et l'image de i F est la seule flbehe de ~, rendant (2.1.3.2) con~mutatif. 

Par d~finltion, darts XII 4, la fl~ehe de changement de base 

~talt celle rendant co~utatif le diagramme suivant 

f~g~F ~ ...... g1~F gS~F . > F F 

g~f~F ~ fI~g~f~F~glf~f~F--> f~f~F > f~F 

Les fl~ches horizontales et u I sont les fl~ches canoniques ; u 2 est donc 

la fl~che d'adjonction~ u 3 = glw(u2) , u 4 se d4duit de l~isomorphisme entre 

f'~gW et g'~f~ et la fl~che ~ se d~duit de u 4 par adjonction. 
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L'appllcation compos4e de source g'~F et de but f~F est celle 

qui appar~it dans (2,1.3.2) et il en est donc de m~me dans le diagramme 

¢ormmutatlf suivant, dont le carr4 de gauche est extrait de (2.1.2.3) 

u 4 g' ~F > f' ~g~f~F ) f~F 

f~gI~F ~ > g~f~F ~ f~F 

Cela signifie que ~ v~rifie la propri~t~ caract~ristique de ~ . 

La d~finition de ~ est autoduale, ce qui dispense de d4montrer 

la seconde partie de 2.1.3. 

2.2. Cat48ories fibr4es en cat~$ories triangul4es. 

D4finition 2.2.1. On appelle "cat~orie additive sur une catdsorie ~" 

une cat~8orieO~ sur ~ dont les ensembles de fl~ches Homf(X,Y) (pour 

f E F6(~), X (resp.Y) au-dessus de la source (resp. du but) de f) ont 

dt~ munis de lois de ~roupes ab~liens, de sorte que : 

(i) quels que soient x f > y ~ > z dans ~ e__tt x, Y, z dans ~ au-dessus 

de s, y e_~t z respectivement, la loi de composition : 

Ho%(Y,Z) × Homf(X,Y) o > Homgf(X,Z) est bladditive. 

(ii) L es categories fibres sont additives. 

On ntaura pas ~ utiliser ici que ces lois de groupe ab41ien~ 

quand elles veulent bien exister, sont uniquement d4termin~es par ~ , 

~0 et p . Un ~-foncteur F :~i "--">~2 entre categories additives sur 

~est dit additif stil indult des homomorphismes 

F : H°m~l,fV~ (X,Y) > H°mr~2,fv, (X,Y) . 
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D~finition 2.2.2. On appelle "cat~8orie ab41ienne sur une cat~orie~ " 

une ca t~orle ~ additive sur ~ , dont les fibres sont ab~liennes , e_~t 

telle que pour route fl~che f: x ) y de ~ le bifoncteur 

0 X ~ ----~ (Ab) Homf(X,Y) :~x y 

soit e xagt ~ gauche en X e~t Y . 

On n'aura pas ~ utiliser icl que siA est une cat~gorle flbr4e 

et eoflbr~e sur ~ (SGA I VI 6) elle est ab~llenne sur ~ d~s que ses 

fibres sont des cat4gorles ab~llennes. 

D~finitlon 2.2.3. On appelle "cat~gorle triangul~e sur une c at#~orle ~" 

une e.t~%orieJ~ .ddltlve sur 6~ , mu~le a'u. foncteur T : A  >A 

et dont les flbres~ x Dour x 60b~ son t munles d'gnsembles ~x d~e 

trian~16s, ce de sorte que j 

(i) Test un ~-automor~hisme addltif de 

(il) 7=kaqu~ =a~o/ie fibr~ ~x' munie du foncteur T x indui_____~t 

~ar T et de llensembl~ Ax, est une ca t~orle trian~u!~e (CD I.I) 

(ill) si les triangles (X,Y,Z,u,v,w) e~t (X',Y',Z',u',v',w') 

appartiennent ~ ~x at ~x' respectivement, tout dla~ramme 

Z 

/ 
X . . . .  ~ X' / 

f 

o~ u'f = gu p eut se prolonger en un morphlsme de triangles 

(f,g,h) : (X,Y,Z) > (X',Y',Z'). 

Z ! 
W! / ~ V! 

. ), y t  
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T sera appel~ le foncteur de translatlon~ on ~crlra souvent 

A[I] plutOt que T(A), A[n] d4slgnant alors Tn(A) (n £ ~). 

Lea triangles appartenant aux ensembles ~x seront dits distin-- 

8u~s ou exacts. 

Proposition 2.2.4. Solent ~ une cat~$grie triansul4e aur ~O , x u n 

ob~et de ~ , (X,Y,Z,u,v,w) un triangle dis tinsu4 de~ x Quels que 

" la suite infinle suivdnte est solent f: y > x et l'ob~et A 60b ~y , .......................... 

exacte 

... -~ Homf(A,X) --> Homf(A,Y) --> Homf(A,Z) --~ Homf(A,X[l]) --> Homf(A,Y[I])~.. 

Enone~ analogue pour f : x > yet A 6 Obey i 

On laisse au lecteur le soin de d~montrer cette proposition 

en paraphrasant VERDIER [CD] p. 4 . On lui laisse aussi le soin de donner 

un sens ~ la proposition suivante et de la v~rifier : 

Proposition 2.2.5. Soi___~t ~ une cat4~orie additive (reap. ab41ienne, 

resp. triangul~e) sur 6°o . Pour tout foneteur ~i ---->~de but ~b , 

la cat~gorie ~' =~× ~' est additive (resp. ab~lienne, resp. trian- 

gul~9) su__ir ~ . 

Exemple 2.2.6. La cat~gorie des faisceaux de modules sur des sites 

annel~s variables eat ab~lienne sur la cat~gorie des sites annel~s. 

Exemple 2.2.7. Soit ~ une cat~gorie additive sur ~D. L a ca t~$orie 

C(~/@) des complexes de o~ su___[r ~ a pour objets les complexes des 

categories fibres. Une fl~ehe f de (Xn,d) dans (yn,d) eat un syst~me 
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de fl~ches fn : X n > yn tel que fd n = fn+l d. On pose p(f) = p(fn) 

(cette fl~che ne d4pend pas de n car les p(d) sont des identit4s). 

C(~/~) est une cat~gorle additive sur ~ . On d~flnit un foneteur 

"de translation" en posant 

(KIll) n = K n+l ~ (d[l]) n = -dn+ I • 

Exen~le 2.2.8. Soit ~ une cat4gorie additive sur ~0 . L a cat~orie 

K(~/~) des complexes d~eO~ sur 6~ ~ homotopie pros ~ les n~mes objets 

que C(~/<~). On l'obtient en d~cr~tant nulles, dans C(~/~), les 

fl~ches homotopes ~ z4ro ; en dWautres termes~ pour f : x ----> y dans ~ , 

X" 60b C(~/~) et Y" E Ob C(~/~) , on pose 
x y 

Homf(X',Y') = H ° Hom~(X',Y') 

Le foncteur de translation passe au quotient. 

Si F :~' > 6b est un foncteur de but ~ , et si~' =~X~', 

on laisse au lecteur le soin d'identifler C(0~'/~') a C(u~/~) X ~' 

et K(~'/~') g K(~/6~) X ~' . En particulier, les fibres de la 

cat4gorie K(~/~) sont les cat4gories K(~ x) et, en rant que telles, 

sont triangul~es. 

Proposition 2.2.9. (i) Pour les structures ' additionnelles d~finies en 

2.2.8, la cat68orie K(~/6~) est triangul~e sur ~ . 

(ii) La formation de la ca t6~orie additive (resp. triangul6e) C(O%/~) 

(resp. K(~/~)) est compatible ~ tout changement de cat~gorie base 

~, --~. 
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Les conditions (i) et (ii) de la d4finition 2.2.3 se v4rifient 

fibre par fibre. (iii) se v~rifie en paraphrasant VERDIER [CD] p.4 . 

~ 2.2.10. Ce qui precede s'appllque aussi aux cat4gorie 

K+(~/~), K'(O~/~) et Kb(~/~) obtenues en se limitant respectivement 

aux complexes born~s inf~rieurement, sup~rieurement, ou bombs. 

2.2.11. Prenant pour ~ la cat~gorie finale, on retrouve lea 

categories usuelles de complexes . 

2.2.12. Soit Fun pseudo-foneteur d'une categoric ~o dana (Cat). 

On salt (SGA i VI) que F d~finit une cat4gorie fibr~e sur ~ , de fibres 

les categories F(x). Quels que soient f: x > y dans ~ et X E Ob F(n), 

Y E Ob F(y), on a par d~finition 

(2.2,12.1) Homf(X,Y) = HomF(x)(X,F(f)(Y)) 

On salt (ibidem) que la construction pr~e~dente d~finit une ~quivalence 

entre la 2-¢at4gorie des pseudo-foneteurs de ~0 °dans (Cat) et la 

2-categoric des categories fibr~es sur ~ . 

Partons d'un pseudo-foncteur de ~o dans la 2-cat4gorie ayant 

pour objets lea cat4gories additives (reap. ab41iennes, reap. triangul~es) 

et pour l-fl~chesles foncteurs additifs (resp. exacts ~ gauche, reap. 

triangul~s). On v~rifie aussitBt que la categoric d4finie par(2.1,12.1) 

eat additive (resp. ab41ienne, resp. triangul4e). R~eiproquement : 
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Proposition 2.2.13. La construction pr4e4dente 4tabllt une ~quivalence 

entre 

(a) L__~a 2-cat~orie des pseudo-foncteurs de ~ o dans la 2-cat~orie 

a~ant pour ob~ets lea eat~orles additives (reap. ab~llennes, resp. 

triangul4es), et pour l-fl~ehesles foncteurs additifs (resp. exacts 

gauche, resp. trian~ul~s). 

(b) L a 2-cat4~orle des cat~orles additives (reap. ab~liennes, resp. 

trian~ul~es) sur ~5 , qui sont fibr~es sur ~ . 

La th6orle d~velopp~e en SGA 1VI permet de ne v4rifier que le 

point suivant : 

2.2.13.1. Soient ~ une cat4gorie additive (resp. ab~lienne, resp. 

triangul~e) sur ~D , f : x > y une fl~che de ~ et supposons qu'un 

foncteur image r~eiproque f~ : ~ ~ ~ existe ; f~ est alors additif 
y n 

(resp. exact ~ gauche, resp. trlangul4). 

Le foncteur fw donne lleu ~ des isomorphismes 

Homf(X,Y) ~ Homx(X, fe(Y)) 

Ii faut prouver dans le cas triangul4e, que fe est triangul4 pour l'iso- 

morphisme Tf e = fw T (T foneteur de translation) qui rend eormmutatif les 

dlagr amines suivants 

Homf (X,Y) Homx (X , fWY) 

(2.2.13.2) [I / H°mx (TX' TfWY) 

Homf(TX,TY) ~ H o m  (TX,fa~[Y) 
X 
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Cas additif : Solt un diagramme 

(2.2.13. ~) 

f~x , P  . . . . . .  ~,, x 

p' 
f~X i ) X' 

On a p'f*(u+v) = (u+v) p = up+vp = p'f*(u)+p'f*(v) = p'(f*(u) + f*(v)) 

et done f*(u+v) = f*(u) + f*(v). 

Cas ab~lien : par d~finition (2.2), le foncteur Hom(X,f~Y) = Homf(X,Y) 

est exact ~ gauche en Y, quel que solt X, done f~ est exact ~ gauche. 

Cas triangul~ : soit (Y',Y,Y") un triangle distingu~ dans ~y et soit 

(f~Y', f~f). En vertu de 2.2.3 , le morphisme canonique entre les bases 

de ces triangles peut se prolonger en un morphisme de triangles, dormant 

lieu au diagramme suivant 

X" ---> f~f" ......... > Y" 

/> t > f~Y ) Y 

/ 
f~y, ....... ~ f~y' ~ y' 

Prouvons que s est un isomorphisme~ ee qui ach~vera la d~mons- 

tration. Quel que soit X dans Ob 0~_, on dispose du diagramme eommutatif : 
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Homf(X,Y) > Homf(X,Y) -------> Homf(X,Y") -> Homf(X,Y'[l]) -'- Homf(X,Y[l]) 

Les premieres et derni~res lignes sont exactes en vertu de 2.2.4. 

En vertu du lemme des einq, l'application induite par s de Hom(X,X") dans 

Hom(X,f*Y") est toujours bijective et s est done un Isomorphisme. 

On a ~videmment des r~sultats duaux pour les categories cofibr~es. 

2.3. Formule trivlale de dualitY. 

Soit ~ une cat~gorie sur une cat~gorie base ~ , et soit S 

un ensemble de fl~ches de ~ , chacune se projetant sur une identit6 de ~. 

La cat~gorie ~(S -I) d~duite de ~ par ealcul de fractions est une cat~- 

gorie sur ~ (vue la propri~t~ universelle). 

Soit ~' >~Oun foncteur ; on d~signe par ~' le produit 

fibr~ o~ X ~' et par S' l'image r~ciproque de S dans ~'. Le foncteur 
65 

compos~ u4o ' > c~ ~ c~(S -I) rend inversible les fl~ches de S', donc 

se factorise par ~'(S~-I). On trouve ainsi un ~'-foncteur canonique 

(2.3.1) j~'(s -i ) > ~'x Jt(s "I ) 

Lenmae 2.3.2. S i ~' est une sous-cat~gorie de ~, et s£ chaque fois 

~u'une fl~che compos~e h = f=g de ~ appartient ~ ~ ', f e t g appartiennent 

~-~', alors le foncteur (2.3.1) est u n isomorphism e. 
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Notons que (2.3.1) induit toujours une bljection sur les objets, 

et que, dans le cas pr4sent, ~' X~(S "I) est une sous-cat~gorie de ~(S'I). 

Rappelons la construction "explicite" de u~(S -I) [i, Chap. I]. 

Etant donn~ deux objets X et Y de ~, on consid~re les "compos4s formels" 

fl .... fn o~ chaque fi est soit une fl~che de o~ , soit l'inverse d'une 

fl~che de S. L'ensemble Hom~(s-I)(X,Y) sera le quotient de itensemble 

de ces "compos~s formels" par la relation d'~quivalence engendr4e par 

les relations 

fl "'" uv ... fn ~ fl "'" (uQv) ... fn pour u,v dans F~(~) 

fl "'" ss-i fn ~ fl "" fn .. . pour s 6 S 

-i • . pour s 6 S fl "'" s s . fn ~ fl "" fn 

Si on applique ces constructions ~ ~ et ~ la sous-cat~gorie ~%', 

on v~rifie que o~'(S -I) eat identique ~ la sous-cat4gorie de o~(S -I) 

image r~ciproque de ~t du fair que si un "compos~ formel" fl...fn a 

pour compos4 dans ~ une fl~che de ~', l'Image de ehaque f. sera aussi 
1 

une fl~ehe de ~'. 

Supposons maintenant que ~ solt une cat~gorie triangul4e sur 

, et que lea ensembles Sx = S n F6(~ x) pour x 60b(~'~) soient des 

syst~mes multiplicatifs satur~s (CD Ch.l §2. I). 

D4finition 2.3.3. Sous les hypotheses precedences la cat~orie ~/~ sera 

dire presque d4rivable (resp. d~rivable, resp. cod4rivable) relatlvement 

S s i, quel que soit ! e foncteu ~ F : ~' >~, le foneteur (2.3.1) es_.~t 

un isomorphisme (resp. et si~(S "I) est fibr~e, resp. cofihr4e sur ~). 
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On d4signera par I la cat~gorie du dlagramme suivant 

F 
( 2 . 3 . 4 )  I : X > X, 

o I 

D'apr~s 2.2.13, il revient au m~me de se donner une cat~gorie 

triangul4e ~/~ sur I, fibr~e (resp. cofibr~e) sur ~ , ou de se donner ses 

fibres u~ etc/~ Iet le foncteur triangul4 image r~ciproque F* :J~l --->~ o o 

(resp. et le foncteur triangul~ image dlrecte F. :d~ ° ---> C~l). Si 

A O ~ Ob~ ° et A 1 60b~l, on a (2.2.12.1) 

HomF(Ao,A I) = Hom(Ao,F~A I) 

(resp. HomF(Ao,A I) = Hom(F.Ao,AI)) . 

Proposition 2.3.5. Sol ~ ~ une cat4~orie trlansul~e sur Iet S comme 

en ( 2 . 3 , 3 ) .  

(i) 0~ est pres ue d~rlvable relativement ~ S, e__!t ~(S -I) est trian~ul~e 

sur I. 

(ii) S~i4~ est fibr~e (resp. cofibr~e), le foncteur F* (resp.F.) es___~t 

et S I (I 2 I) d~rivable ~ drolte (resp. ~ ~auehe) relativement ~ S o __ . . 

sl et seulement si~ est d4rlvable (resp. cod4rivable) sur I. 

En vertu de 2.3.2, les cat4gories fibres de ~ (S -I) sont les 

cat4gories ~o(S~ I) et ~l(S~l),o~ S i = S n F6(d~ i) (i = 0, i). 
+ 

Avee les notations du § I n=2, les foncteurs A ---> A~ et A I 9 A I 
O 

identifient J~o(S~ I) et ~I(S[I) ~ des categories de pro etlnd-objets 

de ~ Oet o~ I . Cela permet de d~finlr une eat~gorie sur I, de fibres 

O~o(S~I) et c~I(S "I), en posant, pour Ao 6 ~o et A I E J~l : 
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- + Hom(A~,A{) , HomF(Ao,A I) = HomF(Ao,AI) = lim llm 
A Ap ATriA: 

o~ set t parcourent lea ~14ments de So et S I de but (de source) Ao(AI). 

La cat~gorie v~s~envoie dans cette cat4gorie, et on v~rifie aussit6t 

qu'elle v4rifie la propri~t~ universelle de ~(S-I), sur Iet apr~s tout 

changement de base. 

Pour v~rifier (i), il suffit de prouver que cette cat4gorie, 

soit ~(S'I), est triangul4e, et il suffit de v4rifier la condition 

2.2.3 (iii). Soient donc (Xo,Yo,Z o) et (XI,YI,ZI) des triangles dlstln- 

gu~s de ~o et ~i, donnant lieu aux triangles distingu~s (Xo,Y~,Z~) et 

+ + + 0%o(s~l) ~t (XI,YI,Z I) de V~l(S:l). 

(2.3.5.1) 

+ 
- u ............... > XI X o 

i l 
v + 

"fo ' "  ) YI 

En vertu du ler~ae 1.2.2.1, les triangles (X:,Yo,Z O) et 

+ + + 
(XI,YI,ZI) sont limltes de triangles dlstingu4s ; il existe donc des 

morphismes de triangles distingu4s 

(Xo Yo Zo) 
(2.3.5.2) 

(X~, Y~, Z~) ÷ 
> (X:, YI' 
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et un diagramme 

u ! 

i o i 
v I 

yto " > Y~ 

compatibles avec (2.3.5.1). La eat4gorie ~ ~tant triangul~e sur I, ce 

diagramme peut se prolonger en un morphisme de triangles 

(X~, Yo' 

Composant ce dernier avec los morphismes (2.3.5.2), on voit que le 

diagran~ne (2.3.5.1) peut se prolonger en un morphlsme de triangles, 

ce qul ~tablit 2.2.3 (ill). 

V~rifions (ii), supposant par exemple ~flbr~e sur I. Si 

A 1 60b (~I(S~I)), une image r~ciproque de A 1 dams ~(S "I) est un 

objet B deff~o(S~l) tel que) dams uuu~(s[l)' on ait 

Homc~o(Sot)(Ao,B) = HOmF(Ao, A 1) = Hom(Ao, F'~(At)) = Hom.~o(Sol)(Ao,F'~(A1)). 

II existe un tel objet B si et seulement sile Ind-objet F~(A I) de ~o(S "I) 

est essentiellement constant (i.e. representable), et B repr4sente alors 

cet ind-objet)qui n~est autre que RF(A I) (1.2.1), d'o~ iIassertion. 

Corollaire 2.3.6. Avec les notations de 2.3.3 , s!i~ e st presqu 9 d4ri- 

vable sur ~ , alors~(S -I) est une ca~orie trian8ul4e sur ~ . 

Tout d'abord, la cat~gorie fibre ~(S "I) pout ~tre identifi4e 
x 

~ ~x(Sx I) : on applique l'hypoth~se au changement de base Ix] > 
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Cette cat~gorie est triangul4e, munie dtun ensemble ~x de triangles, 

ce qui donne un sens A l'~nonc4 precedent. Pour v~rifier la condition 

2.2.3 (iii), il suffit de le faire apr~s tout changement de base I > ~, 

et ISassertion r~sulte de 2.3.5 (i). 

Ii r4sulte aussltOt de la d~monstration de 2.3.5 (ii) que : 

Th~or~me 2.3.7. (formule triviale de dualitY). 

Soit ~ une categoric triangul~e fibr4e et cofibr4e sur I, 

et d~sisnons par F~ e__t F ~ les foncteurs imase directe et image r~ciproque. 

Soit S = S U S I un syst~me multiplicatif comme en 2.3.3. On suppose que 

LFw est d~finl en A ° E Ob ~ (Sol) et .~ue Rf ~ est d4fini en A I E Ob ~I(SII). 

On a alors 

H°mj%o(S~l ) (Ao,RFWA I) = Hom~(S_l) (Ao,A I) = Hom~I(S[I)(LF ~ Ao,A I) . 

La position des symboles R, L, ~ et ~ dans 2.3.7 n'est aberrante 

qu'en apparence ; en effet, dans la cat4gorie fibr~e et oofibr~e 0.2 

des faisceaux sur des sites variables, los categories fibres sont los 

categories oppos4es des categories usuelles de faisceaux. 

2.4. Cat4~ories fibr~es en cat48ori#s d~riv4es. 

2.4.0. On d~slgne dans ee n ° par v~ une cat~gorie triangul4e cofibr4e 

sur ~ et par Sun syst~me multiplicatif de morphismes de o~ , tous au-dessus 

d'une identitY, et tels que S = S N F6(u~ ) soit un syst~me multiplicatif 
X X 

satur4 de ~ [CD 1.2.1] pour tout x E Ob(~-~). 
X 
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On recherche un crit~re pour que ~ soft cod~rivable relative- 

ment ~ S (2.3.3), ce qui implique que ~(S -I) soit triangul~e sur 0~ 

lorsquton la munit de lWensemble des triangles isomorphes ~ l'image 

d'un triangle distingu~ de ~(2.3.5). 

Proposition 2.4.1. Soient ~, ~D e_tt S con~me ci-dessus. Pour ~ue J~ soit 

cod~rivable relativement ~ S, il surf it que la condition suivante soit 

v~rifi~e : 

(*) ~ X 60D~V A 60b(~x), ~ s : A' -~ A Hans S Vg, f : x f----> y ~ Z, 

f,A' @st d~ploy~ ~ sauche pour le foncteur g, . 

D~signons par ~ 1 la sous-cst~gorie pleine de~ form~e des 

objets dont toutes les images directes sont d~ploy~s relativement ~ tous 

les foncteurs image directes . Alors 1.2.2 montre que ~i est une sous- 

cat~gorie triangul~e de ~ , ~videmment cofibr~e. On pose S I = S N F6(~I). 

Le~ 2.4.1.1. Supposons que S soi t stable par imases directes. Alors, 

~/~ est cod~rivable et ~(S -I) peut se calculer par un calcul de 

fractions ~ droite. 

V~rifions la condition c) de [i, I 2.2], si possible moins 

triviale que les autres. On se donne f et s (sES) et on dolt trouver 

(2.4.1.2) 

A l -~ B' 

T + I 
s t i 

t 
+ 

A .... ~ B 
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un dfagramme commutatif (2.4.1.2) avec tES . Soft F l'image de f dans ~6 . 

Par hypoth~se F.(s) est encore dans S, de sorte que, d'apr~s VERDIER, 

il existe un diagramme commutatif 

F.(A') ~ B' 

F A) > B 
f 

done aussf un dfagramme (2.4.1.2). 

Du fair que ~(S -I) se calcule par calcul de fractfons 

droite 3 fl est trfvfal que sa formation eon~uute au changement de base 

c : ~' .>~. 

Ce lemme s'applfque en particulier h ~i et S I ; le lemme 

suivant implfque done 2.4.1 : 

Lemme 2.4.1.3. $ur Get apr~s tout chan~ement de base c : ~' ...... > 6, 

canonf~ue ~ :~I(S I'I) >~(S -I) est une ~quivalence de le foncteur 

cat~gorfe. 

Coustruisons un foncteur quasl-lnverse au foncteur ~ . Quel 

que soft A E Ob J~ , choisfssons s A E S de but Aet de source A I E Ob ~i 

avec s A = Id A pour AE Ob ~ I . Soft f une fl~ehe de ~, de but A, de 

source Bet d'image F dans ~-~ . Pulsque s B E Set que F.AIEob~ I, on peut 

trouver B I, vet s E S I rendant commutatff le diagramme suivant 

(2.4.1.4) 

f 

I sAA .... > IB SB "~ i I u 

AI a >F.AI < s ~, . 
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La fl~che fl = us-la de ~l(s1-1) ne d4pend alors que de f . 

Soient f et g deux fl~ches composables, d'images F et G dans ~. 

Pour prouver que (gof) I = glofl, contemplons le diagramme suivant, o~ 

figurent des diagrammes (2.4.1.4) pour f et g : 

f ~ ......... 
A >B ......... 

A I . . . . .  a ,,, ~ ,  F ......................... a ' . , ,  

b '  
B 

> C GF/I cl 
v 

> G~B I 

r w 

Puisque t 6 S, il existe C", r6S Iet w qui le rende commutatif, 

Par d~finition, glof I = v5 -I b u s-la et (gof) 1 = vw (G~(s)r)-la'a , 

et on conclut par la cormnutativit4 du diagramme. 

On a donc d4fini un foncteur de u~ dans~l(s I'I) ; il se factorise 

en , : ~ ( S  -1) > ~ I ( s I - 1 ) ,  l a  propr t~t~  u n i v e r s e l l e  de ~ S - 1 ) .  Le 

compos~ ~ ~ est isomorphe ~ l'identit~ car son compos~ avec le foncteur 

J : ~ >~(S "I) est isomorphe ~ J. On v~rifie de m~me que ~ ~ est 

isomorphe ~ l~identit4. 

Corollaire 2.4.2. Avec les notations de 2.4.1,~ est cod~rlvable relati- 

vement ~ S d~s que, pour tout ensemble fini B de fl~ches de ~0, la con- 

dition (w) est v4rifi4e lorsquton se llmite ~ ne consid~rer qua les ima._~ 

d irectes p@r les flgches de B. 
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Quelle que soit la catEgorie ~' d'ensemble de fl~ches fini, 

la prop. 2.4.1 sets applicable apr~s tout changement de categoric de base 

~b' "->~. On prendra pour ~' les categories des diagrammes suivants : 

(0)  (1)  (2)  (3)  . 

C o n s i d ~ r o n s  l e s  c a t e g o r i e s  ~x(S~ 1) (xEOb~). E t a n t  donn~ fEF~(~) e t  

AI~ A 2 dans ces categories au-dessus de la source et du but de f, on 

d~finit Homf(~,A 2) comme ~tant l'ensemble analogue d~fini apr~s le 

chang~lent de catEgorie base de type (I) d~fini par f. On d~flnit la 

composition des morphlsmes ~ iIaide de changements de categoric base 

de type (3). On construit ainsi une categoric ~(S'I) ~ sur ~D , dont 

la formation est compatible ~ tout changement de base ; on v~rifie qutelle 

est solution du probl~me universel qui d~finit ~(S "I) en utilisant les 

changements de base de type (0), (i) et (2). 

Le r&sultat suivant est le dual de 2.4.2. 

Proposition 2.4.3. Soi._~t ~ une cat~orie trian~ul~e fibr~e sur ~ e t S 

comme en 2.4.1. Pour que ~ soit d~rivable relativement h S, il suffit 

Rue pour tout ensemble fini B de fl~ches de ~ , on sit 

f 
x60b(~), V AEOb(~x) , ~ s : A > A' dans S, Yg,f : Z g--> Y --> X (~,) V 

d ans B, fWA' est d4ployE ~ droite pour le foncteur gW. 

302 



- 52 - XVll 

3• Recollement de ca t~8ories fibr~es o 9 cofibr~es. 

3.1. Introduction. 

Soit f : Y .... > X un morphisme s~par~ de type fini d'un schema 

Y dans un schema X, ou une application continue d~un espace localement 

compact dans un espace localement compact. On sait alors d~finir un fonc- 

teur "image directe ~ support propre", not~ f, , de la cat~gorie des 

faisceaux ab~liens sur Y dans l a cat~gorie des faisceaux ab~liens sur X 

(cf. 5.3 dans le cas des ech~mas, et VERDIER [3] pour le cas des espaces 

localement compacts s~par~s}. Lorsque Yet X sont des sch4mas de type fini 

sur C~ ces deux d4finitions sont compatibles en un sens ~vldent. Malheu- 

reusement dans le cas des sch~mas~contrairement ~ ce qui se passe dans le 

cas des espaces localement compacts, les foncteurs d~riv4s du foncteur ft 

sont pathologique ; on peut toutefois d~finir un foncteur "image directe 

support propre" raisonnable, directement de la cat4gorie D+(Y) dans 

D+(X). Pour le d~finir, on factorise le morphisme fen une immersion ou- 

verte et un morphisme propre : f = ~ j . Le foncteur Rf, cherch4 se d~finit 

alors comme compos~ du "prolongement par O" j, et du foncteur R~ , d~riv~ 

du foncteur image directe par ~ . 

Ces foncteurs Rf~ , "image directe ~ support propre" ne sont 

utilisables quQ si on v~rifie pour eux un "formalisme de variance" incluant~ 

pour un compos4 f=gh, une formule 

Rf, = Rg I Rh, 

qui stexprime le mieux en terme de categories cofibr~es. On dispose dlun 

tel formalisme s~par~ment pour les "prolongements par z~ro" et pour les 

303 



- 53 - XVII 

images directes par un morphisme propre, et le probl~me est de recoiler 

ces formalismes. Pour ~viter d'etre embouteillEs plus tard par des cal- 

culs idiots, on se propose dans ce § de dresser la liste des verifications 

EiEmentaires requises pour mener A bien un tel recollement. On le fera 

dans un cadre l~g~rement plus abstrait qu'il n'est indispensable, esp4rant 

que le r4sultat pourra resaervir. 

La construction esquiss4e plus haut du foncteur Rf, exige que 

le morphisme f puisse se factoriser en une immersion ouverte et un mor- 

phisme propre. Sur le module de HARTSHORNE [RD III 8 p.189], on introduit 

aun ° 2 la notion adequate de morphisme compactifiable. 

3.2. Morphism@~§compactifiable s . 

DEfinition 3.2.1. Un morphisme ' f d'un S-schEma X dans un S-schEma Y 

~uasi-compaet, quasi-s4par~, est dit S-compactifiable s'il existe un 

S-schema P propre sur Set une factorisation de fen un morphisme quasi ,- 

fini s4par4 j de X dans P × Y su,ivi de la prolection de P X Y dans Y 
S S 

PXY 

X P 

Lorsque S = Y, on parlers simplement de morphisme compactifiable. 
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Propositio n 3.2.2. (i) Un morphisme S-compaetifi@ble est s4par~ de type 

fini. 

(ii) S i Y esC quasi-compact, quasi-s~par4, un morphisme quasl-fini ' 

s4par~ de b%t Y est compactifiable. 

(iii) Le compos~ de deux morphismes S-compactifiables est encore 

S-eompactifiable. 

(iv) $oit un diasra~e de S-schemas quasi-compacts quasiTs~par4s 

XXyY I > X 

y, _ ~y 

Si f est S-compactifiable, alors f' est S-compactifiable. 

(v) Soit gun morphisme S-compactifiabl @ ; pour qu'un morphisme 

compos~ g=f s o it S-eompactifiable, il faut que h le soit. 

Les assertions (i) (ii) et (iv) sont triviales. Pour prouver 

(iii) et (v)~ consid4rons un comDos~ f = gh, g 4rant compactifiable, 

Supposons gh compactifiable, d'o~ un diagrarmne 

PXY v >P×Z 

h y 8 >Z 

Le compos~ vu est quasi-fini ; u est done quasi-flni et (v) est prouv~. 

Si h est eompaetifiable, on dispose dlun diagramme 
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Q×PxZ 

Q XsY" ...~'P XsZ 

e t  f = fh  se f a c t o r i s e  par  un morphisme q u e s i - f i n i  s~par~ dans (Q xsP)xsZ.  

Nagata  a f f i r m e  dans  [ 5 ]  que t o u t  morphisrae de type  f i n i  e n t r e  

schemas n o e t h ~ r i e n s  i n t ~ g r e s  s~ pa rgs  e s t  c o m p a c t i f i a b l e .  Le r g d a c t e u r  

~vouo ne pas a v o i r  compr i s  l a  d ~ m o n s t r a t i o n .  

F ixons  m a i n t e n a n t  un schema S e t  d~s ignons  par  (S) l a  s o u s -  

c a t 6 g o r i e  de l a  c a t 6 g o r i e  des S-schemas don t  i e s  o b j e t s  s o n t  l e s  S-sehgmas 

q u a s i - c o r a p a c ~ , q u a s i - s ~ p a r ~ s  e t  don t  l e s  f I ~ c h e s  s o n t  t e s  S-raorphtsraes 

S-comp ac ti fi abl es. 

Proposition 3.2.3. Dans la ca t~$orie (S): 

(i) Les immersions ouvertes (resp. les morphismes propres) d~finissent 

une sous-cat~gorie (S,i) (resp.(S,p)) de (S) a~,ant m~mes objets ~ue (S). 

(ii) Les produits fibres existent dans (S,p) e t s ont des produits fibres 

dans (S). 

(iii) Tout morRhisme f est le compos6 f = pj dJ_un morphisme propre pet 

dtune ir=mersion ouverte. 
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En vertu de 3.2.2 (iii) (iv) et (v), les produits fibr4s 

existent dans (S) et sont des produits fibr4s dans la cat4gorie de tous 

les schemas. Puisque le produit fibre X = X I ×yX 2 de deux sch4mas propres 

sur Y est encore propre sur Y, et qu)un sch4ma est propre sur X si et 

seulement sl il est propre sur X Iet X2, la condition (ii) est v4rifi4e. 

Si f est un morphisme de (S), il admet par hypoth~se, dans (S), 

une factorisatlon f = pj',oD pest propre et j quasi-fini s4parE. En 

vertu de EGA IV 18.12.13, j'admet une factorisation j' = qj,o~ q est fini 

et june immersion ouverte ; de plus, en vertu de 3.2.2 (ii), q et j sont 

dans (S). On a alors f = (pq)j) ce qui prouve (iii). L'assertion (i) 

r~sulte de 3.2.2 (iii). 

3.2.4. Dans la suite de ce §, on suppose donnEe une cat~gorie (S), munie 

de deux sous-eat~gories (S,i) et (S,p), telles que 

(i) OD(S) = Oh(S,i) = Ob(S,p); 

(ii) les produits fibres existent dans (S,p) et sont des produits fibres 

dans (S) ; 

(iii) V f E F~(S), ~ p E F~(S,p),~j E F~(S,i), f = pj. 

Les fl~ches de (S,i) (resp. de (S,p)) s'appelleront les immer- 

~ons ouvertes (resp. les morphismes propres). 

D~finition 3.2.5. (i) Une compactifieation d)un morphism e f dee (S) 

(resp. d'un couple (f,g), resp. d'uD triple (f,g,h) de morphismes compo- 

sables) e_stun diagramme commutatif (3.2.5.1) (resp. (3.2.5.2), resp. 

(3.2.5.3)) don t les fl~ches h orizontales son t d@s immersions ouvertes 

e t dont les fl~ches obliques sont ~ropres. 
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(ii) Un morphisme de com~actifications est un morphisme de diagrammes 

(3.2.5.1) (resp .... ) qui soit l'identit~ sur la l~re ligne verticale 

et propre en tousles sommets 

yC ~>¥ 

. ¢.___> .c > .C > . 

~.j J' 
z ~ i  c ~ ~ ." > • 

(3.2.5.1) (3.2.5.2) (3.2.5.3) 

Proposition 3.2.6. (i) Tout morphisme (resp. tout couple (f,g), resp. 

tout triple (f,g,h), de morphismes ¢omposables) admet une compactification. 

(ii) La ¢a t~orie des compactifications de f est filtrante ~ gauche. 

• . (i=1,2) sont des compactifications (iii) Si des dia~rammes (3.2 4.2) I 

d~e (f,g), il existe un e compact ification (3.2.4.2) 3 de (f,g) et dQB mor- 

phi smes de compactifications de (3.2.4.2) 3 dans les compactificat$ons 

(3.2.4.2) i . 

(i) Le cas d'un morphisme n'est autre que 3.2.4 (iii). Traitons 

le cas d'un triple ; avec les notations de (3.2.5.3), il suffit de construire 

successivement des compactifications de f, get h, de i Vet jh, et enfin 

de j'~ . 
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(ii) Soient (3.2.5.1) 1 et (3.2.5.1) 2 deux eompactifications de 

f . La projection p de ~I X~2 dans X est propre et Y s'y envoie par 
S 

(il,i2)~qui ( 3.2.4 (iii)) peut se compactifier en (il,i 2) = qJ . La 

compactification f = (p.q) j domine (3.2.4.1) 1 et (3.2.4.1) 2 . 

Sir et s sont deux morphismes de (3.2.4.1) 1 dens (3.2.4.1) 2, 

r 
le noyau K de la double fl~che ~I ~ >>% s'envoie par un morphisme 

S 

propre dens ~I et i I se factorise par K : soit i I = k i . Si i = pi 3 

est une compactification de i, l'existence de la eompac=Ification 

f = (31 k p)i 3 montre que l'axiome L 2 est satisfait. 

(iii) Appliquons it axiome L I des cat4gories filtrantes aux 

eompactifications de f et g d~duites des (3.2.4.2) i (i = 1,2). On trouve 

ainsi ~3 et ~3 dormant lieu ~ des diagrammes con~nutatifs (3.2.5.1) i (i=1,2) 

~.c )~. 

z 3 Y ~" " > ~ i  

'~ ( 3 . 2 . 5 . 1 ) .  
Y i 3 ~ Y3 i 

et il reste ~ trouver une compactification de i 3 ~3 par Z 3 , telle que 

~3 puisse sWenvoyer par un morphisme propre dans Zi)de faqon ~ donner 

lieu ~ un cube cormnutatif (i =1,2). Si le but d'un morphisme entre com- 

pactifications de i3g 3 a cette proprietY, la source Ira encore et en 

vertu de (ii), il suffira de sloccuper s4par~ment des cas i = Iet i = 2. 
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Soit Tle produit fibr~ de ~3 et ~'i sur ~.l : alors T figure dans un cube 

commutatif analogue ~ celui quWon eherche, sauf que la fl~che k de ~3 

dans T pourrait ne pas ~tre une immersion ouverte. Posant k = pj (p propre, 

j immersion ouverte) et rempla~ant T par la source ~3 de p, on trouve le 

cube ¢herch~. 

Remar~ue 3.2.7. La proposition 3.2.3 aurait encore ~t~ valable si, dans 

la d~finition 3.2.1 des morphismes compactifiables, on avait omis d'exiger 

que Y soit quasi-compact quasi-s~par~ et demand~ en compensation que j 

soit une immersion ouverte quasi-eompacte et non seulement un morphisme 

quasi-fini. 

3.3. Recollement. 

Rappelons que les hypotheses 

3.3.1. Supposons dorm, s : 

o3 

0) 

cofibr~e F , 
P 

et (Fp) X 

3.2.4 sont satisfaites. 

pour chaque X E Ob(S), une categoric F(X), 

une (S,i)-cat~gorie cofibr~e F. et une (S~p) cat~gorie 
I 

pour chaque X E Ob(S), des isomorphismes entre F(X), (Fi) X 

6) un scindage normalis~ de F. et un scindage normalis~ de F 
i p 

En vertu de (SGA IVI), il "revient au m~me" de se donner plut~t 6) et : 

(i) pour tout morphisme propre p : X ,~ ~ Y, un foncteur 

p~ : F(X) > F(Y), 

(ii) pour tout couple composable (p,q) de morphismes propres~ 
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un isomorphisme de foncteur e : p~q~ ~ (pq)w , 
P,q 

(i) et (ii)', donn~es analogues pour (S,i), 

ces donn~es v~rifiant les conditions suivantes : 

(a) sip est une identit~ alors pw , Cp,q et Cq,p sont des identit4s, 

(b) pour tout triple composable de morphismes propres, on a 

c • (p~ ~ Cq, r) = c o (c p,qr pq,r p,q 

(a)' et (b)', conditions analogues pour (S,p). 

Supposons donn__~ de plus, 

(iii) pour tout diagrarmne commutatif D 

X - Y 

Z > T  
J 

un i s o r a o r p h i s m e  de  f o n c t e u r  d(D)  : p.~j~ 

r~) 

j,j' E F6(S,i) ; p,p' 6 Fg(S,p), 

<----> j~p$ 

Proposition 3.3.2. Si des donn4es (i) (ii) (i') (ii') (iii) v4rifient 

les conditions (a) (b) (a') (b') ain§i que (c) e tt (c') ~nonc~es ci-dessous, 

alors, il existe une et "essentiellement" une seul~ categoric F cofibr~e 

9~ S, munie d'isomorphismes F Xs(S,i) = F i e_!t F Xs(S,p) = Fp , co mpa- 

tibles~ la don~-~e 3.3.1 y) et tels que les isomorphismes d(D) de (iii) 

s oient !es isomorphlsmes compos~s j~p~ = (jp')~ = (pj')~ = p~J~'~ • 

(c) Pour tout diagramme eon~nutatif du type suivant 
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X C i > C i' X 

i " 
i 2 1 3 

J Pl P2 P3 

YI C' J "~ Y2 (-' J' ~ Y3 

dont les fl~ches horfzontales sont des immersions ouvertes et dont les 

fl~ches verticales sont propres, le triangle suivant dmisomorphismes d 

de (iii) est commutatif : 

P3* i~ i. "' ) ~ J* PI* 

2 Z 
j$ p2 ~ i~ 

(c') Pour tout diagramme conTnutatif du type suivant 

X 1 

i I 

YI 

> X 2 ~- 

i 2 

> Y2 

])! 

i 3 

q' 
"- Y3 

dont les fl~ches horizontales sont propres et dont les fl~ahes verticales 

sont des immersions ouvertes, le triangle suivant dWisomorphismes d de (iii) 

est con~nutatif : 

\ / 
q~ i2. P~ 
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3.3.2.1. D~finition de f~. 

Soit fun morphisme de Y dans X. Chaque compaetification de f, 

de diagrmx~ne (3.2.5(i)), d~finit un foncteur compos~ ~ i~ de F(Y) dans 

F(X). Un morphisme de eompactifications d~finit un diagramme commutatif 

(3.3.2.2) 

i 1 
y C ' '  ' "~Y1 

t 
Y 6 ~ 2  

La donn4e (iii) nous fo~rnit done un isomorphisme 

L'axiome (e') garantit de plus que l'isomorphisme asso¢i~ ~ un compos~ 

de morphismes de compactifimation estle compos~ des isomorphismes 

assoei~a ~ chacun dteux. La cat~gorie des morphismes de compactification 

~tant filtrante (3.2.6 (il)), on obtient ainsi un syst~me transitif d'iso- 

morphismes entre les foncteurs associ~s aux diverses eompactification de f. 

Choisissant l'une d'elles, on d~finit le foncteur f~ . 

3.3.2.3. H pmomor~hismes de transitlvit~. 

Toute compactification d'un couple (f,g) de morphismes compo- 

sables (diagrarmne (3.2.5.2)) d~finit une compactification de f, une de g, 

une de f=g = (f g)(j'j), et un isomorphisme Cf,g : (fg)~ ~> f~ g~ , 

compos~ des isomorphismes 
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(fg)~-- (~g), (j'j)~ = fe (g~ j$)j~ = 7e (i~ g~) j~ = (~i~)(g~je)=f~ge 

(o~ l'isomorphisme m~dian provient de (iii)). 

Prouvons que cet isomorphlsme ne d~pend pas de la compactifi- 

cation choisie de (f,g). En vertu de 3.2.6 (iii), il suffira de com- 

parer les isomorph~smes Cf,g obtenus ~ partir de deux compactifications 

(3.2.4.2) i (i=1,2) telles qutexiste un morphisme de compactification de 

la premiere dans la seconde. Les fl~ches de ces morphismes seront d~si- 

gn~es par p. 

Consid~rons le diagramme suivant dtisomorphismes de foncteurs. 

Pour faciliter sa lecture, on a omis d'~crire les ~ 

f-2 2J J2 

f2g2J2PJl 

(3) 

f2g2 pj i j I flgl 31 j i 

fzPglJiJl 

(4) (5) 

f2i2g2J2 ......... f2i2g2PJl f2Pilgl j i 

\ / 
f2i21yglJ I 

flilglJl 
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a) L~isomorphisme compos~ de la l~re ligne est l~isomorphisme 

3.3.2.1 entre deux d~finitions de (fg)e . 

b) L'isomorphisme compos~ de la derni~re ligne est l'isomor- 

phismes 3.3.2.1 entre deux d~finitions de f~ g~ . 

c) Les isomorphismes verticaux extremes sont les isomorphismes 

Cf,g entre (fg)e et feg~ d~duits de l'une ou l'autre compactification. 

Le probl~me est done de prouver que le bord ext~rieur du diagramme est 

corm~utatif. Un diagramme commutatif de foncteurs reste cormnutatif quand 

on compose ehacun d'eux avec un m~me foncteur. Ceci rappell~,la cormnu- 

tatlvit~ de (i) r~sulte de (c) appliqu~ au diagramme 

Z ( Jl 31 "' 

L 
° !  

Z c J2 > 32 e" J2 > ~2 

La cormnutativit~ de (3) et (5) est triviale, celle de (2), qui eoncerne 

essentiellement des morphismes propres, l'est aussi. Reste g consid~rer 

l'hexagone (4). 

Consid~rons le cube commutatif suivant 

32 e 

gl  v 
y C 

J 
y C _  .......... > ~ 

i 1 1 

J2, >7 

. . . . . . . .  > y  

g 2  
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II y a six fa~ons de parcourir les ar~tes de ce cube ~I ~ Y2-- 

chacune "adjacente" ~ deux autres ; on dispose dlun isomorphisme entre 

les foncteurs compos~s associ~s ~ deux chemins adjacents (i.e. s~par~s 

par une seule face) et la commutativit~ de (4) r~sultera de la commu- 

tatlvit~ de l'hexagone ainsi obtenu. 

La morale de ee genre de diagramme est qumune ar~te repr~sente 

un foncteur, une face un isomorphisme entre foncteurs compos~s et un 

volume une condition de compatlbilit~ (entre les faces qui en sont le 

bord). On d~composera le cube en deux prismes ~ base triangulaire (par 

~i ~i Y ~2 ) pour se ramener aux hypotheses le "plan" (c,). 

De fa~on precise, on ¢ompl~te l'hexagone en le diagramme d'iso- 

morphismes suivant (pour faciliter sa lecture, les ~ ont ~t~ omis) : 

S 
~2 J2 p 

.! 

i2 ~2 p g2 p Jl 

\ 
i 2 (g2 p) 

/ 
i 2 Iy gl 

Pilg I 

/ 

\ 

Y 
P~I Jl 
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Les triangles sont trivialement commutatifs et les pentagones le sont 

en vertu de (c'). 

3.3.2.4. Condition de cocycles. 

V~rifions que les isomorphismes Cfjg construits en 3.3.2.3 

v~rifient une condition de cocycle pour un triple (f, g, h) de morphismes 

composables. Introduisons une compactification de (f, g, h), de diagramme 

(3.2.4.3) et consid~rons le diagrarm~e d'isomorphismes de foncteurs suivant : 

-- E 

figj he fg j' j~k 

f i g~k I k 

7~j' ~k' k 

La commutativit~ du carr4 est triviale, celle 

~g~k" k' k 

des triangles r4sulte de 

(c) et (c'). La conlnutativiK~ du bord ext4rieur ~tant ce qu'il fallait 

d4montrer, ceci ach&ve la d~monstration de 3.3.2 . 

3.3.3. Supposons donn~es sur (S,i) et (S,p) respectivement des categories 

fibr~es munies d'un scindage normalis~ F iet Fp , et supposons que F i 

et F ont m~me fibre F(X) en tout X E Ob S . 
P 

DWapr~s SGA i VI , il "revient au m~me" de se donner plut~t : 

(i bls) pour tout morphisme propre p : X > Y, un foncteur 

p* : F(Y) ~ F(X), 

(ii bis) pour tout couple composable (p,q) de morphismespropres, un iso- 

morphisme de foneteur c : q'p* <-----> (pq)* , 
P,q 

317 



- 67 - XVII 

(i' bis) et (ii' bis) donn~es analogues pour (S,i), 

ces donn4es vdrifiant les conditions (~ bis) (b bis)(a' bis) (b' bis) 

duales de 3.3.1 (a)(b)(a')(b'). 

Supposons donn4 de plus, 

(iii bis) pour tout diagramme commutatif D 

J' ~ Y X 

p' p j,j'CF~(S,i) ; p p' E FL(S,p) 

un isomorphisme de foncteurs d(D) : j'~p~ ~ > p'~j~ . 

On laisse au lecteur d'4noncer les conditions (c bis) et (c' bis) 

duales de 3.3.2 (c) et (c'). 

Des raisonnements parall~les ~ ceux qui pr4c~dent prouvent alors 

la proposition suivante. 

Proposition 3.3.4. Si des donn4es (i bis)(ii bis)(i' bis)(ii' bis)(ili his) 

v4rifient les conditions (a bis)(b bis)(a' bis)(b' bis)(c bis)(c' his), 

i l existe une et essentiellement une cat4$orie F cofibr4e~ sur Set munie 

d'isomorphlgme_§ F Xs(S,i) = F i , F X~S,p) = Fp , ces isomorphismes ~tant 

compatibl~avec les identfifications FiX = FpX (XEOb S) e t tels que I@S 

isomorphisme s d(D) d_~e (iii his) deviennent lesispmorphSsmes compos4~ 

p,~j~ = (jp,)~ = (pj,)4 = j,~p~ • 

on notera cependant que 3.3.4 n'est pas dual de 3.3.2 ~ car 

les hypotheses faites sur (S,i) et (S,p) ne sont pas autoduales. 
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4. R~solutions. Application ~ is fl~che de changement de base. 

4.1. R~soluti0ns plates. 

Rappelons que si f : (X,~) >(Y,~) est un morphisme de sites 

(ou de topos) annel~s, l'image r~ciproque par f d'un faisceau de ~ -modules 

gauche ~ eat le faisceau de ~ -modules ~ gauche ~ ® f4toN~. 
f~$ 

Prop.osition 4.1.1. Soient f: (X,~)~ (Y,~) un mprphisme de sites 

annel~s, K un faiseeau de~ -modules ~ droite, et 0 > L---> M > N ~> 0 

une suite exacte de faisceaux de ~ -modules ~auche. Si Met N sont 

plats~ alors 

(i) Lest plat, 

(ii) la suite suivante est exacte : 

0 ----> K ~ f~L ~- > K ®o~f ~ M ~ K ®~hf~N ..... > 0 

Factorisons fen lea fl~ches (X, ~ ) u ~ (X,f~@) ~ (Y,~). 

Le foneteur v ~ est exact, et transforme Modules plats en Modules plats 

(IV 15) de sorte qulil suffit de prouver 4.1.1 pour u . L'isomorphisme 

(4.1.1.1) K ®.(~ ® P) = K ® e 
d~ f~ f~ 

nous ram~ne alors au cas o~ f est l'identit~. 

Soit une suite exacte 0 .> R > P ----> K ~ 0 avec P plat 

(4.1.2). Les lignes et oolonnes du diagramme suivant sont exactes: 
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0 

I 
R ® L -------> P ® 

L 
0 : >R®M >P® 

i 
0 ...... >R®N ................. >P® 

0 0 

L ----------> K ® L ' >  0 

M >K~M ,~,0 

N ~K®N >0 

0 

on trouve 

Appliquons le diagrarmne du serpent au deux premieres colonnes : 

0 J >K®L ~K®M , 

ee qui prouve (ii)o Sans plus supposer P plat, on salt que dans le diagram- 

me precedent les trois colonnes et deux lignes sont des suites exactes 

courtes ; la premiere ligne est done exacte, i.e. Lest plat. 

4.1.2. Soit ~ une sous-cat~gorie de la cat~gorie des sites annel4s. 

Les faisceaux de modules sur les sites annel4s de~ forment une cat4gorie 

O~ , ab~lienne sur ~ (2.2.2), fibr~e et cofibr~e, dont les fibres sont 

les oppos4es des categories usuelles de faisceaux de modules sur un site. 

On d~signera par K(~) la cat4gorie K(~) (2.2.8) et par K+(4 )(resp. 

K-(~)) la sous-eat~gorie pleine de K(/~) s dont les cat4gories fibres sont 

les oppos4es des cat4gories K+(S) (resp, K-(S)) pour S E Ob ~. Les 

cat4gories K(~), K+(~o) et K-(/~) sont triangul4es sur /~ , fibr4es et 

eofibr~es. 
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Soit f : S ~ S' une fl~che de /~. Tout injeetif est aeyclique 

(1.2.3) pour le foncteur Rf~ , et tout faisceau de modules plats est 

aeyclique pour le foneteur Lf W (4.1.1 at 1.2.6)Id'o~ des foneteurs d4riv4s 

(1.2.7) 

(4.1.2.1) Rf~ : D+(S) ~ D+(S ') 

(4.1.2.2) Lf ~ : D-(S) ~ D'(S') 

Si Rfw (rasp. Lf W) est de dimension flnie, on peut dans 4.1.2.1 

(rasp. 4.1.2.2)) remplacer l'exposant + (rasp. -) par b, par - (rasp. +) 

ou le supprimer (1.2.10). 

On d~signe par D(~) (rasp. D+(~), rasp. D-(~)) la cat~gorie 

d4duite de K(/~) (rasp. K+(/~), rasp. K-(/~)) en inversant les quasi-iso- 

morphismes. 

Seholie 4.1.3. ("Th~or~me trivial de dualitY"). 

(a) On suppose qua tousles foncteurs Rfw (rasp. Lf ~) sont de dimension 

finie. Alors : 

(i) La formation de D(/~) commute ~ tout chan~ement de egt~orie 

base /~' >/~. La cat4~orie D(~) e st triangul4e sur /~ (2.2.3), e~t 

sas fibres s'identifient aux oppos~es des categories D(S) pour S £ Ob/~. 

(ii) La cat4g0rie D(/~) est cofibr~e (rasp. fibr~e) sur /~ . 

So!. ~ f : S ~ > S' ; si Lf ~ (rasp. Rf~) est de dimension finie, alors tout 

ob~et de D(S') (rasp. D(S)) a une image r4eiproque (rasp. direete) ~ f 

au sans de la eat4gorie D(/~) sur ~. Les fgnctaurs image r~eiproque et 

image direete s'identifient ~ Lf W at Rfw . 
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(iii) Tout objet de D-(S') (resp. D+(S)) a ~ne ima~e.r~ciproq~e 

(resp. directe) au sen__..._~s d_~e D(/$) et le foncteur ima$~ r~ciproque (resp. 

directe) s'identifie g Lf* (resp. Rf,). 

(b) (i) La formation de D-(/~) (resp. D+(/~)) eormmute ~ tout chan~ement 

de cat~$orie bas~ /~' ~/~ . La cat~0rie ' D-(~) (resp. D+(~) est trian- 

gul~e sur /~ , et ses fibres s'identifient aux @p~os~es des cat$~orie ~ 

D-(S) (resp. D+(S)). 

(ii) La ¢at~$orie D-(/~) (resp. D+(~)) est fibr~e (resp. cofibr~e) 

sur /~; les foncteurs"image rgciproque" (resp. "image directe") s'iden- 

fient aux foncteurs dgriv~s Lf* (resp. Rf,). 

(iii) S_~i f : S ~ S' est tel que Rf, (resp. Lf*) soit de dimen- 

sion f inie, tout ob'etl~.~_~ D-(S) (resp. D+(S')) ~ une image dlrecte au sens 

de D-(~) (resp. une im@$e ' r~ciproque ......... au sensde D+(/~)), et le foncteur 

"image directe" (resp. "image rficiproque") s'identifie ~ Rf, (resp. Lf*). 

II suffira de vgrifier que dans ehaque cas les hypoht~ses de 2.4.1 

ou 2.4.3 sont remplies, les autres assertions se d~duisant apr~s un chan- 

gement de base {S} ---> /~ , ou I ~/~, de 2.3.5 et 1.2.10. Dans le cas 

(b), les complexes de faisceaux plats (resp. flasques) satisfont aux hypo- 

theses de 2.4.1. Darts le cas (a), on utilisera 2.4.3 de fa~on ~ n'avoir 

consid~rer que des f tels que la dimension de Rf, (resp. Lf*) soit 

majorfie par N fixe. Prouvons qu'il existe "assez" de complexes K dont les 

composantes ont leurs images directes (resp. r~ciproques) routes aeycliques 

pour les foncteurs image directe (r~ciproque) consid~r~s. Soit K un 
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complexe et K ~ (resp. K~) une r~8olutien de Cartan-Eilenberg de K par 

des complexes ~ composantes flasques (resp. plates). Sin > N, on volt 

que f ~ K  ~) = ~ f~(K ~) (resp. f~T~_n(K ~) = ~$_nf~(K~)) off ~ d~signe 

un tronqu~ relativement ~ I~ seeonde diff~rentielle. Pour n > 2N, on en 

d~duit que %(I ~) (resp. ~Ln(K~)) v~rifie l'hypoth~se de 2.4.3, et tout 

complexe K est la source (resp. le but) d'un quasi-isomorphisme de but 

(resp. de source) un tel complexe. 

4.1.4. 

(4.1.4.1) 

Consid~rons un carr~ eommutatif de sites annel~s (4.1.4.1) (cf. 0.ii) 

X I gl > X 

S v g ~ S  

On peut consid4rer la sous-cat~gorie de la eat4gorie des sites r4duite 

ce diagrarm~e ; on utilise alors 2.1.2 pour d4finir un "morphisme de 

changement de base" de Lg ~ Rf~ dans Rf~ Lg '~ lorsque 4.1.3 est applicable : 

Proposition 4ol.5. La fl~che 2.1.2 de changement de base, de Lg ~ Rf~ d~ns 

Rf~ Lg '~, est d~finie dans chaeun ~e8 cas suivants : 

(i) On travaill@ dans les cat~ggries D +, e t Lg ~, Lg '~ sont de dimension 

finie. 

(ii) On travaill@ dans les categories D-, e t Rf~ , Rf$ sont de dimension 

finie. 

(iii) On travaille dans les categories d~riv~es enti~res, e t Rf~, Rf~, 

Lg ~, Lg '~ sont de dimension finie, ainsi que Lf ~ e t Lf '~ (o__u_u : sinsi que 

Rg~ e t Rg~). 
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On notera que la derni~re hypoth~se de (iii) semble canularesque. 

Le r~dacteur ne salt pas s'en d4barasser sauf lorsque les sites consid~r4s 

ont assez de points (4.2.12). Les propri4t4s fonctorielles de cette fl~che 

de changement de base s'obtiennent aussit~t ~ partir de la description 2.1.2. 

4.1.6. Soit (S,~) un site annel~, et consid@rons le foncteur "produit 

tensoriel" 

® : MOdd(S,~°) X Mod (S,d%) > Mod(S, C) 
g 

o~ C est le centre de 

La reeette de 1.1.6, pour l'application de laquelle on d4finira 

le complexe simple associ4 ~ un double complexe par une somme, permet 

d~4tendre ce foncteur en un foncteur encore not4 ® : 

® : K(S,~ °) X K(S,~) > K(S, C) 

Proposition 4.1.7. Aye9 les notations pr~c4dentes : 

(i) Le foncteur produit tensoriel e§t d~rivable ~ $auehe (1.2.1) ~ 

un foncteur "produit tensoriel total" 

L 
® : D-(S,~. °) × D-(S,~) > D-(S, C) ; 

(ii) un couple (K,L) de complexes born4s sup~rieurement est d#~io_o_o_~_44 

L 
pour ® d~s que K ou Lest ~ compqsantes plates. 

La d~monstration est standard. 
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L 
Notation 4.1.8. S~i K E D'(S,v~ °) e t L 6 D'(S,~), on d~si~ne par K ® L 

L 
le prgduit t ensoriel total de K e_~t L. Le faiseeau Hk(K ® L) = H-k(K ~ L) 

se d~si ne par TOrk(K,L) e t s[appelle le k i~me hvpertor local de K et L ~ • 

Soient K E D'(S,~ °) et L E D-(S,o~). Si Hi(K) = O pour i > k 

L 
et Hi(L) = O pour i > 6, on v4rifie que Hi(K ® L) = O pour i > k + 6 et 

L 
que Hk+~(K ~ L) = Hk(K) ® H6(L). Fixo~ K et regardons K ® L comme un 

foncteur en L. Si on applique la d~finition 1.2.9 de !Wamplitude coho- 

mologique cormne intervalle de ~ , la borne sup4rieure de eet intervalle 

est de nature triviale. C'est le plus grand entier i tel que Hi(K) # O. 

La borne inf4rleure est plus int~ressante : 

D4finition 4.1.9. On dit..qu'un complexe K E Ob Db(s,~ °) es__~t de Tor-dimension 

n si les conditions 4quivalentes suivante@ sont v~rifi4es : 

(i) Pour tout ~-module L, TOrk(K,L) = 0 pour k > n . 

(ii) .Pour tout complexe de ~-modules L tel que Hi(L) = 0 P~.ur i < ~, 

Hi(K ~ L) = 0 pour i < 6-n. 

(iii) II existe un quasi zis0morphisme de but K et de source u n complexe 

K' ~ composantes plates et nulles pour i < -n 

4.1.10. Voici quelques variations possibles: 

(i) Si K 60b Db(s,0fl= °) est de tor-dimension finie et si L E 0b D(S,J~), 

L 
alors le foneteur ® est d4fini (1.2.1) en (K,L). 

(ii) Si K E Ob K b(s,~ °) a des composantes de Tor-dimension finie, le 

foncteur LI .... > K ® L (L E K(S,o~)) est d~rivable ~ gauche. 

(iii) Si tout Module est de Tot-dimension finie, le foneteur ® se d~rive 

en un foncteur 

L 
: D(S,~o °) × D(S,d~) ----> D(S, ~) 
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4.2. R~splptiqns flasques de Godemen~. 

4.2.1. Soient Sun topos et X un ensemble. II revient au m~me de se donner 

une famille de point de S index4e par X ou de se donner un morphisme 

k : Top(X) ~ > S du topos d4fini par l'espace topologique discret X dans 

S. Pour que la dite famille soit conservative (IV 6.4.1)~ il faut et il 

suffit que pour tout faisceau F de S, la fl~che d~adjonction de F dans 

k~k~F soit un monomorphisme (cf. IV 6.4.0). 

D~finition 4.2.2. Soit k : Top(X) ----> S une famille conservative de 

points d'un topos s . on appe!le r~solution de Godement o u r~solution 

flasque eanonique (relative ~ X) d'un faiseeau ab41ien F de S, efi on d4si- 

gne par ~ (F) (ou simplement ~(F)% la r4solution ~ droite suivante de F : 

i) ~°(F) = k~k~F e t e : F >~°(F) est la fl~che d'adjoncti0n. 

2) Posons d -I = e ; on d~finit par rgcurrenee, pou[ n • O 

~n+l(F) = ~°(coker dn-l), e_!t d n comme flgche compos4e 

d n : ~n(F) > coker(d n-l) . > ~°(coker(dn-l)). 

Proposition 4.2.3. Sous les hypotheses de 4.2.2, 

(i) ~n(F) est un faisceau flasque (V 3.7), 

(ii) ~n(F) est un foncteur exact en F, 

(iii) la fibre en un point x ~ X du complexe ~(F) est une r~solution 

canoniquement scind~e de F 
E 
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Les faisceaux ~n(F) sont flasques en tant qu'image directe de 

faisceaux (automatiquement flasques) sur l'espace topologique discret X. 

Les foncteurs k ~ et k~ sont exacts. Le foneteur~° est donc 

exact. Prouvons par r4eurrenee surn ~ O que le foneteur~Z~n(F) = coker(d n-l) 

est exact, done aussi~n+l = ~os~n . Posons ~-I(F) = F. Une suite exacte 

de faisceaux 

0 "> F t > F > F" * > 0 

d~finit pour n z O un diagramme 
O O 

0 > l ~ - , n - l ( F 1 )  " > ~ n - l ( F )  

0 __ ~ ~ n  IF1 )  > Nn (F)  

0 > ~ n~F,) > ~n(F) 

0 0 

0 

> ~n-I (F") 

> ~n(F" ) 

, > 7_.n(F '' ) 

0 

>0 

>0 

>0 

dent les colonnes sont exactes, ainsi, dlapr~s llhypoth~se de r4currence, 

que les 2 premieres lignes. La 3~ ligne est done exacte, et (ii) est prouv4. 

Les suites exactes courtes 

O > ~n+l(F) >~Sn(F) ,> ~f.~n(F) ..... > O 

sont des eas particuliers de la suite exacte courte 

(4.2.3.1) O > F £ >'e°(F) ..... > ~-~°(F) ~>' O 
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(faire la substitution F~ >~n-l(F)). Pour prouver (iii), il reste 

prouver que la suite image r4ciproque de (4.2.3.1) par k est canoniquement 

scind4e. La fl~che compos~e 

k*F k*(£) ~ k~°F = k*(k,k*)F = (k*k,)k*F ~ k~F 

est en effet l'identit~. 

Remar~ue 4.2.4. Si (xi)iG X est une famille conservative de points d'un 

site, ~ cette famille correspond une famille conservative de points du 

topos engendr~, qui permet encore de d~finir les r4solutions flasques 

canoniques. 

Remar~ue 4.2.5. Si S est un topos annel~, les foncteurs ~n transforment 

Modules en Modules. 

Remarque 4.2.6. Soit ~ une cat~gorie form4e de sites. SuppoSons donn~, 

pour chaque S E Ob/~, un ensemble S d et une famille conservative 

k : Top(S d) > S de points de S indexes par S d . Supposons que S d soit 
S 

fonctoriel en Set que les diagrar~nes 

fd 
Top(S d) ~, Top(T d) 

f S ~ T 

soient commutatifs. Les r~solutions flasques canoniques correspondantes 

sont alors "fonctorielles en S ". 
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Si ~ est la cat6gorie des espaces topologiques, on peut prendre 

sd = ensemble sous-jacent. 

Si ~ est la cat6gorie des sites 6tales de sch6mas S localement 

de type fini sur un sch6ma S o , et si pour cheque s E S o , k(s) est une 

cloture alg6brique de k(s), on peut prendre pour S d l~ensemble des points 

de S ~ valeurs dans l'un des k-~Ys). 

On peut remplacer la condition "de type fini" par une condition 

de cardinal si les cl~tures alg6briques k(s) sont zemplac~es par des 

extensions elg~briquement doses assez grandes. 

4.2.7. Un des int4r~ts des r4solutions flasques canoniques est qu'elles 

permettent de construire des complexes d4ploy6s ~ la fois pour des foncteurs 

du type "produit tensoriel" et pour des foncteurs du type "image directe". 

II permettent par i~ une construction peut-~tre plus compr4henseible des 

morphismes de changement de base (4.1.5). 

Lethe 4.2.8. Soient f : (s,~) > (s',~) un morphisme de sites annel~s, 

K 60b K(S,~ °) e_~t L 60b K(S',~) des complexes et k : Top(X) > S u n.n 

ensemble conservatif de points de S . On suppose re mplie l'une des con- 

ditions suivantes : 

(a) Les eohomolo~i@s de K e t L sont born6s sup6rigurement ; 

(b) ~ est de Tor-dimension finie sur f*~ e__~t K 60b Db(s,~ °) es_.~t 

de Tot-dimension fin i.e_e ; 

(c) L 60b Db(s',~) est de Tor-dimension finie. 
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Alors le foncteur (K,L) ; > K ® f~L est d~rivable (1.2.1) 

T 
e_~n (K)L) ; solt ®~f~ son d4riv4. 

K ® (i) S~i x est un point de S, alors (K Lf~L) x x 6~Of(x) Lf(x) " 

(li) Le couple (K,L) est d4ploy~ ~ gauch e pour ® Lf~(l.2.1) si et seu- 

lement si) pour tout x 6 x, le couple (Kx, Lf(x)) est d4ploy~ ~ gauche 

~o~r le foneteur 
® ~ f (x) L 

(iii) Sous les hypotheses (a) o u (b), le foncteur K ®~f~L en Lest 

d'mmplitude c o h o m ~  c d (1.2.9) fi__°.t seulement si, V x E V, l e 

complexe K x d_~e ~ -modules e~t de Tor-.oanpl~otude ~ d. 
f(x) 

Ce lemme, dont la d~monstration est standard, exprlme la 

"nature ponctuelle" du foncteur considerS. 

4.2.9. Solt L un complexe. On appelle r~so!ution de Godement (relative 

X) de Lle complexe sinple (d~fini en terme de son~nes) associ~ au 

eomplexe double C+~L (1.1.4). On appelle r4solvtion de Godement tronqu~e 

itordre n %~n Ca~ le complexe simple assoei~ au eomple3e double 

d4dult de C~ par troncature (1.1.15) dans le sens de la dlff~rentielle 

de Godement. En vertu de 4.2.3 (iii), Lest point de X par point de X 

homotope aux complexes T ') C~L et C~L - ces complexes sont done "aussi 
~n 

bo~que L " vis-a-vis des foncteurs du type "produit tensoriel" (4.2.8). 

Proposltion 4.2.10. Soient (S,~) uD site annel~, X un ensemble conser- 

vatif+d9 points de S e tt N,M E~ D [~} avee N ou M < ~ . Soit A la sous- 

cat~orie de K(S) form~e des complexes L tels que 

(a) S~i N = ~ ) alors Hi(L) = O p~ur i assez gran d ; s i M = ~ , alor§ 

Hi(L) = O pour i assez petit. 
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(b)  6 X e t  -module Q de Tot-dimension ~ N le que,ls ~ue soient x le~.x__ , __ 

complexe L x est dd~py~ ~ ~he pour le foncteur M x ®~a * " 
x 

(c) Que! que soit le morphisme de_~_o_pos f : X ~ > E, de dimension 

¢ohomolo~i~ue ~ M, le comp!exe Lest d~pl0y4 ~ droite pour le foncteur f, . 

A!ors, l'inclusion de A dans K(S)indui~tune 4q______uuivalence entre 

la cat4$orie d4duite de A en inversant les ~uasi-isomorphismes et l a 

cat~$orie D*(S), , = + s i N < M = ~, @ = - s i M < N = ~ e t * = blan_~c 

S~ N,M < 

Soit K un eomplexe v4rifiant (a). Si N = =, alors la fl~che 

eanonique a : K I = ~i K ~ > K est quasi-isomorphisme pour i assez grand. 

Si N < =, on pose K I = K . Soit K~ une r4solution plate de Cartsn-Eilenberg 

= " K I (troncature dans le sens de la nouvelle diff~rentielle). et posons K 2 T~N 

La fl~che eompos4e de K 2 dans K est un quasi-isomorphisme, et K 2 v4rifie (b). 

Soit K un complexe v4rifiant (a) et (b). Si M = = , alors N < ~ ; 

pour i assez grand,b : K--> ~ai KI = K3 est un quasi-isomorphisme de 

, = . = - C~K3 K 3 v~rifie encore (a) et (b). Si M < = on pose K K3 Soit K 4 O~M 

Alors K 4 v~rifie (a) (c), et (b) par 4.2.3 (iii). 

La proposition r~sulte donc de deux applications successives 

de [CD 1 2.4.2]. 

Variantes 4.2.11. Si N < ~ (resp. si M < ~ ,resp. si N, M < ~) alors 

on aurait pu travailler de m~me avec des complexes born~s inf4rieurement 

(resp. sup4rieurement, resp. born4s). 
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4.2.12. Voici con~nent utillser ces constructions pour d~finir le morphisme 

de ehan~ement de base 4.1.4. sous des hypotheses plus g~n~rales que celles 

de loc. cir., lorsque les sites consid~r~s ont assez de points. 

Soient un diagramme commutatif (cf. (0.Ii)) de sites 

(4.2.12.1) 

X t gt • . ~ X 

8 
S t ~S , 

un faisceau d'anneaux sur S, A tun faisceau dtanneaux sur S t et L 

un complexe de (A t, get ~) -bimodules sur S'. On suppose que ; 

(i) les sites X et X t admettent des f~milles conservatives de points, 

k : Q .... > X et k t : Q' > X', s'ins~rant dans un diagramme con~nutatif 

X I $' ~ X 

(4.2.12.2) k' k 

gt 
Q, -o Q 

(ii) L'une des hypotheses suivantes est remplie : 

(a) Les foncteurs Rf~ et Rf~ sont de dimension cohomologique finie, 

et Lest born~ sup~rieurement. On pose s = - . 

(b) Lest born~ inf~rieurement, ~ composantes de Tor-dimension uni- 

form~ment born~e (comme g~-modules). On po~e B = + . 

(c) Lest borne, et les hypotheses de (a) et (b) sont remplies. On 

pose s = blanc. 
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L 
On d~signe par L ®~g~ : DS(s,~) > DS(s',~ ') le foncteur 

d~riv~ gauche (1.2.1) du foncteur Ki > L ® g~ g~K de KS(s,o~) dans 

Ks(S',~'). 

On se propose de d~finlr une fl~che de changement de base 

(4.2.12.3) ~0 : L ® ~hg ~ Rf~ K ~ ~ > Rf~(f'~L ®Igg'~K) 

pour K dans Ds(X,~). 

En vertu de 4.2.10, il suffit de la d~finir~ fonctoriellemen~ 

en K~ pour les complexes appartenant ~ la cat~gorie A de 4.2.10, pour 

N > sup (tor dim de L i sur g~ ) 
i 

M m dimension cohomologique de Rf~ . 

Un tel complexe est d~ploy~ rant pour le foncteur Rf~ que pour le foncteur 

ft~L ®~i g'~ (4.2.8). Les fl~ches canoniques 

: f~K ~ Rf~K 

: f'~L ®~g~K > L ® g~K 

sont donc des quasi-isomorphismes. Pour calculer le membre de gauche I 

de (4.2.12.3), il suffit donc de prendre une r~solution gauche (i.e. 

un quasi-isomorphisme) 

y : K 1 > f~tK , 

avec K 1 d~ploy~ pour L~ILg ~ ; on a 

I ~ L ® ~Lg ~ K I 

333 



- 83 - XVll 

De mGme, pour calculer le membre de droite ~ de (4.2.12.3), 

il suffit de prendre une r6solution droite 

6 : fVWL ® g'*K > K 2 , 

avec K 2 d6ploy4 pour Rf~¢ ; on a 

II ~" f' K 2 

On d4finit alors la fl~che de changement de base comme le compos4 

I N L ® geK I 7 > L ® g*fwK c > f$~(fV*L ® g'~K) C~ > f$ K2 ~. ]I , 

off la fl~che cest la fl~che de changement de base usuelle, au niveau 

des vrais complexes. 

Cette fl~che de changement de base a la propri4t4 caract4ristique 

suivante, qui rend en principe ais4e la v4rification de ses propri~t~s 

de compatibilit4. 

Proppsition 4.2.13. Sous les hypotheses pr~c~dentes, soient K E 05 cS(x',u~), 

K I E Ob cS(x,o~) e~t K 2 60b cS(s,o~). Soient de plus u un f-mor~hisme de 

K dans KI, !'~" u 6 Hom(Kl,f . K) ~ Hom(f*Ki,K) , e_t v un morphisme de 

ft*L ® g'*K dans K 2 . On d~duit de u,v et de is fl~che de chansement de 

base usue.lle un morphisme de complexes Cu, v : L ® g*K I ....... > fSk 2 . Soient 

u I v Iet c I les fl~ches eompos~es 
• -- UV 

U 
u I : K 1 > f.K > Rf~K 

v 
v' : L ®~g'*K > L ® g'*K > K 2 

c 
UV 

c' : L ®ILgt*K I ' > L ® g'*K I ~ f~ K 2 
U~V 

Rf~K 2 
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Le diagramme suivant est commutatif 

L ® Lg~Rf~K 

(4.2.13.1) L ® LgC~(u ') 

L 

L ® Lg@K I ......... 

C ! 
uv 

Rf$(v') 

Rf~ K 2 

Supposons tout d'abord que K I = f~K et que K 2 = f'@L@g'@K , 

et soit un diagramme commutatif de complexes 

K a ~, K 

K c . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ K b 

tel que K a soit d~ploy6 pour Lf'~L ~ K b ® Lg '~ , que soit d~ploy4 

pour Rf~ et que K c soit d~ploy~ pour ces deux foncteurs : pour construire 

ce diagrarmne~ on commence par construire K a , puis on applique une 

r~solution flasque canonique (4ventuellement tronqu6e)~ K a et K . 

Appliquons le foncteur f~ (resp. L ® g'~) ~ ce diagramme, 

a b K~)(resp. (K 2, K~,[~, K~)) et r4solvons les complexes du diagrarmne (KI, KI, KI, 

de fa~on ~ obtenir un cube commutatif, oh ~ d~signe un quasi-isomorphisme : 
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K' ' ~ K I 

K I . . . .  ~ K I 

c l  ~ C 
K 1 . . . . . . . . .  K 1 

a I b' c' ddploy6s pour le foncteur L ~ avec Ki, K I , K 1 ~ K I ® Lg ~ (resp. 

a 

K 2 

K 2 • 
- K i 

K 2 

> K 2 

s t  b t c t 
a v e c  K ~ ,  K 2 , K 2 , K 2 d ~ p l o y 6 s  p o u r  l e  f o n c e e u r  R f ~ ) .  U t i l i s a n t  l e s  

morphismes usuels de changement de base~ on obtient un prisme commutatif 

d ~  COmDICXCS F,l~ ~"  

a t 

\ 

C ! 
I~K I 

> l~g~K 

> L~g~qZ I -- -- > f~K a 

\ /  \ 

® ' 

f \  
f,~a' 1 

> f;~, 
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et on eonclut en notant que les fl~ches du diagramme (4.2.13.1) 

slldentifient aux fl~ches compos4es suivantes : 

pour ~ : la compos~e des fl~ches ~; 

pour L ® Lg~(u ') : la compos4e des fl~ches ~ , dont une fl&che 

inverse d'un qu~si-isomorphisme ; 

pour Rf$(v') : la compos4e des fl~ches Q , dont une flache inverse 

d'un quasi-isomorphisme ; 

pour C' : la compos4 des fl~ches G • 
UV 

' = f~K et ' = f'~l~K. On Dans le cas g~n4ral, posons K I K 2 

dispose alors d'un diagramme 

L ® Lg~K I 

L ® Lg~RfwK 

g. 
> L ® Lg~K. t 

I 

Rf~(f'4~L ® Lg'~K) 

" Rf~K~ > RfSK 2 

dont les triangles sont commutatifs, ainsi que le rectangle int~rieur 

d~apr~s ee qui precede. Le contour est done commutatif, et ceci prouve 4.2.13. 

337 



- 87 - XVII 

4.3. ~e th~pr~me de changement de ba@e. 

On se propose de reformuler en termes de categories d~riv~es 

le th~or~me de ehangement de base pour les morphismes propres XII 5.1 (iii). 

Th~orame 4.3. i. Soi ~ un dia~ramme cart4sien de schemas 

g' 
>X X ! 

S t 
g 

> S 

,@vec f propre. Soient u~ e_!t 0~' des faisceaux d'anneaux de torsion 

sur Set S' e_ttL un complexe b prn~sup4rieurement d£ (a~o ', g~dq~)-bimodules. 

0n Suppose que la dimension de > fibre ~ de f est born~e. L'hypoth~se 

4.2.12 (a) est alors remplie, et la fl~che dp chan~ement de base (4.2.12.3), 

entre foncteurs de D-(X,f~) dans D-(S',J~') : 

~K : e ® Lg~K --------------> Rf~(f'~L ~ eg 'q~ K) , 

9§t un.isomorph isme. 

Les foncteurs consid~r~s sont triangul4s et "way-out" [RD 1 7], 

de sorte que, pour v~rifier que ~K est un isomorphisme, il suffit de 

v~rifier que les %i(K ) sont des isomorphismes. On peut donc supposer 

que K est r6duit ~ un faisceau de f~-modules (de torsion) plae6 en 

degr~ 0 . 
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Pour v~rifier que ~K est un isomorphisme, il suffit de le 

v4rifier apr~s application du foncteur dtoubli de la cat~gorie des 

A'-Modules dans eelle des ~/n~-Modules, o2 n~ = n~' = O . 

Ceci permet de se ramener au cas o~ ~' = ~/n~, avec n~ = O . 

On peut alors remplacer L par un complexe isomorphe dans la cat~gorie 

d~riv4e~ ~ composantes plates sur gWJ~, et born4 sup~rieurement. Les 

foncteurs consi4~r4s 4rant triangul4s et "way out" en L, il suffit de 

v~ifier que ~K est un isomorphlsme apr~s avoir remplac~ L par une 

de ses composantes. On peut done supposer que Lest r~duit ~ un faisceau 

de gW~-modules plats plac4 en degr40 . Ii faut prouver que les fl~ches 

~q : L ® g~RqfwK > Rqf~(f'~L ® g~K) 

sont des isomorphismes. Soit sun point g~om4trique de SI~ X s la fibre 

de X' en set K les images r4ciproques de K sur X . En vertu de 
s s 

XII 5.1 (iii), la fibre en s de ~q est la fl~che 

q ,K) ..... ~ Hq(Xs, L ® K) ~s : Ls ® Hq(Xs s 

En vertu du th~or~me de D. Lazard [I], le ~s-module plat L s est limite 

inductive filtrante de J~s-modules libres L . ; le foncteur Bq(Xs,~) 

commute aux limites inductives filtrantes. La fl~che ~q est done limite 

inductive des fl~ches 

~ : Ls, i ® Hq(Xs,K) > Hq(Xs, Ls, i ® K) 

q et Ces derni~res sont ~vide~ent des isomorphismes, donc aussi ~s ' 

est un isomorphisme. 
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Variantes 4.3.2. (i) Lorsque Lest un complexe born~ de composantes 

de Tot-dimension finie sur g ~  , les hypotheses (c) de 4.2.12 sont 

remplies, et on peut travailler dans la cat~gorie d~riv~e enti~re. 

(ii) Si L born~ inf~rieurement, ~ con~posantes de Tot-dimension finie 

sur g~, les hypotheses (b) de 4.2.12 sont remplies, m~me si ~ et 

~' ne sont pas de torsion ; la fl~che de changement de base ~K 

(K E D+(X,f~)) sera un isomorphisme si les faisceaux Hi(K) sont 

de torsion. 

5. Les foncteurs imase dire cte ~ support propre. 

5.1. La construction fondamentale. 

On se propose de suivre le programme indiqu~ en 3.1 et de 

d~finir le foncteur Rf~ pour fun morphisme compactifiable (3.2). On 

montrera en appendice comment traiter le cas dtun morphisme s4par4 de 

type fini queleonque. 

5.1.1. Soient X un topos, U un ouvert de X (IV 8.3) et j le morphlsme 

dtinclusion de U dans X . On a d4fini en IV 5.2 un foneteur "prolongement 

2ar le vide" de la cat6gorie des faisceaux d'ensembles sur U dans celle 

des faiseeaux dWensembles sur X . Ce foncteur j, est adjoint ~ gauche 

au foncteur de restriction jw . 

On d4signe encore par j, le foncteur de la cat4gorie des 

faisceaux d'ensembles point4s sur U (resp. des faisceaux en groupes, 

resp. des faisceaux de j~-modules pour ~ faisceau d'anneaux sur X) 
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dans la cat~gorie analogue sur X~ adjoint ~ gauche au foncteur de 

restriction j~ (IV ). Ces trois foncteurs j~ sont compatibles aux 

foncteurs d'oubli~ de la cat~gorie des Modules dans celle des Groupes, 

et de la cat4gorie des Groupes dans celle des Ensembles point, s (~). Si 

i : F ~ X est llinclusion du ferm~ compl~mentaire de U, alors J~Jt 

est (canoniquement isomorphe ~) llidentit~ et i4~jw est le foncteur 

constant de valeur llobjet initial (ou final, cela revient ici au m~me). 

Ceci caract~rise d'ailleurs j, . On en d~duit que les trois foncteurs 

Jl envisages sont exacts et s'injectent dans les foneteurs j~ corres- 
o 

pondants. On les appelle foncteurs de prolonsement. .. par .z4r°-. La formule 

(Jl J2 )4~ = J~ J~ se transpose en un isomorphisme de transitivit~ 

(Jl J2 )t. = Jl! J2. w 

Les foncteur j~ sont compatibles aux changements de base : 

Lemm@ 5.1.2. Soient f : X ----> Y un morphisme de.topos, V un ouvert de 

Yet U son imase r~ciproque dan s X : 

f! 
U >V 

f 
X . . . . . . .  >Y 

II 

f~j, ~ > 

existe alors, un et un seulis0morphisme de changemept de base 

j~ f'~ rendant commutatif le diagra~e 

(5 .1 .2 .1 )  

f~j , ..... ~ > jlf '~ 

[ i 
(:I, ~ 

f~j~ i j~fv~ 

O_~& est la f l..~.qhe de.changement, de base. 

(~) Mais pas dans celle des Ensembles ! 
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Preuve. La fl~che de changement de base ~ : j~fw > fSj'@ est trivia- 

lement un isomorphisme. Elle se transpose en un isomorphisme de change- 

ment de base ~' : j; ftw ~ > f~j, . Pour v4rifier que le diagramme 

(5.1.2.1)est commutatif, il suffit de voir que sa restriction ~ U itest, 

ce qui est trivial. 

5.1.3. Sous les hypotheses de 5.1.1, avec X annel4 par un faisceau 

d~anneaux ~, le foncteur j, sur les Modules est exact, donc passe 

trivialement aux catdgories d4riv4es et d~finit un foncteur, encore 

notd j, , de D(U,j~u~) dans D(X,~). On dispose encore d'isomorphismes 

de transitivit4 

(5.1.3.1) (JlJ2) = Jl~ J2~ 

On a encore, au niveau des categories d4rivdes, une formule 

dradjonction 

(5.1.3.2) HomD(x)(J~K,L) ~> HomD(u)(K, jWL) 

5.1.4. Soit f : X ~ Y un morphisme propre, ~un faisceau dWanneaux 

de torsion sur Y, et annelons X par le faisceau dtanneaux image r4ci- 

proque de ~. Supposons que la dimension des fibres de f soit major~e 

par un entier n (ce qui est le cas si Y est quasi-compact) . On sait 

alors que pour chaque faisceau de f~tJ~-modules F sur X, les faisceaux 

Rqfw F sont nuls pour q > 2n (XII 5.3 bis). Le foncteur f@ admet donc 

un foncteur d4riv~ (1.2.10) 

Rf~ : D(X,f~)~ D(Y,~o) . 
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Si f est le compos~ g h de deux morphismes propres, on dis- 

pose dVune formule de transitivit4 Rf~ = Rg~ Rh~ , quWon peut comme 

d'habitude exprimer en terme de categories cofibr4es (Scholie 5.1.3). 

5.1.5. Soit un diagramme cormmutatif de schemas 

U c >X 

(5.1.5.1) g f 

V ~ >y 
J2 

dans lequel Jl et J2 sont des irmmersions ouvertes e£ f, g des morphismes 

propres dont la dimension des fibres est major4e par un entier n . Soit 

~un faisceau dlanneaux de torsion sur Y, et annelons U, Vet X par les 

images r~ciproques de ~D . En vertu de 5.1.3.2, si K 6 D(U), d4finir une 

fl~che 

(5.1.5.2) d : J2~ Rg~K------> Rf~ Jl~ K 

revient g d4finir une fl~che 

d' : Rg~,,~K ~ j~' Rf~ll K 

Le produit fibr4 X' = V × yX s'ins~re dans un diagramme cormnu- 

tatif 

(5.1.5o3) 

UC k >X 'c . >X 

V _ _ V  ~ ....... ~y 
J2 
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et, trivialement, on a j~ Rf~Jll K ~ Rf$(j~JlIK) --'~Rf~klK . 

La fl~che k est une immersion ouverte propre ; on a donc 

k I = k~ , d'o~ un isomorphisme Rf~ k, K ---~ Rf~ k~ K-~-~Rg~ K , qui 

nous fournit lJisomorphisme d I cherch~ et le morphisme d . On voit 

de plus que la restriction de d ~ Vest un isomorphisme. 

Lemme 5.1.6. Le morphisme 5.1.5.2 est un isomo!phisme. 

II reste ~ v~rifier que la restriction de d ~ Y - V = F est 

un isomorphisme. Soit X" = XXyF et appliquons le th~or~me de changement 

de base pour un morphisme propre (4.3.1) au carr~ cart~sien 

X" ~- X 
i' 

i f~' I f' 

F >y 
i 

pour cA' = i~ et L =~'[O] On t=ouve : 

i ~ Rf~Jl~ K --~ Rf" i '~ Jl' K ~ Rf~ O -~ 0 , de sorte que les 
o 

deux membres de(5.1.5.2)sont nuls en dehors de U et que d est un iso- 

morphisme. 

5.1.7. Soit Sun schema annel~ par un faisceau dlanneaux de torsion ~. 

Pour tout S-schema ~ : X > S, on pose ~o X = ~0~. Pla~ons-nous 

dans la cat~gorie (S) des S-schemas quasi-compacts quasi-s4par~s et 

des morphismes S-compactifiables (3.2). En vertu de 3.2.3, cette 

cat~gorie, la sous-cat~gorie (S,i) des immersions ouvertes,et la sous- 

cat~gorie (S,p) des morphismes propres v4rifient les hypotheses 3.2.4 . 
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On se propose dWappliquer la th4orie 3.3.2 aux donn4es 

suivantes (notations de 3.3.1) 

~) F(X) = D(X,~) pour ~ : X---> S dans S " 

(i) Pour p : X > Y propre, on prend pour foncteur pw le foncteur Rp~ . 

(ii) On utilise les isomorphismes de transitivit4 usuels R(pq)~ = Rp~ Rq~ . 

(i I) Pour une irmnersion euverte i : X ----> Y, on prend pour foncteur iw 

le foneteur i, 

(ii f) On utilise les isomorphismes de transitivit~ (5.1.3.1). 

(iii) Pour touC diagrarmne cormmutatif (5.1.5.1) on prend pour isomorphisme 

d IIisomorphisme (5.1.5.2). 

On v4rifie les conditions (a) (b) (c) (a') (b') (c') de 3.3.2, 

ce qui prouve le point (a) du : 

Th4or~me 5.1.8. (a) Dans la cat4gorie (S) d4finie dans 5.1.7, on peut 

d'une, et essentiellement d'une seule faqon, d4finir pour tou~fl~che 

f : X > Y un foncteur 

Rf, : D(X,~ X) ~ D(Y,~) 

et pour tout mor phisme compos4 f = g h : X h> y g> Z des isomorDhismes 

entre Rf Iet Rg~ Rh w de sorte qu@ de transitivit~ Cf,g 

v4rifient la "condition de cocycles" (i) Les Cf,g 

(Cf,g e Rh,) - Cfg,h = (Rf, w Cg,h) o Cf,gh 

(ii) Lorsqu'on se restreint aux morphismes propres (resp. aux immersions 

ouvertes) on retrouve la th4orie de variance 5.1.4 (resp. 5.1.3 ). 
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(iii) pour tout dia~ran~e (5.1.5.1), l'isomorphisme d (5.1.5.2) est 

-I 
l'isomorphisme compos4 cf,j, o cj,f, . 

(b) Les foncteurs Rf, sont "way out" [RD 1 7] @t triangul4s. 

Tout foncteur Rf~ est compos4 dfun foncteur Rg~t , pour g 

propre de but quasi-compact, donc g fibres de dimension born4e, et 

dtun foncteur j~ pour j immersion ouverte. Ces foncteurs sont way out 

et triangul4s, donc aussi Rf, . 

5.1.8.1. Les isomorphismes de transitivit4 5.1.8 (a) sont souvent 

utilis4s via la suite spectrale "des foncteurs compos4s" qui s'en 

d4duit, valable pour K E Ob D(X,~ X) : 

(5.1.8.2) E~ q = RPg, Rqh,(K) ~ RP+qf,(K) 

Pour l'obtenir, on note que d'apr~s 5.1.8 b) et [VERDIER 2], 

pour tout L E Ob D(Y,~y), on dispose d'une suite spectrale 

(5.1.8.3) E~ q = RPg~ (Hq(e)) .... ~ R p+q g, (e) , 

et (5.1.8.2) est le cas particulier de (5.1.8.3) pour L = Rh, K . 

D~finition 5.1.9. (i) On appelle "foncteursimage directe ~ support 

propre totals" les foncteurs construits en 5.1.8. On omettra l~ad~ectif 

"total" !orsqu'il n'y aura pas de risque de confusion. 

(ii) On appel!e q i~me foncteur image directe ~ support propre, 

d~si~ne par Rqfl,l%foncteur compos~ ~,qo Rf, . et on 

(iii) S i X est un sch4ma sur un corps k s4parablement clos, 

immer~eable dans un sch4ma propre sur k, on identifie faiseeaux de modules 
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su K Spec(k) e t modules usuels, et on d4sisne le fpncteur Rqf, par 

l'une des notations Hq(x, ) H?(X, ) ou simplement H q ( ) s'il n,y 
C ' ' ' ¢ 

a pas danger de q pnfusion. On l~appelle alors .,qi~me groupe d~hyper - 

.,qi~me 
cohomologie ~ support propre", o u groupe de cohomo!ogie ~ support 

propre" si on l'applique ~ un complexe r4duit au degr40 . 

5.1.9.1. La notation Rf, est abusive en ce que le foncteur Rf t n'est 

pas le d~riv4 droSt du foneteur f, qui sera d4fini en 6.1.2. Certains 

pr~f~rent la notation R,f . 

5.1.10. Les ingredients dans la d4monstration de 5.1.8 sont le th~o- 

r&me de changement de base propre et l'identit~ entre j~ et J) lorsque 

jest une immersion ouverte propre. Cela permet dt4noncer diverses variantes 

5.1.8 ; on laisse au lecteur le soin de leur donner un sens pr4cis 

et de les v~rifier. 

Variante 5.I.II. Dans la cat4$ori@ (s), on peut d)une, et essentiellement 

dlune seule fa~on, d4finir pour toute fl~che f : X - ~ Y un foncteur f, 

de la cat~gorie des faisceaux d l ensembles point,s sup X dans la cat~orie 

des faisceaux d'ensembles point,s sur Yet pour tout morphisme compgs~ ' 

f = g h des ispmorphismes de transitivit~ v~rifiant des conditions (i)~ 

(ii) (iii) analogues ~ celles de 5.1.4. 

Voir 6.1.2 pour une description directe de ce foneteur. 
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Variante 5.1.12. On peut, pour tout morphisme compoctifiable f : X --~Y, 

d~finir un foncteur Rlfl de la cat~$orie des faisceaux de sroupeo 

Ind-finis sur X dans la cat~$orie des faisceaux d'ensembles point4s sur 

Y, avee pour route ¢ompactification f = ~j de f, un isomorphisme 

Rlf, ~ RI~w of, . 

On ne postule ici aucune formule de transitivit~ ; le seul 

probl~me est de montrer que le foncteur Rift ne d4pend pas de la 

compactification choisie de f . Soit p : (~l,il) > (~2,i2) un mor- 

phisme de compactification, i.e. un diagrannne 

( 5 . 1 . 1 2 . 1 )  f 

i I 
X " ~I 

- x 2  

Y 

o~ ~I o p , p ~tant propre. Si G est un faisceau au groupes sur X, 

on dispose d'une suite exacte d'ensembles point4s (avec ~ injectlf) 

0 ~ RIf2~(P~ il.tG) ~ > Rlfl~(il1.G) > f--2~ RIp~(iI.~G) ' 

et dlune fl~che de i2~G dans pw il~G , d'o~ par composition une fl~che 

de Rlf2~ i2,G. dans Rlfl~ il~ G . Raisonnant comme en 3.3.2.1, on volt 

que le probl~me est de prouver que cette fl~che est toujours un isomor- 

phisme lorsque G est Ind-fini. 
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Si on applique le th~or~me de changement de base propre ~ p 

et au faiseeau dlensembles il~G, on v~rifie que P~il~G = i2~G, d'o~ 

la suite exacte 

O > Rlf2~(i2~G) ~ > RIfI~(iI~G) ~ f--2~ RIp~ il~ G 

La fl~che ~ est injective (ear ~ l'est). Si on applique le th~or~me de 

changement de base propre ~ pet au faisceau e~ groupes G , suppos~ 

Ind-fini~ on trouve que Rlp~ il~ G = 0 . Done ~ est un ~pimorphisme, 

ce qui ach~ve de d~montrer 5.1.12. 

D~finition 5.1.13° Pour tout site X, on d~signe Par Dtors(X) l a 

sous-cat~orie pleine de la cat~orie d~riv~e de la cat~$orie des 

fai~ceaux ab~liens sur X~ form~e des complexes dont les faisceaux de 

cohomolo$ie sont de torsion. 

Variante 5.1.14. Dan.§..la.cat4gorie (S), on peut d'une, et essentiellement 

d'une seule..fa~on, d~finir pour route fl~che f : X ....... ->Y un foncteur 

triangul~.et "way out" [RD, I 7] 

Rf~ : D$ors(X) " D~ors(Y) 

et pour tout morphisme compos~ f = g h des isomorphismes de transitivit~ 

v~rifiant des conditions (i) (ii) (iii) analogues ~ celles de 5.1.4. 

Variante 5.1.5. Pla~ons-nous dans la cat~gorie des S-schemas annel~s 

pa r des faisceaux de tpr~on, les fl~ches ~tant les morphismes de schemas 

annel~s induisant (0.8) un morphisme S-compactifiable de sch@mas. Pour 

toute fl~che 
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f : (X,~) ------> (Y,~) , 

soit Rf, le compos~ du fonc teur d'oubli de la cat~gorie des o~ -modules 

dans celle des f~0no -modules , et de Rf, . Ces foncteur~uissent des 

propri~t~s de variance des. foncteurs Rf, usuels. 

On notera toutefois que la notation Rf I n~est raisonneble 

icl que si ~ est fini sur f~ , ainsi qu'on s'en rend compte en 

prenant X = Y = Spe=(k), k alg~briquement clos. 

5.1.16. Soient f : X ---> Sun morphisme compactifiable, j : U--> X un 

ouvert de X, i : F ~ X le ferm~ compl~mentaire, ~S un faisceau d' anneaux 

de torsion sur S, ~X son image r~ciproque sur X et K E Ob D(X,J~X). 

La suite exacte de complexes 

O---~ jlj~K - > K > i,i~-----> 0 

donne naissance ~ un triangle distingu~ dans D(X,d~ X) [~RDIER C.D. I 2.4]. 

Son image par Rf, est un triangle distingu~ (5.1.8 (b)) 

(5.1.16.1) R(fj),J@K" > Rf,K---~ R(f i), i~< ...... > R(f j),j~K[I] ... 

qui d6finit une suite exacte longue de cohomologie 

(5,1.16.2)... Rq(fj),j~K -~ Rqf,K---> Rq(fi),i~K j > Rq+l(fj),J ~K -~ .... 

Dans le cas particulier o~ S est spectre dtun corps s~parable- 

ment closet o~ K est r~duit & un faisceau ~ plac~ en degr~ 0 , la suite 

(5.1.16.2) s'~crit 

(5,1.16.3). H~(U,G) ---~ H~(X,G) ---> Hq(F,G) -J'->Hq+I(u,G) 
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5.1.17. Soft un dfagramme de schemas S-compactlfiables 

X ................ u > y 

S 

avec u propre. On ann~le X et Y par l'image r4clproque d'un faisceau 

d'anneaux de torsion ~S sur S. Pour K 6 D(Y,~), la fl~che ~vidente 

(dladjonction) K ..... > RueuWK d4finit par application du foncteur Rg, une fl~che 

(5.1.17.1) u ~ : Rg, K .... > Rg,Ru~ua~K = Rg, Ru,ua~K~ Rf,ua~K 

(contravariance d e l a  cohomolo~fe~ support propre vis-a-vis des morphis- 

mes propres). 

Pour s spectre dtun corps alg~briquement oloset K r~duit 

un faisceau ~ plac4 en degr~ O, cette fl~che sI~crit 

(5.1.17.2) 

5.2. Le th~oF~me de, changementde base. 

5.2.1. Soient f : X ~ > Y un morphisme de topos, V un ouvert de Y, 

U = f-l(v) son image r4cfproque dans X, ~ un falsceau d'anneaux sur Y, 

~' un faisceau d'anneaux sur X et L un complexe born~ sup4rieurement 

de (~', fw~)-bimodules: 

(5.2.1.1) 

f !  
U ~V 

I I 
X- f >Y 
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On dispose alors d'un isomorphisme de changement de base 

(5.1.2.1) entre foncteurs de D(V,~) dans D(X,f~) : f~j, N ~ j~f,~ . 

De plus, on diepo6e d~un isomorphisme ~vident entre foncteurs de D-(U,f'~5) 

dans D-(X,~') : L ~ ®f~Aj I K ~ jI(j'~L ~ • ®f~K). Pour le construire, il 

suffit de noter que si un complexe K est d~ploy~ pour le foncteur 

j'~L ®f~, alors le complexe jlK est d~ploy~ pour le foncteur L ®f~, 

et quton dispose dWun isomorphisme du type precedent au niveau des 

complexes. Composant ees deux isomorphismes~ on obtient un isomorphisme 

de changement de base entre foncteurs de D'(V,JL) dans D'(X,~') : 

L 
(5.2.1.2) e ®f~f~ j~K ~ > j!(J'~L ®f,~f'~K) 

Si Lest born~ ~ composante de tor-dimension finie sur f~u~, 

cet isomorphisme est encore d~fini pour K E Ob D(V,o~) . 

5.2.2. Soient f : X---~ Set g : S ~ ---~ S des morphismes de sch~mas,et 

supposons que f soit le compos~ d'tme immersion ouverte jet d'un mot- 

phisme propre p~ dont la dimension des fibres soit born~e par un entier 

n (automatique pour S quasi-compact). Ces morphismes stins~rent dans 

un diagran~ne ~ carr~s cart~siens 

S ! ,, 

gl 

g 
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Soient~ un faisceau d'anneaux de torsion sur S, ~i un faisceau 

dtanneaux de torsion sur S t et L un complexe hornd sup~rieurement 

de (~',g~)-bimodules. On ann~le X et X (resp. X' et ~') par les 

images r~e£proquesc~ X et ~ (resp. ~'X' et~'~,) de ~ (resp.~') 

sur X et ~ (resp. X t et ~I}. On dispose alors dtisomorphismes de 

-- 
changement de base (5.2.1.2) entre les foncteurs p'~ ® g~j,K et 

j!(f'@e ® g'~K) de D-(X,#~o X) dans D'(X',~'~,),et d'isomorphismes 

de changement de base (4.3.1) entre les foncteurs L ® g~ Rp~ K et 

Rp~ (p'@L~g@K) de D-(~,A~) dans D-(S',~'). Par compsition, on 

en d~duit un Isomorphlsme de changement de base entre foncteurs de 

D'(X,~ X) dans D'(S',d~') 

L 
(5.2.2.1) L ® g@ Rp~jl K ~ ~ Rp~ j! (f'~ ® g'~K) 

Lorsque Lest born~ ~ composantes de tor-dimension finie, les 

arguments precedents et 4.3.2 (i) permettent de d~finir l'isomorphisme 

de changement de base pour K 60b D(X,~oX). 

Pour pouvoir r~f~rer ~ 5.1.8, supposons que S soit quasi-compact 

quasi-s~par~. Les foncteurs Rp~ j! = Rf, et Rp~j~ = Rf~ ne d~pendent alors que 

de fet f'~ ce qui donne un sens au 

Lemme 5.2.3. L'isomprphisme de chansement de base ( 5 . 2 .2 ,1 )  ne d~pend 

pas de la compactification choisl F f = p j de X . 

Soit un morphisme de compactification q : ~I > X2 
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(5 .2 .3 .1 )  

x J l  :" gl 

L1isomorphisme de changement de base c I relatif ~ ~I s'obtient en 

"composant" ¢eux relatifs A Jl et Pl ' ou encore en composant ceux 

relatifs ~ Jl' q et P2 " L'isomorphisme c 2 relatif ~ [2 sI°btient 

en composant ceux relatifs h J2 et P2 " Pour v4rifier que c I = c 2 , 

il suffit de v4rifler que l~isomorphisme c i relatif h J2 s'obtient 

' de ceux relatifs ~ Jl et q . D~signons par un v cormne le ¢ompos~ c 2 

les fl~ehes d~dultes par le changement de base g des fl~ches (5.2.3.1) ; 

c iet c~ sont des isomorphismes 

c i, c 2' : e ® --g2 ~ J2~ K N > J~i (j~We ® g'~K) . 

! = D'apr~s(5.1.3.2),pour v~rifier que c I c~ , il suffit de le v~rifier 

apr~s s~tre restreint ~ X~ , ce qui est trivial. 

Les isomorphismes de changement de base relatifs ~ deux 

compactifications entre lesquelles il existe un morphisme sont donc 

~gaux, et on conclut par 3.2.6 (ii). 

Lellmle 5.2.4. S git f = u v : X ....... ~ Y---> Sun ¢ompos~ de morphisme§ 

S-compactifiables. Les isomorphismes de chan~ement de base (5.2.2.1) 

relatifs ~ u, v e~t f donnent lieu ~ un dia~ramme cormmutatif (notations 

d e(5.2.4.1) Gi-dessous) : 
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L L 
L ® gW Ruv, K .......... ~" ~ Ru'v',((u'v')~ ® g"a~K) 

L L L 
L ® g~Ru,Rv,K ..... N ~ Ru~ (u'~q~Dg'~Rv,)-~ Ru~Rv I (v'~u '~ L~g"*K) 

Choisissons une compactification de (u,v) (3.2.5) : 

X' , ,) XC ~ Jl 

U ! U 

(5.2.4. I) y, ............ > y~" J3 , ~y 

S ~ > S 

Y 

Le lemme 5.2.4 exprime que l'isomorphisme de changement de 

base c I relatif A f est le compos~ c 2 de ceux relatifs A u et v . 

L~isomorphisme c I s'obtient en composant les isomorphlsmes de changement 

de base relatifs ~ Jl' J2' P3 et P2 " Pour c2, on compose ceux relatifs 

t 
Jl' PI' J3' P2 ' II suffit donc de eomparer les isomorphismes c I , 

compos4 de ceux relatifs A P3 et J2' et c~ , compos4 de ceux relatifs 

J3 et Pl " 

Soit le diagrarmma ¢art4sien 
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Pl \z ~ ,  ,, . . . . .  ~, J , ,  

' g, y, P3 ...... ~ y 

7 , ,  ~ '  ............... , Y 

8 t ............... > S 
g 

L l = pI~ L et 
2 

L 
• N ' ' . "' ' * ' g"*K) 

cl, c~ : e' ®~'~ R(j3Pl),K ........ > R(j3Pl),((j3Pl) L ® 

En vertu de (5.1.3.2), pour v~rifler que c i = c~, il suffit de v~rifier 

que 33 (Cl)  = J3 (c2)~ ce qui est t r i v i a l .  

Lermme 5.2.5. Soient des morphismes de schemas anne!#s par des faisceeux 

d'anneaux de torsion 

g2 gl ( s " , , ~ " )  ..... ~ (s',~') ~ ( s , J ! . )  , 

e~t f : X ~ Sun morPhisme compact!f i able , d'o~ un dia~rarmme : 
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X ~! • 

f "  

g 2  

)X' >X 

' L 
g i  

ft  f 

>S t ............ > S 

gl 

On ann~le X, X', X" par f~b , f'~' e_~t f"w~" . A!ors, le diasranmle 

L(glg2)@Rf I "'"~ ............... > Rf~ L(gig~)~ 

Lgl~eLg ~ Rf, N " Lg~ Rf! Lg~ ' " " Rf~' Lgi@ Lg~ ~'e 

est commuta,,,tif. 

Ce lerm~e se ddduit aussitDt des r~sultats analogues pour les 

foncteurs Jl et Rp@ pour p propre. On laisse au lecteur le soin de le 

moduler. 

On rdsume les ~nonc~s qui precedent en le 

Th~or~me 5.2.6. Le foncteur Rf, commute aux changements de base. 

Variantes 5.2.7. (i) Les foncteurs f, (pour les falscesux dtensembles 

point, s : 5.1.11) etles foncteurs Rlf, (pour les faisceaux en groupes : 

5.1.12) commutent aux changement de base. 

(ii) Les foncteurs Rf, (5.1.14) cormmutent aux ehangements de base. 

(iii) Sous les hypo~ses (5.2.2), si Lest born~ et ~ composantes de 

tot-dimension finie, les foncteurs Rf, : D(X) ---~ D(S), commutent aux 

changements de base. 
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Le th~or~me 5.2.6 est essentiellement 4qulvalent fi la con- 

jonction des deux corollaires 5.2.8 et 5.2.9 suivants. 

Proposition 5.2.8. Soient f : X . > Sun morphisme compactifiable, e_~t 

un faiseeau de torsion sur X . Pour tout point ~om4trique s d_~e S, 

soient X s l.a..fibre 8~om~trique de X en set ~s le faiseeau induit. 

On a canoniquement 

(Rqf~(~)) s = H~(Xs,~s) 

Corollaire 5.2.8.1. Si les fibres de f sont de dimension ~ d, le foncteur 

Rf Iest de dimension 99homolo~ique ~ 2d (1.2.9) : pour tout faisceau d e 

torsio n F, 9~ a Rif, F = O pour i > 2d . Le foncteur R2dft est done exact 

d roite s ur la cat4~orie des faisceaux de torsion. 

On se ram~ne par changement de base (5.2.8) ou cas o¢i 

S est le spectre d'un corps alg~briquement clos. Si alors ~ est un schema 

propre sur S contenant X cormme ouvert de Zariski dense, j : X ..... > ~ , 

on a dim(~) = dim(X) ~ D. Pour F faisceau de torsion sur X et i > 2d, 

on a done, par X 4.3, 5.2 

H~(X,~) = Hi(x,j,F) = O 

Proposition 5.2.9. Soient f : x ~ $un morphlsme Compactifiab!e , 

un faisceau d'anneaux de torsion sur S, K un complexe born~ sup~rigu- 

rement de fW~-modules~ ~auche et L un complexe born~ sup4rieurgment 

de ~ -modules ~ droite . On a canon i~uement 

L L 
L ® Rf,(K) = Rf,(f@L ® K) 
j% • f~A 
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Cette proposition Implique formellement le r4sultat suivant : 

Th~or~me 5.2.10. Soient f : X > S ~n morphisme qompactifiab!#, 

un faisceau d'anneaux de torsion sur S~ K 6 D-(X,fW~) e_~t d 6 ~. 

S i K eat de Tor-dimension finie ~ d (4.1.9)~ alor._~s Rf, K est de 

Tot-dimension finie ~ d . 

II suffit de v~rifier que pour tout faisceau de M-modules 

droite L sur S, on a 

H "i (n ~ Rf, K) = 0 pour i > d 

D'apr~s 5.2.9 , on salt que 

L L 
H'i(L ® Rf,K) = R'if,(f~L ~ K) I 

de plus, par hypoth~se, 

H'i(f ~ L ~ K) = 0 pour i > d 

et on conclut en remarqusnt que sl un complexe M de faisceaux de modules 

sur X satisfait A H-i(M) = O pour i > d~ slots on a encore H-i(RfIM) = O 

pour i > d . 

Darts le cas particulier des falsceaux dlanneaux constants et 

noeth6rlens, on ale r~sultat plus g~n~ral : 

Th~or~me 5.2.11. Soient f : X 9 Sun morphlsme d e sites , A un anneau ) 

C son centre et d 6 ~ . On suppose que 

(i) le foncteur Rfw : D+(X,C) --->D+(S,C) est de dimenslon co homoloKique 

finie. 

(ii) A est noeth4rien ~ droite. 

(iii) S a assez de p0ints. 
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Pour tout complexe K E Ob D'(X,A) de faisceaux de A-modules ~ sauche, 

s i K est de Tor-dimension finie K d, alors le complexe Rf@ K 60b D'(S,A) 

est de Tot-dimension ~ d . 

Preuve. En vertu de (i), le foncteur f~ est d4rivable en des foncteurs 

et 

Rf~ : D(X,A) ) D(S,A) 

Rf~ : D(X,C) ~ D(S,C) 

Dtapr~s 4.2.8 , il suffit de v~rifier que pour tout point 

s de S, le ¢omplexe (Rf~K) s de A-modules est de Tor-dimension N d ; 

il suffit pour cela que pour tout A-module ~ droite L de type fini on air 

H'i(L ~ Rf~ K) = O pour i > d 

Raisonnant comme en 5.2.10, on volt qulil suffit pour eela que 

la "fl~che de changement de base" 

L 
(5.2.11.1) L ® Rf~ K > Rf~(L ~ K) 

soit un isomorphisme. 

Soit L ~ une r~solution de L par des A-modules libres de type 

fini. Lea foncteurs consid~r~s ~tant way-out ~ droite, il suffit de 

prouver que (5.2.11.1) est un isomorphisme apr~s avoir remplae~ L par 

une quelconque eompoaante de L~ , et on eat ramen~ au ¢as trivial o~ 

Lest libre de type fini. 
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Remarques 5.2.12. (i) L'hypoth~se (iii) de 5.2.11 est sans doute inutile. 

(ii) Si on omet l'hypoth~se noeth~rienne sur A, 5.2.11 reste valable 

lorsque les foncteurs Rif~ cormnutent aux limites Inductives filtrantes. 

(iii) L1hypoth~se que S soit annel~ par un falsceau dlanneaux constant 

est essentielle. On obtiendralt un contre-exemple en prenant pour S 

le spectre d'un anneau de valuation discrete strictement local, po=r 

f l'inclusion du point g4n4rique ~ , pour falsceau dlanneaux~ le 

faisceau valant ~ /n~ au point g~n~rique et ~ /n2~ au point ferm~ s 

(n > I premier aux caract4ristiques r~siduelles) et pour faisceau le 

module f*~. 

5.3. Th4or~me de comparaison et th~or~me de finltude. 

5.3.1. A un sch4ma X de type fini sur ~ sont associ~s son site ~tale 

Xet , son site transcendant Xc6 et un morphlsme de sites (XI 4) 

e : Xc6 - > Xet 

Si j : U "' > X est une immersion ouverte, le dlagramme commutatif 

identifie Uc6 

an : yan 
P 

Uc~ > Uet 

Xc2 v ................ • Xet 

l'ouvert de X ~ image r~ciproque de l'ouvert Ue~ c de Xe~ c~ 

Sip : Y > X est un morphlsme propre, itapplication continue 

> X an est propre et s~par~e. Pour le volt, on se famine par 

le lense de Chow au ca~ p projectif. 
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Soit f : X ~ ~ > Sun morphisme compactifiable de schdmas 

de type fini sur¢ et soit f = p june compactification de f . 

(5.3.1.1) 

Xc& 

Xc& 

fc~ / 6  

Sc6 . . . . . . . . . .  

_ j ,  , , , ,  , i 

c 

6 

> X  

¢, 
) 

Le foncteur Pc£~ Jc6~ n'est autre que le foncteur image directe & support 

propre fc6~ (voir VERDIER [3]).Si ScL, donc Xc£ est s~pard, le foncteur 

Jog! transforme faisceaux mous sur Xcg en faisceau mous sur Xc6 

[TF II 3.5.5]. La question ~tant locale sur S, il transforme en tout 

cas faisceaux flasques sur Xc6 en faisceaux sur Xc6 acycliques pour le 

foncteur Pcl~ ° On a donc (cf. VERDIER [3]) 

Rfc£ = RPc~ Jc£~ 

5.3.2. D'apr~s 5.1.2, on dispose d'un isomorphisme de changement de 

base, entre foncteurs de D(X) dans D(~c6) 

N 
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D'apr~s 4.2.12 ou 4.1.5, on dispose dtun morphisme de ehan- 

gement de base entre foneteurs de D+(~) dans D+(S¢2) : 

c~Rp~ > RPc22~ ¢~ 

Par composition, on en d~duit un morphismede =han~ement de base, entre 

foncteurs de D~ors(X) d,ans D~ors(Sc~) (5.1.13) 

(5.3.2.1) ¢~Rf, > Rfc~ ~ ¢~ 

On v~rifie cormne en 5.2.3 qu'il ne d~pend pas de la compacti- 

fication choisie de f ; il v4rifie une formule de transitivit~ du type 

5.2.4. 

Th~or~me 5.3.3. (Th~or~me de comparaison). Le morphisme(5.3.2.1)est 

un isomorphisme. 

Par construction, il suffit de traiter le cas o~ f est propre. 

Les foncteurs consid~r~s sont triangul4s et "way-out" [RD I 7]. II suffit 

done de traiter le cas o~ K est r~duit ~ un faisceau de torsion plac4 

en degr4 O, et on conclut par XVI 4.1 (i). 

Variantes 5.3.4. (i) Si o~ est un faisceau d'anneaux de torsion sur Set , 

on obtient de m~me un isomorphisme (5.3.2.1) entre foncteurs de D(X,f~) 

dans D(S,e~). 

(ii) En bas degr~, on trouve les variantes habituelles pour les faisceaux 

d'ensembles point4s et les faiseeaux en groupes Ind-finis. 
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Corollalre 5.3.5. Soient X un schema s~ar~ de type fini sur ¢, qui 

pulsse se compactifier en un schema propre sur ¢, e_~t Fun faisceau de 

torsion sur X . On a alors 

H?(X,F) > H~(Xc&,¢@F) 

Th~orbme 5.3.6. Soient f : X ~ Sun morphisme compactlfiable de pre- 

sentation finle et A un anneau de torsion noethdrien b ~auche. Le fonc- 

teu___~rRf, : D(X,A) > D(S,A) transforme complexes b cohomolosie cons- 

tructible en complexes ~ coh0molo~ie constructible, 

L1assertion eat locale sur S, qu=on peut supposer affine. 

Par passage b la limite, on se rambne au cos S noethdrien. 

Lea complexes ~ cohomologie constructible forment une sous-cat~gorie 

triangul~e de D(S,A). Le foncteur Rf, ~tant "way-out"~ on se rsm~ne 

vdrifier que sl ~ est un faisceau constructlble de A-modules, les 

faisceaux Rqf,~ sont constructlbles. Solt f = pj~ avec p propre et j 

une irmaersion ouverte. On a Rqf,~ = Rqp~(j~). Le faisceau j,~ est 

constructible et on conclut par XIV I.I. 

5.3.7. En bas degr~s~ on dispose d'~nonc~s analogues pour les images 

directes ~ support propre dlun faisceau constructlble dlensembles ou 

de groupes Ind-finis. 

Corollaire 5.3.8. Soient X un schdma sdpard de~ t~pe fini sur un corps 

s~parablement clos k e__tt ~ un faisceau constructible de torsion sur X . 

On suppose que X puisse se compactifier en un schema propre sur k . 

Alors, lea groupes H~(X,~) sont finis. 
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5.4. Formule de KUnneth. 

5.4.1. Soit un diagramme con~nutatif (0.II) de sites 

( 5 . 4 . 1 . 1 )  f 

Z I 

On suppose S annel~ par un faisceau d'anneaux 0~b, de centre ~ ; on d4si- 

gnera encore par4Sb et ~ les images r~ciproques de ces faisceaux sur les 

sites de (5.4.1.1). 

Si K est un faisceau de c/~-modules ~ droite sur X et L un 

faisceau de J~-modules ~ gauche sur Y, on pose 

K {~ L = p~ ® q@ L 

(produit tensoriel externe). De m~me pour K (resp. L) sur X f (resp. Y'). 

Soit alors K un faisceau de ~-modules ~ droite sur X' et L un faisceau 

de <,/b-modules ~ gauche 

d4finissent 

(5.4.1o2) 

sur Y'. Les fl~ches de changement de base (Xll 4.1) 

I p~f~ K ~ h~p'~K 

q~g~ L ~ h~q f ~ 

365 



- 115 - XVII 

dtofi~ par produit tensoriel, une fl~che 

(5.4.1.3) f~K~g~L ~ hep'~K® h~q'eL 

Supposons que les foncteurs 

Rf e : D+(X',o~ °) 

Rg~ : D+(Y', ~) 

Rh~ : D+(Z ', ~ ) 

h~(K~+~L) 

• D+(X,~ °) 

D+(Y,~) 

D+(Z, ~) 

soient de dimension cohomologique finie, et se prolongent donc aux cate- 

gories d~riv~es enti~res. II s'impose alors, pour K E 0b D-(X',~ °) et 

L E Ob D-(Y',~), de d~finir une fl~che de KUnneth 

L 
(5.4.1.4) Rf~ K ~Rg~L ~ Rhe(K ~L) 

On ne la d~finira que si les ~ites consid~r~s ont assez de 

points, de fa~on ~ pouvoir utiliser 4.2.1C et 4.2.8 . En vertu de 

4.2.10, il suffit de la d~flnir pour un couple (K,L) d~ploy~ ~ gauche 

pour le foncteur (K,L) e--~ K~L, K et L ~tant d~ploy~s ~ droite pour 

les foncteurs f~ et ge et born~s sup~rieurement. 

Soient K I une r~solution plate de fe K, L I une r~solution 
L L 

plate de geL et u : K ~ L > M une r~solution de K ~L, d~ploy~e 

pour le foncteur Rh e . On dispose de morphlsmes 

L 
Rf,K ~c~Rg~L ~ K I ~oLI > f,K ~g~L 

> h~(K ~ L) ~ hem-~'-~ Rhe(K ~c~oL) 

et on d~finit (5.4.1.4)co~ne leur compos~. 

366 



- 116 - XVII 

carte fl~che a la propri~t~ caract~ristique suivante, de 

d~monstratlon toute analogue ~ cello de 4.2.13 : 

5.4,1.5. Soient K E Ob C'(X',~ °) at L E Ob C-(Y',d~). Posons 

K I = f~K~ LIB g~K, et ~ = K~L . Le dia gr~mm~e suivant eat slots 

commutatif 

L 
Rf~K ~Rg~ L .................. ~ Rh~(K ~ L) 

i 
IL 

KI~&L k ~ KIlL I ~ h~ ~ ~ Rh~ 

On a une commutativit~ ~nslogue (of. 4.2.13) an partant plOtOt 

de morphismas K I ~ f~K, L I > g~K at K~L ---> ~ . 

La commutativit~ ~.4.1.5 rend an prinoipe aisle la v~rification 

des propri~t~s de compatibillt~ du morphlsme de KUnneth. 

5.4.2. Solent un dlagramme co~r~utatif (5.4.1.1) de schemas eta un 

falsceau de torsion sur S. Supposons qua fet g sont compactifiables 

(3.2.1) 3 qua Z ~ XXsY at qua Z w = Xf×sYI. Factorisons fet g an un 

morphisma propre at une immersion ouvarte ; on obtlant un diagra~me 

I 
X I • pW ~ Z' < 

- 

X < P Z 

q~ yt 
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dans lequel on a pos~ ~' = ~'XS~' . On dispose d)un isomorphisme de 

nature triviale) pour K et L complexes sur X' et y) 

(5.4.2.1) J3~ (K~oL) ~ > Jl~ K ~J2~ L 

En "composant" l)inverse de cet isomorphisme et la fl~che 

de KUnneth (5.4.1.4) relative A (f)g,h)Jl~K,J21L)) on obtient, p0ur 

K 60b D'(X',O~) e t L 60b D-(Y))~,),une fl~che de KUnneth 

(5.4.2.2) Rf, K ~Rg,L ~ Rh,(K ~L) , 

dont on v4rifie qu'elle ne d~pend pas des eompactifieations choisies. 

Th~or~me 5.4.3. Sous lesqSypoth~ses de 5.4.2, la fl~ehe de KUnneth en 

, c °h°m°io~ie ,  ~, ,~,,psu ports propres (5.4.2.2) est un isomorphisme. 

~reuve. 

f et g (done aussi h) sont propres. 

(b) Soit un diagramme commutatif 

(5.4.3.1) 

(a) Par construction, il suffit de v~rifier ce r~sultat lorsque 

Pl ql 

X P >S >Y 

et soient Z 1 = X I X YI) ) = X I × XI, ' = yv X Y1 et 
S I X1 X YI y 

× Y{ = Z' × ZI, de sorte que l'on dispose d'un morphisme de 
- -  x{ Sl 

diagrammes (5.4.1), 

! ! 1 
(SI,XI,YI,ZI,XI,YI,Z I) > (S,X,Y,Z,X' ,Y' ,Z' ) 

dont les f l ~ e h e s  s e r o n t  u n i f o r m ~ m e n t  d ~ s i g n ~ e s  p a r  C . 
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On admettra que : 

Lemme 5.4.3.2. Le dia$ramme suivant est commutatif : 

L L L 

• 7~ ° C ~ L 
C~(Rf, K ~i~Kg~ L) C~Rf,K. ~C ~ Rg,. L ~> RfI,C~. ~Rgl" 

L L L 
C~(Rh~(K ~o~L)) "~ ',~, > Rh~(C~(K~L)) ~ Rh,(~K ~C ~ L) 

Dans ce diagramme, les fl~ches horizontales sont des fl~ches de 

changement de base et les fl~ches verticales les fl~ches de KUnneth 

pour les deux diagrammes (5.4.1.1) consid~r~s. 

Pour prouver 5.4.3 , il suffit de prouver que la fl~che 

de KUnneth est un isomorphisme en tout point g~om~trique de Z o D'apr~s 

5.4.3.2~ il suffit de le v~rifier apr~s un quelconque ehangement de 

base (5.4.3.1) tel que S I soit le spectre d'un corps alg~briquement clos 

et PI' ql des isomorphismes. 

Apr~s un tel changement de base, le diagran=ne (5.4.1.1) se r~duit 

u n  diagramme 

(5.4.3.3) X 

X XsY 

et la fl~che de KUnneth ~ une fl&ehe (5.4.4,1) 
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(5.4.3.4) k : Rf, K~ Rg, L > R(fXg),(K~L) 

(c) Soit un diagramme (5.4.3.3) dans lesquel f et g sont propres. 

On admettra que : 

Ler~me 5.4.3.5. Le dia~ran~ e suivant est cormnutatif 

L L 
Rf,K ~ Rg,L > R(f×g),(K ~ L) 

RfI(K ~c~f'~Rg~L) > Rff Rpl(p'~K ® q"~L) 

Dans ce diagramme, les fl~ches horizontales sont les fl~ches 

de KUnneth et la fl~che de changement de base. Les fl~ches verticales 

sont une fl~che de changement de base par f et un isomorphisme de 

transitivitY. Le th4or~me 5.5.9 est cons4quence de ce lem~e et de 4.3.1. 

Le lecteur eourageux pourra v4rifier que ce lemme reste 

valable si f et g ne sont pas n4cessairement propres. 

5.4.4. Soien~ Sun sch4ma, fi : X! > X. (i61) une famille finie 
I i 

de morphismes compactifiables de S-sch4mas, X le produit sur S des X~ , 

' et f : X' ---> X le produit des f. Si S X i le produit sur S des X i i " 

est annel4 par ~ , comme en 5.4.1, et si on ann~le les X iet X! par 
i 

IIimage r~ciproque de u~ , on a plus g~n4ralement un Isomorphisme 

(5.4.4.1) ~ Rfi~ (K.) ~ > Rf,( ~ K i) , 
i61 1 iEl 

pour K i E Ob D-(XI,~). La d~finitlon de cet isomorphisme, ainsi que 

celle des deux membres de(5.4.4.1~ ne n~cessite pas le choix d'un Qrdre 

total sur I . 
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5.5. Cohomologie des puissances sym~triques. 

Le r~sultat principal de cen ° est le th~or~me 5.5.21, donnant 

en particulier la cohomologie ~ supports propres d'une puissance sym~- 

trique d'un schema X sur un corps k alg~briquement clos, pour des 

coefficients convenables (par exemple ~/n~ ) en terme de la cohomologie 

supports propres de X . L'snalogue de ce th~or~me en topologie 

semi-simplicisle est bien connu, tout au moins pour la cohomologie 

coefficients dans un anneau cormnutatif A ; il se v~rifie au niveau des 

cochaines semi-simpliciales. En effet, si X~ est un ensemble semi-simplicial, 

il existe une biJection continue canonique de la r~alisatlon g~om~trique 

de la puissance sym~trique n.~me (x~)n/Gn de X~ dans la puissance sym~- 

i~me 
trique n de la r~alisation g~or~trique de X@ , et cette bijection 

induit un isomorphisme sur la cohomologie. 

5.5.1. Rappelons quelques propri~t~s (dues & D. LAZARD) des modules 

plats, quelques propri~t~s (dues & ROBY) des foncteurs TS net T n , 

et quelques propri~t~s (dues & DOLD et PUPPE) des foncteurs d~riv~s 

de foncteurs non additifs. 

5.5.1.1. Tout module plat sur un anneau. A est limite inductive filtrante 

de modules libres de type fini (LA~ARD [I, I 1.2]). Ce r~sultat implique 

les suivants : 

5.5.1.2. Le foncteur lim est une ~quivalence de Is cat~gorie des Ind-objets 
I 

(I 8.1) de la cat~gorie des A-modules libres de type fini (resp. pro- 

jectifs de type fini) avec la cat~gorie des A-modules plats. 
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5.5.1.3. Si A et B sont deux anneaux, tout foncteur T : Mod(A) --> Mod(B) 

qui transforme module libre de type fini en module plat et commute aux 

limites inductivQs filtrantes~transforme module plat en module plat 

(LAZARD [I, 1 1.5]). 

5.5.1.4. Toute suite exacte de A-modules, avec L" plat, 

O----~ L I > L > L" > O 

est llmite inductive de suites exactes scind~es (LAZARD [i, 1 2.3]). 

5.5.2. Soient A un anneau commutatif et M un A-module. 

5.5.2.1. Pour tout entier n, on d4signe par TSn(M) (ou TSA(M)) 
n 

le 

module des tenseurs sym4triques de degr4 n de M . D~signant par n 

groupe sym~trique de degr4 n, on a par d~finition 

n ~n 
TSn(M) = (6 M) 

le 

Si Best une A-alg~bre, alors TSn(B) est une sous-alg4bre de 

n 
® B . Si de plus Best commutatif, slots Spec(TSn(B)) est par d~finition 

i~me 
la puissance sym~trlque n de Spec(B) sur Spec(A): 

Spec(TS~(B)) = Symspec(A ) n  (Spec(B) dfn= (Spec(B)/Spec(A))n/ ~ n 

5.5.2.2. Rappelons (ROBY [i, I I pg.226]) qu'une loi polynOme f d'un 

A-module M dans un A-module Nest la donn4e, pour route A-alg~bre 

conmmutative A', d'une application fA' : M®AA' > N®AA' , ces 

applications 4tant telles que pout tout homomorphisme de A-alg~bres 

u : A I > A", le diagramme 

372 



- 122 - XVll 

soit coranutatif. 

M ~)AA t "' 

U 

M ®A A'' ...... 

fA ' 
> N®AAt 

U 

fA" 
> N ®A A" 

Une loi polynOme f est dite homog~ne de degr~ n 

(ROBY [i, I i pg.226]) si, pour tout a' E A', on a identiquement 

fA,(a' x) = a'nfA,(X) 

Une telle loi polynOme s'appellera aussi application n ique (quadratique, 

cubique, ...) ; on notera leur ensemble 

Hom n lque (M,N) 

Plus g~n~ralement, si (Mi)iE Iest une famille finie de A-modules 

et ~ = (ni)iE I une famille d'entlers, une loi polyn0me multihomog~ne de 

multidegr4 n des modules M. dans Nest une loi polyn~me de ~ M. dans N 
-- i i 

v~rifiant identiquement, pour aiEA1 , 

n i 
a i • fA,((xi)iE I) fA'((aixi)iEl) = iEl 

On notera Hom ~ique((Mi),N) l'ensemble de ces lois polynDmes. 

5.5.2.3. Pour tout module M, le foncteur covariant des A-modules dans 

les ensembles 

Ni ~ Hom niqUe(M,N) 

est repr4sentable par un A-module ~n(M) (ou ~A(M)), muni d'une 
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application ique universell e yn : M ) Fn(M) (ROBY [I, IV I pg.226]). 

Etant donn4 (Mi)iE Iet ~ comme en 5.5.2.2, le foncteur covariant 

N I > Hom ~ique((Mi),N) 

n 
est reprdsentd par le module ® F i(M.), muni de la loi polynOme 

i61 l 
n i 

multihomo~ne (de multide~r4 n) univeraelle (mi) I ) ~ y (m i) . 
i6I 

5.5.2.4. Les foncteurs TS net F n commutent aux limites indcutives 

filtrantes (pour le second, (ROBY [i, IV 6 pg.275]), lls transforment 

modules libres enmodules libres, donc modules plats en modules plats 

( 5 . 5 . 1 . 2 ) .  

n 
5.5.2.5. L'application n ique de M dans TSn(M) donnde par m~---> ® m 

d4finit une application ~, dire canonique, de yn(M) dans TSn(M), v~rlfiant 

n 
c~(¥"(m)) = ® m 

Cette application est un fsomorphisme pour M libre de type fini 

(ROBY [I,IV pg.272]) donc aussi pour M plat (5.5.2.4 et 5.5.1.1). 

Soit M un A-module et P une suite exacte 

d 
P : P1 >P >M '~0 o 

' dans P de Soit PI' = PI X Po' et soient Jo et Jl les morphismes de PI o 

coordonn~es (d,ld) et (O,Id). La suite 
n 

r (jo) 

f(Pi) .~ rn(p ) ~ rn(M) ,, > o 
Fn(jl ) o 

est alors exacte (ROBY [i pg.284]). Pour P une presentation plate de 
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M, on en d~duit une description du foncteur F n via le foncteur TS n 

(5.5.2.5.1) Tsn(Pi ) . > Tsn(p o) • > rn(M) ~ O 

5.5.2.6. Si M = M' O ~li', itapplicatlon n ique 

n H 

m~ . . . . .  > (yn'm ® y m)n,+n,=n 

d4finit un isomorphisme, dit canonique (ROBY [I, III 4]) 

(5.5.2.6.1) in(M) N > I in'(M) ® in"(M) . 
n ~ + n "  =II 

Si E est une suite exacte 

E : 0 " ~ M' ----> M > ~' ~ 0 , 

le module in(M) est muni d'une filtration eanonique (d~croissante) 

et de morphismes 

(5.5.2.6.2) ~(M") ® in'i(M') > Gri(Fn(M)) . 

Ces donn@es sont caract~ris~es par les propri~t~s dt~tre fonctorielles 

en ~ et de v@rifier une compatibilit~ ~vidente avec (5.5.2.6.1) pour 

scindable. Les fl~ches(5.5.2.6.2)sont des isomorphismes pour ~ scindable, 

donc aussi pour M ~' plat (5.5.1.4). 

5.5.2.7. Le foncteur in commute ~ l'extension des scalaires (ROBY [I, III 3 

pg.262]) (la propri~t~ analogue pour TS nest en g~n~ral fausse). 

5.5.2.8. Si u : ~X~ ) N eat une application bilin~aire, alors 

n you est une loi po~yn0me bihomog~ne de bidegr~ (n,n) et d~finit done 

n n n n 
(5.5.2.3) u n : in(~) ® in(M 2) > rn(N) v~rifiant u (y x~{ y)--Y u(x,y). 
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En particulier, si Best une A-alg~bre, le produit : BxB-~ B induit 

un produit sur Fn(B). Ce produit fait de Fn(B) une A-alg&bre, et l'appli- 

cation canonique de ~n(B) dans TSn(B) est un homomorphisme d'alg~bres. 

5.5.3. Soit ~ une cat~gorie ab@lienne. On d~signera par ssimpl+(o~) 

la cat@gorie des objets co-semi-simpliciaux de o~ , par c~O(~) la 

cat@gorie des complexes diff@rentiels K avec K i = 0 pour i < O, et 

par KmO(o~) l'image de c~O(~) dans K(~). Si K E Ob ssimpl+(O~), le 

complexe normalis@ associ@ N(K) E Ob caO(u~) est d@fini par 

(5.5.3.1)/N(K) n = intersection des noyaux des op~rateurs de d@g4neres- 

cence de K n dans K n-I 

d = ~(-I) i ~i 

Si on d~signe encore par K le complexe de composantes K n, 

et de diff@rentielle d = ~(-l)i~i , alors N(K) est un sous-complexe facteur 

direct dans K, et K/N(K) est homotope ~ z~ro. 

D'apr~s DOLD-PU~PR [i], le foncteur Nest une ~quivalence 

de cat@gories 

N : ssimpl+(~) > czO(~) 

Cette ~quivalence et son inverse transforment morphlsmes homotopes en 

morphismes homotepes. De plus, pour tout K E Ob ssimpl+(~), K nest 

sonm~e de copies de N(K) i (i~n) ; si ~ est une propri~t~ d'objets de ~ , 

stable par sommes finies et facteurs directs, on en d4duit que les K i 

ont la propri~t~ pour i ~ n si et seulement si les N(K) i ont cette 

propri~t~ pour i ~ n . 
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L'4quivalence Nest utilis4e par DOLD et PUPPE pour 6tendre 

tout foncteur (non n4cessairement additif) T : ~ ............. > ~D de ~ dans 

une cat4gorie quelconque ~ en un foncteur Cm0(T) (ou simplement T) 

de C20(u~) dans c~O(@) 

(5.5.3.2) cmO(T) = N T N -I 

Le foneteur c~O(T) passe au quotient pour d4finir 

(5.5.3.3) T ou K~O(T) : KaO(o~) > K>-O(cb) 

5.5.3.4. Si Test de de~r4 ~ n, i.e. si le (n+l) i~me "cross effect" 

est nul (DOLD-PUPPE [I, 4.18 pg.232]) alors, pour tout K E Ob c2-O(o~) 

tel que K i = O pour i > m, on a IT(K)] i = O pour i >nm (DOLD-PUPPE 

[i, 4.2.3 pg.233]). 

5.5.3.5. En particulier, si Test un foncteur de degr4 fini de la 

cat4gorie des A-modules dans celle des B-modules, qui transforme objet 

plat en objet plat, alors un complexe plat born6 a pour image un 

complexe plat born6. 

Lemme 5.5.4. Soit o~b une cat4gorie ab61ienne. 

(i) Les quasi-ispm9rphismes dans KeO(og) permettent un ealcul de~ 

fractions ~ gauche et ~ droite. 

(ii) L e foncteur 4vident est une 6quivalence entre la cat6gorie d6duite 

d_~eK~O(+~) en inversant les quasi-fsgmorphismes et la cat6gori~ DeO(c~)- 
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Le foncteur TmO : C(~) ~ cmO(~) (1.1.13) passe 

au quotient pour d~finir un foncteur T~O : K(o~) > K~O(~0~), adjoint 

gauche ~ l'inclusion de K~O(~) dans ~ . Le foncteur T~O transforme 

quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes, et la fl~che d~adjonction 

X ...... > ~L~o(X) est un quasi-isomorphisme si et seulement si Hi(x) = 0 

pour i < O . Le lermme 5.5.4 r~sulte donc de VERDIER [CD] et des points 

(i) et (ii) du lemme suivant, dont la d~monstration est laiss~e au lecteur : 

Lemme 5.5.4.1. S gient K une cat~Bq.Fie , K' une sous-cat~Eorie pleine, 

Sun ensemble de morphismes de K ~gal g l'im~$e inverse de l'ensemble 

des isomorphisme~., de K(S -I) ~f.[~ZIS l, ch~pl~t S' sa troce dans K'. 

i~nsuppos@ que l'.inelusion i de K' dans K admet ..un adjolnt ~ gauche ~ 

et que T(S) c S' 

(il Le foncteur ~vident de K'(S '-I) dans K(S -I) est pleinement fide!e, 

et admet ~ pour adjqint ~ gauche. 

(ii) S i K(S -I) p eut se calculer par calcul de fr.agtionsg gauche , (resp. 

droite) alors K'(S '-I) a la m~me pro ri~t~ 

Si l'inclusion i n[a pas n~cessairement d'ad~oint ~ Rauche~ 

et si ~ d~signe le foncteur non partant d~fini adjoint g gauche h i, on a : 

(iii) Si K(S -I) peut se calculer par calcul de fractions~ gauche (resp. 

droit~ et si pour tout u E S, de but (resp. de source) dans K', T(u) 

est d~fini et dans S' alcrs K'(S '-I) admet un calcul de fractions~ 

gauche (resp. ~ droite) et le foncteur K'(S '-I) > K(S -I) est pie ~- 

nement fiddle. 
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5.5.5. Soit T :~ > O~ un foncteur entre eat6gories ab~liennes. 

Comme en 1.2.1~ on d6finit les d6riv6s de T 

LT : D~X)(~) 

RT : DL~O(~) 

par les formules 

LT(K) 

) Ind(DaO(~)) 

= "lim" T(K') 

RT(K) = "lim" T(K' ) 
s:K--~ K' 

o~ s parcourt la catdgorie filtrante des quasi-isomorphismes de but 

(resp. de source) K . 

On dit que Test d~rivable ~ sauche (r~sp. ~ droite) en K 

si LT(K) (RT(K)) est representable° On dit que K est d~ploy~ ~ gauche 

(resp. h droite) ~our T (ou, par abus de langage, d~ploy~ pour LT 

(resp. RT)) si la fl~che canonique suivante eSt un isomorphisme : 

LT K .... N > TK (resp. TK N ~ RT K) 

Proposition 5.5.6. Soit Fun foncteur de la cat~$orie des modul@s @ur 

un anneau A dans une c at~ori@ ab~lienne Q'$ . Supposons que les limites 

inductives filtrantes dans ~ soient repr~sentables et soient exactes, 

et ~ue F co~te aux limites inductives filtrantes. A!ors tout complexe 

born~ M" E Ob K~O(A) de modules plats est d~ploy~ pour LF . 
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La proposition r4sulte irmm~diatement des d~finitions,du 

lemme suivant, qui sera prouv4 en 5.5.6.4,et du fait que les quasi- 

isomorphismes u : N" - > M', avec N" 6 Bb'eO(A) g composantes plates, 

forment un ensemble cofinal dans la cat~gorie des quasi-isomorphismes 

de but M" . 

Lemme 5.5.6.1. Soit u : N" > M" un quasi-isomorphisme entre complexes 

plats, objuets de cb'~O(A). Alors, F(u) est un quasi-isomorphisme. 

Lemme 5.5.6.2. Soient ~ une cat~$orie additive et dun intervalle 

born~ sup~rieurement de ~ . On d~sisne par C d (resp. C d'b, resp. Kd~ 

resp. K d'b) la cat~$orie des complexes nuls en desr~@ i ~ d (resp. e~t 

born4s, resp. & homotopie pr&s). O__~n a une ~quivalence 

: Ind(cd'b(~) ~ > cd(Ind ~) ; 

l'inverse de cette ~quivalence induit un foncteur 

!~ : Kd(Ind~ ) -------> ind(Kd,b(o~)) 

A) Prouvons que ! est pleinement fid&le. Soit done K un complexe born4 

dlobjets de ~ et L = "lim" L& un Ind-complexe. On a ----> 

dfn 
Hom(K,L) = lim>Hom(K,L ) = lim Z°(Hom'(K,L )) ~ Z ° lim Hom'(K,L ) 

.,. ~ ~ >  

~ Z ° Hom'(K,~L) = Hom(K,~L) , 

itavant-derni~r isomorphisme provenant du fait que K est fini, de sorte 

que la lim commute au passage du double au simple complexe. Ceci prouve 

l~assertion. 
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B) On laisse au lecteur le soin (assez fastidieux) de v~rifier que 

est essentiellement surjectif en construisant, de gauche ~ droite, 

partir d'un degr4 arbitrairement choisi, "suffisamment" de complexes 

born4s s~envoyant dans un complexe born4 sup~rieurement de Ind-objets K ; 

et de d~velopper de m~me le point suivant : 

C) Si 6f : 6 lip>K~ > 6 lim#~ est homotope A z~ro : f = d H + Hd , 

alors, pour tout ~, H se rel~ve en H i : K i ~ L i ~ ~(~) qui, pour 

assez grand, d~finit une homotopie ~ z4ro de f : K > L~(~) . 

5.5.6.3. Soient A un anneau, dun intervalle born~ sup~rieurement 

de ~, P(A) la cat~gorie des A-modules projectifs de type fini, P6(A) 

la cat~gorie des A-modules plats. D~signons par D T°r c d(A ) l'image 

de cd(pg(A)) dans D(A) et par D parf c d(A ) l'image de cd'b(p(A)) dans 

D(A). D'apr~s 5.5.1.2, on a P£(A) --~ Ind P(A). On a par ailleurs 

Kd'b(p(A)) ~ D parf ~ d(A). On d~duit d~s lors de 5.5.6.2, et du 

fait que H i cormaute aux limites inductives filtrantes, qu'il existe 

un diagramme commutatif de foncteurs 

cd(p6(A)) < N--" Ind cd'b(p(A)) 

6' d~b 
Kd(e6(A)) . . . . .  Ind K ' (P(A)) 

DTOr c d(A ) 6" ' ~ Ind D parf c d(A ) 
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5.5.6.4. Prouvons 5.5.6.1. Avec les notations de 5.5.6.3, si d est 

un intervalle [O,k], on dispose (car F cormnute aux lim ) de diagrammes 

com~nutatifs 

Kd(p£(A)) 

K~O(F) 

K+(~ ) 

H i 

g, 

lim> 

> Ind Kd(p(A)) 

Ind(KeO(F)) 

Ind K+(0~3) 

Ind(H i) 

Ind 6~o 

Si u est corm~e en 5.5.6.1, alors, d'apr~s 5.5.6.3, i'(u) est un iso- 

morphisme, et H i K~O(F)(u) est done un isomorphisme, ce qu'il fallait 

prouver. 

5.5.7. Soient X un schema sur un schema Set k un entier. On suppose 

que la puissance sym~trique Sym~(X) est d~finie. Le lecteur qui voudrait 

ne pas faire cette hypoth~se pourra se placer dans la catEgorie des 

espaces alg~briques (ARTIN [I]) . On ann~le S par un faisceau d'anneaux 

con~nutatifs~. A partir de 5.5.19, ~ sera suppose de torsion. On 

d~signera encor e par ~ , par abus de notations, l'image r~ciproque de 

C~ sur un quelconque S-schEma. 

k 
Soit ~ un faisceau de modules sur X ; le faisceau ~ ~, 

produit tensoriel externe de n copies de ~, est un faisceau sur xk/s, 

~quivariant par l'action du groupe sym~trique G k sur xk/s . Par 
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k k 
passage aux invariants, il d4finit un faisceau TSext(~) sur Syms(X), 

appel~ puissance tensorielle sym6trique ' externe de 

Pour raisonner "point par point", il est utile de travailler 

avec les points de symks(X) d4crits con~me suit. 

5.5.7.1. Soit sun point g~om~trique de S . Un point x de Syms(X) 

valeurs dans k(s) d~finit un point g~om~trique de Syms(X). On d~si- 

gnera par (Xl...x k) un point de (X/S) k ~ valeurs dans k(s) d'image x, 

par yl..oy6 les ~l~ments distincts de la suite Xl...x k et par 

n.(l~i~) la multiplicit~ de Yi dans cette suite (E n. = k). 
I I 

Avec les notations de 5.5.7.1, et d~signant par ~ un 

groupe sym~trique, on a 

) F  Gni k ( 5 , 5 . 7 , 2 )  TS x t ( F ) x e  ~ (® ( ))  
1 Yi 

produits tensoriels 4tant pris sur ~o S . En particulier, pour les 

F plat, on a, grace ~ 5.5.2.5 : 

n. 
TSkxt(F)xQ ~ ® F i F ( 5 . 5 . 7 . 3 )  

I Yi 

en utilisant un argument par r~eurrence sur £, utilisant la platitude 

n i 
des ~ Fy i (5.5.2.4) et le fait suivant : si G (resp. H) est un groupe fini 

operant sur un A-module M(resp. N), et si Met N H sont plats, alors 

MG®A NH ~ > (M ®AN) GXH . 

5.5.8. Soit Fun Module sur X, et P une presentation plate de F 

P : PI >Po mF ~0 
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On d6finit Pi' Jo et Jl comme en 5.5.2.5, et on d6finit ~ext(F) 

(foncteur r externe) coname le conoyau de la double fl~che 

(TS~xt(Jo) , TS~xt(Jl)). Avec les notations de 5.5.7.1, on d4duit 

de 5.5.7.3 et 5.5.2.5 des isomorphismes 

~e ~ n. (F) -~-- ® F I(F ) (5.5.8.1) xt x i Yi 

De cette formule, on d4duit que ~ext(F), qui a priori 

d4pend fonctoriellement de P, ne d4pend, A isomorphisme unique pros, 

que de F . 

5.5.9. On dispose d'un morphisme fonctoriel 

C~ : ~x "(F)e. ~ > TSkex +(F) 

Le couple (l',c~) est caraet4ris6 par les deux propri~t~s : 

(i) Pour F plat~ C~ est un isomorphisme 

(ii) Avec les notations de 5.5.2.5; pour toute pr4sentation 

PI 

de F, la suite 

est exacte. 

On a de plus : 

d £ 
> P -------~ F - > 0 

o 

÷ext  ) o 

(iii) Les foncteurs TS k et ~ commutent aux limites induetives 

filtrantes (d'apr~s 5.5.7°2, 5o5.8.1, 5.5.2.4). 

(iv) Le foncteur ~ commute ~ toute extension 0~ ===~ +~' de l'anneau 

de base. 

384 



- 134 - XVll 

(v) Le foncteur ~ co~s~ute ~ tout changement de base S' 

pour tout carr~ cart~sien 

on a 

X t g' ; X 

S' g -~$ 

)S : 

symk(g')W ~ext ~ ~ext g'~ 

(5.5.8.1 et 5.5.2.7). 

(vi) Le foncteur ~ commute aux images inverses par tout morp~isme 

radiciel i : X' > X (par exemple une immersion ferm~e) : On a 

k * 
Syms(1) ~ext -~-~ l'kxt i~ 

( 5 . 5 . 8 . 1 ) .  

(vii) Pour j : X' ~ X une immersion, on a 

k 
Syms (J) ~. ~ext = [kext j' 

(5.5.8.1). 

5.5.10. Soient kl, k 2 et k = k I + k 2 trois entiers ~ O . On dispose 

alors d'un morphisme fini ( ) : 

V F 2 le 

k I k 2 
Vklk2 : Sym S (X) X S Sym S (X) ) Sym~(X) 

k. 
Si F i (i=1,2) est un Module sur Syms1(X) , on d~signe par F I 

falsceau sur SYmsk(X) 

F I V F 2 = Vklk2 ~ (FIEF 2) . 
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5.5.11. Soit une suite exacte de Modules sur X 

Z : 0 > F I ~ F ~ F" ) O 

Avec les notations 5.5.7.1, on dispose, grace ~ 5.5.8.1 et 5.5.2.6~ 

filtration sur ~xt(F)x d'une 

6 i 
E @ F &(F j ) ® 

i Y& 
Ei=i 
i 

Le premier membre n'est autre que (~xt(F') V ~e~(F")) x . On v~rifie 

faeilement que ces donn~es, construites point par point, proviennent 

(unique) filtration en k+l crans de ~ext(F), et de morphismes dlune 

(uniques) 

, et de morphismes : 

£ n.-i 
® F I &(F" ) ~ Gri(l~xt(F)x)~'e 
I Y& 

(5.5.11.1) riext(F') V ~ex~(F") > Gri(~ext(F)) 

Si la suite exacte ~ est scind~e, on a plus pr~cis~ment 

(v@rification point par point ~ partir de 5.5.2.6.2). 

(5.5.11.2) ~ext(F' • F") "~ Z F kl (F') V F~xt(F") ext 
kl+k2 =k 

Si la suite exacte % est scindable point par point, ou si F" 

est pl~t, les morphismes (5.5.11.1) sont des isomorphismes (cf. 5~5.1.4). 

5.5.12. Soit u : X---> Y un morphisme de S-schemas. On suppose que les 

puissances sym~triques Sym~(X) et Sym~(Y) existent. Soient Fun ~dule 

sur X~ Gun Module sur Yet v C Hom(u~G,F) ~ Hom(G,u~F)un u-homomorphisme 
n n 

de F dans G (0.2). Si ~ u est la puissance csrtf~ienne n i~me de u, 
n n n n 

lJhomomorphisme v induit un ~u-homomorphisme ~v de ~F dans ~G . 
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Yar passage aux invariants, celui-ci d~finit 

: ~ TS~xt(G) Tsn(v) TS~xt(F) n 
SymS(u) 

On d4duit de la d4finition 5.5.8 qu'il existe un et un seul 

symn(u)-homomorphisme Fenxt(V), fonctoriel en (F, G, v), 

rend~nt commutatif le diagramme suivant (cf. (0.2) pour le sens 

(inhabituel) des fl~ches) : 

l~ext(V) 
~ext(F) ........... n 

sur Syms(U) 

sur Id 

TS~xt(V) 
TS~xt(F) 

sur Sym~(u) 

> ~ext(G) 

[ sur Id 

! 

TS~xt(G) 

On utilisera cette fl~ehe surtout cormme "£1~che de KUnneth 

sym4trique" : pour G = u~F, et v la fl~che canonlque, 18 fl~che ~ext(V) 

s)identifie ~ un homomorphismes de Modules 

(5.5.12.1) k n : ~ext(U~F) > symn(u)~ ~ext(F) . 

5.5.13. Solt la condition : 

~.5.13.1~ K 60b Kb'~O(x,~) et, pour tout point g~om~trique x de X, 

le complexe K x est homotope ~ un complexe de modules plats L x E Ob cb'~O(~x). 
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Len~ne 5.5.13.2. La sous-cat~$orie Db't°r~O(x,~) de Db(x,~) form4e 

des complexes~ de Tor-dimension ~ O e st 4quiv@lente ~ Is cat4g0rie qui 

se d~duit de la cat4 orie des complexes K E Ob Kb~O(x,d~) v4rifiant 

~.5.13.~e n i nversant les quasi-isomorphisme~.Cette construction peut 

se faire indiff~remment par calcul de fractipn~ ~ $auche ou ~ dr pite. 

Soit P la sous-cat4gorie de K-(X,0~) form4e des complexes 

point par point homotopes gun complexe de modules plats. On sait 

(VERDIER [C.D.]) que D-(X,o~) se d~duit de Pen inversant les quasi- 

isomorphismes, par calcul de fractions ~ droite ou ~ gauche. On applique 

alors 5.5.4.1 ~ l'inclusion de Kb'~O(x,u~)n P dans P . En effet, si K 

est de Tot-dimension ~ O, et point par point homotope ~ des complexes 

de modules plats L x , alors ~o(K) est point par point homotope aux 

TL>o(Lx) , et ceux-ci sont encore des complexes de modules plats, de 

sorte que ~zo(K) v~rifie 5.5.13.1. 

5.5.14. Dtapr~s 5.5.6.1, 5.5.7.2 ou 5.5.8.1 et 5.5.2.4, tout quasi- 

isomorphisme v : K ~ > K entre complexes v~rifiant~.5.13.1~induit 

des quasi-isomorphismes 

TSk(v) : TS~xt(K') ~ > TS~xt(K) 

~(v) : ~ext(K') ~ > ~kex t(K) 

Ii en r4sulte que les foncteurs ~ et TS k sont d4rivables (5.5.5) sur 

la sous-cat~gorie Db't°r~O(x,~) de Db(x,o~), et que les complexes 

v~rifiant~.5.13.O sont d4ploy4s ~ gauche pour ces foncteurs. D'apr~s 
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5.5.2.4, 

(5.5.14.1) 

(5.5.14.2) 

et TS k induisent des foncteurs 

: Db,tor~Ot~ k -  - ~ .  LTS k D b' t°r~O(x,~ ) > ~Yms~X),u%) 

L~ : Db't°r~O(x,u~) > Db't°r~O(Symsk(X), ~) 

De plus, le morphisme canonique ~ (5.5.9) induit d'apr~s 5.5.9 (i) 

un isomorphisme entre les foncteurs 5.5.14.1 et 5.5.14.2 

(5.5.14.3) ~ : L~ ~ > LTS k 

5.5.14.4. Les isomorphismes de 5.5.9 (iv) (v) (vi) (vii) passent 

la cat~gorie d~riv~e et d~finissent des isomorphismes : 

(iv') Pour J~' une o~-alg~bre, on a 

LTkx(K) ~ ~ = LF k (K ~ ~') 
"e t A ext0~ , & 

(v t) Pour tout changement de base g : S ~ > S, on a 

Sym~(g') ~ L~extK = L~ext(g'~K) 

(vi') Pour tout morphisme radiciel i : X' --~ X, on a 

SYmsk(i) ~ L~ext K ~ L~ex t i ~K 

(vii') Pour j : X' > X une immersion, on a : 

Symsk(j)I L~ex t = L~ext j : 

5.5.15. Soit une suite exacte de complexes plats de c~O(x,~, 

0 ...... > K t > K > K" ~ 0 , 

et appliquons le foncteur ~ext (5.5.3). On trouve (comme en 5.5.11) 

qua le Module semi-simplicial ~ext(N-IK) sur symk(x) admet une filtration 
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dont les quotients successifs sont les Modules semi-simpli¢iaux 

Fk' ,N-IK, I~e~t(N-iK ") (k'+k" k). ext ~ ) V = 

Passant & la cat~gorie d~riv~e on trouve que L~ext(K) 

est repr~sent~ par un complexe filtrd dont les quotients successifs 

LL~e~(K")" de la cat~gorie d~riv~e repr6sentent les objets L_ext(KtT i V 

(appliquer 5.5.2.4 et le th~or&me de EILE~ERC--ZILBER-CARTIER 

(isomorphisme dans ~ d'un objet semi-simplicial double et de sa 

diagonale : DOLD PUPPE[I.2.9 pg.213]). 

Dans la cat6gorie ddriv~e, cette construction peut d~j& 

se faire & partir d'une suite exacte de complexea v6rifiant 5.5.13.1. 

En termes plus intrins~ques, soit A un "vrai triangle" 

d'objets de Db't°r~O(x,~), i.e. un objet de la "eat~gorie d~riv~e 

filtr6e" avec Gri(~) = O pour i # O,I et Gri(&) 60b Db't°r~O(x,,~) 

(DELIGNE, in Appendice & VERDIER [2], ouVl B n" 2.5.1, 2.5.2). 

La construction pr4c4dente fournit alors un objet L~ext(A) 

la cat6gorie d~riv6e filtr4e de Sym~(X), des isomorphismes de 

Gri(L~ext(~)) ~ Lr~xt(Grl(A)) V 

et, d~signant par I I le complexe sous-jacent & un complexe filtr4, 

un isomorphisme 

Lemme 5.5.16. Soit Nun entier. La cat~gcrie Db't°r~O(x,~) se d4duit 

de la categoric des complexes K 60b Kb'eO(x,~) v~rifiant les condi- 

tions (i) et (ii) ci-dessous en inversant les quasi-isomorphismes : 
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(i) Condition (5.5.13.1). 

(ii) Le complexe K est d~ploy~ pour tout fon=teur imase directe de 

dimension cohomolo~ique g N, relatif~ un isomorphisme de topos 

N 

f : Xet > T . 

Qu'il y ait un calcul des fractions ~ droite r4sulte 

de 5.5,13 et du fair que, via les r4solutions flasques canoniques 

tronqu~es (4.2.9), tout complexe K v4rifiant (i) s'envoie dans 

un complexe v~rifiant (i) et (ii). 

5.5.17. Soit un morphisme de S-sch4mas u : X > Y . On suppose 

Sym~(X) et Sym~(Y) e~istent, qu'il existe un entier N tel que le que 

foncteur u~ soit de dimension ~ N sur la cat4gorie des o~-Modules, 

et que le foncteur Ru~ transforme eomplexesborn4s de Tot-dimension ~ O 

en complexes de Tor-dimension ~ 0 . Ces deux derni~res conditions 

sont automatiques si u est propre, ~ de torsion et Y coh4rent (i.e. 

quasi-compact, quasi-s~par~) (5.2.8.1, 5.2.10). 

Soit K 60b Kb'~>O(x,~) un complexe v~rifiant les conditions 

(i) et (ii) de 5.5.16, avec N comme ci-dessus. D'apr~s 5.5.1,~> !a 

fl~che 

: " 

est un quasi-isomorphisme. De m~me, la fl~che 

y : u~K ~ ~ Ru~K 

est un quasi-isomorphisme. 
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On d~finit la fl~che de KUnneth sTm4trique de LCx t Ru~(K) 

dans R symn(u)~ LCxt(K) comme le compos4 

(5.5.17.1) k n : eCxtRU~K ~ ~ Llmu~K .... > 

n x Syms(U)w~ext ( ) > ~ext uWK (5.5.12.13 SymS(u)~Cxt(KP > R n K 

Ii r4sulte de 5.5.16 que les morphismes (5.5.17.1) d4finissent 

+ - c  n -  
u n  morphisme entre foncteurs de Db't°r~O(x,~) dans D [~Yms(Y,,~) 

n 
(5.5.17.2) k n : L xt Ru~ ~ R SymsU ~ LCx t , 

appel~ encore morphlsme de KUnneth S~rn4trique. 

Ce morphisme est caract4ris4 par Is propri4t~ 5.5.18 ci-dessous. 

5.5.17.3. Soient S, X, Yet u comme plus haut, K E Ob cb'~O(x,~) un 

complexe de Tot-dimension ~ O, K 1 60b cb'L~O(Y,~) et 

K 2 60b cb(sym~(X),~). Soit v un u-homomorphisme (0.2) de K darts KI, 

et soit tun homomorphisme (au sens oridnaire~ cormne tous ceux qui 

suivent) de Cxt(K) dans K 2 . On dispose de morphismes 

: Cx (KI -  Cxt(   

n Cxt(K) > n b) Sym~(u)e(t) : SymS(u) W SymS(u) W K 2 , 

de compos~ 

n 

~' : Cxt(KI) > SymS(u) ~ K 2 , 

d~finissant, par composition 
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: Liext(Kl ) ~ n  

De plusj vet t induisent : 

I 
v' : K I 

t' : LextKl~= ....... 

On a slots : 

R symn (u) ~K 2 

RusK 

> K 2 

Proposition 5.5.18. Sous les hypotheses 5.5.17.3, le diagramme suivant 

est comutatif dans D+(Syms(Y),~) 

k n SymS(u)~n L ~ x t  K L ex t~n RusK .............. ~ R 
(KUnneth sym~trique) 

L~ext(V') 
n ! 

R SYms(u).(t ) 

n 
L~ex t KI ........ ~0 .... ~ R SymS(u)~tK 2 

La d~monstration est toute pareille ~ celle de 5.4.1.5 

et laiss~e su lecteur. 

5.5.19~ ~ suppose dor~nay..ant~ de torsion. 

Soit u : X -- > Y un morphisme compactifisble de S-schemas : 

X .......... u y 

S 
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On suppose que Syrup(X), Sym~(~) et Sym~(Y) existent. Pour tout Module 

F sur X, on s alors 

(5.5.19.1) ~ext(J~F ) ~ Syms(j)~n. F~xt(F ) , 

et cet isomorphisme passe trivialement aux categories d~riv~es. 

On d4finit le morphisme de KUnneth s~an~tri@ue entre foncteurs de 

D b'tOrKO(x,~) dans Db't°r~O(sym~(Y),~) 

(5.5.19.2) kn kn ~e ~e u ou : L xtRU~ > R SymS(U)~L xt 

corame ~tant le compos~ 

dfn (5,5.17.2) 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  , 

(5.5.19.1) 
N n 

" R Syms(U) W Syms(J) [ L Fenxt 

(5,5.13.5 (vii'~ n _.n 

.... ~ R SymS(U)~LI xte 

5.5.20. On laisse au lecteur le soin de faire les v4riflcations 

suivantes, faeiles en principe en utilisant 5.5.18. 

5.5.20.1 (Caract~re intrins~que). Le morphisme (5.5.19.2) est ind4- 

pendant au choix de la compactification u de u . 

5.5.20.2 (TransitivitY). Soit un diagramme de S-schemas 

X u ~ Y ~ > Z , 
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avec u et v quasi-projectifs ; on suppose que Sym~(Z) existe (donc 

aussi S~(Y) et Sym~(X) (SGA i V 1.7, EGA II 4.5.4)). Le diagremme 

de foneteurs suivant est slots cormmutatif 
k n 

L~enxt R(vu), vu 

k n 
v 

LFenxt Rv~Rul n n > R Sym~(v),LF ~Ru, b . exE . 

n n 

R Syms (vu), Ll"ex t 

knu l] 
• S n n 

> R SymS(V),R Yms(U) ~el~ext . 

5.5.20.3. Le morphisme de KUnneth sym~trique est compatible aux 

changements de base ou d'espace du type 5.5.9 (iv) (v) (vi). De 

faqon plus pr4cise, on ales compatibilit4s suivantes avec les 

morphismes 5.5.13.5 (iv') (v') (vi'). 

(iv") Pour route o~-alg~bre o~', et tout S-morphisme quasi-projectif 

u : X > Y le diagramme 

® LFnxte Ru, (K) 
0£ 

u 

IL ]L 
L~ex t(Ru,(K) ~) N> Ll~xtRU~(K 6~y) 

k n 
1.3. 

n )~ S l~ext ( ~ l~e ~° R SymS(U),L~ext(K ' ~R Syra (u),(L K) ®~) ~ R symn(u),L xt ( ') 
o . ~ ~ o 

est commutatif. 
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(v") Pour tout ehangement de base g : S' ... > S, donnant lieu ~ un 

diagrarane cart~sien 

X I ~ ~' .~ X 

ye , , , ~  y 

S' .............. > S 
g 

le diagramme de foncteurs, tout analogue ~ (iv"), est conm,utatif : 

symn(g" ) 4~LF n . Ru, N _n "~Ru 
g ext . ... Liextg .' ................ N LCxtRu! g'* 

kn [ kn 
U u ! 

\ 

n . ~ ~ y m ~ u ' ~  ~ y m ~ ' ~ x - - ~ , ~ u ' ~ : ~ e ~ t  " Symg(g" )*R Sym S (u), Ll~ext R N Fn g,, 

(vi") Pour tout changement de base radiciel 

lieu ~ un dlagrmmme cart4sien de S-schemas 

X' ~' '~ X 

y, $ ~ y 

g : yt ~ > Y, donnant 

le diagramme de foncteurs suivant est cormnutatif : 
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n N 

Syms(g)~l~ext Ru, ~ L~ext g~ Ru, 

k n 
U 

$~s(~)~ ~ s~;(~ ~ ~ s~(~,):~,~ t 

L~ex t Ru~ g'~ 

[ kn 
U I 

R Sym;(u' ) wLl~extg ' ~ 

Th~or~me 5.5.21. (Formule de KUnneth sym~trique). Solent Sun schema 

coherent (= ~ilasi%com~-act q,J~i-s~p~F~).annol@ parun faisceau d'anneaux 

commutatifs de torsion ~ , ~ fibres des anneaux noeth~riens. On ann~le 

ehaque S-schema par l'imag~ r~ciproqu@ de o~ . Soit u : X ---> Y u n 

morphisme de S-.sch~mas quas_if_p~'ej_@_~tifs. Quel que soient Itentier n m 0 

e_~t K E Ob Db't°r~)(X,d~)~ la fl~che de KUnneth sym~trique (5.5.17.2) 

kn : L~ex t Ru,K ~ R Sym;(u)! L~ex t K 

est un isomorphisme dans D b' torSO (Syms.(y) ,~i). 

La d~monstration de ce th~or~me occupera toute la suite de 5.5. 

Remarque 5.5.21.1. L'hypoth~se de quasi-projectivit~ sert seulement 

assurer que u admet une compactification u 

X J ~ X u >y 

telle que les schemas Sy~X) S ~  et $~;(¥, exis~eot ~ou~ tout ~ 

Le langage des espaces alg~briques devrait permettre de remplacer cette 

hypoth~se par la seule hypoht~ses que u est compactifiable. 
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par d~vissage 

Leram# 5.5.22. 

suivant : 

La premiere partie de la d~monstration consiste ~ ramener 

5.5.21 ~ un cas "irr~ductible" : 

Le th~or~me 5.5.21 es___t~ im~quJ_~a ~ le cas Particulier 

(~) Pour tout corps alg~briquement clos k, t_oute courbe projective 

et lisse X sur k et tout nombre premier 6, les fl~ches de K~nneth 

sym~triques (obtenues pour Y = S = Spec(k),~= ~ /6, K = ~ /£ ; voir 

explications eiTdessous) 

(5.5.22.1) L~n(RF(X,~ /~)) . ~ R~(S~(X), ~ /~) 

sont des isomorp.hisme ~ (n ~ O). 

Dans 5.5.22.1, le symbole F a un malencontreux double usage : 

dans l~expression R~, il d~signe le foncteur "sections globales" ; 

dans l'expression L~ n, il d~signe le foncteur 5.5.2.3 . On utilise 

dans eette formule l'isomorphisme l~enxt(~ /~) ~ ~ /6 . 

Soient donn~s S, X, Y, u et~ con~e en 5.5.21. 

Lemm_.___~e 5.5.22.2. Soit u ne suite e×acte de complexes dans cb'~O(x,~L), 

de tor-dimension ~ 0 : 

O - > K ~ -----> K ..... > K" ~ O 

Si le8 fl~ches de KUnneth k n (n ~ O) relatives ~ deux des comDle~es 

K~ K e~t K" sont routes des isomorphismes , alors les fl~ches de KUnneth 

relatives au troisi~me sont aussi des isomorphismes. 
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On se ram~ne au cas o~ u est projectif, et oh les complexes 

K', K, K" v6rifient les conditions (i) et (ii) de 5.5.16, pour N 

au moins 6gal au double de la dimension des fl&ches de u . Les 

fl~ches de KUnneth sym6triques sont alors donn6es par 5.5.17.1. 

Montrons par r~currence surn que si pour i ~ net deux 

des complexes K', K, K", les fl~ches k i sont des isomorphismes, 

alors les fl~ches k i (i~n) sont des isomorphismes pour le troisi~me. 

Pour le voir, on note que grace ~ 5.5.14, le morphisme 

n Ll~x t K (a) k n : Ll~ext Ru. K > R Sym (u). 

peut se repr4senter par un morphisme de complex~ filtr6s 

k 'n : K o > K 1 

de filtrstien finie, ce morphisme induisant sur les quotients successifs 

des fl~ches isomorphes aux fl~ches compos6es 

• K n-i ,, 
(b i) LF~x t Ru.K' V LFextRU.K 

e n i i ' > R oym (u).(Ll~xt K V Ll~n'iK '') 
ext 

suivantes : 

Ll~ix tRu.K ' ]L V LrnxtRU.K '' 
k iKvkn-i IL 

• " n-i n-i ,, 
R Syml(u).LFelxt K' V R Sym (u).LFext(K) 

def~ Vi'n-i*(R SYml<u)*LFelxtK' 
n-i n-i ,, 

~]R Sym (u).LFext(K)) 

5.4.3 

N > 

Vi,n_i.(R Symi(u)~, XR symn-i(u).) (Ll~iext K' ~]L Ll~extn-i K") 

• 1 L  • 

n (LI ~l .K'_~Lrn-i K") 
.... R Sym (u). Vi,n_i. ex~ ext 

dfn • ~tL 
R s y m n ( u ) , ( L F ~ x t K ' V  LI~e; tK")  
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D'apr~s l'hypoth~se de r~currence (et la formule de KUnneth), 

ces fl~ches sont des quasi-isomorphismes pour i # O,n . Deux quel- 

conques des assertions suivantes impliquent donc la troisi~me : 

(a) est un quasi-isomorphisme ; (b) est un quasi-isomorphisme ; 
O 

(b) est un quasi-isomorphisme. Ii s'agit i~ des trois f!~ehes qui 
n 

~taient en question, cqfd. 

5.5.22.3. Supposons vraie l~assertion (~) envisag~e dans 5.5.22, et 

prouvons 5.5.21. Soient donc S, X, Y, ~ , K et u comme en 5.5.21. Le 

probl~me est local sur S~ quSon peut supposer affine. Tout complexe 

K est extension successive de complexes de la forme i,i~K pour i 

inclusion dans X dlune partie affine localement ferm~e. Par d~vissage 

(5.5.22.2), on peut done supposer K de la forme i~K 1 , pour une 

immersion i : X 1 ----> X de source sffine. La ccmpstibilit~ 5.5.20.2 

permet de remplacer X par XI, K par K 1 et de supposer donc u affine. 

Factorisons u corm~e un compos~ u = Ul...u k de morphismes g fibres 

de dimension ~ ! . La compatibilit~ 5.5.20.2 montre quail suffit 

de prouver que les f!~ches k n relatives aux u~ et ~ un quelconque 
i 

complexe K sont des isomorphismes. On est ainsi ramen~ au cas S 

affine, u de dimension relative N 1 . 

5.5.22.4. Pour q~e k n soit un isomorphisme, il suffit que ses res- 

trictions au~ fl~ehes g~om~triques de Sym~(Y) le soient ; la compa- 

tibilit~ 5.5.20.3 (v") nous ram~ne done ~ supposer S spectre d'un corps 

alg~briquement closk . 

400 



- 150 - XVII 

5.5.22.5. Pour tout point rationnel y de S~(Y), il existe une 

partie r~duite flnie Y~ de Y telle que x soit dans l'image de S~(Y'). 

La compatibilit~ 5.5.20.3 (vi") nous permet donc de supposer que Y 

est somme d'un nombre f~ni d~ copies d e Spec(k). 

5.5.22.6. Si Y =l!Y. , alors tout complexe K sur X est somme de 
l 

complexes concentr4s sur Ifun des schemas X. = u'l(Y.). Par d4vissage 
l ! 

(5.5.22.2) et d'apr~s la compatibilit4 5.5.20.3 (vi"), il suffit de 

prouver 5.5.21 pour chacun des morphismes u i : X i " > Yi " Par 5.5.22.5, 

ceci nous ram~ne au css o~ 

Y = S = Spec(k) , k alg~briquement clos, dim X ~ I . 

Le falsceau ~ se r4duit malntenant ~un annesu noeth4rien A . 

La proposition suivante permettra de se ramener au cas o~ A est un corps. 

Prop0sition 5.5.23. Soient A un anneau noeth4rien (cpn~nutati~ K 60b D'(A) 

un complexe born~ sup~rieurement de A-modules et nun entier. Les 

conditions suivantes sont 4~uivalentes 

(i) K est de Tor-dimension ~ n 

(ii) Pour tout x E Spec(A) et tout i < -n, Hi(K~ k(x)) = O . 
A 

On a (i - ~  (ii) trivialement, Supposons (ii). Pour prouver 

(i), nous prouverons par r4c~rrence noeth~rienne sur le ferm4 F de 

Spec(A) que si un module N v4rifie N = O pour x ~ F, alors HI(K ® N) = O 
x A 

pour i <-n . 
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Soit I Itunique ideal qui d~finisse F tel que A/I soit 

r~duit, et soit N k le sous-module de N annul~ par I k ° On a 

N = lim>N k . Puisque les foncteurs Tor commutent aux limites induc- 

tires filtrantes, on se ram~ne au cas o2 il existe k tel que N = N k , 

de sorte que Nest extension successive de modules tugs par I , 

et la suite exacte longue de cohomologie nous ram~ne au cas o~ N 

est d6j~ un A/l-module, 

Soit ~ un point maximal de F, et d6finissons des A/l-modules 

et ~ par la suite exacte 

(5.5.23.1) O ~ ~ ~ N i> N ® k(~) > ~ > 0 

On a (M.)= 0 
J 

~ G on d~signe par Mj, G 

M ~ support dans G, on a 
J 

M. 
J 

(j = 1,2). Si pour chaque ferm~ Gc F avec 

le sous-module de M. form~ des sections de 
3 

= lira> Mj G 
v~a ' 

D'apr~s irhypoth~se de r~currence et un passage ~ la limite, on a donc 

Hi(K ® M.) = 0 pour i <-n 
A j 

Le module N ® k(?]) est un vectoriel sur k(T]), donc une 

somme de copies de k(~]). Par hypoth~se , on a 

L 
Hi(K ® (N ® k(~)) = O pour i < -n 

Si Iest l'image de la fl~che i de (5.5.23.1), on dispose 

de suites exactes 
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L 
Hi'I(K ~ ~) > Hi(K ® I) > HI(K ~ (N ® k(~))) 

• L L Hi(K~ I), Hl(K ® ~) .... > Hi(K ® N) > 

• 

dont on tire que HX(K ® N) = 0 pour i < - n, cqfd. 

Corollaire 5.5.24. Pour qu'une fl~che u : K > L darts D-(A) soi__._~t 

un is omorphisme, il suff!t q ue ppur tout x E Spec(A), la f!~che 

u : K ® k(x) > L ® x 
A A 

soit un isomorphisme dans D-(k(x))~ 

k(x) 

Soit M le cane (mapping cylinder) de u . Par hypoth~se, on a 

M ® k(x) = 0 pour tout x E Spec(A). D'apr~s 5.5.23, on a donc M = O, 
A 

et u est un isomorphisme. 

5.5.25.1. Poursuivons Is d~monstration de 5.5.22, interrompue en 

5.5.23. D~spr~s is compatibilit4 5.5.20.3 (iv") et 5.5.24, le morphisme 

k n relatif ~ K E Ob Db't°rmO(x,A) est un isomorphisme si et seulement 

L 
si les morphismes k n relatifs aux K ® k(x) 60b Db't°r~O(x,k(x)) sont 

A 
des isomorphismes, pour x E Spec(A). Ceci nous ram~ne su cas oh A 

est u n corps d%caragt~ristiqu_£ 6 > 0 . 

5.5.25.2. Ls suite exscte (off C d~signe un cane) 

0 ~ > K[-I] > C K[-l] > K ~ 0 

montre que les fl~ches k n sont des isomorphismes pour K si et seu- 

lement si elles le sont pour K[-I] (5.5.22.2). 
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5.5.25.3. Les suites exactes 

O > ~n K > K > ~n K > O 

montrent que pour les fl~ches de KUnneth soient un isomorphisme, pour K 

complexe plat~ il suffit qulelles le soient pour les composantes de K 

plac~es en degr~ O (5.5.22.2) et (5.5.25.2). 

5.5.25.4. Soit donc Fun faisceau de A-vectoriels. Ce faisceau est 

limite inductive de faisceaux constructibles (IX 2.7.2 ), automatiquement 

plats puisque A est un corps, et par passage ~ la limite~ on se ram~ne 

au cas K construetible, r~duit au degr~ z~ro. 

5.5.25.5. Si un complexe K est facteur direct d~un complexe L, le 

morphisme k n relatif ~ K est facteur direct du morphisme k n relatif 

L, donc un isomorphisme sice dernier en est un . La r~thode de la 

trace (IX 5.8) s'applique donc et il suffit de traiter le cas o~ F 

est de la forme j~ AX, , pour j : X' > X quasi-fini. La compatibilit~ 

5.5.20.2 permet de remplacer X par X', d'o~ la r~duction 

X est de dimension ~ i e t K = A X 

5.5.25.6. On peut supposer X r4duit. Si j : U----->X est l'ouvert de 

llssit4de X, de compl4ment i : F > X, la suite exacte 

o ~ j,j~ ~ > A x ~ i~i~A x -> 0 

nous ram~ne par d~vissage aux cas oO X est soit une courbe lisse~ soit 

un ensemble fini. De plus, la formule 

A x = A ®~i4(ml~)x 

ram~ne par 5.5.20.3 (iv") au cas o~ A X = ~ /~ . 
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Si X est une courbe, on plonge X dans la courbe projective 

et lisse correspondante, et un nouveau d~vissage ram~ne ~ l'un des deux 

cas suivants 

(i) X est une courbe projective et lisse, Y = S = Spec(k) avee k 

alg~briquement clos, 0~ = ~ /6, K = ~ /6 . 

(ii) X est une son, he dlun nombre fini de copies de Spec(k), Y = S = Spec(k) 

(k alg4briquement clos),~ = ~ /6, K = ~ /6 . 

Un ultime d~vissage de ~ /~X en les faisceaux ~ /6X ' pour 

X' compossnte connexe de X, ram~ne darts (i) et (ii) ~ supposer X connexe. 

Le cas (ii) est alors trivial. Ceci prouve 5.5.22 . 

Lenm~e 5.5.26. Le th~or~me 5.5.21 est consequence des deux cas 

particullers suivants de l'assertion (~) d__ee 5.5.22 : 

Ca__.~s I . On suppose que k = C . 

Ca s 2 . On suppose que k est de cara ct4ristiqu9 p > 0 .et_~ 6 = p . 

Avec les notations de 5.5.22, d4signons par p la carac- 

t4ristique de k . Sip = O, le principe de Lefschetz (sfappuyant ici 

sur la compatibilit4 5.5.20.3 (v"), et sur XII 5.4) permet de se 

ramener au eas o~ k = ~ . 

Reste ~ traiter le cas o~ p > 0 et o~ ~ # p . La courbe 

X se remonte en une courbe X ! sur l'annesu W(k) des vecteurs de Witt 

sur k (SGA i III 7.4). Posons S = Spec(W(k)), soit le diagrar0me 

X ~ '" )- X ~ < . . . . . . . . .  X 

~ ......... > S < S p e c ( k )  
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et soient fn ' f'n et f n les projections respectives de 

 y  (x;)sur s ot  .On sa l t  

f' eat un morphisme projectif et lissa (la projectivit~ est 4vidente ; 
n 

pour la lissit4,1e plus simple est de se ramener au cas oO X t =~SI , 

auquel cas Sym~(X') ~ ~n cor~me il r~sulte du th~or~me des fonctions 

sym~triques ~14mentaires). Dlapr~s le th~or~me de sp~cialisation 

XVI 2.2~ les faisceaux Rlf ' (~ /~) sont localement constantssur S . 
n~ 

II enest de m~me des faisceaus LiFn(Rf$ ~ /6). Pour v~rifier que la 

fl~che de~.5.22.1) relative h X sur k est un isomorphisme, il suffit 

donc d'apr~s 5.5.20.3 (v") de prouver l'~nonc~ analogue pour ia fibre 

g~n~rique g~om4trique X-- de X sur S . Le corps k(~) est de carac- 

t~ristique O, et, vu la premiere r~duction, ceci prouve 5.5.26. 

Pour prouver 5.5.21 dans les deux cas particuliers 5.5.26, 

on comparera le morphisme de KUnneth sym4trique d'une part ~ son 

analogue transc~ndant (5.5.27 et 5.5.28) d~autre part ~ son analogue 

coherent (5.5.29 ~ 5.5.37). 

5.5.27. Sip : X > S est une application continue entre espaces 

topologiques, avec S annel~ par un faisceau d'anneaux commutatifs J~ , 

les constructions 5.5.7, 5.5.8 s'appliquent telles quelles pour 

d4finir un foncteur I~ext des modules sur X dans les modules sur 

Sym~(X) = xn/~ n " Les sorites 5.5.7 ~ 5.5.18 se transposent. De 

m~me, si S, X et Y sont des espaces topologiques localement compacts 

s~par~s 

u 
X > Y 

\ /  
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et si les fibres de u sont de dimension cohomologique born4e, le 

sorite 5.5.19, 5.5.20 du morphisme de KUnneth sym4trique en coho- 

mologie ~ support propre se transpose. 

Sip : X > S est un morphisme de sch4mas de type fini 

sur Cj les foncteurs ~n et LF n commutent aux foncteurs "passage au 

transeendant". Enfin, si X, Y, S, ~ , K sont eor~ne en 5.5.21, avee 

S separ@ de type fini sur ¢, et si on d~signe g~n~riquement par 

les morphismes de sitesde type e : Xe6 -----> Xet , le diagramme 

suivant est commutatif : 

(5.5.27.1)  

5.5.28. 

¢* Ll~ext Ru I K -- 

k k 

k m an 

n 
> C* R SymS(u) , Ll~ext K 

n an 
> R SymS(u )~ L~ex t e ~ K 

D 'aprgs  Ia  e e m p a t i b i l i t ~  5 . 5 . 2 7 . i ,  e t  un cas gl@mentaire  du 

th~or~me de comparaison (XI 4.4 ou XVI 4.1), pour traiter le cas 1 

de 5.5.26, il suffit de v@rifier que si X est une courbe projective 

non singuli~re complexe, alors l'analogue topologique de 5.5.22.1 

est un isomorphisme. 

L'espace topologique X an est triangulable (ce fair est ici 

trivial, car X est un rev~tement ramifi@ de la sphere de Riemann). 

Lfanslogue topologique du lemme de d4vissage 5.5.22.2 nous ram~ne 

alors ~ prouver 
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(~) 

de KUnneth sym~trique topologique 

(5.5.28.1) k n : LF n RF(D,~ /6) 

est un isomorphisme. 

et done 

Si D est un simplexe ferm4 (de dimension O, I ou 2), la fl~che 

RF(symn(D, ~/6 )  

On a 

RF(D,~ /6) = Zg /6 plac~ en degr4 0 

LF n RF(D, ~ /6) = ~ /6 plac4 en degr4 0 . 

DVautre part, symn(D) est contractible, et on a encore 

Rr(symn(D), ~ /6) = ~ /6 plac4 en degr~ 0 . 

Les H i des deux membres de 5.5.28.1 sont done nuls, et la 

fl~che induite sur le H ° s'identifie ~ l'identit4 de ~ /6 . 

5.5.29. Pour l'application que nous avons en vue, il y a int~r~t 

regarder un faisceau quasi-coherent sur un schema X comme ~tant 

un faisceau quasi-coherent de ~>~modules sur le site 4tale de X . 

Soit p : X ------> X un morphisme quasi-projectif de schemas 

(cf. 5.5.21.1 (~)). Si ~ est un faisceau de @X-mOdules sur Xet , alors 

n 
a) On d~signe par ~ ~ le faisceau de modules sur (X/S)~t produit 

tensoriel des ~(X/S)n-modules images r4ciproques de ~ sur (X/S)~t ; 

n 
b) le faisceau ~ ~ est un faiaceau ~ -4quivarlant. Par passage aux 

n 

invariants, il d4finit un faisceau rS~xt(~) sur Sym~(X) : si o est la 

projection de (X/S) n sur Sym~(X), on a 

(~) Tout ce qui suit, y inclus 5.5.34, est valable en supposant ssulement 

que X et Y admettent des falsceaux inversibles amples relativement ~ S 

(sans supposer X et Y de type fini sur S). 
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n n 
(5.5.29.1) TSnxt(F) = (U, ~ _F) 

~ p soit plat ; con~ne en 5.5.8, on d~finit 

alors le foneteur l~ext come ~tantle O,~me d4riv4 gauche du foncteur 

TS~x t . Avee les notations de 5.5.2.5 et 5.5.8, si 

PI > Po ~ F ...... > 0 

est une pr4sentation plate de ~, alors la suite 

Jo 
) TS~xt(Po) > ~ext(F) TS~xt(P ~ ) > 

Jl 
est exacte. Six est un point g4om4trique de Sym~(X) comme en 5.5.7.1, 

on a (ef. 5.5.8.1) 

6 n. 

6 n. 
S 1 evee C = ® Ym~S (~ ) 

I Yi 

Ii sufflt en effet de v4rifier cette formule dens le cas trivial o~ 

les fibres de F sont libres. On notera que ~ est plat sur C, ~tant 
x 

l'hens~lis4 strict de C au point ferm4 image de x . 

5.5.30. Supposons X et S affines, p plat et ~ quasi-coh4rent. Soient 

S = Spec(A), X = Spec(B) et eolt F = H°(X,~), de sorte que ~ est le 

faisceeu F~ d~flni par le B-module F . On llt alors sur (5.5.29.1) que 

et, par d4rivation, on a donc 

409 



- 159 - XVII 

(5.5.30.1) ~ext(~) = ~A(F) N 

Le foncteur ~ext apparaSt donc con~ae un foncteur r n "relatlf ~ A ", 

ee que(5.5.29.2)exprlmait d~j~ sous forme locale. 

b~tors~q 
5.5.31. On d~signera par D (X,@ X) la sous-¢at~gorie de 

Db(X,Ox ) forr~ des complexes de ~X-mOdules qul, en tant que complexes de 

p'~(Os)-modules sont de Tor-dimension ~ 0 . 

Soit la condition 

(5.5.31.1) K E Ob cb'~O(X,Ox ) et, en ehaque point g~om~trique x de 

X, K x est homotope ~ un complexe de @X,x-modules, ~ degr~s positifs, 

plat sur @S,p(x) " 

Le morphisme p ~tant plat, de sorte qu'il y a "assez" de 
b, tors~O 

@X-mOdules plats sur S, on v~rifie comme en 5.5.13.2 que D (X,~ X) 

se d~duit de la cat~gorie des complexes K E Ob Kb'eO(X,~x ) v~rifiant 

(5.5.31,I)en inversant les quasi-isomorphismes. 

On lit sur (5.5.29.2) et 5.5.6.1 que sl u : K ~ Lest un 

quasi-isomorphisme entre complexes v~rifiant (5.5.31.1), alors r~xt(U) 

(au sens de DOLD-PUPPE) est encore un quasi-isomorphlsme. Le foncteur 

~ext se d~rive d~s lors en 

b,tors-<O b,tors~O 

b,tors-<O 
5.5.32. On d~signera par Dqcoh (X,O X) Is sous-cat~gorie de 
b't°rs~O(x 0 ) 

D ~ X form~e des complexes ~ cohomologie quasi-coh~rente. 
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Des arguments standards permettent, cow~e en 5.5.17, de 

d~finir une fl~ehe de KUnneth sym4trique du type suivantt 

Soit u : X > Y un morphisme de S-schemas quasi-projectifs 
b~tor_-<O 

et plats sur S ; pour K E Ob D . ~ (X,~), la fl~che de KUnneth 
b,tor~3 qcon 

sym~trique k n ~ n dans Dqcoh (Syms(Y),O) es t  une fl~ehe 

(5.5.32.1) k n n LF~x t K : L~ex t Ru~K > R Sym S u~ 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier les propri~t~s 

formelles de 5.5.32.1 qui seront utilis~es, notamment la suivante : 

Lemme 5.5.33. S__!i S est de c ayaet~ristique p > O, et si u : X ~ S 

est propre et plat, le diagramr~e de fl~ches_de KUnneth sym~triques 

5.5,17.2 e__tt 5.5.32.1 est commutstif (Y = S, K = ~ /p o u 0 X) : 

k n 

Lr n~_/pIRu>~(2Z_/p) k n > R SymS]u)~(~/p)I 

n 
L ~  Rub(f9) .............. ~ R Syms(U).r/9 

Proposition 5.5.34. Sous les .... h~poth~ses de 5.5.32, la fl~che de KUnneth 

s~tri~ue (5.5.32.1) est un isomorphisme. 

a) La question est locale sur S, qu'on peut supposer affine. 

b) Pour tout point x de Sym~(Y)~ il existe un ouvert affine Y1 de Y 

tel que x soit dans Sym~(Yl). Par localisation, on peut donc supposer 

Y affine. 
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c) Tout complexe K du type consider4 peut se representer par un 

complexe K de modules quasi-coh4rents sur S, ~I en degr~si < O . 
o 

Si ~est un recouvrement affine de X, alors K admet une r~solution 

finie par des sommes de complexes de la forme j~j~K pour j inclusion 

d'un ouvert affine (complexe de Cech altern4). Utilisant l'analogue 

quasi-coh4rent du lemme de d4vissage 5.5.22.2, eeci nous ram~ne au 

b, tors~O 
cas o~ il existe un ouvert affine j : X IC > X de X et K I 6 Dqcoh (Xl,O) 

tel que K = Rj~ K 1 . 

d) Vu l'analogue quasi-coherent de la transitivit4 5.5.20.2 ,il suffit 

de prouver 5.5.34 pour uj et j . La r4duction b), appliqu4e ~ j , nous 

ram~ne enfin au cas o~ X, Yet S sont affines. On peut alors repr4senter 

K par un complexe K 2 E cb'~O(X,@x ) ~ composantes plates et quasi-coh4rentes 

( ). Les foncteurs Ru~ et LF nse calculent alors sans plus 

devoir r~soudre K2, et il reste k noter que, d'apr~s 5.5.30.1, pour 

quasi-coh4rent sur X, on a 

F~xt u~ ~ > 

les deux membres s'identifiant k 

~A(F) N pour F ~ 

cqfd. 

n 

Syms(U) ~ I~ext F 

5.5.35. Traitons le cas 2 de 5.5.26. Avec les notations de 5.5.22, 

le diagramme suivant est con~nutatif (5.5.33) : 
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LFn(Rr(X,~ /p)) 

(5.5.35.1) t 
L I - ' n ( R r ( X , 6 ) )  .... 

k n 
Rr(Sy~(X),~ /p) 

O 

k n RF(Sym~(X),~) 
et d'apr~s 5.5.34, la fl~che @ est un isomorphisme. L'endomorphisme 

de Frobenius F : x > x p de @ agit p-lin~airement sur RF(X~@) et sur 

RF(S~(X),~). Ii sgit donc aussi p-lin~airement sur Lrn(Rr(X,~)). On 

v~rifie que k net F comrautent. 

La th~orie d~Artin-Scheier nous fournit des suites exactes 

O > Hi(X,~ /p) ~:> Hi(x,@) F-I ~ Hi(X,@) . ~ 

et de m~me pour Sym~(X). Pour d~duire que ~ est un isomorphisme du 

fait que ~ en soit un~ il nous r~ste ~ v~rifier le 

Ler~ne 5.5.36. Soient k un corps parfait de caract~ristique p > O, 

K E c~O(~ /p) u n complexe de ~ /p-vectoriels de dimension finie, 

L ~ c~O(k) un complex e de k-vecteriels de dimensi9 n finie, Fun endo- 

morphisme p-lin~aire de Let u : K > L un morphisme. On suppose que 

H* (Fu) = H* (u), et ~U~ les suites 

O ..... > Hi(K) ___>Hi(L) F-I > Hi(L) ...... > O 

sont exactes. 
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Alors, les suites 

O > Hi(FnK) ~- Hi(rnLl F-I ~- Hi(FnL) > O 

sent exactes. 

Puisque H ~ (Fu) = H* (u) et que ~/p est un corps, il existe une homotopie 

Fu - u = dH + Hd 

Le corps k ~tant parfait, on peut ~crire 

FH -H =H 
o o 

Rempla~ant u par u - (dH + H d), on peut supposer que Fu = u . 
o o 

Le foncteur S qui ~ chaque k-vectoriel V muni d'un endo- 

morphisme p-lin~aire F associe le 7z /p-vectoriel V S des v E V tels que 

Fv = vest un foncteur exact. L'hypoth~se signifie donc que morphisme 

K ~- L S 

est un quasi-isomorphisme. Reste ~ prouver que le foncteur S commute 

au foncteur I "n . Ce point r~sulte ais4ment du lemme bien connu suivant, 

dont la d4monstration est laiss~e au lecteur : 

Lermne 5.5.37. Un vectoriel de dimension finie V sur un corps parfait 

k, muni d'un endomorphisme p-lin4aire F, admet une et une seule d~composition 

V = V + V 
o n 

avec V S ® k N > Vo ' F(Vn ) c V n e_~t FIV n nilpotent. 

Ceci ach~ve la d4monstration de 5.5.21. 
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6. Le foneteur f, 

On se propose de donner une construction directe du foncteur 

fl de 5.1.11. On utilisera ensuite cette construction pour d4finir le 

"morphisme trace" (6.2.3 ) pour les morphismes plats quasi-finis de 

pr4sentation finie. 

6.1. Nouvelle construction du foncteur f, . 

Soit f : x > sun morphisme localement de type fini. Une 

partie P de X est dite propre sur S si elle est l'image d~un sous-seh~ma 

de X propre sur S . 

Prp~osition 6.1.1. Soit f : X > Sun morphisme localement de type 

fini et quasi-s~par4. 

(i) Une partie de X propr@ sur S est localement ferm4e, et est ferm~e 

s_~i f est s4par~. 

(ii) S__~i f est s4par4, la r~union de deux parties de X propres sur S est 

propre sur S. 

(iii) Pour tout S-sch4ma U , d4signons par ~x(U) l'ensemble des parties 

de U XsX propres sur U . Le foncteur ~X est un faisceau pour la topolo$ie 

fpqc. S i f est s4par4, ~ est un faisceau d'ensembles ordonn~s filtrants 

pour la relation d'inclusion. 
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Les assertions (i) et (ii) sont triviales, et la seconde 

assertion de (iii) r~sulte de (ii). Le foncteur UI > P (U x S X) 

est un faisceau pour route topologie pour laquelle les recouvrements 

soient surjectifs. Ii r4sulte de EGA IV 2,3.14 et EGA IV 2.7.1 (vii) 

~X en est un sous-faisceau. que 

Si ~ est un faisceau 6tale dtensembles point4s sur un seh4ma 

X~ rappelons (IV 8.5.2) que le support d'une section s de ~ est le 

compl4mentaire du plus grand ouvert o~ s = O, O d4signant la section 

marquee. 

D~finition 6.1.2. Soient f : X > Sun morphisme localement de 

type fini et s6par4, e t ~ un faisceau d'ensembles point4s sur X . 

On d~sisne par f, ~ le sous-fsisceau de f~ ~ dont les sections sur 

U (4tale sur S) sont les sections de ~ §ur U x X g support propre sur U . 
S 

II r4sulte de 6.1.1 que f, ~ est effectivement un faisceau. 

On v4rifie als4ment que : 

Lemme 6.1.3. S i f est le compos~ g h de deux morphismes s4par~s localement 

de type fini, il existe un et un seul isomorphlsme de foncteur f, -~ g, h, 

rendant commutatif le diagramme 

f, ~ g, h, 

f~ - -  g~ h~ 
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Si f est une irmnersion ouverte (resp. un morphisme propre) 

le foncteur f~ est le foncteur de prolongement par e6ro (resp. le 

foncteur fw). D'apr~s 6.1.3, les d6finitions 6.1.2 et 5.1.II coTncident 

done dans leur domaine commun de validit4. 

Les propri4t6s du foncteur f, v6rifi4es dans le § 5 restent 

valable dans le ¢as plus g4n6ral 6.1.2 . 

Proposition 6.1.4. Spit f : X .... > Sun morEhisme s4par4 10c@lement 

de type fini. 

(i) Le foncteur f, est exact a gauche (!.!. commute aux limites 

projectives finies) et commute aux limites inductives filtrantes. 

(ii) S~i f est quasi-fini, le foncteur f, est un foncteur exact de 

I a ¢at4Korie des faisceaux ab4liens sur X dans celle des faiseeaux 

ab61iens sur S . 

(iii) Pour tout diaEramme car£@gien 

X I g~ ~ X 

S' g . . . .  >S 

,,!,,l existy un is, omorphisme ,d,e,,,,ghansement de base rendant commutatif 

i£ dia~ramme 

g~f~v I f~ V I'~ 

g~f~ ,, > f~ g'~ j 

dans lequel Sa seconde fl~gDe horizontale est la fl~che d ~ qhansement 

de base XII 4.1. 
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Preuve. Quel que soit U ~ Ob S et ' on a 

f, ~(U) = lim %(3) , 

P~(u) 

et pour U quasi-compact quasi-s~par~, le foncteur ~I > fi~(U) commuteaux 

limites projectives finies et aux limites inductives filtrantes, comme limite 

inductive filtrante (6.1.1) (iii) de foncteurs ayant ces propri~t~s. 

Ceci prouve (i). L'assertion (ii) r~sulte aussitSt de (iii) 

(prendre comme changements de bases les points g~om~triques de S). 

L1assertion (iii) est de nature locale sur S, qu'on peut 

supposeraffine. Soit I l'ensemble ordonn~ filtrant des ouverts de X 

de type fini sur S . Si U n j-~ X est un ouvert de X, 

(fj),(~IU) = f, (j,(BIU)) s'envoie dans f,(~IU). De plus 

f,(~) = lira (fj , (~IU) 
• ) 

UEI 

Ceei permet de supposer X de type fini sur Set dlappliquer le lemme 

de Chow (EGA II 2~ ~d. ) pour trouver un morphisme projectif et 

surjectif : pO X o : > X tel que fPo soit compactifiable. Soit 

X I = X ° X X ° et pl la flgche naturelle de X I dans X . La suite 
X 

o pO~ ~ I pl~ 
0 ~ ~ ~ p~ ~ p~ 

est exacte (VII 9.2). 

Compte tenu de la fonctorialit6 de la fl~che de changement 

de base, et de (i), il suffit de v~rifier (iii) pour les faisceaux 

o pO~ et i pl~ Par le changement de notations (pl ....... pO) P~ P~ • , 
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o • L) on se ram~ne donc ~ supposer ~ de la forme p. ~ assertion (iii) 

O 
pour le couple (f,p, Q) ~quivaut ~ l'assertion (iii) pour les couples 

O O O 
(p, Q) et (f p., Q). On conclut par 5.2.7 (i), applicable car p et fpO 

sont compactifiables. 

Contre-exemple 6.1.6. Le foncteur Rf, ne coincide en g4n4ral pas avec 

le foncteur d~riv4 du foncteur f, . Si X est affine sur un corps 

alg~briquement clos k, on aen effet 

xGX(k) 

et le i ~me foncteur d~riv~ de f, vaut donc en 

Par contre, si X est lisse et irr~ductible, et de dimension i, 

H 2 (X,~ ~-/6n 
c £ 

pour 6 premier g la caract~ristique de k . 

6.2. Le morphisme trace en dimension relative 0 . 

Le r~sultat principal de ce n = est le th~or~me 6.2.3. II est 

reco~and~ au lecteur de ne pas life les pr~liminsires techniques 

6.2.1, 6.2.2. Ceux-ci permettent, dans la d~monstration de 6.2.3, de 

ne consid~rer que des morphismes f finis, r~duction qui, via EGA IV 18.12. 

est de toute fa~on assez ~vldente. 
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6.i.i. Soit f : X ~ Sun morphisme quasi-fini s~par~. Quel que 

soit U E Ob Set , d~signons par ~f(U) la cat~gorie des couples form, s 

dlun ensemble point~ fini I, de point marqu~ not~ O, et dfune d~com- 

position de f~U en parties ouvertes et ferm~es f~U = -~-Vi,avec 
iEl 

V i fini sur U pour i # O. Un morphisme de ~ = (Vi)iE I dans ~l = (Vl)iE I' 

est un morphisme ~ de I t dans I tel que pour i E I, on ait 

V, = ~ V~ . On dit que ~T raffine ~ s'il existe un morphisme 
i jEo-l(i) ] 

de ~ dans ~' . 

Soient ~ un faisceau de groupes ab~liens sur S, U E Ob S 
et 

= (Vi)iE I E Ob ~f(U), I ~ = I \ {0}, et f la projection de V. sur U . 

On 

f, f~ ~IU = fo~fo~(~IU) ~ 0 fi~ fi ~(~lu)' 
i#O 

dto~ une fl~che compos~e 

(6.2.1.1) ~Z0 : ~I~IU ' > ~ fi~fi ~(~IU) > f'f~t ~IU 
i#O 

Si ~ : I > Jest un morphisme d~ensembles point6s, on 

d~signe par to : ~J~ ~ ~ I~ la fl~che de coordonn~es 

t ij = Id si ~(i) = j, et t ij = 0 si O(i) # j . Si ~ : I' ~ Iest 

un morphisme de ~ dans ~f, le diagrar~ne 

(6.2.1.2) 

t 

f,f~IU 
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eat co~Hnutatif. De plus, t(~p) t t = p ~ . Lea #f(U) forment une cat4gorie 

fibr4e ~f sur Set ~ les constructions pr4c@dentes cormnutent & la 

localisation et d4finissent done un Set-foneteur ~ = (Vi) i 6 1 ~ ~f(U) 

I ~ ~lelu de ~ dans la Set-Cat4gorie des faisceaux sur des ouverts 

~tales de S, et un morphisme de foncteurs % : ~lelu > f,f~IU.. 

Prpposition 6.2.2. (i) La cat4gorie ~f est localement filtrante & droite 

(IV 14 ) sur Set . 

(ii) Lea fl&ches(6.2.1.1)d4finissent u n isomorphismes 

T : lim> ~lelu N > f,f~ 

~(Vi)i616 ~f(U) 

Si Sest strictement local de point ferm4 s~ le S-schema X 

admet une d~composition ~ 6 ~f(S) en parties ouvertes et ferm4es 

X = .I I X. index4e par un ensemble point4 I telle que la fibre de X en s soit 
i61 l o 

vide, que les X.(i#O) soient finis sur Set que la fibre de X.(i#O) en s soit 
1 1 

r4duitc & un point (EGA IV 18.12.1). Une telle decomposition est un 41~ment 

final de $(S). D~ plus, en vertu de 6.1.4 (iii) (ou parce que c'est 4vident) 

la fibre en a de la fl&che T (6.2.1.1) eat un isomorphisme. 

Dana le cas g~n~ral, soit x un point g4om4trique de Set ~x la 

fibre de ~f en x , 

~x = lim ~f(U) 

pour U voisinage ~tale de x . Soit S le localis4 strict de Sen x , 
x 

= X X S S e t f : X > S Xx x x x x .Les sorites de passage & la limite 
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montrent que la cat~gorie ~x est ~quivalente ~ la cat4gorie ~f (Sx) , 
X 

donc filtrante ~ droite. Ii en r~sulte que ~ est localement filtrante 

d~oite. De plus, la fibre en x de T s'identifie ~ la fl~che 

I x 
T x : ~lim ~ > (f'f~)x 

~x 
et, dlapr~s ce qui pr4c~de, cette fl~che est un isomorphisme. 

Th4or~me 6.2.3. On peut dWune et d'une seule faqon d4finir, pour tout 

morphisme f : X > S, s4par~,plat de pr4sentation finie et quasi-fini, 

et tout faisceau ab41ien ~ sur S, un morphisme trace 

Trf : f,f~ ~ 

de sorte que les conditions suivantes soient v4rifi4es : 

(Var [) Trf est fonctoriel en ~ . 

(Var 2) Trf est compatible ~ tout changement de base, i.e. pour tout 

diagramme cart4sien 

X ! 

S' 

~X 

f' f 

~S 

le diasrarmne de foncteurs suivant est commutatif : 

f~ f'~ g~ f~ g'~ f~ g~f,f~ 

Trfl~g~ 

g~ 
I " g~Tr f 
g~ 
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(Var 3) Trf est compatible ave c la composition, i.e. si f est le 

compos~ f = gh de deux morphlsmes s~par~s, plats, de presentation finie 

et quasi-finis, le diagrarmne suivant est commutatif : 

f t f~t g, h, h~g~, 

~ i g "w ~eTr h~g~ 

g, g~ 

I Trg 

Id 

(Var 4) (Normalisation). S i f est fini de rang constant n , l'homo- 

morphisme compos4 

Trf 
" ~ f¢~f~ f, f~'~ > 

est la multiplication par n . 

Notons tout dlabord que les conditions (Var 2) ~ (Vat 4) 

impliquent que 

Lemme 6.2.3.1. S i X = X'_~X" alors, posant f' = fiX' e t f" = fix j', 

le morphisme Trf : 

f,f~ = fl f'~ e f'w' f"~ > 

est somme de Trf, e t Trf, . 
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x ' ]~5 x 

X" ~ 

~S 

Si on applique (Var 2) ~ jt pour le changement de base 

par jt~ et (Var 4) pour l'application identique, on voit que 

Trj, : j~ j'~f~ > f~ 

est l~application canonique d~finie par la d~composition de f~ en 

sormne directe 

f~ = J~ J'~f~ • J't' J"~f~ 

Si on applique (Var 3) ~ f' = foj', on voit que le diagramme 

suivant est cormnutatif 

fl f'~ " > f,f~ 

5 

ce qui, joint ~ 11~nonc~ analogue pour f", n'est autre que 6.2.3.1 . 

Soit f : X > Sun morphisme quasi-fini s~par~ plat de 

presentation finie. Quel que soit U COb Set, soit ~(U) la sous-eat~gorie 

pleine de ~f(U) (6.1.1) form~e des d~compositions (Vi)iE I telle que~ 

pour i # O, V. soit localement libre de rang constant sur U .Les 
i 
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categories ~(U) ferment une sous-cat~gorie fibr~e de ~f , cofinale 

dans ~f . 

Soient ~ et ~ des faiseeaux ab~liens sur S ° D'apr~s 6.2.2 (ii), 

il revient au m~me de se donner un morphisme g : f,f~ > ~ ou de 

se donner, pour chaque d~composition ~ = (Vi)iEIE~(U) , un morphisme 

g~ : ~I*Iu .... > qIU, compatible aux morphismes to de~.2.1.~. Si f. 
l 

est la projection de V i sur U, g~ est la fl~che de coordonn~es les 

fl~ches compos4es : 

i 
g~ : ~IU ~ fi* f~ ~IU ~ f~ f~IU -g > ~IU 

On en d@duit qulil existe une et une seule fl~che Trf, compa- 

tible ~ la localisation ~tale et v@rifiant (Var 4) et 6.2.3.1. II est 

clair que cette fl~che v~rifie (Var I) et (Vat 2). 

Pour v4rifier (Var 3), on se ram~ne par changement de base 

au cas facile o~ S est le spectre d'un corps alg4briquement clos. 

6.2.4. Une pond~ration d'un morphisme quasi-fini s@par@ f : X ~ > S 

est la donn4e, pour chaque point g4om~trique x de X dlun entler n(x), 

ne d@pendant que du point de X image de x, cette donn4e v4riflant 

(*) Quels que soient U E Ob Set et l___~a partie ouverte e t ferm4eX I de 

f-l(u), finie sur U~ la fonction qui ~ chaque point g~em@trie s de U 
j '  , 

assoeie le nombre ~ n(x) est localement censtante. 
X6Xl(S) 

Si f = g h est le compos4 de deux morphismes ponder@s, on 

pond~re fen posant nf(x) = nh(x).ng(h(x)). 
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Si le morphisme f' se d~duit par un changement de base g 

d~un morphisme pond4r4 f, on pond~re f' en posant nf,(x) = nf(g'(x)). 

Les arguments qui pr4c~dent prouvent en fait : 

Proposition 6.2.5. On peut d'une et d'une seule fa~gn d4finir, pour 

tout morphisme ~uasi-fini s~par~ ponder 4 f : X > Set tout 

faisceau ab41ien ~ su_.~r S, un morphisme trace Trf : flf~ > ~ , 

qui soit fonctoriel en 5, compatible aux chansements de base et 

la composition, et v~rifie : 

(Var'4) S_~i f est fini et slil existe un entier n tel que, pour tout 

point ~om~trique s d_ee S, on air ~ n(x) = n, alors la fl~che 
xEx(s) 

compos4e 

Trf 
> f~f~ - -  f,f~ ~ 

est la multiplication par n . 

Exempl e 6.2.6. Soient Sun sch4ma noeth~rien g~om~triquement unibranche 

(par exemple normal), et f : X > Sun morphisme quasi-fini s~par~. 

Pour tout point g~om~trique x de X d'image s dans S, soit @x (resp. @s ) 

itanneau strictement local de X en x (resp. de Sen s). Le sch4ma 

Spec(@ s) est r~duit eta un unique point maximal ~ . De plus, (9 x est 

fini sur %s " On pose n(x) = rg ((~x). On v~rifie que n(x) est une 

pond~ration de f, d'o~ un morphisme trace Trf . 
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6.2.7. Soit u : X > Y un morphismt, s@par4 quasi-fini plat de 

pr4sentation finie. Le morphisme trace (6.2.3) 6tant fonctoriel, 

il d4finit, pour tout complexe de faisceaux ab61iens K sur Y, un 

morphisme de complexes 

(6.2.7.1) Tr : u~ u ~ K > K 
U • 

On appellera encore, au choix, morphisme trace, morphisme de Gysin ou 

morphisme u~ tout morphisme d6duit de(6.2.7.1) ou 6.2.3 par application 

d~un foncteur. Par exemple les suivants. 

Soit un diagrarmne commutatif 

U 
X >Y 

S 

avec g s4par4 localement de type fini. Pour tout faisceau ab61ien ~ sur Y, 

le morphisme trace d6finit un morphisme 

g,(Tr ) 
(6.2.7.2) Tru ou u~ : f, u ~ ~ ~ g, u, u ~ ~ ° u~ g, 

Si g est compactifiable, et si K est un complexe born~ 

inf6rieurement ~ cohomologie de torsion, ou un complexe de g4td~-modules 

pour u~ faisceau d'anneaux de torsion sur S, le morphisme trace (6.2.7.1) 

induit de m~me 

(6.2.7.3) Tr 
u 

(6.2.7.4) Tr 
u 

ou u~ : Rf t u~K ~ Rg t u, u4~K 

ou u~t : Rqf, u4'~K ~ Rqg,u,u@K 

Rg,(Tr ) 
u 

> Rg I K 

Rqg,(Tr ) 
u,, > Rqg,K 
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Pour S spectre d'un corps alg~briquement clos,(6.2.7.4) est 

un morphisme 

(6.2.7.5) u~ : ~(X,u~K) ~q(Y,K) 
C 

On volt donc que la cohomolo~ie ~ supports propres pr~sente 

un caract~re eovariant vis-a-vis des morphismes quasi-finis. 

6.2.8.Solent u : X ) Y comme en 6.2.7, ~n = [O,n] l'ensemble 

type ~ n + l-~l~ments et X le produit fibr~ it~r~ (n + i) uple de X 
n 

au-dessus de Y . Les X forment un schema simplicial augment~ vers Y 
n 

(cf. VIB). On d~signera par u : X > Y le morphisme d'augmentation. 
n n 

Si ~ est un faisceau ab~lien sur Y, les faisceaux ~n = u , Un~ forment, 
• n. 

en vertu(6.2.7.2)(appliqu~ apr~s le changement de langage 

S > Y, X -----~ Xn, y > You Xm) , un faisceau simplicial augment~ 

verb ~ . Le faisceau diff~rentiel des "cha~nes non d~$~n~r~es" de ce 

i~me 
faisceau simplicial a par d~finition pour n composante le quotient 

de ~n' conoyau de la somme directe des op~rateurs de d~g~n~rescence de 

but ~n et des morphismes ~ - e(O) pour ~ op~rateur de sym~trie. 

Proposition 6.2.9. Sous les hypotheses pr~e~dentes, pour u ~tale s~par~ 

de type fini sur~ectif et pour tout faisceau ab~lien ~ sur Y, on a 

(i) Les faisceaux ~n forment une r~solution (sauche) d~e ~ . 

(ii) Le complexe diff~rentiel des chaSnes non d~n~r~es du faisceau 

simplicial (~n) est une r~solution (gauche) de ~ . Si les fibres $~om~tri~ues 

d__ee u ont toutes au plus d points, cette r~solution est de lonsueur ~ d . 
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Par changement de base, il suffit de v4rifier cet 4nonc4 

pour Y le spectre dtun corps alg~briquement clos, auquel cas 6.2.8 

se ram~ne au calcul de lahmologie simplicial dtun simplexe. 

Soient (Ui)iE I un recouvrement oawert fini du sch4ma Y , 

un faisceau ab@lien sur Yet, pour chaque pattie P de I, soit jp 

itinclusion de Up = N U i dans X . Supposons choisi un ordre total 
iEP 

sur I . Si X = _i-[ U. et si u est la projection de X sur Y, la r4solution 
iEl i 

6.2.9 (ii) de ~ est donn4e par 

= @ Jp~ J~ (6.2.9.1) (Bn)n d4g ipl=n+ I 

Cette r~solution garde un sens pour I Infini. 

6.2.10. Sous les hypotheses de 6.2.9, soient hun faisceau d'anneaux 

de Lorsion sur Yet K E Ob-(Y,~). On ann~le X par uW~. La r4solution 

6.2.9 (i) (rasp. 6.2.9 (ii)), ~tant fonctorielles en ~ , d4finit une 

r4solution de K par un double complexe K I . Cette r4solu~ion slappelle 

la r4solution de Cech extraordinaire (resp. extraordinaire altern~e) de K. 

Soit un diagramme commutatif 

u 

X ....... ~-Y 

S 

avec g compactifiable. Avec les notations de 6.2.g, si fn est la 

sur S, on ~ Rfn~ = Rg, U , . Le complexe K I , filtr~ projection de X n . n. 
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par le degr~ semi-simplicial, d~finit donc une suite spectrale 

(6.2.10.1) ElP'q = Rqfpt (u~ K) ~ R "p+q g, K o 

Les diff~rentielles d I proviennent des fl~ches simpliciales, de sorte que 

v 

(6.2.10.2) m2P'q =~P (Rqfp,. (u 4~p K) ......... ~ R "p+q g, K 

Sous les hypoth&ses de[6.2.9.~, on trouve de m~me une suite 

spectrale 

(6.2.10.3) EIP'q = O Rqfp, (j~ K) .... > R -p+q g, K 
Id=e+l • 

Les suites spectrales(6.2.10.1) et(6.2.10.3) s'appellent les 

suites spectrales de loealisation en haut. 

Pr0position 6.2.11. S i f est un ~rphisme #tale, s49ar4 de type fini, 

le foncteur f, est un adjoint & sanche du foncteur f~% et admet le 

morphisme trace Rpur fl~che d'adjonction. 

On sait que si X est un objet dlun site S, le foncteur f~ 

de restriction des falsceaux ab41iens & X admet un adjoint & gauche f~ . 

Si F est un faisceau ab41ien sur X, f, F est le faisceau engendr4 par le 

pr~faiseeau 

V • > ~ F(~) 
6 Hom(V,X) 

Dans le cas 4tale, notons provisoirement ce foncteur f';. De sa propri4t4 

d~adjonction r~sulte aussitOt que sa formation coFmute & tout changement 

o 
de base. Le morphisme trace d4finit un morphisme t de fl ~ dans f, ~ , 
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compatible ~ tout changement de base. II suffit de voir que test un 

isomorphisme fibre par fibre, i.e. pour S spectre dtun corps s4para- 

blement eloss o~ cela est trivial. 

O 
6.2.11.1. On prendra garde que cette interpr4tation de f~ est specifique 

au cas du site gtale et ne sI4tend pas au site fpqf dlun pr4sch4ma, 

par exemple. 

6.3. Variante de la trace ,pour des coefflcients continua. 

On d4montre dsns cen °les assertions de GROTHENDIECK [i, n°6], 

et on applique ces r4sultats ~ la d4finition dtun "morphisme trace" 

pour des faiscesux fppf convenables. 

6.3.1. Soit A un anneau con~nutatif. Si Let M sont deux A-modules 

m 
projeetifs de type fini, l~application u ; > A u, de Hom(L,M) dsns 

m m 
Hom(A L, A M), est compatible A tout changement de base et m-ique (5.5.2). 

D'apr~s 5.5.2 , elle d4finit un morphisme 

m m m m 

(6.3.1.1) A : F Hom(L,M) > Hom(A L, A M) 

tel que, apr~s tout changement de base, pour u 6 Hom(L,M), on ait 

(Tm(u)) = ~ u . Puisque Hom(L,M) est plat, ce morphisme s'identifie 

(5.5.2) ~ un morphisme 

m 

(6.3.1.2) A : TS m Hom(L,M) > Hom(~ L, ~ M) 

N.B. On peut aussi d4finir un tel homomorphisme d~s que 2 est inversible 

m 
dans A : un 414ment sym4trique de ® Hom(L,M) d4finit un homomorphisme 

m m 
sym~trique de ® L dans® M, et celui-ci passe au quotient pour d4finir 

m m 

un homomorphisme de A L dana A M . 
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diagramme 

Etant donn@strois A-modules projectifs de type fini, le 

~m Hom(L,M) ® ~m Hom(M,N) > Fm Hom(L,N) 

i m m m 
(6.3.1.3) A ® A A 

m m m m m m 
Hom(A L, A M) ® Hom(A M, A N) ) Hom(A L, A N) , 

dans lequel les fl~ches horizontales sont d6duites des fl~ches de 

composition (et, pour la premiere, de (5.5.2.8 )), est cormnutatif. 

m m m 
Ceci traduit la formule A(vu) = A v o A u . 

Si Lest un A-module fibre de rang n, (6.3.1.2) d6finit 

un morphisme canonique 

(6.3.1.4) det : Fn EndA(h) = TS n EndA(L) ~ A , 

qui est un homomorphisme d'algAbres d'apr~s 6.3.1.3. Par d@finition, on a 

(6.3.1.5) det (u ~n) = det(u ; L) 

Si Lest de plus un module sur une A-alg~bre B, (6.3.1.4) 

d6finit par composition un homomorphisme d'alg~bres 

(6.3.1.6) det L : TS:(B) > A 

Lemme 6.3.2. Supposons Rue L s'insAre dans une suite exacte 

F : O ) L ~ > L ~ L" ~ O 

avec L' (resp. L") localement libre de ran~ n I (resp. n2). Soient 

n = n I + n 2 , ~ le morphisme "$rsdud associ~" du groupe End(E) de___~s 
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endomorphismes de l'extension E dana End(L') @ End(L") et, pour X,et Y deux 

A,modules plats~soit ~ le morphism @ de Tsn(x @ Y) dans TsnI(X) ® Tsn2(y) 

d~duit de l'isomorphisme(5.5.2.6) 

~-~ n f n" 
Tsn(x G Y) ~ ~ TS I(X) ® TS (Y) 

nW+n,,=n 

Le diasramme suivant est commutatif : 

Tan(End) (E)) 

TSn(L) 

Tsn(&) n I n 2 
TSn(End(L'~DEns(L")) ~ TS (End(L'))~YfS (End(L") 

l det ~ det 

det 
~ A 

D1apr~s la propri~t~ universelle 5.5.2 de TS n , il suffit 

de verifier que pour u E End(E) les deux images de u ~n coincident. 

Si &(u) =(u',u"), ces images sont respectivement det(u) et det(u').det(u"), 

d'o~ la conclusion. 

Lenlne 6.3.3. Soient A un anneau, B une A-alg~bre, C une B-al$~bre non 

n~cessairement commutative, E u__nn B-module libre de ran~ n sur A, e_tt F 

u nn C-module libre de rang m su r B . On suppos e C plat sur A . D'apr~s 

la propri~t~ universelle 5.5.2.2 de ~nm e t 5.5.2.3, il existe une 

unique fl~che ~ : TSAm(C) ~ TS A TSB(C) telle qu'apr~s tout chan~ement 

dlanneaux A ----> A', on ait @(c ~nm) =(c~m) ~n . Le diasramme suivant est 

alors commutatif : 
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n 
TSA(det F) 

Ts~ (B) -" . . . . . . . .  TS A TS B (C) 

A TSA m (C) 

de~ 

detE ®B F 

Prcuve. D'apr~s 5.5.2.2 et 5.5.2.3, il suffit de montrer que les deux 

~nm images dtun ~l@ment u ~nm de T~ A (C) coTncident. Ces images sont 

detE(detF(u)) et detE ®BF(U) ; elles s'expriment en termesde A, B, E, F 

et u ~ EndB(F) et, pour v~rifier qu'elles coTncident, on peut au pr~a- 

lable remplacer B par son image (commutative) B I dans End(E), et F 

par F ® B B I . La formule ~ prouver est alors la formule de calcul par 

bloc des d@terminants (BOURBAKI, Alg. Ch. 8 § 12 lemme 2 p.140). 

Lorsque C n'est plus n~cessairement plat sur A, la m~me 

d~monstration fournit plus g~n~ralement un diagramme commutatif dlalg&bres 

~A(det F) 
( . )  , . . . . . . .  

(6.3.3.1) de t E 

detE ~B F 
A ~ . . . . .  I~A m ( C )  • 

6.3.4. Si Best une A-alg&bre commutative, Spec(TSn(B)) n'est autre 

que la puissance sym~trique n i~me de Spec(B) sur Spec(A)~ i.e. le 

quotient de (Spec(B)/ Spec(A)) n par le groupe sym~trique (SGA I IV 3). 
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Si X est un S-schema s~par~, on dira qu'un @X-mOdule 

quasi-coherent ~ sur X est fini localement libre (resp. et de rang n) 

sur S si son support est fini sur Set si son image directe est loca- 

lement libre de rang fini (resp. de rang n) sur S . Par ~upport de ~ , 

on entendra encore le sous-sch~ma de X d~fini par l'annulation de 

(qui est un Ideal quasi-coherent, ~ ~tant quasi-coherent de type fini). 

Si ~ est fini loealement libre sur S, de rang net de support 

E, le schema E est affine sur S ; par globalisation sur S, ~ d~finit, 

via (6.3.1.6), une section OE(~) de Sym~(E),d'o~, par fonctorialit~, 

n 
une section 0( 3 ) de l'espaee alg~brique (~) Syms(X) ~ 

(6.3.4.1) ~(~) E F(Sym;(X)/S) 

En particulier, si f : S' > S est fini localement libre 

de rang n, on obtient, pour ~ = ~S' , une section canonique 

(6.3.4.2) t E F (Sym~(S')/S) 

Proposition 6.3.5. Soient X un schema s~par~ sur S e__tt ~i , ~2 deux 

@X-mOdules finis localement fibres de rang n Iet n 2 sur S . On pose 

nl n2 Sym~(X) 
n = n I + n 2 . Soit d la fl~che canoni~ue d : Sym S (X)×Sym S (X) --> 

S i ~ est une extension de ~I PaT ~2 ' on a 

~(~) = d(O(~l) , G(~2)) 

(~) M. ARTIN, Algebraization of formal moduli I . On n'aura ~ utiliser 
la construction pr~c~dente que lorsque Sym~(X) existe en t~nt que schema, 
ce qui est le eas pour X quasi-projectif sur S . 
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OQ peut remplacer X par le support (fini sur S) de 

~I @~2 et supposer S affine. Tradulte en tern~ d'anneaux, la pro- 

position r~sulte alors de 6.3.2. 

Lemm c 6.3.6. un S i X e s ~ a r ~  sur S, ~ u_.nn ~X-mOdule fini 

lo¢@.l.ement llbre de ran~ n sur Set si £ est un faisceau ~nyersible sur 

x, On8 

Rempla~ons X par le support (6.3.4) de ~ localement sur S, 

£ est alors isomorphe ~ ~X ' et l'assertion devient triviale. 

Le lecteur v~rifiera : 

Prpp0sition 6.3.7. Pour tout diasramme de S-sch~mass4par4s sur S 

u 
X . . . . .  > Y  

S 

et tout ~X-mOdule ~ flni local ement libre de rang n sur s, l_.ee ~y-module 

uw ~ est fini localement libre de rang n sur Sge__~t 

u(~(B)) = o(u, B) 

6.3.7.1. Notons enfin que la construction des morphismes ~ (6.3.4.1) 

ett (6.3.4.2) est compatible ~ tout chan, ~ement de base, ce qui a un 

sens d'apr~s 5.5.2.7. 
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Application I. Le cas des courbes lisses. 

6.3.8. Soit f : X > S une courbe lisse et quasl-projective sur S, 

i.e. un morphisme llsse quasi-projectif purement de dimension relative I . 

La th~orie des schemas de Hilbert [GROTHENDIECK [ 1 ] )  montre que le 

n 
faisceau fpqc DiVx/s qui, ~ chaque S-sch4ms S', associe l'ensemble 

des diviseurs relstifs sur X' = X XsS' qui sont finis sur Set de degr4 n, 

est un faisceau representable. 

Pour chaque diviseur relatif E sur X, fini de degr~ n sur S, 

on dispose d'un 414ment canonique (6.3.4.3) t(E) 6 Sym~(E), d'image 

~(E) dans Sym~(X). Cette construction, 4tant compatible ~ tout chan- 

gement de base, d~finit 

" Sym~(X) (6.3.8.1) ~ : Divx/8 ~ : E > O(~ E) 

Chaque section s de f d4finit un divlseur relatif fini sur 

S de degr4 I, le dlvlseur s(S). Le morphisme 

(X/S)n > DiV~/s : (Si)o<i~n ~ > ~ si(S) 

est sym~trique, et induit donc un morphisme 

(603.8.2) & : Sym~(X ) > Dive/S 

Proposition 6.3.9. Les morphismes ~ et & de 6.3.8 sont des isomor2hismes 

inverses l'un. de l'autre. 

Preuve. a) ~ & = Id . Ii suffit de prouver que la fl~che compos4e 

. n ~ Syrup(X) (x/s) n ~ - +  sym~(x) ~ > P~x / s  
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est ~ . Pour n = i, l'assertion est claire ; le ¢as g~n~ral s'en 

d~duit via le 

Lemme 6.3.9.1. Avec les notations de 6.3.5 e t (6.3.8.1)j on a 

(E + F) = d(~(E), ~(F)) 

Ce lemme r~sulte de 6.3.5, 6.3.6 et de la suite exacte 

0 > (9(-F) ® B E > @E+F > ~F ~ O 

n 
b) On sait que DiVx/S est lisse sur S (il n'y a pas d'obstruction 

relever infinit~simalement des diviseurs sur une courbe (cf. SGA 3 XI i)). 

Le morphisme ct ~:(X/S) n ~ Divx/S est un morphisme quasi-fini surjectif 

entre schema lisses sur S de source ~ fibres ~quidimensionnelles.ll est 

donc plat (EGA OIV 17.3.5), donc ~ ~ est un ~pimorphisme de faisceaux 

fppf, donc ~ l'est aussi. Compte tenu de a), ceci ach~ve la d~monstration 

de 6.3.9. 

Lemme 6.3.10. Soient k u n anneau commutatif, M u n k-module libre et u 

un endomorphisme de M . D~si~nons par Ndet(U_T)=O la norme de 

k[T]/det(u-r) ~ k . Pour P E kIT], on a alors 

Ndet(U_T)=O (P(T)) = det(P(U), M) 

lls'agit de v~rifier une identit~ alg~brique entre les 

coefficients de la matrice de u et les coefficients de P . Pour prouver 

6.3.10~ii suffit donc (grace ~ des arguments familiers) de traiter 

le cas o~ k est un corps alg~briquement closet o~ u est semi-simple, 

de valeurs propres a. . l 
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On a alors 

det(u - T) = ~ (a. - T) 
l 

Ndet(u - T) = 0 (P(T)) = ~ P(a i) et 

det (P(u), M) = ~ P(a.) 
l 

6.3.11.0. Soient f: X ~ Sun morphisme quasi-projectif, de pr4sentation 

finie, plat ~ fibres purement de dimension 1 et Cohen-Macaulay ; ees 

conditions sont donc v4rifi4es si X est une courbe lisse quasi-projectlve 

sur S . Soit ~ un ~X-mOdule, fini localement libre sur S . Le module 

4rant nul sur un ouvert dense fibre par fibre de X, on dispose d'une 

fl~che canonique ~ : ~X > det*(5) (SGA 6 Xl ou MUMFORD [I Ch. 5 § 3]). 

On d4signera par 6( 3 ) le dlviseur d4fini par l'id~al annulateur de 

coker (~) (Ibidem) ; ce diviseur est fini sur S . 

Proposition 6.3.11.1. Sou§. lea hypotheses 6.3.11.0 et avec les notations 

de 6.3.8 e_~t(6.3.4.1), s!i ~ est de rang n, al0rs 6(~) est de degr~ n e~t 

a(5) = a(6(B)) 

D4monstration. a) Cas f lisse, On se ram~ne de fagon standard au 

cas S local artinien ~ corps r4siduel alg4briquement elos. L'additivit4 

(6.3,5) de g permet de supposer le support de ~ concentr4 en un point 

rationnel x de X . On v~rifie aussitSt que si Test une uniformisante 

I alors p,(~S(~)) "~ ~6(p (car les cons- en x, d4finissant p : X > A S , ~) 

tructlons effeetu~es eommutent au passage au compl4t~). On se ram~ne 

! par I~ et 6.3.7 au cas o~ X = A S . 
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Si X = A; et si S est affine, S = Spec(k), alors ~ s'identifie 

un k-module localement libre M, muni d'un endomorphisme u (l'action 

de T). Le module M, en rant que k[T]-module, admet la r~solution 

0 - > kiT] ® k M ~ ~ kiT] ~ k M e > M > 0 , 

o~ e(P~m) = P(u)(m) et o~ ~(l~m) = l®~m- T ® m. De la formule ~ = u - T, 

on d~duit que le diviseur 5(~) admet pour ~quation det(u - T, M) = O . 

Pour v~rifier 6.3.11, il suffit de montrer que, apr~s tout 

changement de base et pour toute ~ section de @X ' on a 

detk(~,M) = detk(~,~5(~)) (=Nb(~)/S(~)) 

Pour f = P(T), c'est ce qu'affirme 6.3.10. 

b) Cas g~n~ral. Explicitons d'abord l'~noncg ~ prouver sous 

la forme plus concrete suivante : 

Corollaire 6.3.11.2. Sous les h~poth~ses 6.3.11.0 sur f: X ~ S , 

§oient M un module localement libre de type fini sur X, et u un endo- 

morphisme de M tel que det u soit une section de ~X r@guli~re sur chaque 

fibre Xs (d'oh .... rfisulte que Coker u = M/u(M) __et Coker det u = _Ox/det u 

sont tous deux plats de pr@sentation finie sur Set ~ fibres quasi-finies). 

Supposons que le support commun de ces faisceaux soit fini sur S, de sorte 

qu'ils d~finissent des faisceaux localement libres de t~pe fini sur S. 

Alors pour route section ~ de ~X , les d@terminants par rapports ~ ~S 

de ~ opgrant sur Coker u et sur Coker det u sont g$aux : 

(6.3.11.3) dets(~,M/u(M)) = dets(~,O_x/det u) 
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On notera que eet ~nonc~ implique lW~galit~ des rangs des 

deux Modules localement libres envisages sur S, par=aison d'homog~n~it~ 

(lorsqu'on y remplace ~ par T ~ , Tune section "ind~termin~e" de ~S ). 

DIailleurs, rempla~ant ~ par I + T ~ , o~ Jest une telle ind~termin~e 

(de faGon precise, on fait un changement de base S'=S[T] ---> S), on 

d~duit de(6.3.11.3) la formule en apparence plus g~n~rale 

(6.3.11.4) POls(~,M/uM)(T) = POls(~,~x/det u)(T) 

sur les polynOmes caract~ristiques. 

Pour prouver 6.3.11.3, nous allons nous ramener au cas lisse 

d~j~ prouv~. Par localisation ~tale sur S, on ae ram~ne au cas o~ Sest 

strictement local de point ferm~ s, puis par additivit~ on se ram~ne au 

cas o~ le support de M/u(M) a un seul point sur X , soit x . Quitte 
s 

faire une extension plate de la base, on peut supposer l~extension 

r~siduelle k(x)/k(s) triviale, et quitte ~ remplacer X par un voisinage 

assez petit de x, et ~ ajouter ~ ~ une fonction qui induise l'op~ration 

nulle sur M/u(M) et sur ~X / det u (ce qui ne modifle pas la formule 

prouver), on voit ais~ment qu'on peut supposer que ~ induit une section 

de ~X r~guli~re en x, donc (quitte ~ rapetisser X) d~finitun morphisme 
s 

quasi-fini et plat 

p : X ~ X' = SIT] 

Par localisation ~tale sur X et sur X', on peut donc supposer qu'on a 

un morphlsme fini et plat p comme dessus, avec X' lisse sur S, et 

= p~(~l), o~ ~' est une section de ~X w . Posons alors 
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M' = p~(M) , u' = pC(u) , 

P=Coker u, Q = Coker det u , 

P*=Coker u', QW=Coker det u' 

On salt qu'on a 

det u' = ~'/X det u, donc Q' = Coker Nx,/x(det u) 

On a trivialement 

dets(~,p) = dets(~',p) , 

et d'apr~s la formule~.3.11.3) prouv~e dans le cas lisse, 

dets(~',p') = dets(~',Q') , 

de sorte qulil reste ~ prouver la formule 

dets(~',Q') = dets(~, Q) , 

qui ~quivaut ~ la formule (6.3.11.3) ~ ~tablir. On voit donc que la 

validit~ de celle-ci ne d~pend que de la section det u de ~X ' ou encore 

qulelle ~quivaut ~ la m~me formule dans le cas oh M est remplac~ par 

~X ' et ~ par det u . Mais dans le cas M=~X la formule (6.3.11.3) est 

tautologique | Cela ach~ve la d~monstration. 
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Remarque 6.3.11.5. Pans le cas o~ S est artinien, l'~galit4 des rangs 

sur S de Coker u et Coker det u (notations de 6.3.11.2) est un cas 

particulier de EGA IV 21.10.17.3, dont (6.3.11.3) peut ~tre consld~r~ 

comme une version "relative". 

Proposition 6.3.12. Soient X et Y deux courbes quasi-pro~ective9 de 

pr4sentatlon finie, plates ~ fibres Cohen Macaulay SU r S, e t u : X--~Y 

un morph!sme quasirfini et plat. 

L9 dia~r~e suiv@nt 

n u~ • n 

n i V x / s  ..... ~ D,!,Vy/s 

~X 
~y 

symn(u) 
n 

Syms(X) ............ ~ Syms (Y~ 

est alors commutatif (~). 

Puisque ue(D) = 6(u~ ~D ), 6.3.12 r4uslte de 6.3.7 et 6.3.11.1. 

Application 2. Le morphisme ' trace. 

6.3.13. Soit Gun faisceau ab~lien sur le grand site fppf d'un sch4ma S 

(0.IO). Supposons que G v~rifie la condition suivante. 

~.3.13.~. Pour tout [;orDhi~mc affin~ plat de presentation finie 

f : X ...... > Y d_£e S-sch4mas, eft pour tout entier n ~ I, le morphisme 

n 
Homs(Symy(X), G) ~- Homs( (X/y)n, G) 

(W) Le morphisme uw est d4fini parce qu'on se limite aux diviseurs finis 
sur S. On prend par exemple pour d4finition u~(D) = 6(Uw~D) , formule qui 
coTncide avec EGA IV 21,5.5 pour u fini. 
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e s t  injeetif e t a pour image_l'ens@mble des m orphismes sym6triques 

de (X/Y) n dan_~s G. 

Cette condition est stable par changement de base. 

Soit f : T ----~ Sun morphisme fini 1ocalement libre de rang n . 

Soit pr i la i ~me projection de (T/S) n dans T, et t la section (6.3.4.3) 

de Sym~(T). Si u 6 G(T), alors ~ pr?(u) est un 616ment sym6trique de 
i 

G(T/S) n) et d6finlt done 

On pose 

u n 6 Sym~(T) 

Trf(u) = t*(u ) 
n 

Lorsque f est fini localement libre, on dgfinit Trf(u), 

localement sur S, par la formule pr~c4dente. Cette construction est 

compatible ~ tout chsngement de base et d~finit donc un morphisme trac ~ 

(6.3.13.2) Trf : f,f~G .......... > G 

6.3.14. La condition (6.3.13.1) est v6rifi~e dans les cas suivants 

a) Si G est representable, par d4finition des puissances sym6triques. 

b) Pour G l~image r6ciproque sur Sfppf d'un faisceau sur le petit 

site 6tale de S (O.iO). 

c) Pour G d~fini par un @S-mOdule quasi-coherent G 
o 

L'4nonc~ e) se rsm~ne ~ (5.5.2.7). 
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Proposition 6.3.15. 

(1) 

( i i )  

( i i i )  

(iv) 

Pour G v~riflant (6.3.13.1), on a ; 

Le morphisme Trf est fonetorlel en G, donc additif. 

Sa formation est compatible ~ tout changement de base S w ) P, . 

Si T = ~LT. , de sorte ~ue f,G N E fi~ G, on a Trf = E Trf. 
-- i i i 

S~i Test de ran~ constant n sur S, le morphisme compos~. 

Trf 
G > f,f*G > G 

est la multiplication par n . 

(v) Le morphisme trace est compatible ~ la compositign (cf. 6.2.3 Var 3). 

Les assertions (i) et (ii) sont claires, et (iii) est consequence 

facile de 6.3.5. Avec les notations de 6.3.13, si u 6 G(S), alors u 
n 

est n fois l'image r4ciproque de u, de sorte que Trf(f*u) = t~(u n) = n u 

Pour prouver (v), on se ram~ne, par localisation ~tsle sur S 

et utilisant (iii), ~ prouver que pour 

f=gh : S" h g • >S I > S ~  

avec f et g finis localement libresde ranks constants net m, le diagramme 

( 6 . 3 . 1 5 . 1 )  

Tr  h 
G(S") ) G(S') 

G(S) 

est conmautatif. Pour u 6 G(S"), consid~rons le diagramme 
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( 6 . 3 . 1 5 . 2 )  

s ~ ( s ' )  ........ 
symn(t) 

Tr fTr g (u~//,/ 

/ / . . 

Trfg(U) 

,, m ,  ,= ,  , , ,  

m 

..... ~ Sym; Syms,(S") 

> Sym;m(s '' ) 

La fl~che verticale de droite est d4finie car S' est plat 

sur S ; chaque triangle est cor~autatif et (v) sera donc consequence 

de la coranutativit~ du bord ext~rieur. 

Traduisant en terme dlsnneaux, c' est une cons4quence du cas 

particulier B = E et C = F de 6.3.3. 

6.3.16. Soit maintenant f : T > Sun morphisme quasi-fini plat de 

presentation finie. Si F est un faisceau fppf sur T, on d~finit son 

image directe ~ support propre f,T sur S corane le pr4faisceau qui 

S'/S associe l'ensemble des sections de F sur T' dont le support est 

propre sur S' . Ce pr4faisceau est un faisceau d'apr~s 6.1.1. Avec la 

notation de 6.1.1, on peut aussi l'exprimer conime limite inductive 

locale (IV 14. ). 

f, F = l÷m> fJFlV> , 
" V~(U> 
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formule qui rend compte du fair assez ~vident que les propri4t4s de 

f, se famine ~ celles de f~ pour f' fini. On trouve ainsi : 

Proposition 6.3.17. On peut d'un@, et d'une seule fa~on d~finir, PQU,~ 

tout morphisme f : T .... > S quasi-fini plat de presentation finie 

et pour tout faisceau fppf G sur S v4rifiant (6.3.13.1), un mqrphi~trace 

Trf : f,f~G • > G 

v4rifi ant : 

(i) Pour f fini on!etrouve le morphisme (6.3.13.2). 

(ii) Les conditions (Var i) ~ (Var 4) de 6.2.3 sont remplies, mutadis 

mutan4is. 

Le morphisme quasi-fini f induit un diagramme conmnutatif 

(ef. (O.ll))de sites (dans lequel ~ est le foncteur "restriction"): 

Tfpp f ......... 

Sfppf 

-T 
et 

f 
et 

7- 
Set 

On a, pour G sur Tfppf , 

f, ~ 

4 4 7  
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On dispose aussi dlun morphisme "de changement de base" 

c : f~ e t ~ ~ ~f~ 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier la compatibil£t~ suiv~nte 

entre les morphisme traces 6.2.3 et 6.3.17 . Pour G sur Sfppf 

v~rifiant (6.3.13.1), le diagramme suivant est commut~tif : 

f,ch 
f ,f~ ~ G > fet,~f~G ~ ~ ~ ~f,f~G et. et . . 

! 

(6.3.17.1) 1 =~Trf (6.3.17) 

Trfl (6.2.3) 

&~G &~G 

En termes plus concrets, ceci 8ignifie que si G est un 

faiscesu fppf sur S, qui par restriction au site ~tale d~finit un 

faisceau ~tale ~G, et si u est une section ~ s~pport propre de Itimage 

r~ciproque f~t (&~G), d'image u I dans f~G, les ~l~ments Trf(u) (au sens 

6.2.3) et Trf(u I) (au sens 6.2.17) coincident dans G(S). 

Exemple 6.3.18. Soit f : S I > Sun morphisme fini localement libre 

de rang net u E F(S',@S,) = HOms(ST ~ ~). Le morphisme u d~finit 

un morphisme 

o n~l 
Sym(u) : Sym~(S') ---~ ~YmS~S~ = Spec(S[o I ... On] , 

o~ les Oi sont des fonctions sym~triques ~l~mentaires (cf. BOURBAKI, 

Alg. 5, App. I nO2). On a alors (par un ealcul facile laiss~ au lecteur) : 
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(6.3.18.1) [Sym(u) o t]~(~ i) = q.(u)l ' 

o~ t C F(Sym~(S')/S) est l'~l~ment canonique (6.3.4.3), et o~ on 

d~signe par ~.(u) le i i~me coefficient du polyn~me caraet~ristique 
i 

de la multiplicstion par u dans f~@st . On en d~duit que les applications 

"tr~ce" 

~i (s') > ~a(S) 

(S') ) em(S) 

sont respectivement la trace et la norme usuels ; en effet, le 

n i 
morphisme Syms~ S) ~ ~ d~duit de la loi additive (resp. multi- 

plicative) sur ~ est donn~ par la fonction ~I (resp. ~n ) sur 

n i Spec(S[~l, .,~n]) " SymsQEs) -~ , ,  

On d4duit alors de (6.3.17.1) que pour n inversible sur Sle diagr~mnme 

de faisceaux ~tales 

O ~ f~ G m -------> 0 

Nf 

O' > G ~ 0 
m 

(6.3.18.2) 

" N  >% 

est commutatif. 

Proposition 6.3.19. $oi t undlagramme cormnutatif 

u 
X " ' ~-Y 

S 
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dana lequel X e t Y sont des courbes l,isses quasi-pro~ectiyes sur S 

e t u un morphism@ ~uasi-fini. 

(i) S i D est un diviseur sur X fini sur S (voir note p.192) e t g 

une section de Gy _sur Y, on a 

TrD/s(U~g) = Tr(u~D)/S(g) 

(ii) S~ E est un diviseurs~ryf~nistrtS~ g une section de G X sur X 

et si u est fini, on a 

TrE/S(Trx/y(g)) = Tr(u~E)/s(G) 

Preuve. (i) Soit gn Is section de G sur Sym~(Y) d@duite de g (6.3.13). 

D'apr~s 6.3.12, on a 

dfn 

TrD/s(U~g) ~ ~(D)~(u~g) n ~ o(D)~(u~g n) = u ~ ~(D))~(g n) 

----- O(u~D)~(g n) = Tru~D(gu) • 

(ii) La formule (ii) r~sulte de 6.3.15 (ii) et (v) : 

TrE/$(Trx/y(g)) = TrE/S (Tru~E/E(g)) = Tru~E/S(g) 

Application 3. Trace d'un torseur. 

6.3.20. Soit Gun faisceau sur le grand site fppf de S qui v~rifie 

(6.3.13.1). Soit u : X ---~ Y un morphisme fini localement libre de 

S-schemas et K un ~-torseur sur X. Supposons que, localement fppf sur Y, 

le torseur K sur X soit trivial. Tel est le cas si K est trivial 

localement pour la topologie ~tale. 
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Proposition 6.3.21. Sous les hypotheses 6.3.20, il existe & isomorphisme 

unique pr&s un et un seul torseur Tru(K) sous Gy sur Y, rmani d'un 

morphisme Tr ou Tr K : u~K > Tr (K), qua, pour g section locale 
U ~ U U 

(au sens fppf) de G sur Yet k section locale de u~K, v~rifie 

TrK(g k) = Tr (g). Tr (k) 
u U u 

Le probl&me est local sur Y ; on peut donc supposer K trivial : 

K = G X . Une solution du probl&me est de prendre K = Gy et pour morphisme 

trace le morphisme (6.3.13.2). On v~rifie aussitSt que c'est la seule. 

Le foncteur trace 6.3.20 est d~fini en particulier lorsque 

G v~rifie la condition suivante 

(6.3.21.1) Pour tout S-schema X, tout torseur sous G X sur X est 

localement trivial pour la topologie ~tale. 

Cette condition est v~rifi~e pour Gun groupe lisse~ pour 

G image r~ciproque d'un faisceau sur le petit site ~tale de S, ou pour 

G d~fini par un faisceau quasi-coherent sur S . 

On a par construction 

(6.3.21.2) rru(K) = u~(K) XU~Gx Gy 

6.3.22. Pour d~flnlr un foncteur trace sous des hypoth&ses plus 

g~n~rales, le point clef est, pour f : X ~ Tun morphisme quasi-projectif 

plat de presentation finie de S-schemas, de d~finir un foncteur raison- 

nable K~ > K n des ~-torseurs sur X dans les Gz-torseurs sur g = Sym~(X). 
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On a tout d'abord, fn d~signant la projection de Sy~(X) sur T, le 

lemme suivant, qui se d~montre comme 6.3.21 : 

Lemme 6.3.22.1. Avec les notations pr~c~dentes et si, localement sur T, 

le torseur K est trivial, alors il existe, ~ isomorphisme unique pros, 

sur Sy~(X), muni d'un morphisme ~ : f~K --> f (K) , un et un seul torseur K n n~ n 

qui pour g section locale (fppf) de f~ G X e t k section locale de u~K v~rifie 

~(g k) = gn ~ ~(k) (notation de 6.3.13 pour gn ' la d~finition de gn 

ici utilise l'hypoth~se de platitude etc). 

Le cas g~n~ral se traitera par une descente un peu canul~e. 

Tout d~abord : 

Proposition 6.3.23. Soit un diagramme commutatif 

U 
X . . . .  ~Y 

T 

de T-schemas plats de presentation finie et quasi-projectifs, avec u @tale 

surjectif. Alors, le syst~me semi-simplicial des schemas Sy~((X/Y) k+l) est 

un hyperrecouvrement pour la top01ogie ~tale du schema Sy~(Y). 

Preuve. a) On aura ~ utiliser le r~sultat auxiliaire 

6 . 3 . 2 3 . 2 .  Soient (X,Y,T) comme plus haut, t E T, Z un T-schema son, he 

dlun nombre fini de T-sch~-mas Spec(k i) pour k. extension finie de k t 
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et un diasramme co~utatif de T-sch4mas 

Z 

u 

Xt ~ Yt ' 

tel que x e t y soient des immersions ferm4es. Soit z 6 S~(Z), et 

soient x(Z) e__tt y(Z) ses images dans S~(X) e_~t S~(Y). Alors, S~(u) 

est 4tale en x(Z). 

La ~ormatlon du schema Sy~(X) est compatible ~ tout changement 

de base S r > S (5.5.2.7). Par r4duction au cas noeth~rien, on en 

d~duit que Sy~(X) est de pr4sentation flnie sur S ; il est par ailleurs 

plat sur S (5.5.2.4). Grace au crit~re de platitude fibre par fibre, on 

se ram~ne pour prouver (6.3.23.2) au cas S spectre d'un corps. Le 

compl4t~ de S~(X) en Z a alors pour alg~bre affine la limite projective 

n 
des~g~bres affines localis4es en x(z) des sch4mas SymT(Zk), pour Z k 

voisinage infinitesimal de Z dans X. Par hypoth~se, u induit des 

iso~rphismes entre les voisinages infinit4sima~ de Z dans X et dans Y. 

Le compl~t4 de S~(u) en x(z) et y(z) est donc un isomorphisme, et ceci 

prouve (6.3.23.2). 

On d~duit de 6.3.23.2 que le sch4ma somme, pour z ~ S~(Z), 

des hens~lis~s en y(z) de S (Y) ne d~pend que de Z et du T-schema X z 

somme des hens41is4s de X en les divers points de Z . On d~signera ce 

h 
n(x~ fonctoriel en X Z . schema par la notation Sym T ) ; il est h 
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b) Par passage ~ la limite, pour prouver 6.3.23, il suffit de montrer 

E S~(Y), ferm~ dans aa fibre, l'image r4ciproque sur que pour Y 

l'hens~lis~ de S~(Y) en y du schema simplicial Sy~((X/Y) k+l) est 

un hyperrecouvrement pour la topologle ~tale. Ce probl~me est local 

sur T pour la topologie 4tale ; on se ram~ne par I~ au cas o~ il existe 

un diagrarmme (6.3.23.3) avec y = x(Z) (en ~ t  les extensions r4siduelles 

par une extension s4parable de kt). Le syst~me semi-simplicial consider4 

se d~duit alors du syst~me 

n - h-k+l- Syn~ n (y~) S~ ((xh i /Yz ) ), augment4 vers 
u- (z) 

par changement de base,de sorte qu'il suffit de consid~rer ce dernier. 

- h-k+l 
Le syst~me semi-simplicial des (xh-i /Yz ) est semi-simplicialement 

u (z) 
h h h 

homotope au syst~me constant YZ ' car Xu-I(z)/Y Z admet une section. 

h n h h h+l h n- h~ 
Le syst~me Sym T ((Xu-I(z)/Y Z) ) est donc de m~me homotope ~ Sym T iY~/, 

et en particulieren est un hyperrecouvrement. Ceci prouve 6.3.2.3. 

6.3.24. Solent f : Y ~ Tun morphisme quasi-projectif plat de pr4sen- 

tation finie de S-schemas, et K un Gy-tOrseur sur Y. Consid4rons le probl~me 

suivant : 

6.3.24.0. D~finir, pour tout morphisme u : X > Y, avec X quasi-projectif 

plat de presentation finie sur T, un torseur (u~K) n sur S~(X), et 

pour tout v : X' > X un isomorphisme c v : (v~u~K) n N Sy~(v)a~K n , 

de sorte que 
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(i) les isomorphismes c v sont compatibles ~ la composition ; 

(ii) pour u~K localement trivial sur T, on retrouve le torseur de 

6.3.22.1, et sa variance. 

D'apr~s 6.3.23, la question d'existence et d'unicit~ d~une 

solution ~ 6.3.24.0, pour tout torseur d~duit de K par une image r~ci- 

proque du type envisag~ en 6.3.24.0, est une question locale pour la 

topologie ~tale sur Y . En particulier, si G v~rifie(6.3.21.O, le 

probl~me 6.3.24.0 admet une et une seule solution. 

Supposons maintenant que G v~rifie : 

(6.3.24.1) Pour tout entier net pour tout diasrarmme de S-schemas affines 

U 
X 

T 

• y 
f 

! 

avec f et g plats de presentation finie et u fini localement libre sur.iectif , 

semi-simplici~l tronqu@ (S~((X/y)k+I))o~k~ 2 , sugment~ vers le schema 

S~Y), est de descente (GIRAUD [I]) pour la cst~orie des G-torseurs. 

6.3.24.1 his. On d~duit de faGon standard de 6.3.23 que la condition 

(6.3.24.1) implique la condition analogue, o~ on suppose seulement f et g 

plats de presentation finie quasi-projectifs et u plat surjectif. 

Localement pour la topologie ~tale, u admet en effet des quasi-sections 

finies localement llbres et on conclut par 6.3.23 et GIRAUD [i] appliqu~ 

un diagramme formant¢a~r~ de donn~es de descente. 
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Etant donn~ un Gy-torseur K sur un T-sch4ma Y quasi-projectif 

plat de presentation finie, il existe par d4finition un 

morph48me fid~lement plat de pr4sentation finie u : X ...... > Y tel que 

u~K soit trivial. Si u. d~signe la projection de (X/Y) i+l sur Y (i ~ O), 
I 

les torseurs (u~K) n (6.3.22.1) sur lea sch4mas Sym;((X/Y) i+l) forment 

une donn4e de descente (i=O,I,2) sur ce sch4ma semi-simplicial 

S~(Y). Supposons que G v~rifie la condition : augment~ vers 

~.3.24.2) Les donn~es d@.descent@s construit@s plus haut sont routes 

effectives (cf. 6.3.24.1). 

Alors, on d4signera par K nle torseur sur S~(Y) (d~termin~ 

isomorphisme unique pros) d4fini par cette donn4e de descente. 

6.3.25. Supposons que G v4rifie(6.3.21.1) ou les conditions (6.3.24.1) 

(6.3.24.2). On laisse au leeteur le soin de donner un sens au formulsire 

suivant et de le v4rifier : 

6.3.25.1. Changement de base. Soit un carr4 commutatif 

X' g! r- X 

T ~ -- > T 
g 

D4signons par gn' la fl~ehe de S~, (X') dans Sy~(X). Pour K torseur 

SOUS G sur X, on a 

g~ K ~ (g'~K) 
n n 

456 



- 206 - XVll 

Soit maintenant f : X ........ > T et K un %-torseur sur X. 

6.3.25.2. Changemen t de ~roupe. Soit r : G 1 - > G 2 un morphisme 

entre groupes v4rifiant tous deux (6.3.21.1) ou (6.3.24.1), (6.3.24.2). 

On a 

m n ~ r( ) ~ r(K) n 

6.3.25.3. Additivit4 en K : On a 

(K v + K") ~ K ~ + K" 
n n n 

6.3.25.4. Additivit~ en n . Soient n Iet n 2 deux entiers, n = nl+n 2 et 

n n 2 
: SymTI(X) X Sym T (X) ~ S y ~ ( X )  

T 

l a  f l ~ c h e  c a n o n i q u e  ; on a a l o r s  

~" pr~ + pr~ Kn2 d~K n Knl 

6.3.25.5. Multiplicativit4 enn. Soient net m deux entiers et ~ le 

n m sy~m(x) (cf. 6.3.3). On a fl~ehe canonique de SymT(SymT(X)) dans 

C~(K ) ~ ( K )  
n m  m n 

6.3.26. Supposons que G v~rifie (6.3.21.1) ou (6.3.24.1~ (6.3.24.2). 

Si f : X > Test un morphisme fini localement libre de rang n entre 

S-schemas, sit est la section (6.3.4.3) de Sym$(X)~ et si K est un 

Gx-torseur sur X, on d~finit un GT-torseur Trf(K) sur T psr Is formule 

( 6 . 3 . 2 6 . 1 )  T r f ( K )  = t* (K n) 
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Sif est fini localement libre, ond~finit Trf(K), localement 

sur T, par la m~me formule. Cette d4finition, via un isomorphisme 

canonique et fonctorlel, est 4quivalente ~ la d4finition 6.3.21 dans leur 

domaine commun de validit4 (la ddfinition 6.3.21 fournissant une 

solution au probl~me de descente pos~). On d~duit aussitOt de ~.3.25.D, 

(6.3.25.~et(6.3.25.3) que le foncteur Trf est compatible aux chan~ements 

de base T' ~ T, compatible aux chan~ements de ~roupe r : G I > G2, 

compatible ~ l'addition des torseurs. 

La connnutativit4 du bord ext~rieur du diagramme (6.3.15.2), 

et (6.3.25.1) (6.3.25.4) fournissent une compatibilit~ ~ la composition 

des morphismes : 
Trfg (K)  ~ T r f ( T r g ( K )  

6.3.27. Dans le cas particulier des courbes relatives, on a de plus : 

Constr~ction 6.3.27.1. Si f : X > S est une courbe lisse et 

quasi-pro~ective sur S, D Iet D 2 deux diviseurs relatifs finis sur S 

et K un G-torseur sur X, on a, posant TrD/s(K) = TrD/s(KID) , un 

isomorphisme canonique 

TrDI+D 2 (K) ~ TrDI(K) + TrD2(K) 

Cet isomorphisme se d~duit aussitOt de l'isomorphisme (6.3.25.4) et de 6.3.9.1. 

Enfin les arguments de 6.3.19 fournissent encore : 

Construction 6.3.27.2. Soit un dia~ranmle connnutatif 

u 
X ) Y 

S ~ 
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dans lequel X et Y sont des courbes lisses quasi-projectives sur Set 

u un morphisme quasi-fini. 

(i) Si D est un diviseur sur X fini sur Set K un torseur sous G sur Y, 

on a (cf. note p.192): 

TrD/s(U~K) ~ Tr(u~D)/s(K) 

(ii) Si E est un diviseur sur Y fini sur S, K un torseur sous G sur 

X et si u est fini, on a 

TrEIS(Trx/y(K)) ~ Tru~E/s(K) 

Proposition 6.3.28. Soient A et B deux R-alg&bres (c£mmutatives) e t 

u : A > Bun hgmomg~phisme qui fasse de Bun A-.module localement libre 

de type fini et fid.&le. Alors le cpmplexe semi-simplicial d'al$~bres 
k+l 

(TS~ ( ® B))k20 e st, en Cant que TS~(A)-mpdule diff~regtiel semi.~§i~2__llicial, 
A 

une r~solution scind~e de TS~(A). M 

Preuve. Le complexe de modules associ~ au module semi-simplicial 
k+l 

TS~ ( ® B) ne d~pend que du A-module B~ muni d'un homomorphisme de 
A 

modules u : A > B. En Cant que A-module ~ B peut s'~crire B = A ~ L, 

et ceci permet d'expliciter un op~rateur d'homotopie. 

Rappelons que : 

Proposition 6.3.29. Soient A un anneau , B~ une A-al$&bre co-semi-simpliciale, 

et c : A > B e le morphisme structural. Pour que le. foncteur image 

r~ciproque de modules (= extension des scalaires) 6 ~ soit fid&le (resp. 

pleinement fid&le)ii suffit que la suite de A-modules 
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0 ) A > B ° 

(resp. O ~ A ~ B ° J°-Jl , ~ B I ) 

soit exacte~ et le reste apr~s tensorisation par un quelcon~ue A-module. 

La d~monstration est triviale et laiss~e au lecteur. 

On d~duit de fa~on standard de (6.3.28) (6.3.29) le 

Corollaire 6.3.30. La condition (6.3.24.1) eat v~rifi4e par tout ~roupe 

affine G . 

(Utiliser qu'un torseur sous G est representable par un schema 

affine sur T.) 

IIne devrait pas ~tre difficile d'~tendre 6.3.30 ~ tout 

groupe G representable par un espace alg~brique (~). Je conjecture 

que la condition (6.3.24.2) est v~rifi~e par tout groupe representable 

par un espace alg~brique, et plat. On a l'~nonc~ canularesque: 

Proposition 6.3.31. Soit une suite exacte sur S 

0 ~ G r ~ GI u ~ It ~ 0 

Supposons que G' e t H, donc G v~rifient (6.3.13.1), que G I v4rifie 

(6.3.21.1) et que G v4rifie (6.3.24.1). Alors, G v~rifie (6.3.24.2). 

Ceci s'applique par exemple ~ un groupe affine noyau d'un 

4pimorphisme de groupes rcpr4sentables et lisses. 

(4) Algebraic Spaces par M. ARTIN. Yale University, Whittemore Lectures, 

May 1969. 
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Preuve de 6.3.31. Soit K un G-torseur sur X. Par 6.3.23, la question 

est locale sur X pour la topologie 4tale ; il suffit donc de traiter 

le cas o~ r(K) est trivial. Les G-torseurs K tels que r(K) soit trivial 

s'identifient aux G~-torseurs triviaux K' munis dlun isomorphisme 

k : H N ~ u(K'). Posons Z = S~(X). Le morphisme de torseurs triviaux 

k induit k n : H Z N ~ u(K~),et le G-torseur correspondant sur 

symn(x) repr4sente la donn4e de descente =onsld~r~e. 
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7. Appendice 

7.0. Pr~liminaires. 

Nous utiliserons dans cet appendice les r~sultats de VI B, dont nous conser- 

vons les notations. 

7.0. I. Soit Sch! la cat~gorie dont les objets sont les schemas quasi-compacts et 

quasi-s~pargs, les morphismes @tant les morphismes de sch@mas s~pargs de type fini : 

on d~signe par ~ la cat@gorie bifibr~e au-dessus de Sch! , ~ categories fibres 

des catggories oppos~es ~ des topos, d~finie par les faisceaux ~tales sur les schemas 

VI B (4.3.0). On se fixe une fois pour routes un objet R de 

~R la cat@gorie bifibr~e au-dessus de SCh!R d~duite de~ 

anneau du topos r[~) qui vgrifie les conditions suivantes : 

o o 
(i) ~ est une section cocart~sienne de ~R au-dessus de SCh!R 

(ii) Pour tout sch@ma X de $Ch!R ' ~X est un faiseeau de torsion. 

o Ceci pos~, nous travaillerons avec la cat~gorie Mod(~R,~ (VI B 1.3.5). 

Sch! et on d~signe par 

• Soit enfin ~ un 

On se propose de d~finir, pour tout morphisme f : X ~ Y de SCh!R , 

un foncteur Rf! : D (X,~x) • D (Y,~y) , colncidant avec le foncteur pr~c~dennnent 

d~fini lorsque f est compactifiable, et faisant des ~at@gories D(X,~) pour X 

variable une catggorie cofibrge au-dessus de SCh!R • 

7.0.2. Bien que tousles rgsultats de cet appendice soient ~nonc@s dans le cadre 

explicit~ en 7.0.1, on pourrait les transcrire avec des modifications ~videntes dans 

le cadre suivant : on prend pour section de ~(~) la section constante de valeur 

le faisceau constant ~ et on se limite pour tout sch@ma X g la cat~gorie d~riv~e 

D~ors(X) dgfinie par les complexes de faisceaux de groupes ab~liens dont les faisceaux 

de cohomologie sont de torsion (VI B 4.3.1). 
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Lemme 7.0.3. Soit un diasramme commut%tif de sch@mas 

X' J' ~ X 

(7.0.3.1) f' f 

y'  > y 

o_~_~ f , f' sont propres et j , j' sont des immersions. Alors pour tout complexe 

K" de D+ors(X')n , la fi~che canonique 

j! o R+f'(K ") > R+f o j!(K') 

est un isomorphisme. 

En vertu du "lemma on way-out functors" 

que pour tout entier i et pour tout faisceau F 

R i f, (7.0.3.2) j! o (F) 

est un isomorphisme. 

(R.D. I (7.1), il suffit de montrer 

de torsion, la fl~che 

Rlf o ~ . _ i ! ( F )  

En prenant les images ferm~es de j et j' on est ramen@ au eas o7 j 

et j' sont des immersions ouvertes dont les images sont partout denses : la propret~ 

de f et de f' entralne alors que le diagramme (7.0.3.1) est cart@sien. Dans ces 

conditions, le th@or~me du changement de base pour un morphisme propre, sous la forme 

XII 5.2, montre que, pour tout point g@om6trique ~ de Y , la fl~che 

R i f, . (j! o (F))~ ~ (Rlf o j!(F))~ est un isomorphisme 

Construction 7.0.4. Soient D 

tels que pour route fl~che 

Y > Y soient propres. Soit 
B 

objet ~ de D , j : X 

pour i = 0 

un foncteur exact : 

j! : Mod(~(X),~) 

(cf (Vl B 1.2.5 pour les notations). 

une cat@gorie, X et Y deux D-objets de SCh!R 

> B de D , les morphismes Xfl > X~ et 

j : X > Y un morphisme tel que pour tout 

• Y soit une immersion : l'isomorphisme (7.0.3.2) 

v6rifie les conditions de compatibilit6s usuelles et permet de construire 

, Mod(!(Y),~) 
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qui induit un foncteur triangul~, encore not~ j! : 

j ! : D(F(X) ,~) ,> D(F(Yt~)) 

Alors, pour tout objet ~ de D , on a un diagramme commutatif, o~ je! 

d~signe le foncteur "prolongement par 0 " usuel : 

J~ 

D(L(X), ) • , D([L(Y),~) 

+ 

R e 
& 

+ 

Re 
f~ 

D(X ,~ X ) j ! > D(Y ,4~y ) 

Construction 7.0.5. 

(7.o.5.1)  

Soit un diagramme commutatif dans SCh!R 

X ~ 

y, 

i' 
X 

• ~ y 

o0 i , i' sont des immersions, f un morphisme propre et f' un morphisme propre 

surjectif. I i d~finit un diagramme commutatif d'objets simpliciaux de SCh!R 

(7.0.5.2) uf, 

[X'IY'] -- J > [XIY ] 

C$, i "~ Cy 

o~ j % : [X' IY']n ~ [X]Y]n est une immersion pour tout 

on a un isomorphisme canonique 

+ -- + -- 

, "~ R o j o L i! ~ uf+ ! uf, 

n . Avee ces notations, 

En prenant les images ferm~es de i et i' on peut supposer que i et i' 

sont des immersions ouvertes dont les images sont partout denses. Le diagramme (7.0. 

5.1) est alors cart~sien et f est surjectif. De plus, pour tout entier n , Jn est 
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une immersion ouverte et le diagramme 

IX' Y'~n 
Jn 

y, 
i 

est cart~sien. 

que uf 

+ - + + - & 
D~s lors L uf o i! est isomorphe ~ j! o L uf, : utilisant le fait 

est une augmentation de deseente cohomologique (Vl B (4.3.2)), on trouve une 

suite d'isomorphismes 

tx~ + - +(~) e~i + - o j o L + uf,l i! > R uf+ o L o i! > R uf~ ! 

d'o~ l'isomorphisme voulu. 

Enfin, nous utiliserons la variante suivante du lemme de Chow, dont la 

dgmonstration se trouvera dans EGA II 2~me ~dition, et qui est une amelioration de 

(XII 7.1) : 

Lemme 7.0.6. Soient S un schema quasi-compact et quasi-s~par~ et f : X 

un morphisme s~par~ de type fini. Alors il existe un diagramme commutatif 

~ S 

X' P ~ X 

S 

v~rifiant les conditions suivantes : 

phisme de 

(i) p est propre et surjectif 

(ii) il existe un ouvert dense 

-I 
p (U) sur U 

(iii) f' est quasi-projectif. 

U de X tel que p induise un isomor- 
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+ 

7.1. D6finition de R fl 

DEfinition 7.1.1. Soit f : X > S 

f i c a t i o n  de  f c o n s i s t e  e n  i a  donnf ie  d '  

un morphisme de schfimas. Une pseudo-compacti- 

un diasramme commutatif 

( ; . 1 .1 .o )  

X 1 > T 

S 

o_~ p] est propre et su.rjectif , j] est une immersion et fl est propre. 

7.1.2. Soit f : X ...... > S un morphisme de SCh!R : d'apr~s le lemme de Chow 

(7.0.6), f poss~de une pseudo-compactification (pl,Jl,fl). Le diagramme (7.1.1.0) 

dfifinit un morphisme 

Jl [xl Ix] ' 

encore note Jl , tel que Jln 

)f, R + ( ]  . = L + u p l  " J l !  o R + ~ f l  
+ + 

de D (X,~) d~ns D (S,~) . 

soit une immersion pour tout n . On pose alors 

de sorte que l'on obtient un foncteur triangul~ 

Construction 7.1.3. Pour tout couple ((pl,Jl,fl),(p2,J2,f2)) de pseudo-compactifica- 

tions de f , on a un isomorphisme el2 : R+(1)ft. > R+(2)f,. tel que pour toute 

autre pseudo-compactification (p3,J3,f3) , on ait ~23 o ~12 = ~13 " 

a) On dEfinit un syst~me simplicial double [[XI,X2[X]] en posant 

[[Xl,X2[X]][n]X[m] = [XllX]n × EX21X]n 

De m~me on pose 

les morphismes [[XlIX]][n]×[m ] > [[XIIX]] [n~x[m'] 

[m'] > [m] ~tant tous Egaux ~ l'identit6. On d6finit de la m~me mani~re les sys- 

t~mes simpliciaux doubles [[TI,T21S]] et [[TIIS]] , de sorte que l'on a un diagramme 

commutatif 

induits par les morphismes 
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Xxl,x21xJ] .... ' :  > r[x~ x~j / 

\ u ,I/ u 
u k  / ¼  v 

PlP2 k u / C  A -x- A 

C 5xA 
X 

o~ J|2 eat une immersion degr6 par degr~. Le proc6d6 de calcul expos6 dans 

VI b(2,3) permet de construire un morphisme 

~1 + - -  • + ~ +  = R + ( 1 , 2 ) f ,  
R + ( l ) f !  R U f l f 2  o 312 ! o L UplP2 . 

qui s'obtient ~ partir d'un morphisme de triple complexes de faisceaux sur S . 

b) ~I est u n isomorphism@" : 

Pour d6montrer ceci, on peut fixer le premier indice n provenant de 

[~ TI,T21S~] [n~x[4 dans le morphisme de triple complexes pr6c6dent et regarder le 

morphisme de double complexes ainsi obtenu. On v6rifie que ce morphisme n'est autre 

que l'isomorphisme d6fini dana le lemme 7.0.5 pour le diagran~ne 

[XllX~nX X 2 ~ [ T l [ q n  x T 2 

[xllX]n -- > [TIIs] n 

c) On eonstruit de la m~me manigre un iaomorphisme 

et l'on pose 

R+(2)f[ 

-I 
~12 = e2 o ~I 

a2 + - -  + 
R uf o J12! o-L-- u 

If2 + PlP2 

Pour v6rifier la relation ~23 o ~12 = ~13 ' on utilise un objet simplicial 

triple : on laisse au lecteur le soin de v~rifier que l'on obtient un diagrarmne 
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commutatif : 

R+(2'3)f, ~ R+(2)fT ,~ R+(l'2)f! 

R+(2) f! I R+(1)f! 

R+(I ,3)f 
! 

Construction 7.1.4. Soient Z ..... g ~ Y e_!t Y f ~ X deux morphismes de SCh!R 

Pour tout triple ((pl,Jl,fl) , (p2,J2,g2) , (p3,J3,(fg)3)) , o__~ (pl,Jl,fl) est une 

pseudo-compactification de f , (p2,J2,g2) une pseudo-compactification de g e t 

(p3,J3,(fg)3) une pseudo-compactification de fg , on a un isomorphisme 

R +(3) fg! < ~ R+(2)g t, o R+(1)f~. compatible avec les isomorphismes ~ij" d~finis 

pr~c6demment. 

7 , 1 . 4 . 1 .  

f : Y 

Nous proc~derons en plusieurs 6tapes : 

Soit (pl,jl,f]) (resp. (p2,J2,f2)) une pseudo-compactification de 

> X (resp. de g : Z ~ Y) : 

( 7 . 1 . 4 . 1 . 1 )  T ~-5---= y 
1 

X 

P2 J2 
Z ~" -- Z 2 ¢ ~ T 2 

Pl~ y 
I 

Le morphisme Z' = Z Xy Y1 ~ Y1 

est muni d'une pseudo-compactification : 

d~duit de g par changement de base 
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, ZXy 

• T 

J2 
T~ = T 2 Xy Y1 < ~ Z2 Xy Y1 = Z; 

( 7 . 1 . 4 . 1 . 2 )  

p; 

Y = Z' 
1 

g' 

Y1 

On ehoisit maintenant une compactification de Jl g; 

( 7 . 1 . 4 . 1 . 3 )  

T 

i 
< 

12 

l 
T 1 

Jl 
T2 ×Y Y1 = T~ 

Y1 

qui d6finit une pseudo-compactification du compos6 fg : on notera 

foncteur correspondant. 

R+(12)fg! le 

7.1.4.2. Les donnges prgc@dentes permettent de d@finir un isomorphisme 

R+(12)/g! < ~ R+(1)f! . R+(2)g! : 

On dispose d'un diagramme commutatif, o5 toutes les flgches se d6duisent 

naturellement de (7.1.4.1.1), (7.1.4.1.2) et (7.1.4.1.3). 

[TI21X ~ < J'l _ [T;iy] ( J2 [Z~IZ~ 

t 
(7.1.4.'2.1) ~I IX~ < ~YI lq u "~ 

u f  I 

r A 

.......... ~ C Z 

g 

,A Cy 

C x 
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On va d6finir une fl~che naturelle : 

B: R+(|)f! o R+(2)g! 

dont on va montrer que e'est un isomorphisme. 

Pour cela nous utiliserons deux lemmes : 

+ ( | 2 )  
R fgw 

Lemme 7.1.4.2.2. Soit un diagramme commutatif : 

Pl 

o~ h , h' sont propres, Pl 

Alors la f lgche canon ique 

+ 

Rho j! 

est un isomorphisme. 

J l  
X 1 .......... ~.. T 1 

1 t 
X • > T 

S 

h' 

est propre et sur~ecti.f et j , j| 

. . . . . . . .  R+(1) (hh' ! 

sont les immersions. 

En effet, d'apr~s (7.0.5) la fl~che 

+- + - 

j! -------~ R Uh, o it! o L u 
Pl 

+ 

est un isomorphisme. D'o~ le r~sultat en appliquant R h 

Lemme 7.1.4.2.3. Avec les notations du diagramme (7.1.4.2.1), les fl~ches canoniques 

-- + -- 

9-R uf! o J1' R +(1) f! o R + Upl 

_ -- + 

R +(2) g, o R + r ---------~ R + upl o R g~ o j' 
• 2! 

sont des isomorphismes. 

Nous n'6tablirons que le premier isomorphisme, laissant au lecteur le soin 

4 7 0  



- 220 - 
XVll 

d'en dgduire le deuxi~me. 

Avec des notations gvidentes, on pose C = [YI]~ ×X Xl 

= [rll ~×S T1 , de sorte que l'on a un aiagramme commutatif : 

et 

oO i est une immersion, 

U 

f \  
C 

[Yll ~] u 

Pl 

q est propre et surjectif. On construit alors un diagramme 

[[ci [-ylp y]] ] i > [[gl c~]] 
q 

uq 1 
1 xll xl 

1 
et il rgsulte de (7.1.4.2.2) que le foncteur R uJl o Jl s'identifie au foneteur 

+ -- + -- 

R k o i o L u et, grace ~ (7.0.3) et au th~or~me du changement de base ce dernier 
q 

l ) f ~  foncteur s'identifie ~ R +( o R + u . Le lemme (7.1.4.2.3) ~tant ~tabli, on dis- 
' Pl 

pose d'une suite d'isomorphismes 

m + - - +  + " o j' o j' o L + r (3) fg! = R + Ufl o R g2 I! 2! 

% + --  + + - - +  

' o j' oL r • <'---'-R u f  o J l !  o R g 2  2 !  
1+ 

R+ (1)f, o R + u o R + ' '' + - g 2+ o ]2 1 o L r 
• P I +  " 

R+(l)f, o R+(2)g, o R+ r- o L+ r-+ 

o R +(2) ~+(1)f! g, 
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dont le compos~ donne 

7.1.4.3. Si (p3,J3,(fg)3) 

isomorphisme 

est une pseudo-compactification de 

R+(1)f! o 

en composant ~(12)3 avec B 

7.1.4.4. Soient maintenant 

compactifications de f et de g 

diagran~ne suivant est commutatif : 

R+(12) fg! < 

&(12)(I'2') 

R+(I'2 ' ) fg! < 

R+(2) g, Y123 R+(3) 
. > fg! 

(pl,,ji,,fl,) et (p2,,J2,,g2,) 

et un diagramme (7.1.4.3) 

fg , on d~finit un 

deux autres pseudo- 

; on v~rifie que le 

R+(1)f! 

B' R+(l')f! 

o R+(2)g! 

all' ~ ~22' 

o R+(2')g! 

en considgrant un diagran~ne du type (7.1.4.4) o3 les objets simpliciaux sont remplaegs 

par des objets simpliciaux doubles. 

On en conclut que le diagramme suivant est commutatif : 

R+(3)fg! ~ Y123 ........ R+(1)f! o R+(2)g! 

T 
a33' 1 1 ell' ~ ~22' 

Y1 '2'3' ') R+(2 ') R+(3')fg! < .... R +(I f! O g! 

pour toute pseudo-compactification (p3,,J3,,(fg)3,) 

d~monstration de 7.1.4. 

de fg , ce qui achgve la 

7.1.5. En choisissant pour tout morphisme f de SCh!R une pseudo-compactification, 

de telle mani~re qu'g un morphisme identique soit associ~e la pseudo-eompactification 

triviale, on d~finit pour tout morphisme f: X - > Y un foncteur triangul~ 

+ 

R*f! : D (X,~x) > + D (Y,~y) 
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et tout couple (f,g) de morphisme, un isomoFphisme 

c 
+ ~fg + + 

R fg! ~ R f! o R g! 

+ 

De plus si f est une identit6, R f! est le foncteur identique et Cfg est 

l ' i d e n t i t f i .  

+ 

Proposition 7.1.6. La correspondance f : R f! d6finit un pseudo-foncteur 

normalis6 de SCh!R dans la 2-cat6gorie des categories. En d'autres termes, les cat6- 

÷ 

$ories D (X.~ X) pour X objet de SCh!R peuvent ~tre organis6es en cat6gorie 

cofibr6e sur SCh!R en posant, pour tout morphisme f : X > Y de SCh!R : 

Homf(K,L) = Hom(R+f! K,L) 

+ ~ D (Y,~) avec KE D (X, X ) e__!t L E + 

Ii s'agit de voir que l'identification 

compatible avec les compos6s triples. Soit donc 

C 
+ ~fg 

R fg! "~ Rf! O Rg! est 

h : T >Z , g : Z ~Y et 

f : Y -> X trois morphismes de SCh!R : en vertu de ce qui precede, il suffit, 

pour v~rifier cette compatibilitY, de la vgrifier apr~s un choix arbitraire de pseudo- 

compactifications pour h , g et f . 

On dispose d'un, diagra~e : 

(7.1.6.1) 

T 5 < ~T 4 < ~T < ~T' P3 ) T 

T 3 ~- "T 2 ~ ~Z' > Z 

"--. 
T l < ~y > Y 

X 

o~ toutes les fl~ches obliques sont propres et o~ Pl ' P2 et P3 sont propres et 

surjectifs. 

Un diagramme du type (7.1.4.4) construit sur (7.1.6.|) permet alors de 

conclure. 
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Proposition 7.1.7. Si f : X > S est un morphisme compactifiable, le foncteur 

Rf! coincide avec celui d~fini dans l'expos~ XVlI. 

En effet, il existe un diagram~ne commutatif : 

J l  
X 1 > T 1 

X , . > 

S 

auquel on applique (7.1.4.2.2). 

D~finition 7.1.8. Si f : X > Y est un morphisme de Sch! , le foncteur R+f! 

que l'on vient de d~finir s'appellera le foncteur image directe ~ supports propres 

(au sens des categories d~riv~es). Le foncteur H q o R +f! , not~ Rqf! , s 'appelera 

i~me 
l e q foncteur image directe ~ supports propres. 

Avec ces notations, on laisse au lecteur le soin de v~rifier la 

Construction 7.1.9. Soit (xl,Jl,fl) une pseudo-compactification de f : X > Y 

et d~signons par ~I le morphisme canonique IX 11X]n > X . Alors, pour tout com- 

+ 

plexe K" de D (X,~ X) , il existe deux suites spectrales bir~guli~res : 

Pq = R q f,(K p) ~-- ~ R p+q f,(K') (7.1.9.1) E l . 

p+ • RP+q Pq = Rq(f o ~)! (~I (K)) - - ~  ~,(K') 
(7.1.9.2) E l 

+ --  + 

(Prendre par exemple la rgsolution flasque canonique de J l! o L upl (K °) 

(cf. XVII (4.2)), puis son image directe par uf ). 
1 
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+ 

7.2. Quelques propri6t6s de R f! . 

Proposition 7.2.1. Soit 

d . Alors le foncteur 

f : X > Y un morphisme de SCh!R de dimension relative 

+ 

R f! est de dimension cohomologique ( 2d. 

Ii s'agit de montrer que pour tout faisceau F de d~X-mOdules sur X , on 

i 
a R f!(F) = 0 pour i > 2d . (On en d6duit alors, par un argument standard, que pour 

• Rif,(K . ) tout complexe K' de D+(XW~x ) tel que HI(K ") = 0 pour i > k , on a . = 0 

pour i > k + 2d ). 

Soit ~= (Ui)iE I un recouvrement fini de X par des ouverts affines. On 

d6finit (XVII 6.2.9) une r6solution gauche K~ > F de F en posant : 

L~ n tP = +l JP! jP (F) 

o~ pour chaque partie P de I , jp est l'inclusion de 

On d6duit de (7.1.9.1) une suite spectrale 

= .X F Pq ~ RP (fjp) Jp( ) El ! 

IP] = p + l  

P E I  

e t  l e  f a i r  q u e  f j p  

Pq 0 p o u r  q u e  E 1 = 

U. dans X . 
i~P l 

R p+q f!(F) 

soit compactifiable, cas justiciable de l'expos6 XVII, montre 

p > 0 et q > 2d ; on en d6duit alors que R n f!(F) = 0 pour 

n > 2d , ce qu'il fallait d6montrer. 

Proposition 7.2.2. Soient f : X ) Y un morphisme de SCh!R e_~t K" un objet 

de Db(x,%) de Tor-dimension finie. Alors R+f!(K ") est de Tor-dimension finie. 

Comme pr~c6demment, soit ~d[= (Ui) i E I un recouvrement fini de X par des 

n 
ouverts affines. La fonctorialit6 de K~L permet de fabriquer une rgsolution gauche 

born6e de K" par des complexes de Tor-dimension finie, car cette derni~re propri6t6 

se v6rifie point par point (XVII (4.1.9)) : nous noterons K~ le double complexe 

ainsi obtenu, le deuxi~me indice correspondant ~ celui de K" . Avec les conventions 

de (VI b.(2.3.2)), on dispose pour tout entier n d'une suite exacte, o~ l'op@ration 

est prise dans C + + M (C ( od(X,~ x)$ 
~n 
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0 > (Or< n(K~))s 
. n + l . n + l  . 

~) .... > (-1)  ' > 0 ) (0 ~ n+l(K )s 

d'o~ un triangle distingu6 dans D+(X,~x) : 

Kn+l,. 

/ 
(Ol n(K~) s 

Utilisant le fait que R+f!(~ +l 

(XVII (5.2.10)), on en d6duit que 

finie. 

> (0 4 n+l(~))s 

'') est de Tor-dimension finie pour tout 

+ 
R+f!((o 0(K~)s) = R f,(K'), est de Tor-dimension 

+ 
Remarque 7,2,3, L'argument pr6c6dent ne permet pas d'affirmer que R f!(K') 

Tor -d imens ion  < k dgs que K" e s t  de To r -d im ens ion  ~ k ( c f . ( 3 . 7 ) ) .  

est de 

Proposition 7.2.4. Soit un diagramme cart6sien dans SCh!R : 

X ~ g~ 

f, 

S v 
g 

Alors pour tout eomplexe K" de D+(X,~x ) 

X + 
g o R f!(K') 

ch K. 

> X 

' ) S 

, l e morphisme canoni.~ue 

+ g,~ 
R f! o (K') 

est un isomorphisme. 

Soit (~l,jl,fl) une pseudo-compactification de 

changement de base une pseudo-compactification (~i,jl,fl) 

oormmut at i f : 

f : on en d6duit par 

de f' et un diagramme 

4 7 6  



- 2 2 6  - 

V I I  

T' ~ T 1 
• 1 

xi / 
~ l 

X' g, >f 1 

S' ~ S 

qui permet de dgfinir la fl~che ch K. 

On dispose alors, d'apr~s (7.1.9.2), d'un morphisme de suites spectrales 

bir~guli~res : 

± ~ ) !  (~1 (K')) g o R q ( f  o P +  

I u 1 

Rq(f ' o ~1P)! (~i p (g '±(K' ) ) )  

gX RP+qf (K') o ! 

ch K 

R + , f! o g'~(K) 

Pq d'apr~s et ch K. est un isomorphisme puisqu'il en est de m~me pour les u I 

(XVII (5.2.6)). 

7.3. D~finition de R f! 

+ 
R f! 

Nous nous proposons maintenant d'~tendre "de fa~on raisonnable" le foncteur 

en un foncteur Rf! : D(X,~ X) > D (Y,~,) , pour tout morphisme f de SCh!R 

7.3.1. Soit (pl,j|,fl) une pseudo-compactification de f et F un.~x-module : 

prenant la r~solution flasque canonique de jl T o L u ~(F) (cf. XVII (4.2)), puis son 
• Pl 

image directe par fl , puis le complexe simple associ~ au complexe double ainsi cons- 

truit, on obtient un complexe de~y-modules : 
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S I 
(7.3.1.1) 0 , ~°(F) (F)) ~I(F ) ..... ~n(F ) Sn(F) > ~n+l(F ) .... 

+ F . fonctoriel en F et isomorphe dans D+(Y,~y) ~ R f!( ) 

D'apr~s 7.2.1 Hi(~'(F)) = 0 pour i > 2d , o~ d est un entier tel que 

la dimension relative de f soit ~ d , de sorte que le complexe 

> ... ~2d-1(F) > Ker s2d(F) 

au complexe (7.3.1.I). De plus : 

(7.3.1.2) O > ~°(F) > ~I(F) 

+ 

est canoniquement isomorphe dans D (Y,~y) 

Lemme 7.3.2. Les foncteurs ~o , ~ , ... , ~2d-I , Ker S 2d sont exacts en F . 

L'exactitude des foncteurs ~n rgsulte de l'exactitude de la r~solution 

> 0 

flasque canonique et du fait que l'image directe par un morphisme d'une suite exacte 

courte de faisceaux flasques est encore une suite exacte courte. 

Pour voir l'exactitude de Ker S 2d , on considgre, pour une suite exacte 

courte 0 > F' > F > F" ~ 0 de faisceaux sur X , le diagramme 

Ker s2d(F ') > ~2d+l(F') ~ ~2d+2(F') 

Ker s2d(F) > ~2d+I(F) > ~2d+2(F) 

l [ l 
Ker s2d(F ") > ~2d+ l (F" )  > ~2d+2(F")  

et la suite exacte d'homologie associ~e ~ la suite exacte 

O > a ~ 2d+1(~'(F')) ..... ~ o ~ 2d+1(~'(F)) + o > 2d+l~'(F")) + 0 

permet de conclure. 

On dispose maintenant du lemme g~n~ral suivant : 

Lemme 7.3.3. Soient A et B deux categories ab~liennes et Je" un objet de 

cb(Fex(A,B)) o~ Fex(A,B) d~signe la cat~gorie des foncteurs exacts-de A dans B . 

Alors, en associant ~ tout complexe K' de C(A) le complexe simple associ~ au dou- 

ble complexe Je'(K') on obtient un foncteur triangul@ K(A) ~ K(B) qui preserve 

les quasi-isomorphismes. 
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On 6crit le foncteur en question comme un compos6 

( )s C(A) > cb(c(B)) > C(B) 

o~ le foncteur ( )s est le foncteur complexe simple associg et on utilise (Vl b 

(2.3.2.2). Remarque) : les dgtails sont laissSs au lecteur. 

. + 

Montrer que pour tout complexe K de D (X,~ X) , la fl~che Exercice 7.3.4. 

canonique 

T < 2d "~L'(K') 
> 

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associ6s. 

On remarquera pour cela que la fl~che canonique 

li~ (~ ~'(K')) s > (~'(K')) s 
k~2d ~ k 

est un isomorphisme, puis que les faisceaux de cohomologie d'un complexe commutent aux 

limites inductives filtrantes. 

7.3.5. Soit R(1)f! : D(X~%) .......... > D(Y,~y) le foncteur d6fini par (7.3.1.2) 

grace ~ 7.2.3. En vertu de 7.2.4 on peut le calculer directement ~ partir de (7.3.1.1) 

et on peut v6rifier qu'il "ne d6pend pas" de la pseudo-eompactification choisie. Ii 

faudrait alors v4rifier les 6nonc6s 7.1.3, 7.1.4 et 7.1.6 en supprimant les exposants 

+ , ce que le r6dacteur n'a pas eu le courage de faire. 

D6finition 7.3.6. ee foncteur Rf! : D(X,~ X) ) D(Y,~) eonstruit en 7.3.5 

s'appelle encore foncteur image directe g supports propres. 

7.3.7. On peut alors montrer que le foncteur Rf! commute aux changements de base 

et que les 6nonc6s (XVIi (5.2.9) et (5.2.10)) restent vrais pour tout morphisme de 

SCh!R , ce qui justifie les constructions que l'on vient de faire. 
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