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SGA 4

EXPOSE XVil

COHOMOLOGIE A SUPPORTS PROPRES

par P. Deligne {¥*)

Introduction

Dans cet exposé est développé le formalisme de la cohomologie
32 support propre. Les questions de variance ont été traitées avec assez
de soin, alors qu'elles n'étaient que rendues plausibles dans le séminaire
oral, Ceci ‘explique la longueur de 1'exposé, dont les paragraphes 1 & 4
sont consacrés aux catégories et 2 la topologie générale. Il est trés
vivement recommandé au lecteur de ne lire que les paragraphes 5 et 6,

ol se trouve concentrée la substance géométrique de 1'exposé (§ 5 :
construction et variance de la cohomologie 2 support propre, théorémes
de changement de base, de finitude, de Tor-dimension finie et de com-
paraison ; § 6 : théorie du morphisme tracé pour un morphisme quasi-fini
et plat),

Dans les paragraphes 1 et 2, on "rappelle' quelques résultats
sur les catégories dérivées, Le § 1 n°l est consacré au formalisme des
signes, Dans le § 3, on traite du probléme de recoller deux formalismes
de variance. Dans le § 4, on introduit les résolutions plates et on

étudie les propriétés spéciales des résolutions flasques de GODEMENT.

(#) Le présent exposé et le suivant, rédigés en 1968 et 1969, reprennent
et complétent les exposés oraux de A. GROTHENDIECK (de printemps 1964).
Le rédacteur, qui n'assistait pas au séminaire oral, s'est partiellement
inspiré des notes de A, GRCTHENDIECK,
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-2 - XVII

Dans cet exposé, les foncteurs qu! images directes supérieures
A sypportmpropres, et le foncteur Rf, qui leur donne naissance, ne sont
définis que pour f un morphisme compactifiable (3.2,1). Dans 1'appendice,
rédigé par B. SAINT-DONAT, on montre comment étendre la définition aux
morphismes séparés de type fini de but quasi-compact quasi-séparé.

Le § 5 n°5 (cohomologie d'un produit symétrique) ne servira
plus dans ce séminaire, Il sera utilisé dans SGA 5 pour raffiner
le théorgme de rationalité des fonctioms L .

Le § 6 n°3 (théorie de la trace pour coefficients continus)
ne sera utilisé dans 1'exposé XVIII que dans le cas relativement facile
des groupes lisses ; le lecteur intéressé par le théor2me de dualité
de Poincaré (dualité globale), et pr8&t 2 admettre un argument transcen-
dant, pourra meme se dispenser compl2tement de lire ce § 6 n°3, ainsi

que la plus grande partie du § 1 de XVIII,

0, Préliminaires terminologiques.

0.1. Le signe = placé entre deux groupes de symboles désignant des
objets d'une catégorie signifiera parfois (par abus de notetions) que
ces objets sont canoniquement isomorphes, La catégorie et 1l'isomorphisme
canonique devront en principe avoir été définis au préalable. Nans

un diagramme, le signe = désignera alors l'isomorphisme lui-m&me.

0.2.0, Soit f : S —> S' un morphisme de sites (IV 4.9.3)., Si U et U'
sont des objets de S et 5', un f-morphisme de U dans U' sera par défi-
nition un morphisme de U dans £¥U'. Pour les sites étales de schémas,

on retrouve la notion usuelle.
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0.2.1. Si % et %' sont des faisceaux sur S et 8', un f-morphisme
de {3 dans %' sera indifféremment

(1) un morphisme de £*}' dans 3§

(1i) un morphisme de {' dans £.3

(iii) une fonction qui, 2 chaque f-morphisme ¢ d'un objet U
de § dans un objet U' de S' associe une fonction de {¥'(U') dans {H(U),
et ce de fagon compatible avec la composition de w avec une fléche
de S ou S'{¥#).

On voit sur (i), (ii) et (iii) que les faisceaux d'ensemble
forment une catégorie fibrée et cofibrée sur la catégorie des sites,

Itou pour les faisceaux de modules 3 gauche sur des sites
annelés, Itou pour les faisceaux &étales sur des schémas ; ce n'est
pas immédiatement un cas particulier de ce qui précéde, car les sites
forment en fait une Z-catégorie et "site é&tale de X" n'est qu'un
pseudo~foncteur en X (VII 1.4).

La définition précédente fait des faiscesux d'ensembles (resp. ...)
sur des sites variables une catégorie fibrée sur celle des sites, ayant pour

catégories fibres les catégories opposées aux catégories usuelles de

faisceaux d'ensembles (resp. ...).
0.3. Soient I un ensemble fini, ¢ une fonction de I & valeurs dans

{+1, -1}, (ial)

ie1 une famille de catégories additives graduées par
des foncteurs de translation Ti (Ch I 1.10) et F un multifoncteur
multiadditif des catégories d%i dans une catégorie additive & graduée

par le foncteur de tramslation T . On suppose F covariant (resp. contra=

variant) en les i tels que €, =1 (resp. € = 1), Mpdifiant et

(*) Ces terminologies ne sont pas compatibles & 1'identification des
objets de S8 aux faisceaux associés.
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-4 - XVII

complétant {{€.D] T 1135 om dira que F est.un foncteur’ sradué

si on.glegt: donné une fraxille (t"i’) 1e1 4* i domarphismes

i

B
de foncteurs entre T ¢ F et F o Ti , telle que les diagrammes suivants

soient anticommutatifs, pour i # j dans I,

€

i

€ € ®, 4 T, €,
Fo(rt 1) —12 1 >ToForT 1t

i 3 i

€3
cpi*'rj _ T-x-cpi
€ Taxe

'x_",FO'I‘j3 i Te ToF .

On laisse au lecteur le soin de définir le composé de deux foncteurs

gradués et de vérifier que c'est encore un foncteur gradué,

0.4, Soient éh une catégorie additive et I un ensemble fini, Pour

i € I, on désigne par 1i le iéme vecteur de base de ZZI . Un complexe

l,uple e Iuple

(resp. un complex natf) de t%consiste en

(a) une famille (K 1 d'objets de K

k€ Z

(b) pour chaque i € I et chaque k € Z I, une flache

dli( ¢ K — K , ces flaches vérifiant d?ﬂi dI; = Q et, pour i ¥ j
a1y @& 4 df g 2 0 (resp. a¥tl df = a9y,
i i j i i 3 ki i

255



-5 - XVII

0.5. On appellera pro-objet d'une catégorie C un foncteur de C dans
(Ens) qui soit limite inductive filtrante (selon une petite catégorie
filtrante) de foncteurs représentables (ef. I 810)Tout pro-objet est
limite inductive selon un petit ensemble ordonné filtrant de foncteurs
représentables, Si Xi est un syst2me projectif d'objets de C, indexé

par une petite catégorie filtrante, on désigne par ”%im” X le pro=objet

X,
lim h 1,
———
0.6, Le lecteur dualisera 0,5 au cas des ind-objets {(Cf. I 8,2),

0,7. Conformément & la nouvelle terminologie, on appelle schéma
ce qui s'appelait autrefois préschéme, et on appelle schéma séparé ce

qui s'appelait autrefois schéma.

0.8, La catégorie des schémas annelés est la catégorie dont les objets
sont les schémas dont le site étale est muni d'un faisceau d'anneaux,
une flache de (S, d4) dans (T,8) étant un couple formé d'un morphisme

de schémas f de S dans T, et d'un homomorphisme ¢ de faisceaux d'anneaux

de £%8 dans dh. Le morphisme de schémas f est dit induit par (f,e¢).

0.9, Si X est un schéma sur Y, on désigne par (£/¥)" 1e produit

fibré n-uple de X sur Y,

0.10. Soit S un schéma. On appellera grand site étale (resp. grand site

fppf, resp. grand site fpqc) de S le site Sch/S , muni de la topologie

étale (resp. fppf, resp., fpqc) (55A 3 IV 6,3). On fera attention que

ce n'est pas un U-site (U étant 1l'univers fini, Sch/_ consistant en les
22

schémas € U),
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On appelle petit site fpqc (resp, petit site fppf) de S le

site des schémas plats sur S (resp. plats de présentation finie) muni
de la topologie fpqc (resp. fppf). Lorsqu'il faudra éviter une confusion,

on appellera petit site étale de S le site S . (Vi1 1.2).

0.11, Dans bien des cas, le rédacteur s'est permis de parler de
diagrammes commutatifs de morphismes de sites 12 oh il eQit fallu
parler de diagrammesessentiellement commutatifs, i.e. commutatifs a
isomorphisme prés (cf. IV 3.2,2), Le lecteur pourra vérifier que les

arguments que nous donnons s'appliquent aussi 3 la situation générale,

0.12, La terminologie "schéma cohérent" pour "schémg quasi-compact
quasi-séparé” a été subrepticement introduite par endroits por

A, Grothendieck,

0.13, Un faisceau de torsion F sur un schéma 5 sera dit premier aux

caractéristiques résiduelles de S s'il est limite inductive de ses

sous~faisceaux annulés par des entiersn inversiblessur S .

1. Les catégories dérivées,

1.1. Foncteurs exacts (les ré&gles de signe).

1,1,1. Pour les théorémes fondamentaux relatifs aux catégories dérivées,
je ren¥ode & VERDIER [CD] et [2]. Dans ce n®, une attention toﬁte spéciale
a été accordée aux problémes de signes,

Rappelons que si £ : X —> Y est un morphisme de complexes

(dans une catégorie additive, sous-entendue par la suite), son clne
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C{f) est défini par

(1.1.1.1) (B =x™L gy g% = g™l oL
X Y

Lorsque X = 0 (resp, Y = 0), on a C(£f} = Y (resp. C(f) = X[1]), de

sorte que le diagramme commutatif

X

|

0

2 e €
& e O
e e B4

définit un "triangle”

x—f-»‘z*—e»c(f)i———e»x[ﬂ .

Dans la catégorie des complexes 2 homotopie prés, on appelle
distingué un trisngle isomorphe 2 un triangle de ce type, et antidisg~
tingué un triangle qui devient distingué quand on change le signe
de ses fldches., On vérifie que le triangle défini par une suite exacte
de complexes scindée en chaque degré ({cp] p. 10, cf, la démonstration
de 1,1.5.4) est antidistingué et que, 2 isomorphisme prds, tout triangle

antidistingué est obtenu ainsi,

¥1,1.2, Les calculs de signes s'effectuent le plus aisément & l'aide
des "regles formelles" suivantes. On écrit un élément de (O sous
la forme 1 @ x + y {x € Xn+1, y € Yn), 1 étant une "cellule" de dimension

1, et on pose d(1) ® x = £(x)., On a donc

d1®@x+y)=d1®@x~1@®@dx +dy = -1 ® da + £{x) + dy, 4
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Définition 1,1.3. (i) Un foncteur gradué(0,3) d'une catégorie triangulée

d% dans une catégorie triangulée @ est dit exact s'il transforme

trigngles distingués en triangles distingués.

(ii) Un foncteur gradué contravariant d'une catégorie trian-

gulée J% dans une catégorie triangulée @ est dit exact si pour tout

triangle distingué (X,Y,Z,u,v,w) de dk, le triangle (F(2), F(Y), F(X2,

F(v), F(u), TF(w)) est distingué (dans cette définition, on identifie

FXaTFTXgrace & la graduation de F).

(iii) Soient (d%i)i ¢ 1 ume famille finie de catépories

triangulées, € une fonction de I dans {+1, -1} et fbune catégorie

triangulée, Un foncteur gradué F du produit des JE dans Jb, covariant

en les i tels que e€{i) = 1 et contravariant en les i tels que e(i)= -1

est dit exact si quel que soit i € I, les foncteurs de<ﬁ3 dans Jtdéduits

. . . dme
de F en fixant toutes les variables, sauf la 1ém , sont des foncteurs

exacts,

Un composé de foncteurs exacts est encore un foncteur exact,
nl...n
1.1.4, Si (K P dl,...,dp) est un complexe multiple(0.4), le
complexe simple associé est défini par
n (ni)
(1.1.4.0) K =TT «x , d=1Td, .
In,=n
1
Quand, exceptionnellement, on le définira par une somme

plutBt que par un produit, ce fait sera signalé explicitement,

Soit I un ensemble fini. On se propose, d'aprés CARTAN-EILEKBERG

IS

et J,P. SERRE, d'expliquer comment & tout complexe natf IuPle

K est
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uple

canoniquement associé un complexe I (0.4),
Pour tout ordre total < sur I, soit K(<) le complexe Iuple
suivant
LI
(1.1.4.1)
L k.
k e 3
L B - 1
d( )i (-1) 3 4, .

.81 <I et <§ sont doux ordres totals sur I 1'isomorphisme caononique

T entre K(<;) et K(<,) est par définition celui donné par

X e(<1,<2)
(1.1.4,2) = = (~1) , o e(<,,<) = £ k.k, .
1?2 R
i<i3
i<&i

1,1.4,2,1, On vérifie que ces isomorphismes canoniques établissent

un syst2me transitif d'isomorphismes entre les K(<) pour < ordre total
sur I ; ces K(<) forment donc un complexe Iuple unique A isomorphisme
unique prés, qu'on désignera dans ce n° par la notation K{(*) et qu'on

uple

appelle le¢ complexe Iuple associé ou complexé natf I K. On prendra

garde que K(*)E n'est pas canoniquement isomorphe 2 KK : seul le choix

d'un ordre total sur I permet d'identifier ces deux objets,

uple

Si K est un complexe naff I , et si i € I, on désigne par

K[li] le complexe naf'f suivant, de différentielles notées dj[li] :

Ktli}& = Kgfli
(1,1.4.3) dj[1i}§ = djﬁﬂi si i # j
K Kt
K . g KLy
4,014 4,
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- 10 ~ XVil

Si K est un complexe IuPle, on pose

Kﬁli}g = K5+1i
(1.1.4.4)

k _ K+l
¢,(1, ¥ = (1,

Si K est un complexe naff Iuple

et < un ordre total sur I,
de sorte que K{*) est donné par (1.1.4.1), on définit un isomorphisme

O entre K[li] (%) et K(*)[li] par la formule

z kj
(1.1.4.5) ok = (1) T ey

1.1.4,6. On vérifie que cet isomorp hisme ne dépend pas du choix de

1'ordre total < ; il définit donc un isomorphisme, dit canonique, entre

K[li](*) et K(*){lil.

1.1.4.7. Quels que soient i,j dans I, si K est un complexe ou un

complexe na¥tf Iuple

K[1J,][1£].

, on identifie de fagon évidente K[li][ljj et

Pour i # j dans I , le diagramme suivant d'isomorphismes

canoniques du type 1,1.4,6 ou 1.1,4.7 est alors anticommutatif :

K[lilﬂlj}(*) K{lj][li](*) R K[lj}(*)ﬂli]
(1,1,4,7.1)
K[li](*)[lj] I K(*)[li][lj] e K(*)[lj][li] .
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1.1.5. Soit F :fb —>Bun foncteur contravariant additif de catégories addi-

tives, On définit comme suit 1'extension de F gux complexes :

F: ¢ —>c(® . 51 K est un complexe de d5, on pose
FOX = P

(1.1.5.1)

k

- k41
dF(K)

~k~1

(-1) F{d )

L'isomorphisme canonique ¢ entre F(XK){1] et F(K[-1]) est

défini par
k _ k+1
(1,1.5.2) g == (~1) idF(K—k-l) .

Si F :dg-%ﬁet G :’5 -3 ¢ sont deux foncteurs contrava-
riants additifs, on définit 1'isomorphisme canonique p entre GoF{K) et
G(F(K)) par
(1.1,5.3) N DL

Lemme 1.1.5.4. (i) Pour tout foncteur contravariant additif F cf — ﬁ,

les formules 1.1.5.1 , 1,1.5.2 définissent un foncteur contravariant exact

de K(#) dans K(B),

(ii) Pour tout couple (G,F) de foncteurscontravariants

additifs composables, la formule (1.1.5.3) définit un isomorphisme de

foncteurs gradués entre 1'extension gux complexes de GF et le composé

des extensions aux complexes de G et F.
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Preuve, Un morphisme de degré i : £ : K —> L est au choix

{a) un morphisme de X dans L[i]

(b) un morphisme de K[-i] dans L

(c) une famille £ K% — Ln+i qui commute ou anticommute
aux différeatielles selon la parité de 1.

S8i £ : K—> L[i] est un morphisme de degré i, alors

7{f) tF(L)[~i] —> K est encore un morphisme de degré i ; pour i=1, on a
(1.1.5.5) F(f)n = (_1)n+1 F(f-n-]_) .

$1 0 —> K 2> L > M —> 0 est une suite exacte de complexes
scindde degré par degré, le choix d'un scindage permet d'dcrire la

différentielle de L sous la forme

dL = dK + dM + £ s

ot £ est un morphisme de degré un de M dans K . De méme, la suite exacte

duale
0 —> F(M) —> F(L) —> F(X} —> 0

définit un morphisme de degré un f%* de F(K) dans F(L). On a £¥ = F(f).
11 en résulte que 1'image par F d'un triangle {(¥,L,M,u,v,f) défini
par une suite exacte courte de complexes est encore un triangle du
meme type et, d'aprés 1.1.1, ceci prouve (i).

Sous les hypothdses (ii), pour f de degré un, on a
G(F(£)" = D™ R = ~GoF(£)™ ; en particulier, 1'isomor~
phisme de graduation G(F{K[11)) == G(F(x))[1] est 1'isomorphisme ayant

pour composantes -1 ,
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Le diagramme

GoF(K)[1] L craoin1d

GoF(r[1]) <> G(F(k[1]))
est donc commutatif , ce qui prouve (ii).

1.1,6, Soit s =+, ou s = - ; soient I un ensemble fini, ¢ : I —> {+,—}

une fonction,(jg) er Fdes catégories additives,et F un multifoncteur

i€l
multiadditif des catégories 3% dans Jt, covariant en les arguments d'in-
dice i tel que ¢(i) = + et contravariant en les autres, On se propose

de défimirl'extension K (F) {ou simplement F) de F aux complexes comme
multifoncteur exact des catégories Kse{i)(ﬂi) (se(i) = + , selon la
r2gle des signes) dans Ks(d%(*)présentantla méme variance que F. On
expliquera ensuite en quel sens cette construction est compatible

3 la composition des foncteurs, D'autres conventions de degrés sont

possibles, et seront utilisées ; ce point est indépendant des questions

de signe considérées ici,

1,1.6.1, Si F est contravariant 2 une variable, on définit k() par

les formules (1.1.5).

1,1,6,2, 8i F est covariant, on définit le foncteur K5 (F) par passage
au quotient & partir du composé du foncteur évident du produit des

catézories Csﬁﬁ;) dans la catégorie des complexes Iuples natfs, du

uples

foncteur (1,1.4) de la catégorie des complexes I naTfs dans celle

(*) La construction fournit également une extension de F en un multi-

foncteur des catégories Cse(i)(J%i) dans ¢ (.
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uples

des complexes I (1.1.4.2.1), et du foncteur complexe simple

associé (1,1.4,0) :
s s
= #*
K(F) = C(F)( )s.a’ .

Soient des complexes K, € KSG*%), et 1 €1 ; on pose

j
Kj£113 = Kj pour j # i, et Ki[li] = Ki[l]. On a alors des isomorphismes
évidents :
s U
c (F)(Kj[li)) ~ ¢ (F)(Kj){li] s

et

& ~ 3
c (F)(Kj)(*)tli}s_a = c (F)(Kj)(*)s.aﬂll ’

d'olr, via (1.1.4.5), un isomorphisme canonigue O entre KS(F)(Kj[li])

et KS(F)(Kj)[I]. Il résulte de 1,1.4.7 que ces isomorphismes définissent

une graduation de K (F¥),

1,1.6.3, Dans le cas général, F est le produit de foncteur contravariants
canoniques dﬁi-~>dk§ (pour (i) = =) et d'un foncteur covariant P H

on définit le foncteur K°(F) par composition 3 partir de 1.1.6.1 et 1.1.6.2,

Proposition 1.1.7, Sous les hypothtses précédentes, le foncteur K*(®

est un foncteur multiadditif exact.

I1 suffit de vérifier 1.1.7 sous les hypothéses de 1.1,6.1

(ot la proposition est 1,1.5.4 (1)) ou de 1.1.6,2, Pour vérifier que

les foncteurs déduits de K°(F) en fixant toutes les variables, sauf
eme

la i°"°, sont exacts, on peut expliciter K°(F) en terme d'un ordre

sur I pour lequel i soit le plus petit élément ; un triangle distingué
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type {1.1.1.1) est alors transformé en triangle distingué type,

1,1.8. Soient I et J deux ensembles finis, § : I = J une application

surjective, ¢, : I —> {+,oYete : 33— {+,-} des fonctioms, et

I J
des multifoncteurs multiadditifs, covariants en les arguments pour

lesgpalse = + et contravariant en les autres :

6. : T &K —3 (€3
R Tc B

F o: ] B~ ¢
jeg
Choisigsons des ordres totaux sur I et J, de telle sorte
que § soit une application croissante, On définit alors 1'isomorphisme

canonique ¢ entre l'extension aux complexes de F o (Gj) et_le composé

des extensions aux complexes de F et des Gj paer la formule

k k, k e(D)e(yin)
Ti( T\il : automorphisme de F » (Gj) (I(.1 )

i

(1.1.8.12 o

i

-1 si eI(i) = eJ(\y(i)) =-,m =1 sinon.

avec T'\i

Cette formule généralise (1.1.5.3), on vérifie que p ne dépend
pas des ordres choisis sur I et J, et est un isomorphisme de foncteurs
gradués {cf, 1.1.5.4 (ii)).

Ces isomorphismes p vérifient la condition évidente de

cocycle pour un composé triple,
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1.1.9. Soient I un ensemble fini, 1 et j deux éléments distincts de
I, 1 = 1-{1,i}, (0%;.)i c1 °t K des catégories additives et
F:(%i)ie:['-éa%etc:(ﬂi)iel,

additifs, On suppose queo"t}i =Eﬁj et que F est contravariant en la 1éme

-x%. des multifoncteurs multi-

idme

variable et covariant en la j . Pour X, Y € Ob d{i, on désignera par

le multifoncteur des (dki)i dans X obtenu en fixant les i=

Fe,v €1

et jS arguments :
FX,Y(“‘) = F(...Xyevas¥500s) .

On appelle morphisme de contraction ¢ : F—> G la donnée pour tout

X € & arun morphisme de foncteurs
: F — G
% ' fxx ’

tel gque pour toute fléche f: X —~> Y de a le diagramme

i’
Fy,x —> Ty x
%
F - ¢
Y’Y CY

soit commutatif,

Les conventions 1.1,6 sont motivées par le

Lemme 1,1,9.1. Soient ¢ : F ~>» G un morphisme de contraction et

= <
(KL)LGI des complexes dans les cﬁ’& » avec K. Kj. Soit < un ordre

total sur I pour lequel i soit le prédécesseur de j. Soit, avec les

notations de 1.1.6, pour k € Z,
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& kM (xL>k — k%6 (&)

k.
i

k

le morphisme dont la restriction a F(... K KjJ...) vaut O si Ki#kj ’

i

est un morphisme de complexes,

R _ ,k
si k. =k, . Alors, (c )ke

et vaut ¢ ki i

-4
Ki

-

On laisse au lecteur le soin de vérifier ce lemme, et le

fait que le morphisme de contraction (ck) ne dépend pas de 1'oxdre

choisi sur I,
L'exemple standert de morphisme de contraction est celui de
la loi de composition

Hom(Y¥,Z) ® Hom{X,Y) ~—————> Hom(X,Z)

Exemples 1.1.}0. (i) Si on applique les définitions de 1.1.6 au

foncteur produit tensoriel, on retrouve la notion usuelle de produit

tensoriel de deux complexes, la différentielle étant donnée par

deg %

d(x®Ry) = dx @ y + (-1) x®dy

(4i) Si on applique les définitions de 1.1.6 au foncteur Hom(X,¥), en

considérant Y comme premire variable et X comme seconde variable,

convention qu'on suivra toujours, cette convention permet d'identifier,
pour deux complexes X,Y, le k=2me composant du complexe Hom(X,Y) défini
dans 1.1,6 & T:IHom(Xn,Yn+k),et on retrouve la différentielle habi-

n Yn+k)

tuelle ; pour f € Hom(X , , On a

df=do f-(-DFoa .

{11i) Les conventions précédentes ont pour vertu que les systémes

de fl2ches suivante sont des morphismes de complexes, sans qu'on doive
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les perturber par aucun signe (1.1.9) :

Hom®(L,M) ® Hom'(K,L) ——> Hom"(K,M) : £ @ gb—> £ o g

Hom'(L,M) ® L ——=———2> M : f @ x b—> f(x) .

*1.1.10.1, La convention (1.1.4.5)-(1.1.6.2) se justifie comme suit,
pour F = ® : un &lément de (K ® L)[1])" s'écrit sous la forme (1,1.2)

(en se rappelant que (R @ L){1] =¢C {(E® L —> 0) (1,1.1.1))

£ 1 8xP® y1), un élément de ®K[1] ® L)™ sous la forme T (18xF)® yd
et un élément de (K ® L{l})nsous 1a forme T xX ® (1 ® yq) ; le signe
apparalt quand on interchange %P et 1. Pour F = dual, la convention
(1.1,5.2) se justifie ainsi : un &lément de K¥[1] s'éerit 1 Q@ w ;

sa valeur sur un élément 1' @ x de K[~1] (1' cellule de dimension -1)

deg w

est <18®w, 1'®@x >= (1) Y <1 115 <gx >= (1) <wx > ;

c'est la convention adoptée.,

Remarque 1.1.11, "Rappelons” qu'une catégorie sous-additive est umne

catégorie dont les ensembles de flaches Hom(X,Y) sont munies de lois
de groupes abéliens, la composition des morphismes &tant biadditive,

Un foncteur additif F entre catégories sous-additives et un foncteur

qui vérifie la formule
F(E + g} = F(£) + F(g)

pour f,g € Hom(X,Y). Les foncteurs additifs d'une catégorie sous-addtive

Jt dans un autre 3D forment une catégorie, notée Homaddﬁﬁyﬁﬁ.
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Soit (D) l'unique catégorie sous-additive, d'ensemble d'objets

indexés par Z , (Xn)néﬂ. , avec

Hom(X",X™) = Z, engendré par 1'identité

Q.Lun.n Hom(Xn,Xn+1) = Z, engendré par une fl2che notée d

Hom(x*,x3) = 0si j =i #0ou1l .

Soit D le complexe de (D) défini par p" = X" et d" = a" .

Pour toute catégorie sous-additive Jb, 1e foncteur G +—=> G(D)
de Hom .. ({p),ds) dans C(H) est un isomorphisme,

La construction 1,1,6 s'étend au cas d'un foncteur multiadditif
de catégories sous-additives dti dans une catégorie additive dh.

Soit

Fo=(d), ¢ g

un complexe de foncteurs multiadditifs de catégories additives dti dans
une catégorie additive ét. On peut considérer F° comme un foncteur de o)
dans une catégorie de multifoncteurs, ou eacore comme un foncteur
multiadditif

Fl:Tr&iX(D)-'—i'&.

On définit 1l'extension de F aux complexes par la formule

(1.1.11.2) F (Kl...Kn) = Fl(Kl...Kn, D) .

1.1,12, Soient Jtet 53) deux catégories additives et
e _ (R B
F* = (¥ ,d )nez

un complexe de foncteurs additifs de & dans 613. Supposons que les
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foncteurs Fi admettent des adjoints A droite Fi ; sl t:di : Fi+1 — Fi

est le transposé de dl, soit ¥, le complexe de foncteurs additifs de 93

dans (ﬁ;, de composantes les Fi’ et d'opérateur différentiel

4l tg-i=l
-l il

(dyt = n

Soit © le foncteur contravariant de (D) dans (D) donné par

t,n

an = X“‘n et tdn = -n-1

d .

Le diagramme suivant est commutatif 2 isomorphisme canonique prés

& x @ 3 (), Bx® L (ay)
(1.1.12.1) (14, %, 10
n
dkx @ x@ ¢ 14,7 ) (3)) Sk Hom g hn) ‘
Ceci exprime la formule d'adjonction
(1.1.12.2) Hom(F"(4),B) <> Hom(4,F _(B)) .

Les conventions générales 1.1,3 fournissent donc un isomorphisme

(1.1.12,3) Hom'{F"(K),L) <> Hom(K,F (L}) .

Définition 1,1,13, Si K est un complexe d'une catégorie abélienne (k s

on_appelle tronqué & droite (resp. & gauche) de K en dimension n, et

on désigne par TSH(K) (resp. 'Ykn(K)) les complexes suivants

2 1

T, .. K s k" —5 ker (@™ —= 0

n-1 y n+l 2

'an(K) : 0 —> coker(d — K o Kn+
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Proposition 1.1.14. (i} Hl(Tgn(K)) =0 pour i >n gt H1<72n(1<)) =0
pour i <mn ,

(ii) Le morphisme canonique T<n(K) —> K (resp. K => 7, K)

. . . i . .
induit des isomorphismes sur les H pour i < n (resp., i 2 nl.

Le foncteur Ten (resp. Tzn) transforme  morphismes homotopes
en morphismes homotopes, D2s lors, il résulte de 1.1.4 que le foncteur

1.1,13 garde un sens dans la catégorie dérivée,

1.1.15. Si K est un complexe double, de premidre (resp. deuxidme)
différentielle 4' (resp. 4"), on désigne par Tgn(K) le sous-complexe

double de K tel que

kP9 si q<n

#

T (P Ker(d") si q=n

. ' ] N 1 1
on définit de meme TZn(K/, TSH(K) et TZn(K) .

1.1,16, On aura aussi 2 considérer les "tronqués b&tes" d'un complexe

K, définis par

i L. i X
K siisnmn K siizn

i_ i,
Osn(K) = UZn(K) =

[¢] sii>n 0 st i<n
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1.2, Foncteurs dérivés,

Soient (jtune catégorie triangulée et S un systéme multiplicatif
sgturé (CD 2,1.2). S1 A € Cb :ﬁ?, on désignera par AT et A7 les ind et

pro-objets ((0.5) et (0.6))

AT = i A AT = Lt oA,
B -
8 8
A >4 Al ~> A

olt s parcourt la catégorie filtrante des flaches de S de source ou but A,
Les foncteurs A b3 A+ et A > A~ rendent inversibles les
&1éments de 5 et définissent des foncteurs pleinement fiddle de &(S‘l)

dans les catégories des Ind et pro-objets de O% respectivement .

Définition 1.2.1, Soit F un multifoncteur covariant exact des catégories

: . . P
triangulées (xi)(’)(isn dans la catégorie triangulée d\get soient Si et 5

des systemes multiplicatifs ssturés des catépories dt’i g_gdt.

{i) Le foncteur dérivé droit RF de F (relativement aux Si et 3 S)

est le foncteur des catégories O{ti(SII) dans la catégorie des Indwobjets

de Ef%(s'l) qui rend commutatif le diagrawme suivant

(a,) > rah
(d‘éi) 1 L > 1nd R

RF
cﬁ»i(s'i'l) nd s~ |
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(1) On dit que RF est défini en <Ai) si le Ind-objet RF(Ai) de dt(s-l) est

"essentiellement constant", i.e. provient d'un objet de Jk(s'l) ; cet

objet est appelé la valeur de RF en (Ai)‘

(iii) On dit que F est dérivable 2 droite si RF est partout défini ; on

..]_)

désignera alors encore par RF le foncteur des C&%(Szl) dans 3% (s

qu'il définit.

(iv) Une famille (Ai) d'objets des €ﬂ% est dite déployée pour RF si

le morphisme canonique de F(Ai) dans RF(Ai) est un isomorphisme.

On laisse au lecteur le soin de définir par dualité le dérivé
gauche LF de F (a valeur dans Pro Jk(5~1)) et d'étendre les définitionms
précédentes aux cas ou F est covariant en certains arguments et con-
travariant en d'autres,

Lorsque RF est partout défini, 1a définition qu'on en a donné
ici cotncide avec celle de Verdier (CD p,39), comme on le vérifie

facilemant,

Proposition 1.2.2. Soient (Ai, Al’ Ag) un triangle distingué dans dbi’

et 8, € obdh (if1).

(i) 8i (Ai’(Ai)) et (AI’(Ai)) sont déployées pour RF, alors la famille

(Al’(A')) 1l'est aussi.
;77 lest aussi

(ii) B8i RF est défini en (Ai{Ai)) et en (A;,(Ai)), il l'est aussi en

(Al,(Ai)) et le triangle (RF(A',(Ai)), RF(AI,(Ai)), RF(FJ{,(Ai})) est

distingué dans jh(S—l).
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Prouvons que (ii)==% (i). Puisque F est exact, la flache
(F(A',(Ai)), F(Al,(Ai)), F(A",(Ai))) -> (RF(A',(Ai)),RF(AI,(Ai)),RF(A{,(A{)))
est un morphisme de triangles distingués. Par hypoth&se, cette fliche
est un isomorphisme en deux sommets ; c'ea est donc un au troisiéme,

comme on voulait ,

Lemme 1.2.2.1. 8i A = (X,Y,2) est un triangle distingué d'unme catégorie

triangulée dt et 5 un systéme multiplicatif saturé de JG , alors le

+

triangle NG (X+, Y, zhH de Ind R est limite de triangles distingués

de K.

Désignons par &£ la catégorie des morphismes de triamgle distinguésde
source A dont les fléches appartiennent 2 S,
(a) s8i A= (X,Y,2) et A" = (X',Y',2') sont deux triangles
jk : . ' 5 ~1 . .
distingués de et si £ : A—> A! est un #%(S " )-morphisme de triangles,
il existe dans Jb des morphismes de triangles s : &' —> A" et
f1 : A—> A" tels que les composantes de s soient dans S5 et que le

diagr amme

A

f

%) fl 1
A

soit commutatif dans &(S-l).

I1 existe un diagramme commutatif

@ . fl (s €8, fléFLgt)
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s

et un morphisme A' G S dans 8, admettant s pour compoSante,

Raisonnons de m@me en les autres sommets : on obtient un diagramme du

type (1), dans lequel toutefois f, n'est pas encore un morphisme de

1

triangle dans a% , les diagrammes

2z —f s
o

(3) W w'!

X ———f-—-—--—->x"
o

par exemple pouvant ne pas 8tre commutatifs dans C% , seulement dans
|8 (s™). 11 existe L, s XD —> x'l' dans S tel que tw"f = tfw et

. " " "n "
to: Ao — A1 admettant to pour composante, Remplagous Ao par A1 .

s par ts et f, par tf dans le diagramme de type (1) obtenu, (3)

1 ;
est cette fois commutatif ; procédant de mBme aux autres sommets, on

obtient (1). On laisse au lecteur le soin de vérifier de meme :

(b) 5i f,g : A T3 A" sont deux morphismes de triangles
A F Fresl
distingués dans , égaux dans J{(87 "), alors il existe un morphisme

de triangles distingués 3 fl2ches dans §, s : A' —> A", tel que Sf = Sg .,

(c) La catégorie L est filtrante & droite .

(d) On acheve la démonstration du lemme en notant que

NS "1im" (but de s8) ,
——
s€L
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Prouvons 1,2,2 (ii), Soient X' et X" des objets decje(s-l)
représentant RF(AiJAiDet RF(A",(Ai», et complétons le morphisme de
degré 1 de X" dans X' en un triangle distingué (X',X,X"). Remplagant

1 113 3 ¥
les Ai’ Al, AI et Al par le but d'une flache de S de source Ai’ Al’ Al

ou A{, on se raméne au cas olt i1 existe un diagramme commutatif

F(a],(a,)) <= 2 X"

F(al, A)) g X!

3

ot a" et a' sont des sections de flaches de F(A{,(Ai))dans X" et de
F(Ai,(Ai))dans X'. En vertu de 1'aniome TR 3 de [C.D] on peut compléter

ce diagramme en un morphisme de triangles

(X'XX") —> (F(Ai,QXi)),F(Al,(Ai)),F(A",(Ai)))—) (RF(A{,(Ai)),RF(Al,(Ai)),RF(A;,(Ai))).

La fl2che composée est un morphisme de triangles, de source
un ttiagle distingué et de but une limite (dans Ind Jt(s‘l)) de triangles
distingués (1,2.2.1). Quel que soit Y dans h\d (S—l), le diagramme suivant

sera commutatif et ses lignes exactes

'Y,X"[1]) =————> Hom(Y,X') ———> Hom(¥,X) =———>Hom(Y,X") ~——> Hom(¥,X'[1])

! l | 1 :

x(Y,RF(A“,Ai)[lj)-é Hom(Y,RF(A],A, )=> Hom(Y,RF(Al,Ai))-» Hom(Y,RF(A;,Ai)» Hom(Y,RF(Ai,Ai)[ﬂ)
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Par hypothése, les fl2ches autres que la fléche centrale sont des iso-
morphismes, Le lemme des 5 montre que la fleche centrale aussi est un
isomorphisme, quel que soit Y, donc que le triangle distingué (X',X,X")
est isomorphe au triangle (RF(A{,(Ai)), RF(AI,(Ai)), RF(A;’(Ai)»' Ceci achdve

la démonstration.

si K et 03 sont deux catégories abéliennes et F un foncteur
covariant additif de o dans Gh s, F définit des foncteurs exacts de

K@) dens K@Y, de K+(l*) dans KT(@®) et de K (¥) dans K- @) (1.1.7).

Définition 1.2.3. (i) On appelle foncteurs dérivés droits de F les

foncteurs de D+(¢ﬁ) dans Ind D+@o et de D) dans Ind D(®) dérivés droits

des extensions de F aux complexes @) — T @ et K& — x(@,

(11) Un objet A de & est dit acyclique 2 droite pour F, ou,

par abus de langage, acyclique pour RF, si le complexe réduit 3 A en

degré O est déployé pour RF,

On s'intéressera surtout au cas ot RF est partout défini ;
+ +
on peut alors le considérer comme un foncteur de D (*) dans D (69, ou

de D(%) dans DE®), selon le cas,

Proposition 1.2,4. Le diagramme suivant est commutatif.,

p' (@ ————————— ()

RF RF

Ind D7(@®) —————> 1nd D(@®) .
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Si K est un complexe nul en degré <n et si 8 : K—>» L
est un quasi-isomorphisme, le morphisme composé K 2y — OZn(L)
(1,1.6) est encore un quasi=-isomorphisme. Les quasi-isomorphismes de
K dans un complexe borné inférieurement forment donc une sous~catégorie
(pleine) cofinale de la catégorie de tous les quasi-isomorphismes de
source K, La proposition en résulte formellement.

En particulier, si le foncteur RF, est partout défini sur pEW,
il est partout défini sur D+039,et le foncteur dérivé RF : D' (&) — pT(®)

est restriction du foncteur dérivé RF : D) —> D(®).

(1.2.5) On laisse au lecteur le soin de :

(i) Généraliser la définition 1.2.3 au cas d'un complexe de multifonc-
teurs, covariant en certaines variables et contravariant en d'autres ;
(ii) Dualiser la définition 1.2.5 (i) pour définir les dérivés gauches ;
(iii) Etendre la proposition 1.2.4 au cas d'un complexe borné de mul-
tifoncteurs;

(iv) Dualiser la proposition 1.2.5 (iii) en considérant des foncteurs

dérivés gauches et 1'inclusion de D™ () dans D(OY.

Proposition 1.2.6. Soient db et (Y deux catégories sbéliemmes, P unme

partie de 0b(A) et F un foncteur additif de R dans Ob. on_suppose que

{a) tout obijet de HFo est quotient d'un &lément de P

(b) pour toute suite exacte courte

Q——>P-—>Q—>R~——>0 ’

le

Q et R sont dans P, P appartient aussi 3 P et la O-suite
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o] FP FQ  FR 0 est exacte, Alors, tout objet de P

est acyclique pour LF .

Si A € 0b JL, les résolutions gauches de A par des objets
de P formeront un gystéme cofinal dans la catégorie filtrante des réso-

lutions gauches de Ao . Il suffit donc de prouver que si un complexe

e "Az Al Ao A 0

est acyclique et 2 objets dans P, son image est acyclique. Le coupant

en suites exactes courtes
0 —> In(d; ,) =>4, —> Imld,) —>0 (1.2.6. 1) (i=0)
on voit par récurrence sur i que Im(di) € P et que l'image de (1.2.6 i)

par F est une suite exacte courte. L'image du complexe est donc acyclique.

Proposition 1,2.7, Soit F un foncteur additif d'ume catégorie abélienne

dans une catégorie abélienne$h . Si tout objet de A est quotient (resp.

sous-objet) d'un objet acyclique pour LF (resp. RF) (1.2.3), le foncteur

dérivé LF : D () —> DT(® (resp. BF : bt ) —> pT®) est partout

défini et tout complexe borné supérieurement (resp. inférieurement)

d'objets acycliques pour LF (resp. RF) est déployé,

I1 suffit de considérer le dérivé gauche LF . Si K est un
complexe borné supérieurement, les quasi-isomorphismes s : L ——> K
avec L borné supérieurement et & objets acycliques forment un systime

cofinal dans la catégorie des quasi-isomorphismes de but K . Il suffit

de montrer que pour X 2 objets acycliques, F(s) : F{L) —> F(K} est um
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quasi~-isomorphisme ; on aura alors dans le cas général F(L) = LF(K),
Soit M le cbne de s . Le complexe est A objets acyclique et H¥(}) = O ;
il faut prouver que H¥(F(M)) = 0,

Soit 1 un entier, Les complexes déployés forment -une sous-
catégorie triangulée, de sorte que tout complexe borné d'objets acycli-
ques, notamment 721(M), est déployé., Puisque Hj(Tai(L)) = 0 pour j > i,

on a, pour j > i, wlran) = Hj(F('rzi(M))) = gl LF(TZi(M)) =0,

Proposition 1,2.8. Soit F* un complexe borné inférieurement de foncteurs

de R dans G . Si pour tout K € K A) existe un quasi-isomorphisme

L L K, ot L € K+(sl) est déployé pour tous les RFi, alors le foncteur

dérivé RF* : DT () —> pt(®) existe et tout complexe borné inférieurement

déplové pour tous les RFi est déployé pour RF ,

La preuve en est laissée au lecteur, ainsi que celle de l'énoncé dual,
ou des variantes obtenues en prenant F contravariant, ou en prenant un

complexe borné de foncteurs et en travaillant dans ph) et DI,

pDéfinition 1,2.9. Soit F un foncteur de Db(d"s) dans D{f) et d un inter-

valle de Z , On dit que F est d'amplitude cohomologique < d si pour

tout A € 0b A, HF(A) = 0 pour 1 ¢ d.

Trés souvent, d sera un intervalle de la ferme [0,x] ou [-x,0]
et on dira alors que F est de dimension cohomologique reep. homologique
S x , On dira que F est de dimension finie 8'il existe un intervalle

finli d de Z tel que F soit d'amplitudeC d ,
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Proposition 1.2,10. Supposons remplies les hypotheses de 1.2.7, et que

le foncteur RF : D'(R) — pH(&) (resp. LF : D (L) —> D™(D)) est de

dimension finie, Alors tout complexe d'objets acycliques pour RF

(resp. LF) est déployé, et le foncteur RF : D) —> D(®) (resp.

LF : D) —> D(B)) est partout défini.

Pour la démonstration, on remveie 2 Verdier [CD]. Il existe
un énoncé analogue pour les complexes bornés de foncteurs. On peut

encore remplacer l'exposant + (resp ~) par b .

2. Gatépgories fibrées en catégories dérivées,

2,1, Introduction,

Le rédacteur insiste pour que le lecteur s'abstienne de lire
ce § . On y donne le formalisme du théor2me trivial de dualité et on y
résoud la perplexité soulevée par Artin dans XII 4 .

Pour les notions de catégories sur une autre, de catégorie
fibrée, de catégorie cofibrée et de clivage, on renvoie 2 SGA 1 VI ,
On établit entre autres dans cet exposé une équivalence entre les notions
de catégories fibrées clivées normalisées sur une catégorie C , et de

pseudo-foncteur de C° dans (Cat).

Définition 2.1.1. Si X est un site annelé, on désigne par D(X) la cgtégorie

dérivée de la catégorie abélienne des faisceaux de modules & gauche sur X .

Quand il y a lieu d'éviter une confusion, on écrit plutdt

D(X,J%),QA désignant le faisceau d'anneaux.
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Si £ : X =—> Y est un morphisme de sites annelés, f définit

des foncteurs dérivés

1 RE, : D (X) —= D' (¥)

et
(2) LE* 1 DT(Y) = D (X) ,

et, par passage aux catégorie opposées, des foncteurs

(1°) RE, : DT —> DF(D)°

(2°) LE# : DY) —= DT ()°

"fonctoriels" en f. Plus précisément, (1°) et (2°) définissent deux
pseudo~foncteurs de la catégorie des sites dans celle des catégories
triangulées, l'un covariant et 1'autre contravariant, On trouve ainsi
deux catégories sur celle des sites, l'une cofibrée, de fibres les

D+(X)o, et de foncteurs image directe les Rf 1'autre fibrée, de

% I
fibres les D" (X)°, et de foncteurs image réciproque les Lf¥ , Si le
foncteur f* est de dimension homologique finie (i.e, de "Tor~dimension
finie") on peut dans (2) remplacer l'exposant par un exposant + , On

obtient donc deux catégories sur la catégoriel/étd das sites annelés

f
et des morphismes de site annelés de Tor-dimension finie, catégories
dont les fibres sont les catégories D+(X;i Le "théoréme trivial de
dualité” de VERDIER ([CD] p. 48) exprime que ces deux catégories sont
canoniquement isomorphes ; elles sont donc fibrées et cofibrées ; les
foncteurs "image directe" sont les foncteurs Rf,(sic), et les foncteurs
"image réciproque" sont les foncteurs LE¥(sic).

2.1.2, Le langage des catégories fibrées permet de résoudre aisément la

perplexité soulevée par ARTIN en XIT 4 : il suffit d'appliquer la proposition

suivante 2 la catégorie fibrée et cofibrée sur celle des
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sites de fibres les opposéesdes catégories de faisceaux sur les sites
correspondants(cf. 0.2 ),

Soit £ une catégorie sur 0y , f: y —>» x une fléche de b ,
et F € Gb(&x). Rappelons qu'un couple (G,p) (G € Ob Cy, w € Homf(G,F))

est une image réciproque au sens strict de F par f si, quels que soient

g Z—éyetHEOb&z, on a
Hom (H,G) —2——> Hom_ (H,F) .
8 ~ fg

De m8me pour les images directes, Si € est fibrée ou cofibrée sur (?) s

cette notion se réduit 3 celle d'image réciproque.

Proposition 2,1,3, Soient ¢ une catégorie sur 65, y € 0b G5, F € 0b Sy

et un diagramme commutatif dans (b :

y‘ .._._....g,__.)y
(2.1.3.1) £! J/ £
X! ———— .

On suppose que les images directes et r&ciproques £.F, g®*f . F, g'¥F et

£l g'"F existent au sens strict. Il existe alors une et une seule flche

p € FL ex, , dite fldche de changement de base, rendant commutatif le
di agr amme

g!#F ————> F

(2,1.3.2) / l

fi8'*F £, F

™

g¥ L F .
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Si_de plus les images directesgis'*F et g!/f.g'¥F existent au sens

strict, alors la fléche ¢ cofncide avec celle définie en XII 4 ., Si

f'RELg'HF et £'MELF existent au sens strict, elle cofncide encore avec

la 2% fleche définie en XII 4 ,

En particulier les deux fl2ches de changement de base XII 4

cofncident,

Par hypothdse, les fléches du diagramme (2.1,3,2) induisent
des bijections
Homy(F,F) = Homg,(g'*F,F) = Homfg,(g'*F,f*F) et
Homx,(f;g'*F,g*f*F) = Homf.(g'*F,g*f*F) = Homgf,(g'%F,f%F) .
Puisque fg' = gf', Homfg,(g'*F,f*F) est identique 2 Homgf,(g'*F,f*F)
et les flaches du diagramme (2,1,2,2) induisent des bijections
Homy(F,F) = Homfg,(g‘*F,f*F) = Homx,(f;g’*F,g*f*F),

et 1'image de 1, est la seule flache de & , rendant (2.1.3.2) commutatif,
Par définition, dans XII 4, la fl2che de changement de base

était celle rendant commutatif le diagramme suivant

£lg!#F g' ¥F g'HF > F === F
(2,1.3.3) l ¥ l u, 1 uy l uy i uy
GHEF S  [UHGHE PIESGUERE P > FXEF ———> £ P .

Les fléches horizontales et u1 sont les flaches canoniques ; u, est donc
la fléche d'adjonction, ug = gl*(uz), u, se déduit de 1'isomorphisme entre

fli#g¥ et g'#f¥, er la fléche § se déduit de u, par adjonction,
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L'application composée de source g'¥*F et de but £ F est celle
qui appax@it dans (2.1,3.2) et il en est donc de meme dans le diagramme

commutatif suivant, dont le carré de gauche est extrait de (2.1,2.3)

u
4
glFF > FURGREF > £ F

|

£lg' ¥ —bes gHEF ———— £ F

Cela signifie que § vérifie la propriété caractéristique de @ .
La définition de ¢ est autoduale, ce qui dispense de démontrer

la seconde partie de 2.1.3.

2.2, Catégories fibrées en catégories triangulées,

Définition 2.2.1, On appelle "catéporie additive sur une catégorie g3 "

une catégorie A sur G dont les ensembles de fliches Homf(X,Y) (pour

f € FA(®), X (resp.Y) au-dessus de la source (resp. du but) de f) ont

€té munis de lois de groupes abéliens, de sorte que :

(i) Quels que soient x £, y £> z dans G5 et X, Y, Z dans d% su~dessus

de s, y et z respectivement, la loi de composgition :

Homg(Y,Z) X Hamf(X,Y) Ly Homgf(X,Z) est biadditive.

(ii) Les catégories fibres sont additives.

On n'aura pas a utiliser ici que ces lois de groupe abélien,
quand elles veulent bien exister, sont uniquement déterminées par J& R
Gy et p . Un Gy -foncteur F :Jll ~—~>cﬁ2 entre catégories additives sur
Dest dit additif s'il induit des homomorphismes

F: HomJll,f (X,Y) —> Homdiz,f x,Y) .
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Définition 2.2.2, On appelle "catégorie abélienne sur une cgtégorie@) "

une catégorie UQ’ additive sur (5 , dont les fibres sont abéliennes, et

telle que pour toute fléche f: x ~» y de 0¥ 1e bifoncteur

Hom (X,v) :h? X (ﬁy —> (ab)

soit exact 3 gauche en X et Y ,

On n'aura pas & utiliser ici que si (R, est une catégorie fibrée
et cofibrée sur (5 (SGA 1 VI 6) elle est abélienne sur (3 das que ses

fibres sont des catégories abéliennes,

Définition 2.2.3. On appelle "catégorie triangulée sur une catégorie Gy

une catégorieﬁ: additive sur (3 , munie d'un foncteur T rﬂ-—-—-&»cﬁa
et dont les fibres (ﬂx pour x € ob 0 sont munies d'ensembles Ax de

trianglas, ce de sorte gue ;
(i) T est un 0b ~automorphisme additif de A

(ii) fg@wjﬁgg;ig_ﬁ_m CA’X’ munie du foncteur T, induit

par T et de l'ensemble b, est une catégorie triamgulée (CD 1.1),

(1i1) si les trianples (X,Y,Z,u,v,w) et (X',¥Y',2',u",v',w")

appartiennent 3 Ax et Ax' respectivement, tout diagramme

Z KA
w / NY j wl / \V;'
u = ut
. / . X%/

£

ot u'f = gu peut se prolonger en un morphisme de triangles

(f,g,h) : (X,Y,2) —> (X',¥',2'),
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T sera appelé le foncteur de translation, on écrira souvent
Al1] plutbt que T(A), A{n] désignant alors T™(A) (n € Z).
Les triangles appartenant sux ensembles AX seront dits distin-

gués ou exacts,

Proposition 2.2.4. Soient ng une catégorie triangulée sur Ob , x un

objet de G, (X,Y,2,u,v,w) un triangle distingué de ‘A'x . Quels que

soient f: y —> x et 1'objet A € 0b <ﬁ,y , la suite infinie suivdnte est
exacte

e =¥ Homf(A,X) - Homf(A,Y) -2 Homf(A,Z) e Homf(A,X[l]) - uomf(A,Y[lj)—)...

Enoncé analogue pour £ : x —> y et A € Ob (ﬂey .
On laisse au lecteur le soin de démontrer cette proposition

en paraphrasant VERDIER {CD] p. 4 . On lui laisse aussi le soin de donner

un sens 3 la proposition suivante et de la vérifier :

Proposition 2.2.5. Soit Hb une catégorie additive (resp. abélienne,

resp. triangulée) sur G . Pour tout foncteur (' —>(bde but &b,

la catégorie At =(ﬂ>x (o' est additive (resp, abélienne, resp, trian-
b
gulée} sur -2

Exemple 2.2.6. La catégorie des faisceaux de modules sur des sites

annelés variables est abélienne sur la catégorie des sites annelés,

Exemple 2,2.7. Soit (,A\, une catégorie additive sur Gy, La catéporie

A/ B) des complexes de (ﬁ, sur Gb a pour objets les complexes des

catégories fibres, Une fleche f de (xn,d} dans (Yn,d) est un systdme
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de fléches £ : X" —> Y™ tel que £a" = fm'1

d. On pose p(f) = p(fM)
(cette fl2che ne dépend pas de n car les p(d) sont des identités),
c(R/Gd) est une catégorie additive sur ) . On définit un foncteur

"de translation" en posant

n _ _n+l _
&1D" =x > @b =-a .

Exemple 2,2.8. Soit (ﬁa une catégorie additive sur @ |, La catégorie

K(aan/@«?) des complexes de A sur 65 2 homotopie prds a les mdmes objets

que C(A/®). on 1'obtient en décrétant nulles, dans C(A/®), les
fleches homotopes 2 zéro ; en d'autres termes, pour f : x —> y dans @a s
x* € ob c(h/®) et v €ob c(cﬁ,/@)y , on pose
Hom (X*,Y") = u° HomZ(X",¥")

Le foncteur de translation passe au quotient,

1 F : (5" —> (b est un foncteur de but () , et si(ﬂ:' =:A6>%63)',
on laisse au lecteur le soin d'identifier C(A!'/®') a c(A/(H) éﬂ"
et R(A1/G) a k(A /D) ﬁxb &' , En particulier, les fibres de la

catégorie K(S/0b) sont les catégories K(JLX) et, en tant que telles,

sont triangulées.

Proposition 2.2,9, (i) Pour les structures additionnelles définies en

2.2.8, la catégorie K(cb/6h) est triangulée sur 0o ,

(ii) La formation de la catégorie additive (resp. triangulée) C(Jb/Gb)

(resp. K(S/65)) est compatible & tout changement de catégorie base

G — G,
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Les conditions (i) et (ii) de la définition 2.2,3 se vérifient

fibre par fibre. (iii) se vérifie en paraphrasant VERDIER [CD] p.4 .

Remarque 2.2.10, Ce qui précade s'applique aussi aux catégorie
KA/, K(A/®) et KP(A/®) obtenues en se limitant respectivement

aux complexes bornés inférieurement, supérieurement, ou bornés,

Remarque 2.2,11, Prenant pour Gb la catégorie finale, on retrouve les

catégories usuelles de complexes .

2.2.12, Soit F un pseudo-foncteur d'une catégorie 3% dans (Cat).
On sait (SGA 1 VI) que F définit une catégorie fibrée sur Gh , de fibres
les catégories F(x). Quels que soient f: x —> y dans (b et X € Ob F(n),

Y € 0b F(y), on a par définition

(2.2,12.0) Homf(X,Y) = HomF(x)(X,F(f)(Y)) .

On sait {ibidem) que la construction précédente définit une &quivalence
entre la 2-catégorie des pseudo=foncteurs de 65° dans (cat) et 1a
2-catégorie des catégories fibrées sur G .

Partons d'un pseudo~foncteur de 5 © dans la 2-catégorie ayant
pour objets les catégories additives (resp. abélienmnes, resp., triangulées)
et pour l-fl2chesles foncteurs additifs (resp. exacts 3 gauche, resp.
triangulés). On vérifie aussitdt que la catégorie définie par(2,1,12,1)

est additive (resp. abélienne, resp. triangulée). Réciproquement :
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Proposition 2.2.13, La construction précédente établit une équivalence

entre

(a) La 2-catégorie des pseudo-foncteurs de ¢ ° dans la 2-catégorie

ayant pour objets les catépories additives (resp. abéliennes, resp.

triangulées), et pour l-fl2chesles foncteurs additifs (resp., exacts

3 pauche, resp. triangulés),

(b) La 2-catégorie des catégories additives (resp, abéliennes, resp.

triangulées) sur (Y , qui sont fibrées sur 63 .

La théorie développée en SGA 1 VI permet de ne vérifier que le

point suivant :

2.2.13.1. Soient /b une catégorie additive (resp, abélienne, resp.
triangulée) sur & , f : x —> y une flache de 6 et supposons qu'un
foncteur image réciproque f¥* :fLy —> JLn existe ; f* est alors additif
(resp. exact & gauche, resp. triangulé).

Le foncteur f£¥ donne lieu 2 des isomorphismes
Homf(X,Y) = Homx(X,f*(Y)) .
Il faut prouver dans le cas triangulée, que f* est triangulé pour 1'iso-

morphisme Tf¥ = f* T (T foncteur de translation) qui rend commutatif les

diagrammes suivants

Homf(X,Y)

Hom_(TX, TY)
£ tttttttﬂm&UXJ*H)

Hom_(X, £*Y)
X

(2.2,13.2) HomX(TX,Tf*Y)

\ /

291



- 41 - XvVii

Cas additif : Soit un diagramme

£4% P X
(2.2.13. 3 £#(u) £%(v) ullv

ol P’ X! .

On a p'f*(utv) = (uiv) p = uptvp = p'£¥(u)+p' £¥(v) = p' (£%(u) + £*(v))

et donc £¥(utv) = £f#(u) + £%(v).

Cas abélien : par définition (2.2 ), le foncteur Hom(X, f¥*y) = Homf(X,Y)

est exact A gauche en Y, quel que soit X, donc f* est exact 2 gauche,

Cas triangulé : soit (Y',Y,Y") un triangle distingué dans d%& et soit
(F*Y', £¥Y), En vertu de 2.2,3 , le morphisme canonique entre les bases
de ces triangles peut se prolonger en un morphisme de triangles, donnant

lieu au diagramme suivant

H e er—————p f*Y" Y"
f*Y ) f*Y 1 > Y 1 /

Prouvons que s est un isomorphisme, ce qui ach@vera la démons-

tration, Quel que soit X dans Ob J%x, on dispose du diagramme commutatif :
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Hom (X, £*Y') —> Hom_(X, £*Y) —> HomX(X,X") — Homx(X,f*Y'[ll) —p Homx(X,f*Y[lj)

Bl i |

Hom (X,f*Y') —> Hom_(X, f¥¥) ~—> Hom_(X, f¥y")~> Homx(X,f*Y'[].]) i Homx(X

" " "n I [

Homf(X,Y) — Homf(X,Y) — Homf(X,Y") — Homf(X,Y’[lj) ——n Homf(X,Y[l]) .

£y[1))

Les premidres et dernizres lignes sont exactes en vertu de 2,2.4,
En vertu du lemme des cing, 1'application induite par s de Hom(X,X") dans
Hom(X, £%Y") est toujours bijective et s est donc un isomorphisme.

On a évidemment des vésultats duaux pour les catégories cofibrées.

2,3. Formule triviale de dualité,

Soitch une catégorie sur une catégorie base ) , et soit §

un ensemble de fléches de JL , chacune se projetant sur une identité de G3,
a catégorie - uite de par calcul de fractions est une caté-

La catégorie A (s7}) déduite de fs lcul de fracti 6
gorie sur U3 (vue la propriété universelle).

Soit (5" —>0dun foncteur ; on désigne par J,' le produit
fibre Jox O et par 8' 1'image réciproque de S dans A, Le foncteur

® 1

composé At —> A —> A(57Y) rend inversible les flaches de S', donc

se factorise par J%’(S'—l). On trouve ainsi un (b '-foncteur canonique

(2.3.1) ArsH —  @xAeh
o

Lemme 2,3.2. Si (' est une sous-catégorie de G5, et si chaque fois

qu'une flache composée h = fog de @ appartient 2 G ', f et g appartiennent

a (b', alors le foncteur (2.3,1) est un isomorphisme.
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Notons que (2.3.1) induit toujours une bijection sur les objets,
' (ﬂ, -1 ‘A, -1
et que, dans le cas présent, (b gs (S"") est une sous~catégorie de ¥H(S 7).,
Rappelons la construction "explicite" de dﬂ(s'l) (1, Chap. 1].
Etant donné deux objets X et Y de J%;, on considére les "composés formels"
fl“"fn oli chaque fi est soit une flache de /b , soit 1'inverse d'une

flaéche de 5. L'ensemble Homu,{)(sd)(X,Y) sera le quotient de l'ensemble

de ces "composés formels" par la relation d'équivalence engendrée par

les relations

£lee uv L f o= £ L (uev) ... £ pour u,v dans LA
-1

fl ces 88 ..fn—zf1 M fn pour s € S

f s_ls f =f¢ f pour s € 8

1 e Wi =E o) .

Si on applique ces constructions 2 cA; et & la sous-catégorie J’\:',
on vérifie que A(s™L) est identique & la sous~catégorie de As™h
image réciproque de 20!, du fait que si un "composé formel" fl"'fn a
pour composé dans 8 une flache de 63}', 1'image de chaque fi sera aussi
une flache de (h',

Supposons maintenant que S soit une catégorie triangulée sur

G5 , et que les ensembles s, =8 N Ft(ﬁox) pour x € 0b(GS) soient des

systémes multiplicatifs saturés (CD Ch.1 §2. 1).

Définition 2.3.3, Sous les hypotheéses précédentes la catégorie A0S sera

dite presque dérivable (resp. dérivsble, resp., codérivable) relativement

2 S si, quel que soit le foncteur F : (3! ~> (>, le foncteur (2.3.1) est

un_isomorphisme (resp. et si A (s~ est fibrée, resp, cofibrée sur Gb),
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On désignera par I la catégorie du diagramme suivant

(2.3.4) I ¢ x —Efes % .
o 1

D'aprés 2,2.13, il revient au méme de se donner une catégorie
triangulée S sur 1, fibrée (resp. cofibrée) sur A , ou de se donner ses
fibres (Ao et (ﬂ’l et le foncteur triangulé image réciproque F¥ ::ﬁvl —9‘(/1(’3
(resp. et le foncteur triangulé image directe F, :‘A’o —> (/4’1). 81
a o et €obth, ona(2.2.12.1)

HomF(AO,Al) = Hom(AQ,F*Al)

(resp. HomF(Ao,Al) = Hom(F*AO,Al)) .

Proposition 2.3.5., Soit c/’b une catégorie triangulée sur I et S comme

en (2.3.3).

(i) (ﬂ: est presque dérivable relativement & S, et u‘L(S_l) est triangulée

sur I.

(ii) §}_CA7 est fibrée (resp, cofibrée), le foncteur F¥ (resp.F,) est

dérivable 2 droite (resp. A gauche) relativement 2 S_ et S, (1.2.1)

si et seylement si A est dérivable (resp. codérivable) sur I.

En vertu de 2.3.2, les catégories fibres de A (s”1) sont les
catégories A sh et A (S*l),ox‘s s, =s NRA) (=01
o 0 171 i i
Avec les notations du § 1 n°2, les foncteurs A —> A; et A, —> A-{
identifient .ﬂao(s’;l) et ﬁol(SIl) a des catégories de pro etind-objets
de (A’e et CA°1 . Cela permet de définir une catégorie sur I, de fibres

.

-1 -1
(Ao(so ) et JLl(s ), en posant, pour A € cﬂ:o et Al € <A1
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= - At = t !
HomF(Ao,Al) HomF(Ao,Al) 1',im 1im ' Hom(Ao,Al) R
A -g’A A = A
[} P 1t

ol s et t parcourent les éléments de So et S, de but {de source) Ao(Al)'

1

La catégorie A slenvoie dans cette catégorie, et on vérifie aussitdt
qu'elle vérifie la propriété universelle de d{(S-l), sur 1 et aprés tout
changement de base,

Pour vérifier (i), il suffit de prouver que cette catégorie,
soit d‘(S-l), est triangulée, et il suffit de vérifier la condition

2,2,3 (iii). Soient donc (XO,YO,ZO) et (X Zl) des triangles distine-

1
gués de d%o et b, donnant lieu aux triangles distingués (X;,Y;,Z;) et

1’
+ ot -1 -1
(x],¥,2]) de J%o(s0 ) et A (7).

- u +
fo xl
(2,.3,5.1) l l
- v ot
Yo Y, .

En vertu du lemme 1.2,2.1, les triangles (X_,Y ,Z) et
o] O e}
(x‘{,f{,z;‘) sont limites de triangles distingués ; il existe donc des

morphismes de triangles distingués
&, ¥, 27) —> (X', Y', 2")
o' "o* o o’ "o’ o

(2,3.5.2)

@y, v, 2 —— (x‘l’, Y‘l”, z’l’> ,
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et un diagramme
'
Ve R
zo Il
v'
Yé e Y{ ,
compatibles avec (2.3.5,1)., La catégorie A étant triangulée sur I, ce

diagramme peut se prolonger en un morphisme de triangles

(X1, Y, Zé) r— (xi, ¥, Zi) .
Composant ce dernier avec les morphismes (2.3.5.2), on voit que le
diagramme (2.3.5.1) peut se prolonger en un morphisme de triangles,
ce qui établit 2.2,3 (iii).

Vérifions (ii), supposant par exemple S £ibrée sur 1. Si

A € 0b (JQI(SII)), une image réciproque de A, dans Ai™h) est un

1
objet B de JLO(Sgl) tel que, dans 046(531)’ on ait

ES - + = - 3 + -
Hoon(ng)(Ao,B) Hom (A, A;) = Hom(A_, F¥(4)) = Hom

wept
s, (571 B T )

o

. ; . : . weat A (st
11 existe un tel objet B si et seulement si le Ind-objet F (AI) de /> (s )
est essentiellement constant (i.e. représentable), et B représente alors

cet ind-objet,qui n'est autre que RF(AI) (1.2,1), d'oir l'assertion,

Corollaire 2,3.6., Avec les notations de 2.3.3 , §1_J% est presque déri-

vable sur 6% s alors J&(S_l) est une catégorie triangulée sur G .

Tout d'abord, la catégorie fibre fL(S-l)x peut 8tre identifiée

E J%x<s;1) : on applique 1'hypothése au changement de base {x} —> 6
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Cette catégorie est triangulée, munie d'un ensemble Ax de triangles,

ce qui donne un sens & 1'&noncé précédent. Pour vérifier la condition
2.2.3 (iii), il suffit de le faire aprés tout changement de base I —> (b,
et 1'assertion résulte de 2.3,5 (i).

Il résulte aussitBt de la démonstration de 2,3.5 (ii) que :

Théordme 2.3.7. (formule triviale de dualité),

soit M une catégorie triangulée fibrée et cofibrée sur I,

et désignons par F, et F* les foncteurs image directe et image réciproque,

Soit § = So U S, un systéme multiplicatif comme en 2,3.3. On suppose que

1
LFy est défini an A € Ob A (sgl) et que Rf* est défini en A € Ob J‘bl(s'l'l).

On a alors

* = =
Hom‘}Lo(Sgl) (a_,RF Al) Hom p (a,80) Homjbl(sil)(LF* AsBy) .

s7h
La position des symboles R, L, * et , dans 2,3.7 n'est aberrante

qu'en apparence ; en effet, dans la catégorie fibrée et cofibrée 0.2

des faisceaux sur des sites variables, les catégories fibres sont les

catégories opposées des catégories usuelles de faisceaux.

2.4, Catégories fibrées en catégories dérivées,

2,4,0, On désigne dans ce n°® par A une catégorie triangulée cofibrée
sur 6 et par S un systéme multiplicatif de morphismes de Ao , tous au-dessus
d'une identité, et tels que S§_=§ N FL(U&X) soit un systéme multiplicatif

saturé de ob x [¢p 1.2.1] pour tout x € Ob(Gh).
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On recherche un critére pour que d& soit codérivable relative-
ment & § (2,3.3), ce qui implique que J%(Snl) soit triangulée sur Gy
lorsqu'on la munit de 1'ensemble des triangles isomorphes 3 1'image

d'un triangle distingué de A (2.3.5).

Proposition 2.4.1. Soient JL, @ et § comme ci-dessus. Pour que S soit

codérivable relativement & S, il suffit que la condition suivante soit

vérifiée :
* .ﬁb 3 . oAt . £ B
(*) ¥ x € 0bDY & € 0b( J»d s 1A' > A dans S Vg, : x —>y Z,

f,A' est déployé 3 pauche pour le foncteur g, .

Désignons par J%l la sous~catégorie pleine de Ao formée des
objets dont toutes les images directes sont déployés relativement & tous
; , Al
les foncteurs image directes , Alors 1,2.2 montre que est une SousS—

catégorie triangulée de So , évidemment cofibrée, On pose S1 =35 N FL(dq}).

Lemme 2,4.1.1. Supposons que S soit stable par images directes. Alors,

A/ est codérivable et /L(S-l) peut se calculexr par un calcul de

fractions & droite,

Vérifions la cendition ¢) de [1, I 2.2], si possible moins

triviale que les autres, On se donne f et s (s€S) et on doit trouver

A — - — > B'

A

]

(2.4.1.2) s t
§

H

A —————> B
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un diagramme commutatif (2.4.1.2) avec t€S . Soit F 1'image de f dams 0 .
Par hypothdse F,(s) est encore dans §, de sorte que, d'aprés VERDIER,

il existe un diagramme commutatif

F.(4') ——————> B!

Fy(A) —————> B
£

donc aussi un diagramme (2,4,1,2).
Du fait que J&(S-l) se calcule par calcul de fractions 2

droite, il est trivial que sa formation commute au changement de base
c: At — G .
' . J&l 1,
Ce lemme s'applique en particulier 2 et § ; le lemme

suivant implique donc 2,4.,1 :

Lemme 2,4.1.3, Sur 5 et aprés tout changement de base c : GB' —— GE,

le foncteur canonique Q:J%1(31~1) ——%>J%(S-1) est une équivalence de

catéporie,

Construisons un foncteur quasi~inverse au foncteur & , Quel
que soit A € Ob A , choisissons i € S de but A et de source A1 € Ob Jki
avec s, = IdA pour A€ Ob J&l . Soit f une flache de c}t, de but A, de
source B et d'image F dans . Puisque sB € S et que F*A1€Obuk}, on peut

trouver Bl, vet st S1 rendant commutatif le diagramme suivant

A—t 53 - B,
B N
(2.4,1.4) Sy T u
a s .
A Fyy B .
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La flache £' = us™la de Hlst™ly ne dépend alors que de f ,

Soient f et g deux flaches composables, d'images F et G dans oo,
1
Pour prouver que (gef) = glofl, contemplons le diagramme suivant, ofl

figurent des diagrammes (2.4,1.4) pour f et g :

f

A B —& >
A
il
L
Al e s gl 2 > GF*AI 1
v
s B1 b
/u / \
L 4
B b o G* c __) c' .

Puisque t € 8, il existe C", rES1 et w qui le rende commutatif,
Par définition, glefl =vtlbusla et (gof)1 = vw (G*(s)r)-la’a ,
et on conclut par la commutativité du diagramme,

On a donc défini un foncteur de u% dans JLl(Slal) ; il se factorise
en | : Aosh — A 1(Slnl), la propriété universelle de As7h . Le
composé § § est isomorphe 2 l'identité car son composé avec le foncteur

g ——>¢f¥(8"1) est isomorphe a J, On vérifie de mlme que § ¥ est

isomorphe 2 1'identité,

Corollaire 2.4,2, Avec les notations de 2.4.1,0A, est codérivable relati-

>

vement & S d®s que, pour tout ensemble fini B de fldches de &5 , la con~

dition (%) est vérifiée lorsqu'on se limite & ne considérer que les images

directes par les fléches de B.
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Quelle que soit la catégorie ' d'ensemble de fl2ches fini,
la prop. 2.4.1 sera applicable aprés tout changement de catégorie de base

&' —> & . On prendra pour (D' les catégories des diagrammes suivants :
#* F ——y B iy i ¥ [ —C . e
0) (1) (2) &) .

Considérons les catégories oﬁ>x(s;1) (x€0b@¢d). Etant donné £EFL(6D) et

Al’ A2 dans ces catégories au-dessus de la source et du but de £, on
définit Hcmf(Al,Az) comme étant l'ensemble analogue défini apris le
changement de catégorie base de type (1) défini par £, On définit la
composition des morphismes 2 1'aide de changements de catégorie base

de type (3). On construit ainsi ume catégorie tft(8~1)* sur (5, dont

la formation est compatible 3 tout changement de base ; on vérifie qu'elle
est solution du probl2me universel qui définit a%(S-l) en utilisant les
changements de base de type (0), (1) et (2).

Le résultat suivant est le dual de 2.4.2,

Proposition 2.4.3. Soit /o une catégorie triangulée fibrée sur & et s

comme en 2,4,1. Pour que A soit dérivable relativement 3 S, il suffit

gue pour tout ensemble fini B de flaches de &> , on_ait

£
(1) ¥ x€ 0b(E), ¥ ACOB(A ), I8 : A—>A' dans S, Vg, : 2> ¥ —>X

dans B, f*A' est déployé a droite pour le foncteur g¥*,
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3, Recollement de catégories fibrées ou cofibrées,

3.1. Introduction.

Soit f : Y —> X un morphisme séparé de type fini d'un schéma
Y dans un schéma X, ou une application continue d'un espace localement
compact dans un espace localement compact. On sait alors définir un fonc-
teur "image directe a support propre", noté £, , de la catégorie des
faisceaux abéliens sur Y dans la catégorie des faisceaux abéliens sur X
(cf, 5.3 dans le cas des achémas, et VERDIER [3] pour le cas des espaces
localement compacts séparés). Lorsque Y et X sont des schémas de type fini
sur €, ces deux définitions sont compatibles en un sens évident, Malheu-
reusement dans le cas des schémas,contrairement 2 ce qui se passe dans le
cas des espaces localement compacts, les foncteurs dérivés du foncteur f:
sont pathologique ; on peut toutefois définir un foncteur "image directe
a2 support propre" raisonnable, directement de la catégorie pt(y) dans
D+(X). Pour le définir, on factorise le morphisme f en une immersion ou-
verte et un morphisme propre : f = K j . Le foncteur Rf, cherché se définit
alors comme composé du "prolongement par 0" j, et du foncteur K?* , dérivé
du foncteur image directe par .

Ces foncteurs Rf, , "image directe 2 support propre” ne sont
utilisables que si on vérifie pour eux un "formalisme de variance’ incluant,

pour un composé f=gh, une formule
Rf, = Rg, Rhy

qui s'exprime le mieux en terme de catégories cofibrées. On dispose d'un

tel formalisme séparément pour les "prolongements par zéro" et pour les
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images directes par un morphisme propre, et le probléme est de recoller
ces formalismes. Pour éviter d'@tre embouteillés plus tard par des cal-
culs idiots, on se propose dans ce § de dresser la liste des vérifications
élémentaires requises pour mener 3 bien un tel recollement, On le fera
dans un cadre légdrement plus abstrait qu'il n'est indispensable, espérant
que le résultat pourra reseervir.

La construction esquissée plus haut du foncteur Rf, exige que
le morphisme f puisse se factoriser en ume immersion ouverte et un mor-
phisme propre. Sur le mod2le de HARTSHORNE [RD III 8 p.18%7], on introduit

au n® 2 la notion adéquate de morphisme compactifiable,

3.2, Morphismes compactifiables,

Définition 3.2,1. Un morphisme f d'un S-schéma X dans un S-schéma Y

quasi-compact, quasi-séparé, est dit S-compactifiable s'il existe un

S-schéma P propre sur S et une factorisation de f en un morphisme quasi~

fini séparé j de X dans P X Y suivi de la projection de P X Y dans Y
S S

N
NN

Lorsque S = Y, on parleras simplement de morphisme compactifiable,
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Proposition 3.2.2, (i) Un morphisme S~compactifiable est séparé de type

fini.

(ii) 8i Y est quasi-compact, quasi~séparé, un morphisme quasi-fini

séparé de but Y est compactifiable,

(iii) Le composé de deux morphismes S-compactifiables est encore

S~compactifiable.

(iv) Soit un diagramme de S-schémas quasi-compacts quasi-séparés

XxYY' —_— X
£! £
Y — Y

Si f est Se~compaetifiable, alors f' est S-compactifiable.

(v) Soit g un morphisme S-compactifiable ; pour qu'un morphisme

composé gof soit S-compactifiable, il faut que h le soit,

Les assertiomns (i) (ii) et (iv) sont triviales. Pour prouver

(iii) et (v), considérons un composé f = gh, g étant compactifiable,

Supposons gh compactifiable, d'ofi un diagramme

P X Y~ P X Z
s s
u
v \
X R B >z

Le composé vu est quasi-fini ; u est donc quasi~fini et {(v) est prouvé,

Si h est compactifisble, on dispose d'un diagramme
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QXPX2Z

et £ = fh se factorise par un morphisme quasi-fini séparé dams (Q XSP)XSZ.
Nagata affirme dans {57 que tout morphisme de type fini entre
schémas noethériens intdgres séparés est compactifiable, Le rédacteur
avoue nhe pas avoir compris la démonstration,
Fixons maintenant un schéma S et désignons par (S) la sous-
catégorie de la catégorie des S-schémas dont les objets sont les S-schémas
quasi-compacts, quasi-séparés et dont les fldches sont les S-morphismes

S~compactifiables,

Proposition 3,2,3. Dans la catégorie (S):

(i) Les immersions ouvertes (resp. les morphismes propres) définissent

une sous-catégorie (S,i) (resp.(S,p)) de (S) ayant memes objets que (8).

(ii) Les produits fibrés existent dans (S,p) et sont des produits fibrés

dans (53,

{iii) Tout morphisme f est le composé f = pj d'un morphisme propre p et

d'une immersion ouverte,
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En vertu de 3,2.2 (iii) (iv) et (v), les produits fibrés
existent dans (8) et sont des produits fibrés dans la catégorie de tous
les schémas, Puisque le produit fibré X = X1 XYXZ de deux schémas propres
sur Y est encore propre sur Y, et qu'un schéma est propre sur X si et

seulement si il est propre sur X, et X,, la condition (ii) est vérifide,

1 2*
Si f est un morphisme de (8), il admet par hypoth2se, daus (8),
une factorisation £ = pj',ol p est propre et j quasi-fini séparé, En
vertu de EGA IV 18,12.13, j'admet une factorisation j' = qj,oh q est fini
et j une immersion ouverte ; de plus, en vertu de 3.2,2 (ii), g et j sont

dans (S). On a alors £ = (pg)j, ce qui prouve (iii). L'assertion (i)

résulte de 3,2,2 (iii),

3.2.4, Dans la suite de ce §, on suppose donnée une catégorie (S), munie
de deux sousw-catégories (S,i) et (3,p), telles que
(i) 0b(S) = 0n(8,i) = 0b(S,p);
(ii) 1les produits fibrés existent dans (S,p) et sont des produits fibrés
dans (8) ;
(111) Y £ € FU(8), 3 p € FL(S,p), T j € FL(5,1), £ = pj,

Les flaches de (S,i) (resp. de (S,p)) s'appelleront les immer-

slons ouvertes (resp. les morphismes propres).

Définition 3.2,5, (i) Une compactification d'un morphisme f de (S)

(resp. d'un couple (£,g), resp, d'un triple (f,g,h) de morphismes compo-

sables) estun diagramme commutatif (3,2.5,1) (resp. (3.2.5.2), resp,

(3.2.5.3)) dont les fléches horizontales sont des immersions ouvertes

et dont les fléches obligques sont propres.
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(ii) Un morphisme de compactifications est un morphisme de diagrammes

(3.2.5.1) (resp. ...) qui soit l'identité sur la l2re ligne verticale

et propre en tous les sommets

h
3 I A
2 Gy 7l 7
B g
vty yeisy -
£ /_ £ - £ _
f f f
X X .
(3.2,5.1) (3.2.5.2) (3,2.5.3)

Proposition 3.2.6. (i) Tout morphisme (resp. tout couple (f,g), resp.

tout triple (f,g,h), de morphismes composables) admet une compactification,

(ii) La catégorie des compactifications de f est filtrante 3 gauche,

(iii) Si des diagrammes (3.2.4.2)i (i=1,2) sont des compactifications

de (£,g), il existe une compactification (3.2.4.2)3‘95 (f,g) et des mor-

phismes de compactifications de (3.2.10.2)3 dans les compactifications

(3.2.4.2)i .

(i) Le cas d'un morphisme n'est autre que 3,2.4 (iii). Traitons
le cas d'un triple ; avec les notations de (3,2,5.3), il suffit de construire
successivement des compactifications de f, g et h, de {g et jE, et enfin

de j'ﬁ .
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(1i) Soient (3.2.5.1)1 et (3.2.5.1)2 deux compactifications de

f . La projection p de Y1 X ?é dans X est propre et Y s'y envoie par
]

(11,12},qui ( 3.2.4 (iii1)) peut se compactifier en (il,iz) =qj . La
compactification £ = (p,q) j domine (3.2.4.1)1 et (3.2.4.1)2.
Si r et s sont deux morphismes de (3.2.4.1)1 dans (3.2.4.1)2,
- r -
' . .
le noyau K de la double fléche Y1 ::§:25Y2 s'envoie par un morphisme
propre dans Y1 et iy

est une compactification de i, l'existence de la compactification

se factorise par K : soit i, =k i , Si 1 = pi3

1
£ = (?l k p)i3 montre que 1'axiome L, est satisfait.

(iii) Appliquons l'axiome Ly des catégories filtrantes aux
compactifications de f et g déduites des (3.2.4.2)i {i = 1,2). On trouve

ainsi Y3 et Z, donnant lieu 2 des diagrammes commutatifs (3.2.5.1)i (i=1,2)

Z, > T,
1 1
_ /V \{
L_._..__.)-
Z3 Y Yi
&3
¥ "
5 (3.2.5.1),
Y 13 Y3 i,

et il reste & trouver une compactification de i3 E3 par 53 , telle que
z
3

lieu 2 un cube commutatif (i =1,2). Si le but d'un morphisme entre com-

puisse s'envoyer par un morphisme propre dans Zi,de fagon 2 donner

pactifications de i5§3 a cette propriété, la source l'a encore et en

vertu de (ii), il suffira de s'occuper séparément des cas i = 1 et i = 2,
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Soit T le produit fibré de Y3 et Zi sur §i : alors T figure dans un cube

commutatif analogue 2 celui qu'on cherche, sauf que la fléche k de 53

dans T pourrait ne pas 8tre une immersion ouverte, Posant k = pj (p propre,
-

j immersiom ouverte) et remplagant T par la source 23 de p, on trouve le

cube cherché,

Remarque 3.2,7, La proposition 3,2.3 aurait encore été valable si, dans

la définition 3.2.1 des morphismes compactifiables, on avait omls d'exiger
que Y soit quasi-compact quasi-séparé et demandé en compensation que j
soit une immersion ouverte quasi-compacte et non seulement un morphisme

quasi-fini,

3.3. Recollement.
Rappelons que les hypothéses 3.2.4 sont satisfaites.

3.3.1. Supposons donnés :

o) pout chaque X € Ob(S), une catégorie F(X),

B) une (S,i)-catégorie cofibrée F, et une (S,p) catégorie
cofibrée F_,

P

y) pour chaque X € Ob(S), des isomorphismes entre F(X), (Fi)X
et (Fp)X s

8) un scindage normalisé de Fi et un scindage normalisé de Fp

En vertu de (SGA 1VI), il "revient au méme" de se donmer plutdt Q) et :
(i) pour tout morphisme propre p : X ~—> Y, un foncteur

Py * F(X) —> F(V),

(ii) pour tout couple composable (p,q) de morphismes propres,
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un isomorphisme de foncteur cp g Pydy <> (pQy »
3

(1) et (i1)', données analogues pour (S,i),
ces données vérifiant les conditions suivantes :
(a) si p est une identité, alors py , ¢

t sont des identités,

et ¢
Psd q.p
(b) pour tout triple composable de morphismes propres, on a

s (py#ec )= o (e _#ry)

[+ <
p,qr q,T P4, Y P:q

(a)! et (b)', conditions analogues pour (S,p).
Supposons donné de plus,

(iii) pour tout diagramme commutatif D

i,j' € FL{S,1) ;5 p,p' € PL(S,p),

B R
o

IS o]
el
[ -

un isomorphisme de foncteur d{(D) : puiy <> j,pi

.

Proposition 3,3.2. $i des domnées (i) (ii) (i') (ii') (4ii) vérifient

les conditions (a) (b) (a') (b') ainsi que (¢) et (c¢') énoncées ci-dessous,

alors, il existe une et "essentiellement" une seule catégorie F cofibrée

sur S, munie d'isomorphismes F xs(s,i) =F etF XS(S,p) = Fp , compa-

tiblesa la donnée 3.3.1 y) et tels que les isomorphismes d(D) de (iii)

soient les isomorphismes composés iuph = (ip')y = (Pi')g = pydl -

(¢} Pour tout diagramme commutatif du type suivant
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dont les flaches horizontales sont des immersions ouvertes et dont les
flaéches verticales sont propres, le triangle suivant d'isomorphismes d

de (iii) est commutatif :

P3w i} ig 3 Iw Py

Jn Pow 1x .

(c') Pour tout diagramme commutatif du type suivant

dont les fléches horizontales sont propres et dont les flaches verticales
sont des immersions ouvertes, le triangle suivant d'isomorphismes d de (iii)
est commutatif :

i34 P& Pa > Ay s Lpa

A fox Py .
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3.3.2,1, Définition de f,.

Soit f un morphisme de Y dans X, Chaque compactification de f,
de diagramme (3.2,5(i)), définit un foncteur composé f* i, de F(Y) dans
F(X). Un morphisme de compactifications définit un diagramme commutatif

i
y C 1 .

(3.3.2.2)

P e
"
i
R e 1 |
o

La donnée (iii) nous fournit donc un isomorphisme

fé* fow = £y g0 Uopw e 1y*) = fu (py ° 11*) =fipod

%

L'axiome (c') garentit de plus que 1'isomorphisme associé & un composé

de morphismes de compactification est le composé des isomorphismes

associés & chacun d'eux, La catégorie des morphismes de compactification
étant filtrante (3.2.6 (ii)), on obtient ainsi un systéme transitif d'iso-
morphismes entre les foncteurs associés aux diverses compactification de f.

Choisissant l'une d'elles, on définit le foncteur f, .

3.3.2.3, Homomorphismes de transitivité,

Toute compactification d'un couple (£,g) de morphismes compo-
sables (diagramme (3.2.5.2)) définit une compactification de f, une de g,
une de fog = (f g)(3j'j), et un isomorphisme f e 0 (fg)y == £, 84 »

composé des isomorphismes
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() = (F 8w G'i)x = Ty (By 303w = Ty Uiy 8a) dy = (Buip) (Budp)=Eutn
{ott 1'isomorphisme médian provient de (1ii)).
Prouvons que cet isomorphisme ne dépend pas de la compactifi-
cation choisie de (f,g). En vertu de 3.2,6 (iii) , il suffira de com=

parer les isomorphismes c obtenus & partir de deux compactifications

£,8
(3.2.4.2)i (i=1,2) telles qulexiste un morphisme de compactification de
la premiére dans 1a seconde. Les fléches de ces morphismes seront désim
gnées par p.

Considérons le diagramme suivant d'isomorphismes de foncteurs.

Pour faciliter sa lecture, on a omis d'écrire les ¥ |

2893235 £y8,p313; £18,313;
//////// \\\\\\ //z/////’// }
-= -' n
£,8,3,03; nglJlJ
(3) (4) (3)
£yig8ply — £51p85P3; £op1y8)3) —— 11183
£yly1y81 0y
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a) L'isomorphisme composé de la l2re ligne est 1'isomorphisme
3.3.2,1  entre deux définitions de (fg), .

b) L'iscmorphisme composé de la dernidre ligne est 1'isomor-
phismes 3.3,2.1 entre deux définitions de £, g, .

¢) Les isomorphismes verticaux extr&mes sont les isomorphismes

c entre (fg), et f,g, déduits de 1'une ou 1'autre compactification,

t, g
Le probléme est donc de prouver que le bord extérieur du diagramme est
commutatif, Un diagramme commutatif de foncteurs reste commutatif quand

on compose chacun d'eux avec un méme foncteur, Ceci rappellé,la commu-

tativité de (i) résulte de (c¢) appliqué au diagramme

La commutativité de (3) et (5) est triviale, celle de (2), qui concerne
essentiellement des morphismes propres, l'est aussi. Reste & considérer
1thexagone (4).

Considérons le cube commutatif suivant

1
z, C 2
2 2

N

7«
1

JO—-
y C > Y

g
v &

w1
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Il y a six fagons de parcourir les ar8tes de ce cube Z1 a ?é N
chacune "adjacente" 2 deux autres ; on dispose d'un isomorphisme entre
les foncteurs composés associés i deux chemins adjacents (i,e, séparés
par une seule face) et la commutativité de {(4) résultera de la commu~
tativité de 1'hexagone ainsi obtenu,

La morale de ce genre de diagramme est qu'une ar@te représente
un foncteur, une face un isomorphisme entre foncteurs composés et un
volume une condition de compatibilité (entre les faces qui en sont le
bord), On décomposera le cube en deux prismes 3 base triangulaire (par

le "plan” Z, 2, ¥ ?é) pour se ramener aux hypothéses (c'),

De fagon précise, on compldte 1l'hexagone en le diagramme d'iso-

morphismes suivant (pour faciliter sa lecture, les * ont &té omis) :

8y Jp P
izgzl’ gzpj]'_
i, (gyp) (g,p)3;]
: / \
. - by .'
I lyg P g i
P i g
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Les triangles sont trivialement commutatifs et les pentagones le sont

en vertu de (c'),

3.3.2,4, Condition de cocycles,

Vérifions que les isomorphismes c construits en 3,3.2.3

fig
vérifient une condition de cocycle pour un triple (£, g, h) de morphismes
composables, Introduisons une compactification de (f, g, h), de diagramme

(3.2.4.3) et considérons le diagramme d'isomorphismes de foncteurs suivant :

Tigjhk Tgi'ihk

oo il

T3 ' hK' Kk

e N

Tighk'k FTghk"k'k .

La commutativité du carré est triviale, celle des triangles résulte de
(¢) et (¢" ), La commutativité du bord extérieur étant ce qu'il fallait

démontrer, ceci ache&ve la démonstration de 3.3.2 .,

3.3.3., Supposons données sur (S,i) et (S,p) respectivement des catégories

i
et Fp ont m8me fibre F(X) en tout X € Ob S ,

fibrées munies d'un scindage normalisé F, et Fp , et supposons que Fi

D'aprés SGA 1 VI , il "revient au meme" de se donner plutdt :
(i bis) pour tout morphisme propre p : X —> Y, un foncteur
p¥* : F(Y) —> F(X),
(ii bis) pour tout couple composable (p,q) de morphismespropres, un iso-

morphisme de foncteur cp g gq¥p¥ <«——> (pq)¥* ,

3
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(i' bis) et (ii' bis) données analogues pour (8,i),
ces données vérifisat les conditions (2 bis) (b bis){a' bis) (b' bis)
duales de 3.3.1 (a)(®)(a")(®"),
Supposons donné de plus,

(iii bis) pour tout diagramme commutatif D
..._..._j_'__._-é
X Y
p! P i,i'€FL(s,i) ; p p' € FL(S,p)
72— 7
un isomorphisme de foncteurs a(D) : j'¥p¥* <—> pi¥j¥* |

On laisse au lecteur d'énoncer les conditions (c bis) et (c¢' bis)
duales de .3.3.2 (¢} et (c'),
Des raisonnements parall2les % ceux qui précddent prouvent alors

la proposition suivante,

Proposition 3.3,4, $i des données (i bis){(ii bis)(i! bis)(ii' bis)(iii bis)

vérifient les conditions (a bis)(b bis)(a' bis)(b' bis)(c bis)(c' bis),

i1 existe une et essentiellement une catégorie F cofibrée sur 5 et munie

d'isomorphismes F x ((8,i) = F,, F xsés,p) = Fp , ces isomorphismes étant

compatibles avec les identifications FiX = pr (¥€0b S) et tels que les

isomorphismes d(D) de (iii bis) deviennent les isomorphismes composés

phig¥ = (jp')* = (pj')% = jl¥p¥ |
On notera cependant que 3,3.4 n'est pas dual de 3.3.2 , car

les hypoth®ses faites sur (S,i) et (S,p) me sont pas autoduales.
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4, Résolutions, Application 3 la fl2che de changement de base,

4,1, Résolutions plates,

Rappelons que si £ : (X, A) ——>(Y,(5) est un morphisme de sites
(ou de topos) annelés, 1'image réciproque par f d'un faisceau de b -modules

3 gauche J’L est le faisceau de (A: -modules & gauche (A;@ £ M,
£4 3

Proposition 4.1,1, Soient f: (X, Ay —> (¥, 0y ) un morphisme de sites

annelés, K un_faisceau de cﬁ: -~modules 3 droite, et 0 —> L —> M ~> N —> 0

une suite exacte de faisceaux de G -modules 2 gauche, Si Met N sont

lats, alors

(i) L est plat,

(ii) 1la suite suivante est exacte :

Q2> K® f¥L > K Q¥ M——>KQ, £ >0 .
Ao A A

Factorisons f en les flaches (X, A ) —=> (X,f*@}) > (Y,0).
Le foncteur v¥* est exact, et transforme Modules plats en Modules plats

(IV 15) de sorte qu'il suffit de prouver 4,1.1 pour u , L'isomorphisme

(4.1.1.1) ¥ @ (A ®P) = K® P
Ay £ G

nous raméne alors au cas ou f est 1'identité,
Soit une suite exacte 0 —» R —=> P —> K ~~> 0 avec P plat

(4,1.2), Les lignes et colonnes du diagramme suivant sont exactes:
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o]
v
R® L~y P @ L i K Q L~
4
4] R®M P QM K@ M o>
v
) R®N > P & N ~—> K & N ——> O
v
0 0 0

Appliquons le diagramme du serpent au deux premiéres colonnes :

on trouve
0—ds»K@L—~—=>KSM ,

ce qui prouve (ii), Sans plus supposer P plat, on sait que dans le diagram-~
me précédent les trois colonnes et deux lignes sont des suites exactes

courtes ; la premiére ligne est donc exacte, i.e, L est plat,

4,1.2, Soit A une sous-catégorie de la catégorie des sites annelés,

Les faisceaux de modules sur les sites annelés de /A forment une catégorie
dNb , abélienne sur 3 (2.2.2), fibrée et cofibrée, dont les fibres sont
les opposées des catégories usuelles de faisceaux de modules sur un site.
On désignera par K(/A) la catégorie K(}) (2.2.8) et par K+CQ ) (resp.

K (A)) la sous—catégorie pleine de K(A), dont les catégories fibres sont
les opposées des catégories Kf(S) (resp., X (8)) pour § € Ob A Les
catégories K(A), kT(A) et K(A) sont triangulées sur /3 , fibrées et

cofibrées,
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Soit £ : 8§ =~ S!' une fl&che de /5. Tout injectif est acyclique
(1,2.3) pour le foncteur Rf, , et tout faisceau de modules plats est

acyclique pour le foncteur Lf¥* (4,1.1 et 1.2.6),d'oh des foncteurs dérivés

(1.2.7)
(4.1.2,1) RE, : DT(S) —> ' (s")
(4.1.2,2) LE¥ : D7(8) ——> D (S'") .

81 Rf, (resp. Lf%*) est de dimension finie, on peut dans 4.1.2.1
{resp. 4.1.2.2)) remplacer 1l'exposant + {resp. -) par b, par - (resp, +)
ou le supprimer (1.2,10).

On désigne par D(A) (resp. D'(A), resp. D(A)) la catégorie
déduite de K(A) (resp, K'(A), resp., K'(4)) en inversant les quasi-iso-

morphismes,

Scholie 4.1.3. ("Théor2me trivial de dualité"),

(a) On _suppose que tous les foncteurs Rf, (resp, LE%) sont de dimension

finie. Alors :

(i) La formation de D(/4) commute 3 tout changement de catégorie

base /9! —> . La catégorie D(A) est triangulée sur A (2.2.3), et

ses fibres s'identifient aux opposées des catégories D(S) pour § € ob /.

(ii) La catéporie D{/5) est cofibrée (resp, fibrée) sur A

Soit £ : 8 —> 8' ; si Lf* (resp. Rf,) est de dimension finie, alors tout

objet de D(S') (resp. D(S)) a une image réciproque (resp. directe) par £

au sens de la catégorie D{A) sur /4. Les foncteurs image réciproque et

image directe s'identifient & Lf¥ et Rf, .
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(iii) Tout objet de D (8') (resp. p7($)) 2 une image réciproque

(resp. directe) au sens de D(A) et le foncteur image réciproque (resp.

directe)s'identifie 3 Lf¥ (resp. Rf,).

{(b) (i) La formation de D (A) (resp. D+(/S)) commute 3 tout changement

de catégorie base /' —> /5, La catégorie D (/) (resp. 0" (%) est_trian-

gulée sur /ﬁ , et _ses fibres s'identifient aux opposées des catégories

D7(S) (resp. DT(S)).

(i1) La catégorie D (A) (resp. pY(4)) est fibrée (resp. cofibrée)

sur /5~; les foncteurs'image réciproque” (resp, "image directe') s'iden-

fient aux foncteurs dérivés Lf* (resp, Rf,).

(i1i) Si £ : S —> S' est_tel que Rf, (resp. Lf*) soit de dimen-

sion fimie, tout objet de D (§) (resp. p7(s')) 2 une image directe au sens

de D (/) (resp. une image réciproque _ au Sens de D+(/§)) et le foncteur
ae P s L 1€ foncreur

"image directe" (resp, "image réciproque") s'identifie a Rf, (resp. Lf¥).

11 suffira de vérifier que dans chaque cas les hypoht2ses de 2,4.1
ou 2.4,3 sont remplies, les autres assertions se déduisant aprés un chan-
gement de base {S} —> /ﬁ , ou I ——9-/3, de 2.3,5 et 1,2,10. Dans le cas
(b), les complexes de faisceaux plats (resp. flasques) satisfont aux hypo~
theses de 2.4,1. Dans le cas (a), on utilisera 2.4,3 de fagon 2 n'avoir
a considérer que des f tels que la dimension de Rf, (resp. Lf¥) soit
majorée par N fixe. Prouvons qu'il existe "assez'" de complexes K dont les
composantes ont leurs images directes (resp. réciproques) toutes acycliques

pour les foncteurs image directe (réciproque) considérés, Soit K un
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complexe et K¥* (resp. K,) une résolution de Cartan-Eilenberg de K par

des complexes & composantes flasques (resp. plates), 5i n > N, on voit
" #*) = o ¥* » = ot s N P

que f*T<r5K ) = 1) £, (K% (resp, f%T>_n(K*) o f (Ky)) ot T désigne

un tronqué relativement 3 la seconde différentielle, Pour n > 2N, on en

déduit que TZR(K*) (resp, n(K*)) vérifie 1'hypothése de 2.4,3, et tout

3
Tom
complexe K est la source (resp. le but) d'un quasi-isomorphisme de but

(resp. de source) un tel complexe,

4.1.4. Considérons un carré commutatif de sites annelés (4.1.4.1) (cf, 0.11)
'
X! ——b > x
(4.1.4.1) £! £
§' b > g .

On peut considérer la sous-catégorie de la catégorie des sites réduite
4 ce diagramme ; on utilise alors 2,1.2 pour définir un "morphisme de

changement de base" de Lg* Rf, dans Rf] Lg'¥ lorsque 4.1.3 est applicable :

Proposition 4.1.5. La fléche 2.1,2 de changement de base, de Lg* Rf, dans

Rff Lg'*, est définie dans chacun des cas suivants :

(i) On travaille dans les catégories D', et Lg*, Lg'* sont de dimension

finie.

(ii) On travaille dans les catégories D, et Rf, , Rf} sont de dimension

finie,

(iii) On travaille dans les catépories dérivées entidres, et Rf,, Rf},

Lg*, Lg'¥* sont de dimension finie, ainsi que Lf¥ et Lf'* (ou : sinsi que

Rgy et Rgy).
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On notera que la derni2re hypoth2se de (iii) semble canularesque,
Le rédacteur ne sait pas s'en débarasser sauf lorsque les sites considérés
ont assez de points (4.2.12), Les propriétés fonctorielles de cette fléche

de changement de base s'obtiennent aussitdt & partir de la description 2.1.2,
4.1.6, Soit (S,J&) un site annelé, et considéroms le foncteur "produit
tengoriel"

® : Mod,(5,A%) x Modg(s,ﬂ:) —> Mod(S, )

ot C est le centre de Uq .
La recette de 1,1.6, pour l'application de laquelle on définira
le complexe simple associé a un double complexe par une somme, permet

d'étendre ce foncteur en un foncteur encore noté @ :

® : K(8,A%) x K(s,A) —> K(S, C) .

Proposition 4.1.7. Avec les notations précédentes :

(i}  Le foncteur produit tensoriel est dérivable 3 gauche (1.2.1) en

un foncteur "produit tensoriel total"

L
® : p(s5,A%) x p(8,A) —>D(5,C) ;

(ii) un couple (K,L) de complexes bornés supériecurement est déployé

L
pour ® dés que K ou L est & composantes plates.

La démonstration est standard,
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- - L
Notation 4.1.8, Si K€D (s, A% et L €D (s,A), on désigne par K ® L

le produit tensoriel totazl de K et L, Le faisceau Hk(K é L) = H'k(K é L)
se désigne par Tor, (K,L) et s'appelle le Leme hypertor local de K et L ,
Soient K € D™(S,A%) et L € D7(5,AA). 5i HI(K) = 0 pour i > k
et Hi(L) = 0 pour i > 4, on vérifie que Hi(K é L) =0 pour i >k +4 et
que Hk+&(K é L) = Hk(K) ® HL(L). Fixome K et regardons K é L comme un
foncteur en L. Si on applique la définition 1,2.9 de 1'amplitude coho-
mologique comme intervalle de Z, la borne supérieure de cet intervalle
est de nature triviale. C'est le plus grand entier i tel que #h(K) # o.

La borne inférieure est plus intéressante :

Définition 4.1.9. On dit qu'un complexe K € Ob Db(S,d%f) est de Tor-dimension

< n si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i)  Pour tout fb-module L, Tork(K,L) = 0 pour k >n ,

(i1) Pour tout complexe de fo -modules L tel que H (L) = O pour i <4,

i, L .
H'(K® L) = 0 pour i < 4=n,

(iii) Il existe un gquasi=-isomorphisme de but K et de source un complexc

K', & composantes plates et nulles pour i < -n ,

4,1,10, Voici quelques variations possibles:

(i) Si K € 0b Db(S,JLO) est de tor-dimension finie et si L € Ob D(S, /),
alors le foncteur é est défini (1.2.1) en (K,L).

(ii) S8i K € Ob Kb(S,J¥°) a des composantes de Tor-dimension finie, le
foncteur Lb~> K ® L (L € K{5,cb)) est dérivable a gauche.

(iii) Si tout Module est de Tor-dimension finie, le foncteur ® se dérive

en un foncteur

 : b(s,A% x D(s,h) —> (s, ®) .
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4,2, Résolutions flasques de Godement.

4,2.1, Soient S un topos et X un ensemble. Il revient au méme de se donner
une famille de point de S indexée par X ou de se donmner un morphisme

k : Top(X) —= § du topos défini par 1'espace topologique discret X dans

S. Pour que la dite famille soit conservative (IV 6.4,1), il faut et il
suffit que pour tout faisceau F de S, la fla2che d'adjonction de F dans

k,k*F soit un monomorphisme (cf. IV 6.4.0),

Définition 4,2,2, Soit k : Top(X) —> S une famille conservative de

points d'un topos S ., On appelle résolution de Godement ou résolution

flasque canonique (relative 2 X) d'un faisceau abélien F de S,et on dési~-

ne par B% (F) (ou simplement ©*(F)), la résolution 3 droite sujvante de F :
gune par oY Sifpiement

1) () = kk*F gt ¢ : F 3 ©%(F) est 1a fléche d'adjonction.

2) Posons d_l = ¢ ; on définit par récurrence, pour n 2 0

t€“+1 1

(F) = €°(coker d""), et 4" comme flache composée
s £t

n

a o gME) ——> coker(dn-l) «—9-%°(coker(dn_l)).

Proposition 4.2.3. Sous les hypothéses de 4,2.2,

(i) €"{F) est un faisceau flasque (V 3.7),

(ii) €©"(F) est un foncteur exact em F,

{(iii) la fibre en un point x € X du complexe €*(F) est une résolution

canoniquement scindée de FX N
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n . .
Les faisceaux € (F) sont flasques en tant qu'image directe de
faisceaux (automatiquement flasques) sur l'espace topologique discret X,
o
Les foncteurs k¥ et k, sont exacts, Le foncteur €~ est donc
n n-1
exact. Prouvons par récurrence sur n % O que le foncteur Z (F) = coker(d 7}
. Gl o_n -1 .
est exact, donc aussi € ='e’ 7' . Posons L ~(F) = F, Une suite exacte

de faisceaux

0 ~3 F! wm> F —> " —>

définit pour n 2 0 un diagramme
0 0 0

b J J

0 —> Z“'l(Fl) — 2y — Zn'l(F") —_— 0

|

¥ Y
0 ————> e (p!) —>¥" (F) ———>€" (") —> 0

7 L

0 =——> Z Mp') e L NF) —m (") —> 0

l

0 (¢} 0

dont les colonnes sont exactes, ainsi, d'aprés 1l'hypothése de récurrence,
que les 2 premidres lignes, La 3& ligne est donc exacte, et {ii) est prouvé,

Les suites exactes courtes
n+
0 —> Z™(E) —>e"(F) —> 2" —> 0
sont des cas particuliers de la suite exacte courte

(4,2,3.1) 0 —> F —=2€(F) —> Z°%(F) —> 0
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(faire la substitution F —>2Z% 2=1(F)). Pour prouver (iii), il reste a
prouver que la suite image réciproque de (4.2,3.1) par k est canoniquement
scindée, La fladche composée

k¥*(e)

K*F K¥eOF = kt(k k*)F = (k¥*k,)k*F ———> k¥F

est en effet l'identité,

Remarque 4.2.4, Si (xi)iEX est une famille conservative de points d'un
site, & cette famille correspond une famille conservative de points du
topos engendré, qui permet encore de définir les résolutions flasques

canoniques,

Remarque 4.2.5. Si 5 est un topos annelé, les foncteurs ‘€" transforment

Modules en Modules,

Remarque 4.2,6. Soit /6 une catégorie formée de sites, Supposons donné,
pour chaque S € Ob/é , un ensemble Sd et une famille conservative
kS: Top(Sd) —> S de points de S indexés par Sd . Supposons que Sd soit

fonctoriel en S et que les diagrammes

d
Top(Sd) —_—t Top(Td)
ks kT
S £ T

soient commutatifs, Les résolutions flasques canoniques correspondantes

sont alors "fonctorielles en S ",
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Si /6 est la catégorie des espaces topologiques, on peut prendre
Sd = ensemble sous~jacent.

Si /5 est la catégorie des sites étales de schémas S localement
de type fini sur un schéma Sc , et si pour chaque s € S0 R %(s) est une
cldture algébrique de k(s), on peut prendre pour Sd 1'ensemble des points
de $ a valeurs dans 1'un des k(s).

On peut remplacer la condition "de type fini' par une condition
de cardinal si les c¢ldtures algébriques X(s) sont remplacées par des

extensions algébriquement closes assez grandes,

4,2.7. Un des intéréts des résolutions flasques canoniques est qu'elles
permettent de construire des complexes déployés a la fois pour des foncteurs
du type "produit temsoriel” et pour des foncteurs du type "image directe",

11 permettent par 1& une construction peut-&tre plus compréhenseible des

morphismes de changement de base (4,1.5).

Lemme 4.,2.8, Solent f : (S,J%) —> (5!, 43) un morphisme de sites snnelés,

K € Ob K(S,J%O) et L € 0Ob K(5',05) des complexes et k : Top(X) —> S un

ensemble conservatif de points de § . On suppose remplie 1'une des conw-

ditions suivantes :

(a) Les cohomologies de K et L sont bornés supérigurement ;

(») oAg est de Tor-dimension finie sur f¥(% et K € Ob Db(S,J\O) est

de Tor~dimension finie ;

(¢c) L € 0b Db(S‘,65) est de Tor-dimension finie,
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Alors le foncteur (K,L) k> K @ f*. est dérivable (1.2.1)

L
en (K,L) ; soit ® Lf* son dérivé.

Kk ® L
% @’f(x) £(x)

(1i) Le couple (K,L) est déployé & gauche pour ® Lf¥(1.2,1) si_et seu-

L
(1) S8i x est un point de S, alors (X ®!Lf""L)X

S

lement si, pour tout x € X, le couple (Kx, Lf(x)) est déployé 3 gauche

pour_ le foncteur ®65 .
f(x I
(iii) Sous les hypoth2ses (a) ou (b), le foncteur K @ LE¥L en L est

d!amplitude cohomologique —d (1.2.9) pi at seulement si, ¥V x € V, le

- —ampld .
complexe K de Q)f(x) modules ent de Tor-ampiitude ¢ d

Ce lemme, dont la démonstration est standard, exprime la

"nature ponctuelle" du foncteur considéré.

4.2.9, Soit L un complexe. On appelle résolution de Godement (relative
2 X) da L le complexe simple (d8fini en terme de sommes) associé au

complexe double C¥*, (1,1.,4), On appelle résolution de Godement tronquée

32 l'ordre n Tgn C¥L le complexe simple associé au compleme double
déduit de C¥L par troncature (1.1.15) dans le sens de la différentielle
de Godement. En vertu de 4.2.3 (iii), L est point de X par point de X
homotope aux complexes T;n C¥L et C¥L ; ces complexes sont donc "aussi

bomsque I " vis-2-vis des foncteurs du type "produit tensoriel" (4,2.8).

Proposition 4.2.10, Soient (S,A) un site annelé, X un ensemble conser-

vatif de points de S et N,M € W U {=} avec N ou M < ® , Soit A la sous-

catégorie de K(S) formée des complexes L tels que

(a) Si N=o, alors H'(L) = O pour i assez grand ; si M = @ , alors

HY(L) = O pour i assez petit,
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(b) Quels que soient x € X et le JLx-module Q de Tor~dimension < N , le

complexe Lx est déployé A gauche pour le foncteur Mx ®d¥ * .
X

(¢) Quel que soit le morphisme de topos f : X —2 E, de dimension

cohomologique < M, le complexe L est déployé 3 droite pour le foncteur f, .

Alors, 1l'inclusion de A dans K(S) induit une équivalence entre

la catégorie déduite de A en inversant les quasi-isomorphismes et la

catégorie D¥(8), # = + 8i N< M=o, # = ~ g3 M<N = et # = blanc

N,M <o,

8L

Soit K un complexe vérifiant (a), Si N = », alors la fléche

canonique a : Kl = Gsi K ~> K est quasi-igomorphisme pour i assez grand.
Si N < w, on pose K1 = K . Soit K{ une résolution plate de Cartan-Eilenberg
et posons K, = T;N K1 (troncature dans le sens de la nouvelle différentielle),

La fléche composée de K2 dans K est un quasi-isomorphisme, et K2 vérifie (b),
Soit K un complexe vérifiant (a) et (b)., Si M=o , alors N < ;
1 K3 est un quasi-isomorphisme de

K, vérifie encore (a) et (b). Si M < e, on pose K = K

pour i assez grand,b : K —> Gzi K

Soit X, = oy, C%K, .

3" 4 <M 3

Alors K, vérifie (a) {¢), et (b) par 4,2.3 (iii),

4
La proposition résulte donc de deux applications successives

de [CD 1 2.4,27.

Variantes 4,2.11. S5i N < » (resp. si M <= , resp, si N, M < «) alors
on aurait pu travailler de m@me avec des complexes bornés inférieurement

(resp. supérieurement, resp, bornés).

331



- 81 ~ XVil

4,2,12, Voici comment utiliser ces constructions pour définir le morghisme

de changement de base 4.1.4. sous des hypoth2ses plus générales que celles

de loc. cit., lorsque les sites considérés ont assez de points.,

Soient un diagramme commutatif (cf, (0.11)) de sites

X! g' >

X
(4,2,12.1) £ L £
S

Sl

s

ng un faisceau d'anneaux sur S, At un faisceau d'anneaux sur S' et L
un complexe de ( Af, g% A ) ~bimodules sur $', On suppose que:
(1) les sites X et X' admettent des familles conservatives de points,

k:Q-—>Xetk': Q —>X', s'ingérant dans un diagramme commutatif
1
x!.—.—.—g—.-—.—-,x

(4,2,12,2) k' k

gI

Q! — > Q .
(ii) L'une des hypothdses sulvantes est remplie :
(a) les foncteurs Rf* et Rf; sont de dimension cohomologique finie,
et L est borné supérieurement, On pose s = « .
(b) L est borné inférieurement, 2 composantes de Tor-dimension uni-
formément bornée (comme g*‘/L-modules). On pose 8 = + .
(¢) L est borné, et les hypoth2ses de (a) et (b) sont remplies. On

pose s = blanc,
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On désigne par L%mg* : DS(S,(A) —> p°(s', A') le foncteur
dérivé gauche (1.2.1) du foncteur Kp—> L ® gt g¥*K de Ks(s,ddv) dans
kS(st, A1),

On se propose de définir une fladche de changement de base
(4.2.12.3) o L% Lg* Rf, K —> Rf;(f'ﬂ%mg'*K)
pour K dans po(x, /).

En vertu de 4,2,10, il suffit de la définir, fonctoriellement

en K, pour les complexes appartenant & la catégorie A de 4.2,.10, pour

N2 sup (tor dim de L* sur g* )
i

M = dimension cohomologique de Rf, .

Un tel complexe est déployé tant pour le foncteur Rf, que pour le foncteur

L
£, ®(ﬂ,' g'* (4,2.8), Les fléches canoniques

0 1 £uK ———> RELK

L
B : £'%L @Lg¥ ~—> L ® g¥K
sont donc des quasi-isomorphismes., Pour calculer le membre de gauche I
de (4.2,12.3), il suffit donc de prendre une résolution gauche (i,e.
un quasi-isomorphisme)
Yy ¢ K1 ———> K ,

avec Kl déployé pour L %ILg* ; on a

I =~ L@Lg* K
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De méme, pour calculer le membre de droite II de (4.,2.12,3),

il suffit de prendre une résolution droite

6 1 £l @ g'¥K ——> K, s

avec K, déployé pour R} ; on a

On définit alors la flache de changement de base comme le composé

r~

I L@ g —> L@ gHK ——> fL(E'4 @ gtK) <S> £L K, X X,
ot la flache ¢ est la fléche de changement de base usuelle, au niveau
des vrais complexes,

Cette fl2che de changement de base a la propriété caractéristique

suivante, qui rend en principe aisée la vérification de ses propriétés

de compatibilité,

Proposition 4.2,13. Sous les hypothé&ses précédentes, soient K € Ob-CS(X', b

K, €0b c*(x,4) et K, € 0b 2%(s,MA), Soient de plus u un f-morphisme de
K dans s i.e. u€ Hom(Kl,f* K) 4='Hom(f*K1,K), et v un morphisme de

£*%L @ g'¥*K dans K, . On déduit de u,v et de la fléche de changement de

base usuelle un morphisme de complexes C,y L@ g*K1 — f;kz . Soient
3
uf, v! ggﬁc&v les fléches composées
w' @ K] = £,K —> REK
L v
v L@Lg'¥K —> L @ g'¥K —> K,
e! i L%I{.g‘*i( — L ® g!¥* Cav £1 K RELK
u,v 1 1 * 72 *72 "
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Le diagramme suivant est commutatif

L L
L ® Lg*RE K L REL(E'*L @ Lg'#K)
L
(4.,2,13.1) L ® Lg¥(u') REL (V')
L <!
uv N
L ® Lg*K; REL K, .

Supposons tout d'abord que K, = f,K et que K, = £1¥1@g 'K ,

et soit un diagramme commutatif de complexes

K > K
v
K® . &

tel que %? soit déployé pour Lf'*ﬂ,gs Lg'¥ | que Kb soit déployé
pour Rf, et que kS soit déployé pour ces deux foncteurs ! pour comstruire
ce diagramme, on commence par construire k2 , puls on applique une
résolution flasque canonique (éventuellement tronquée) 3 K® et K .
Appliquons le foncteur f, (resp. L ® g'*) a ce diagramme,
a b

; c : a b cy
et résolvons les complexes du diagramme (Kl’ K K, Kl) (resp. (kz, Kys %y KZX

de facon 2 obtenir un cube commutatif, ol = désigne un quasi-isomorphisme :
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' ~
/ K K,
= a
Ky
b ~ \ N
1 K
/ 2
~ 3
K] R
avec K!, K2 xb' k' déployés pour le fonct L%L*(
1? 1, 1+ 5 ployés pour le foncteur g¥ (resp,
~ K'
//////////7 ///////27 2
5 al
\\ KZ
~ \ b!
&
=~ Cl
K, ,

avec Ké, K,

al

4

bt ¢!

2 2

K, K, déployés pour le foncteur REL). Utilisant les

morphismes usuels de changement de base, on obtient un prisme commutatif

da complexcs

e T

*K

B@g*K

AY

L®8*K7 =

ST

ARV

I6»)
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et on conclut en notant que les flaches du diagramme (4,2,13.1)
s'identifient aux fléches composées suivantes @
pour ¢ ¢ la composée des fléches (:);

L
pour L ® Lg¥*(u') : la composée des flaches (:) , dont une flache
inverse d'un quasi=isomorphisme ;
pour RfL(v') : la composée des flaches (:) , dont une flache inverse
d'un quasi-isomorphisme ;

' .
pour Cuv ¢ la composé des fléches <:) .

Dans le cas général, posons K; = fK et Ké = f'*LRgHK, On

dispose alors d'un diagramme

L L
L ® Lg*REK ———L——n REL(F'FL ® Lg'#K)
\

L
L ® Lg*K

—> L ® Lg*K| +> REJKS — REIK

1 *72 2 ?

dont les triangles sont commutatifs, ainsi que le rectangle intérieur

d'aprés ce qui précdde, Le contour est donc commutatif, et ceci prouve 4,2.13,
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4,3, Le théordme de changement de base,

On se propose de reformuler en termes de catégories dérivées

le théor2me de changement de base pour les morphismes propres XII 5.1 (iii),

Théoréme 4.3,1., Soit un diagramme cartésien de schémas

¥
X'——*-'%-WX
£! £

S!——.—-—g—mgs

avec f propre. Soient Jb et A' des faiscesux d'snneaux de torsion

sur S et S' et L un complexe borné supérieurement de {A', g% A)-bimodules.

On _suppose que la dimension des fibres de f est bornée. L'hypothése

4,2.12 {a) est alors remplie, et la fléche de changement de base (4,2.12,3},

entre foncteurs de D (X, f*A) dans D7(S', A') :

L L
g L@ Lg*K —~—————> REL(£'*L ® Lg'* K}
est un isomorphisme,

Les foncteurs considérés sont triangulés et 'way-out” [rRp 1 73,
de sorte que, pour vérifier que Py est un isomorphisme, il suffit de
vérifier que les qﬁi(K) sont des isomorphismes. On peut donc supposer
que K est réduit 2 un faisceau de f* fb-modules (de torsion) placé en

degré O ,
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Pour vérifier que g est un isomorphisme, il suffit de le
vérifier aprés application du foncteur d'oubli de la catégorie des
Al-Modules dans celle des Z/nZ -Modules, ou nd=nhA! =0,

Ceci permet de se ramener au cas ol A' = Z /nZ, avec nk=0.
On peut alors remplacer L par un complexe isomorphe dans la catégorie
dérivée, a composantes plates sur g¥# A, et borné supérieurement. Les
foncteurs considérés étant triangulés et "way out" en L, 11 suffit de
vétifier que % est un isomorphisme aprés avoir remplacé L par une

de ses composantes, On peut donc supposer que L est réduit 2 un faisceau

de g*Ji-modules plats placé en degré O ., Il faut prouver gque les flaches
q ., P Qeser
9 1 L@ g*RIf K —————> ROEL(E£TFL ® g¥K)

sont des isomorphismes, Soit s un point géométrique de 8', XS la fibre
de X' en s et Ks les images réciproques de K sur XS . En vertu de
XII 5.1 (4ii), la fibre en s de o’ est la fléche

q . q q
@, 1L ®H (XK —> (X, L ® K) .

En vertu du théoréme de D. Lazard [1], le J%s-module plat L_ est limite
inductive filtrante de d%s~modu1es libres L ., ; le foncteur Bq(Xs,%)
3

commute aux limites inductives filtrantes, La fléche qﬂ est donc limite

inductive des fléches

. q q
@ Ls’i ® (X ,K) —> B (X, Ls’i ®K) .

Ces dernidres sont évidemment des isomorphismes, donc aussi qﬁ , et o

est un isomorphisme,
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Variantes 4,3.2, (i) Lorsque L est un complexe borné de composantes
de Tor-dimension finie sur g* Jb , les hypothzses (c) de 4.2,12 sont
remplies, et on peut travailler dans la catégorie dérivée enti2re,
(ii) Si L borné inférieurement, & composantes de Tor-dimension finie
sur g*wf%, les hypothéses (b) de 4,2,12 sont remplies, meme si A et
As! ne sont pas de torsion ; la flache de changement de base @k

(R € D+(X,f%J%)) sera un isomorphisme si les faisceaux g?(K) sont

de torsion,

5, Les foncteurs image directe 3 support propre.

5.1, La construction fondamentale.

On se propose de suivre le programme indiqué en 3,1 et de
définir le foncteur Rf, pour £ un morphisme compactifiable (3.2). On
montrera en asppendice comment traiter le ces d'un morphisme séparé de

type fini quelconque.

5.1.1, Soient X un topos, U un ouvert de X (IV 8,3} et j le morphisme
d¥inclusion de U dans X ., On a défini en IV 5,2 un foncteur "prolongement
par le vide" de la catégorie des faisceaux d'ensembles sur U dans celle
des faisceaux d'ensembles sur X , Ce foncteur j: est adjoint & gauche
au foncteur de restriction j¥% .,

On désigne encore par j, le foncteur de la catégorie des

faisceaux d'ensembles pointés sur U (resp. des faisceaux en groupes,

resp, des faisceaux de j*u% ~modules pour A faisceau d'anneaux sur X)
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dans la catégorie analogue sur X, adjoint 3 gauche au foncteur de
restriction j¥* (IV Y. Ces trois foncteurs j, sont compatibles aux
foncteurs d'oubli, de la catégorie des Modules dans celle des Groupes,
et de la catégorie des Groupes dans celle des Eusembles pointés (¥}, Si
i : F—» X est 1l'inclusion du fermé complémentaire de U, alors j¥*j,

est (canoniquement isomorphe 2) l'identité et i¥*j, est le foncteur
constant de valeur 1l'objet initial (ou final, cela revient ici au mlme),
Ceci caractérise dtailleurs j, . On en déduit que les trois foncteurs

j! envisagés sont exacts et s'injectent dans les foncteurs j, corres-

pondants. On les appelle foncteurs de prolongement par zéro. La formule

(j1 jz)* = jg jf se transpose en un isomorphisme de transitivité

Gy 3901 = 3py do :

Les foncteur j, sont compatibles aux changements de base :

Lemme 5.1.2, Soient £ : X —> Y un morphisme de topos, V un ouvert de

Y et U son image réciproque dans X :

Il existe alors un et un seul isomorphisme de changement de base

f*j! > ji f'# rendant commutatif le diagramme
f*j! ——— iE'*
(5.1.2.1) J:
£r], ——T——s jLETR

ol o est la fléche de changement de base.

(¥) Mais pas dans celle des Ensembles !
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Preuve, La fliche de changement de base ¢ : j¥f, —> £1j'¥* est trivia-
lement un isomorphisme. Elle se transpose en un isomorphisme de change-
ment de base ' : j] f'¥ ~=> f¥j, | Pour vérifier que le diagramme

(5.1.2,1)est commutatif, il suffit de voir que sa restriction & U 1l'est,

ce qui est trivial,

5.1,3. Sous les hypotheses de 5.1,1, avec X annelé par un faisceau
4’ apneaux aAo, le foncteur j, sur les Modules est exact, donc passe
trivialement aux catégories dérivées et définit un foncteur, encore
noté iy s de D(U, j*A) dans D(X,/A). On dispose encore d'isomorphismes

de transitivité
(5.1.3,1) Gpdg) = 3 3 .

On a encore, au niveau des catégories dérivées, une formule

d'adjonction

(5.1.3.2) Hom

D(X)(j!K,L) -y HomD(U)(K,j*L) .

5.1,4. S8Soit f : X —> Y un morphisme propre, A un faisceau d'anneaux
de torsion sur Y, et annelons X par le faisceau d'anneaux image réci~
proque de Uﬁl¢ Supporons que la dimension des fibres de £ soit majorée
par un entier n (ce qui est le cas si Y est quasi-compact) , On sait
alors que pour chaque faisceau de f¥* A -modules F sur X, les faisceaux
qu* F sont nuls pour q > 2n (XII 5.3 bis), Le foncteur £, admet donc

un foncteur dérivé (1.2.10)

RE, : D(X, f*A) —=> D(Y,H) .
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Si f est le composé g h de deux morphismes propres, on dis-
pose d'une formule de transitivité Rf, = Rg, Rh, , qu'on peut comme

d'habitude exprimer en terme de catégories cofibrées (Scholie 5.1.3).

5.1.5, Soit un diagramme commutatif de schémas

R —— ¢
I1
(5.1.5.1) g £

Vs y
Y]
dans lequel jl et jz sont des immersions ouvertes et f, g des morphismes
propres dont la dimension des fibres est majorée par un entier n . Soit
d% un faisceau d'anneaux de torsion sur Y, et annelons U, V et X par les

images réciproques de ¢fs . En vertu de 5.1,3.2, si K € D(U), définir une

fleche
(5.1.5.2) d i J,y RgK —>REy j;, K
revient a définir une fléche

d' : RgK —> j§ Rf,dy, K .

Le produit fibré X' =V X YX s'insére dans un diagramme commu-

tatif
UC k XIC - > X
Jl
, 2
(5,1.5.3) g £ £
v v Core——> .
p)
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et, trivialement, on a j¥ Rfyj,, K % REL(j1¥%j,K) FREKK .

La fléche k est une immersion ouverte propre ; on a donc

~

ky = ky , d'ol un isomorphisme Rf} k, K == Rf} k, X =°Rg, K, qui

nous fournit l'isomorphisme d' cherché et le morphisme d . On voit

de plus que la restriction de d & V est un isomorphisme,

Lemme 5.1.6, Le morphisme 5.1,5.2 est un isomorphisme,

Il reste & vérifier que la restrictionde d 3 Y -~ V = F est
un isomorphisme., Soit X" = XXYF et appliquons le théordme de changement

de base pour un morphisme propre (4.3.1) 2u carré cartésien

Xv —_> X

f:l f'
F -—-———Ef"—~—‘i’ Y N
pour Al = ix A er L =A0], on trouve :
i# Rf*jll K = Rf} i'# i K = REL 0 = 0, de sorte que les

deux membres de(5.1.5.2) sont nuls en dehors de U et que d est un iso=

morphisne,

5.1.7. Soit S un schéma annelé par un faisceau d'anneaux de torsion Lﬁu.
Pour tout S-schéma ¢ : X —> S, on pose J%X = ¥ b, Plagons-nous

dans la catégorie (8) des S-schémas quasi-compacts quasi-séparés et

des morphismes S-compactifiables (3,2), En vertu de 3.2.3, cette
catégorie, la sous~catégorie (8,i) des immersions ouvertes,et la sous-

catégorie (S,p) des morphismes propres vérifient les hypothdses 3.2.4 ,
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On se propose d'appliquer la théorie 3,3,2 aux données
suivantes (notations de 3,3,1)
a) F(X) = D(X,be) pour @ : X —> S dans S
(i) Pour p : X —> Y propre, on prend pour foncteur p, le foncteur Rp, .
(ii) On utilise les isomorphismes de transitivité usuels R(pq)y = Rp, Rq,
(i!') ©Pour une immersion ouverte i : X —> Y, on prend pour foncteur i,
le foncteur i! .
(ii') On utilise les iscmorphismes de transitivité (5,1.3,1).
(iii) Pour tout diagramme commutatif (5.1.5.,1) on prend pour isomorphisme
d 1'isomorphisme (5,1,5.2),

On vérifie les conditions (a) (b) (c) (a') (b') (c') de 3.3.2,

ce qui prouve le point (a) du :

Théordme 5.1,8, (a) Dans la catéporie (S) définie dams 5.1.7, on peut

d'une, et essentiellement d'une seule facon, définir pour toute fléche

f: X —>Y un foncteur

RE, DX, A ) —> D(Y,</{>Y) ,
et pour tout morphisme composé f = g h : X JL> Y £ 7z des isomorphismes

de transitivité ce , entre Rf, et Rg, Rh, de sorte que
—_— g/ .= . .

(i) Les c vérifient la "condition de cocycles"

f,g

(c # Rh;) ~ ¢

f,g = (Rf! # c )

o c .
fg,h g;h f,gh

(ii) Lorsqu'on se restreint aux morphismes propres (resp. aux_immersions
P ana e s

ouvertes) on retrouve la théorie de variance 5.1.4 (resp. 5.1.3 ).
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(iii) Pour tout diagramme (5.1.5.1), l'isomorphisme d (5.,1,5.2) est

o C_1
£,3 i, £

1'isomorphisme composé ¢

(b) Les foncteurs Rf, sont "way out" [RD I 7] et triangulés,

Tout foncteur Rf, est composé d'un foncteur Rg,. , pour g
propre de but quasi-compact, donc 2 fibres de dimension bornée, et
d*un foncteur j, pour j immersion ouverte, Ces foncteurs sont way out

et triangulés, donc aussi Rf, .

5.1.8.1, Les isomorphismes de transitivité 5.1.8 (a) sont souvent
utilisés via la suite spectrale "des foncteurs composés' qui s'en

déduit, valable pour K € 0Ob D(X,d%x) :

(5.1.8.2) £pd = RPg, R, (1) == RP*‘lf!(K) .

Pour l'obtenir, on note que d'aprés 5.1.8 b) et [VERDIER 27,

pour tout L €0b D(Y’°AY)’ on dispose d'une sulte spectrale

(5.1.8.3) B9 = Ry, L)) —= RV g W,

et (5,1.8.2) est le cas particulier de (5.1.8.3) pour L = Rh, K ,

.

Définition 5.1.9. (i) On appelle "foncteursimage directe & support

propre totals" les foncteurs construits en 5.1.8. On omettra 1'adjectif

"total" lorsqu'il n'y aura pas de risque de confusion,

(ii) On appelle gléme foncteur image directe & support propre,

et on désigne par qu,,le foncteur composé ® 9, RE, .

i

(iii) Si X est un schéma sur un corps k séparablement clos,

immergeable dans un schéma propre sur k, on identifie faisceaux de modules
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sur Spec{k) et modules usuels, et on désigne le foncteur qu, par

1'une des notations HS(X, ), H?(X, ), ou simplement Hz ( )s'il n'y

a pas danger de confusion, On 1l'appelle alors "q1éme groupe dYhyper-

N idme

cohomologie 2 support propre”, ou "q groupe de cohomologie & support

propre' si on l'applique 3 un complexe réduit au degré O .,

5.,1.9.1. La notation Rf, est abusive en ce que le foncteur Rf, n'est

pas le dérivé droit du foncteur £, qui sera défini en 6,1.,2, Certains

préf2rent la notation R,f .

5,1.10. Les ingrédients dans la démonstration de 5.1,8 sont le théo-

reme de changement de base propre et l'identité entre j, et j, lorsque

j est une immersion ouverte propre, Cela permet d'énoncer diverses variantes
% 5,1.8 ; on laisse au lecteur le soin de leur donner um sens précis

et de les vérifier.

Variante 5.1,11, Dsns la catégorie (8), on peut d'une, et essentiellement

d'une seule facon, définir pour toute fldche f : X —> Y un foncteur I,

de la catégorie des faiscesux d'ensembles pointés sur X dans la catégorie

des faisceaux d'ensembles pointés sur Y et pour tout morphisme composé

f = g h des isomorphismes de transitivité vérifiant des conditions (i),

(ii) (iii) analogues a celles de 5,1.4.

Voir 6,1.2 pour une description directe de ce foncteur,
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Variante 5,1,12, On peut, pour tout morphisme compactifiable £ : X ~> Y,

définir un foncteur le, de la catégorie des faisceaux de groupes

Ind-finis sur X dans la catégorie des faisceaux d'ensembles pointés sur

Y, avec pour toute compactification f = £fj de f, un isomorphisme

r's, = Rr%, of, .

On ne postule ici aucune formule de transitivité ; le seul
probléme est de montrer que le foncteur le, ne dépend pas de la
compactification choisie de £ ., Soit p : (El,il) —> (?é,iz) un mor-
phisme de compactification, i.e, un diagramme

i

1 —
X > X1
p
S
(5.1.12.1) £ X,
f2
Y >

ol ?1 = ?é o p , p étant propre, Si G est un faisceau au groupes sur X,

on dispose d'une suite exacte d'ensembles pointés (avec a injectif)

1 —_

1 . o 1 ..
0 —>R£, (py 11!G) —>Rf,0,60 =, R Pu(i 6

et d'une flache de iZEG dans p, il!G’ d'ou par composition une fléche 8
de leZ* iZIG dans lel* il! G . Raisonnant comme en 3,3.2.1, on voit
que le probléme est de prouver que cette flache est toujours un isomor-

phisme lorsque G est Ind-fini.
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Si on applique le théoréme de.changement de base propre 2 p
et au faisceau d'ensembles il!G’ on vérifie que p*i1!G = iZ!G’ d’oir
la suite exacte

1. = Rl
0—>Rrf, (1,,6) sz £l,00,6) —> £, Ripy 1y, G .

La flache B est injective (car o l'est). Si on applique le théordme de
changement de base propre & p et au faisceau em groupes G ; supposé
Ind=-fini, on trouve que Rlp* ilf G = 0 . Donc B est un épimorphisme,

ce qui achéve de démontrer 5.1,12,

Définition 5.1.13. Pour tout site X, on désigne par D (X) la

sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée de la catégorie des

faisceaux abéliens sur X, formée des complexes dont les faisceaux de

cohomologie sont de torsion,

Variante 5.1.14, Dans la catégorie (8), on peut d'une, et essentiellement

d'une seule facon, définir pour toute fléche f : X —2> Y un_ foncteur

triangulé et "way out" [RD, I 7]

+ -+
Rff ) Dtors(X) Dtors(Y)

et pour tout morphisme composé £ = g h des isomorphismes de transitivité

vérifiant des conditions (i) (ii) (iii) analopues a celles de 5.1.4.

Variante 5.1.5. Placons-nous dans la catégorie des S~schémas annelés

par des faisceaux de torsion, les fléches &tant les morphismes de schémas

annelés induisant (0.8) un morphisme §-compactifiable de schémas. Pour

toute flache
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£ &, — (1, ,

soit Rf, le composé du foncteur dfoubli de la catégorie des A -modules

dans celle des f*(b -modules, et de Rf, . Ces foncteurs jouissent des

propriétés de variance des foncteurs Rf, usuels.

On notera toutefois que la notation Rf, n'est raisonneble
ici que si b est fini sur £*(b , ainsi gu'on s'en rend compte en

prenant X = Y = Specfk), k algébriquement clos.

5.1.16, Soient £ : X —> 5 un morphisme compactifiable, j : U —> X un
ouvert de X, i : F —> X le fermé complémentaire, J%S un faisceau d'anneaux

de torsion sur §, agax son image réciproque sur X et K € 0b D(X,Jéx).
La suite exacte de complexes

0 —> j,j*K —> K —> 1,1*K ——> 0
donne naissance 2 un triangle distingué dans D(X,J%X) [VERDIER C.D. I 2.4],

Son image par Rf5 est un triangle distingué (5.1.8 (b))

(5.1.16.1) R(fj)ljﬂ( —> RE,K —> R(f 1), i*K —> R(f j)!j*K[l]

qui définit une suite exacte longue de cohomologie

(5.1.16.2)... RY(£D), 34 —> r%,K —> R, 1% A Rq+1(fj)!j*l< > ..

Dans le cas particulier ol S est spectre d'un corps séparable-~
ment clos et ol K est réduit a un faisceau G placé en degré O , la suite

(5.1.16,2) s'éerit

(5.1.16.3)... HA(U,8) —> HI(X,6) —> H1(F,0) s Hgﬂ'(U,g)
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5.1.17, Soit un diagramme de schémas S-compactifiables
X e b4
S s
avec u propre. On anndle X et Y par 1'image réciproque d'un faisceau
d'anneaux de torsion °A>S sur S. Pour K € D(Y,J%Y), la fléche évidente
(d'adjonction) K —> Ru,u*K définit par application du foncteur Rg, une flache

(5.1.17.1) u¥* : Rg, K —> Rg,Ru,u* = Rg; Ru,uk == Rf,u*K

(contravariance de la cohomologie A support propre vis-3-vis des morphis-

mes propres),
Pour § spectre d'un corps algébriquement clos et K réduit 2

un faisceau G placé en degré O, cette flache s'écrit

(5.1.17.2) u* 1Y, Q) — 13X,
C - < -

5.2. Le théordme de changement de base,

5.2,1, Soient f : X ~—> Y un morphisme de topos, V un ouvert de Y,
U= f’l(V) son image réciproque dams X, A, un faisceau d'anneaux sur Y,
Al un faisceau d'anneaux sur X et L un complexe borné supérieurement

de (A, £%A)ebimodules:

(5.2.1.1) i' ]
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On dispose alors d'un isomorphisme de changement de base
(5.1.2.1) entre foncteurs de D(V,/A) dans D(X, f¥A) : f*j! s j!f'* .
De plus, on dispose d'un isomorphisme évident entre foncteurs de DTy, £1%A)
. L I .
dans D (X,J&') : L ®f*ka§ K = j;(j'*L ®f*U\K)' Pour le comstruire, il
suffit de noter que si un complexe K est déployé pour le foncteur
3L %f*A , alors le complexe j!K est déployé pour le foncteur L %f*c/?.’
et quion dispose d'un isomorphisme du type précédent au niveau des
complexes, Composant ces deux isomorphismes, on obtient un isomorphisme

de changement de base entre foncteurs de D (V,sA) dans DX, AY) :

L L
(5.2.1,2) L ®f*v%f* 3K == ji(j‘*L ®f,mf'*x) .
Si L est borné a composante de tor-dimension finie sur £*h,

cet isomorphisme est encore défini pour K € Ob D(V,b) .

5,2,2, Soient £ : X —> S et g : §' ~—> S des morphismes de schémas,et
supposons que f soit le composé d'une immersion ouverte j et d'un mor~
phisme propre p, dont la dimension des fibres soit bornée par un entiev
n (automatique pour S guasi~-compact)., Ces morphismes s'insdrent dans

un diagramme & carrés cartésiens
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Soient H un faisceau d'anneaux de torsion sur §, ' un faisceau
d'anneaux de torsion sur S' et L un complexe borné supérieurement

de (A',g*A)-bimodules, On anntle X et X (resp. X' et X') par les
images réciproques oﬂox et fbi (resp. r/‘e'x, etcfn'-}-(-,) de A (resp,A')
sur X et X (resp, X' et X'). On dispose alors d'isomorphismes de
changement de bese {5,2.1.2) entre les foncteurs p'*L:% E*j!K et
ji(f'*L ® g'*K) de D—(X,dkx) dans D‘(i',aﬁﬂi,),et d'isomorphi smes

de changement de base (4,3.1) entre les foncteurs IAES g* Rp, K et

Rp}, (p'*Lg B¥K) de D-()_(.,r/&vi) dans D™(S', A'). Par compsition, on

en déduit un isomorphisme de changement de base entre foncteurs de

D"(X,d%x) dans D (S8',/A!")
L ~ I
(5.2.2.1) L ® g* Rp,j, K ——> Rp} j} (£'%L @ g'*K) .
Lorsque L est borné A composantes de tor-dimension finie, les

arguments précédents et 4,3.2 (i) permettent de d&finir 1'isomorphisme

de changement de base pour K € 0b D(X"A’X)'

Pour pouvoir référer a 5,1.8, supposons que S soit quasi~compact
quasi-séparé. Les foncteurs Rp, j, = Rf; et Rpli! = Rf} ne dépendent alors que

de f et f', ce qui donne un sens au

Lemme 5,2.3, L'igomorphisme de changement de base (5.2.2,1) ne dépend

o —

pas de la compactification choisie £ = p j de X .

8oit un morphisme de compactification q : 3-('1 — '}.{'2
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X - X1
’ \ q
1, _
(5.2.3.1) £ ™ X
pl 2
¥ Py
s

1.'isomorphisme de changement de base o relatif a El stobtient en
"ecomposant'" ceux relatifs a j1 et p; , ou encore en composant ceux
relatifs 2 jl, q et p, . L'isomorphisme <, relatif a ié siobtient

en composant ceux relatifs a j2 et p, . Pour vérifier que Cp =Sy

il suffit de vérifier que 1'isomorphisme ci relatif 2 3y s'obtient

comme le composé ci de ceux relatifs a jl et q , Désignons par un '

les fliaches déduites par le changement de base g des flaches (5,2.3.12 ;

c! et cé sont des isomorphismes

1

L L
ci, cé 1L g, igr K —5—> jéz (jé*L@g'*K) .
D'aprds (5.1.3.2), pour vérifier que ci = ¢} , il suffit de le vérifier
apr2s s'8tre restreint 3 X! , ce qui est trivial.

2

Les isomorphismes de changement de base relatifs a deux
compactifications entre lesquelles il existe un morphisme sont donc

égaux, et on conclut par 3.2,6 (ii),

Lemme 5.2.4., Soit f=uv : X ->» Y —> S un composé de morphismes

S~compactifiables, Les isomorphismes de changement de base (5,2,2.1)

relatifs 3 u, v et f donnent lieu 3 un diagramme commutatif (notations

de(5.2.4.1) ci~dessous) :
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L L
L ® g¥ Ruv, K Rutv?, ({u'v!)*L @ g"¥K)

L L
L ® g¥Ru,Rv,K > Ru}{u'#1@g'*Rv, )" RulRv]{v'¥*u'# 1R8g%*K)

Choisissons une compactification de (u,v) (3.2,5):

X' 22 > X
g"
u'
Py
(32.4.D Y
gl
v? v
Py
y X
st > 5
g

Le lemme 5.2.4 exprime que 1'isomorphisme de changement de

base € relatif 3 f est le composé c, de ceux relatifs a u et v .

2
L'isomorphisme ¢ s'obtient en composant les isomorphismes de changement
de base relatifs 2a jl’ jz, Py et Py . Pour ¢,, on compose ceux relatifs
3 jl, s 33, Py - I1 suffit donc de comparer les isomorphismes ci s
composé de ceux relatifs a Py et jz, et cé , composé de ceux relatifs

éjBetpl.

Soit le diagramme cartésien
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X! £ > X
. .
i i,
pi DX — X
g
¥
& Y
33
v
— E7
g'
v\\\» d///:;
g ca

L' = p'#* L et
2

L—' —
c{, cé : LY @ gt R(j3pl)!K ey R(jépi)!((jgpi)*Lt s S

En vertu de (5.1.3.2), pour vérifier que ci = ci, i1 suffit de vérifier

que j;*(ci) = j;*(ci), ce qui est trivial,

Lemme 5,2.5, Scient des morphismes de schémas annelés par des faisceaux

d’anneaux de torsion

4 g
(8", &) —2—sy (57, A1) —L—» (5,4),

et £ : X ~> S5 un morphisme compactifiable, d'ol un diagramme :
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xH » X! X
g5 8
£ £! £
\4
gy st s .
gy gl

On anntle X, X', X" par f*fA , £'*A! et £"* A" | Alors, le diagramme

L(glgz)*Rf! = - Rf? L(gigé)*

Lgng% Rf!-—-—3=————~> Lg? Rfi Lg¥ e e e Rf? Lgi* Lgé*

est commutatif,

Ce lemme se déduit aussitbt des résultats analogues pour les

foncteurs j, et Rp, pour p propre. On laisse au lecteur le soin de le

moduler,

On résume les énoncés qui précédent en le

Théorzme 5.2.6. Le foncteur Rf, commute aux changements de base,

Variantes 5.2.7. (i) Les foncteurs f! {pour les faisceaux d'ensembles
pointés : 5,1.11) et les foncteurs le! (pour les faisceaux en groupes :
5.1.12) commutent aux changement de base,

(i1) Les foncteurs RE, (5.1.14) commutent aux changements de base,

(ii1) Sous les hypothdses (5.2,2), si L est borné et 2 composantes de
tor-dimension finie, les foncteurs Rf, : D(X) —= D(S), commutent aux

changements de base,
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Le théordme 5,2.6 est essentiellement équivalent 3 la con=-

jonction des deux corollaires 5,2.8 et 5,2.9 suivants,

Proposition 5.2.8, Scient f : X —> § un morphisme compactifiable, et

% un faisceau de torsion sur X , Pour tout point géométrique s de S,

soient Xs la fibre péométrique de X en 5 et gs le faisceau induit.

On_a canoniquement

q g
(R f:({B))S Bc<xs,‘{3s) .

Corollaire 5.2.8,1, 8i les fibres de f sont de dimension < d, le foncteur

Rf, est de dimension cohomologique < 24 (1.2,9) : pour tout faisceau de
torsion F, on a le, F =0 pour i >2d , Le foncteur def, est donc exact

3 droite sur la catégorie des faisceaux de torsion.

On se ramdne par changement de base (5.2.8) au cas ol
S est le spectre d'un corps algébriquement clos, Si alors X est un schéma
propre sur S contenant X comme ouvert de Zariski dense, j : X —> X s
on a dim(X) = dim(X) S D, Pour F faisceau de torsion sur X et i > 2d,

on a donc, par X 4.3, 5.2

ui(x,g_) = B&,3,0 =0 .

Proposition 5.2.9. Scolent f : X —> § un morphisme compactifiable, OA

un faisceau d'anneaux de torsion sur S, K un complexe borné supérieu-

rement de f*d% ~modules 2 gauche et L un complexe borné supérieurement

de UA -modules 3 droite , On a canoniquement

L L
L ® RE,(K) = RE, (L ® K) .
A R A
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Cette proposition implique formellement le résultat suivant :

Théor2me 5.2,10, Soient f : X —» S un morphisme compactifiable, J&

un faisceau d'anneaux de torsion sur 5, K € I (X, f¥%A) etd €2,

8i K est de Tor-dimemsion finie < d (4.,1.9),alors Rf, K est de

Tor-dimension finie < d |

I1 suffit de vérifier que pour tout faisceau de A -modules 2
droite L sur S, on a
i, L
H(LQ®RE, K) =0 pour i >d .

Dlaprés 5.2.9 , on sait que

i L i L
H “(L @ Rf,K) R f,(f*L@K),

de plus, par hypothése,

- L
et Ld K =0 pour i >d

et on conclut en remarquant que si un complexe M de faisceaux de modules
sur X satisfait 2 H -(M) = 0 pour i > d, alors on a emcore H-i(Rf,M) =0
pour i > d .

Dans le cas particulier des faisceaux d'anneaux constants et

noethériens, on a le résultat plus général :

Théoréme 5,2.11, Soient £ : X —> § un morphisme de sites , A un anneau ,

C son centre et d € Z, On suppose que

(i) le foncteur Rf, : D+(X,C) —> p'(5,C) est de dimension cohomologique

finie.

(ii) A est noethérien 3 droite,

(iii) S a assez de points,
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Pour tout complexe K € Ob D-(X,A) de faisceaux de A-modules 3 gauche,

8l K est de Tor~dimension finie < d, alors le complexe Rf, K € 0b D'(S,A)

est de Tor-dimension < d ,

Preuve. En vertu de (i), le foncteur f, est dérivable en des foncteurs
Rf, : D(X,A) —> D(S5,A)

et
Rf, : D(X,C) —2 D(5,0)
D'aprés 4.,2.8 , il suffit de vérifier que pour tout point
s de S, le complexe (Rf*K)s de A-modules est de Tor-dimension < d ;

il suffit pour cela que pour tout A-module 3 droite L de type fini on ait
- L
H (L ®Rf, K) =0pour i >d ,

Raisonnant comme en 5,2.10, on voit qu'il suffit pour cela que

la "flache de changement de base"
L L
(s.2.11.1) L ® Rf, K —> Rf (L ® K)

solit un isomorphisme.

Soit L* une résolution de L par des A-modules libres de type
fini. Les foncteurs considérés étant way-out 2 droite, il suffit de
prouver que (5.2.11.1) est un isomorphisme aprés avoir remplacé L par
une quelconque composante de Ly , et on est ramené au cas trivial od

L est libre de type fini.
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Remarques 5.2.12, {i) L'hypoth2se (iii) de 5.2.11 est sans doute inutile.
(ii) Si on omet 1'hypoth2se noethérienne sur A, 5,2,11 reste valable
lorsque les foncteurs Rif* commutent aux limites inductives filtrantes.
(iii) L'hypoth:®se que S soit annelé par un faisceau d'anneaux constant
est essentielle. On obtiendrait un contre-exemple en prenant pour §

le spectre d'un anncau de valuation discréte strictement local, pour

f 1'inclusion du point générique 1 , pour faisceau d'anneauxcﬂ le
faisceau valant Z /nZ au point générique et Z /nzﬂ au point fermé s

(n > 1 premier aux caractéristiques résiduelles) et pour faisceau le

module £%.A4,

5.3, Théordme de comparaison et théoréme de finitude,

5.3.1. A un schéma X de type fini sur € sont associés son site &tale

X,, » Son site transcendant X , et un morphisme de sites (XI 4)

4

Do

2

€ XcL Xet

Si j : U=—> X est une immersion ouverte, le diagramme commutatif

U

cd Ue t

Xc& Xet

. 1 ~ t
identifie Uc{, a2 l'ouvert de Xc&, image réciproque de l'ouvert U& de Xé‘t
Si p : Y —> X est un morphisme propre, 1'application continue

an an an

Y —= X est propre et séparée, Pour le voir, on se ramdne par

le lemme de Chow au cas p projectif,
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Soit £ : X —» § un morphisme compactifiable de schémas

de type fini sur € et soit £ = p j une compactification de f .

> X

Jer, 3

(5.3.1.1)

ke
bt |

(2

cl
Pey, £ L4

Yy

cd

Le foncteur i n'est autre que le foncteur image directe a support
Petw Jent &

propre f (voir VERDIER [3]).Si S donc X, est séparé, le foncteur

it ek’

jc&, transforme faisceaux mous sur XC

L

1 en faisceau mous sur §;£
[TF 11 3.5.5]. La question étant locale sur S, il transforme em tout
cas faisceaux flasques sur xcL en faisceaux sur XcL acycliques pour le

foncteur p_,, . On a donc (cf., VERDIER {30}

Rfp = RPeg, Jer .

5.3.2. D'aprds 5.1.2, on dispose d'un isomorphisme de changement de

base, entre foncteurs de D(X} dans D(XCL)

33 —_—— g c¥# .
€y Jeas
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D'aprés 4.2,12 ou 4.1.5, on dispose d'un morphisme de chan-

gement de base entre foncteurs de pt(X) dans D+(Sc&) :
W* e s *
€%Rp,, Rch* € .

Par composition, on en déduit un morphisme de changement de bage, entre

+ -+
foncteurs de Dtors(X) dans Dtors(scL) (5.1.,13)

(5.3.2.1) e*Rf, —————> Rf_,, e*

On vérifie comme en 5.2,3 qu'il ne dépend pas de la compacti~-
fication choisie de f ; il vérifie unme formule de transitivité du type

5.2.4,

Théoréme 5.3.3, (Théorzme de comparaison), Le morghisme(5.3.2.1)est
un _isomorphisme,

Par construction, il suffit de traiter le cas od f est propre,
Les foncteurs considérés sont triangulés et "way-cut" [RD I 7], Il suffit

donc de traiter le cas ot K est réduit a un faisceau de torsion placé

en degré 0, et on conclut par XVI 4.1 (i).

Variantes 5.3.4. (i) Si F est un faisceau d'annesux de torsion sur Set s
on obtient de m@me un isomorphisme (5.3.2.1) entre foncteurs de DX, £¥ )
dans D(S,e*A).

(ii) En bas degré, on trouve les variantes habituelles pour les faisceaux

d'ensembles pointés et les faisceaux en groupes Ind-finis,
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Corollaire 5.3.5., Soient X un schéma séparé de type fini sur €, qui

puisse se compactifier en un schéma propre sur €, et F un faisceau de

torsion sur X . On a alors

BNX, ) —=— nlx ,,e*m) .
. c ol

Théordme 5.3.6, Soient f : X —> § un morphisme compactifiable de pré-

sentation finie et A un anneau de torsion noethérien 3 gauche. Le foncw

teur Rf, : D(X,A) ——> D(S,A) transforme complexes 3 cohomologie cons-

tructible en complexes 2 cohomologie constructible,

L'assertion est locale sur S, qu'on peut supposer affine.
Par passage 2 la limite, on se ramdne cu cns 5 noethérien.
lLes complexes & cohomologie constructible forment une sous-catégorie
triangulée de D(S,A). Le foncteur Rf! é&tant "waywout", on se raméne
a4 vérifier que si ¥ est un faisceau constructible de A-modules, les
faisceaux qu!g sont constructibles, Soit f = pj, avec p propre et j
une immersion ouverte, Om a qu,§ = qu*(jsﬁ). Le faisceau jzﬁ est

constructible et on conclut par XIV 1.1,

5.3.7. En bas degrés, on dispose d'énoncés analogues pour les images
directes A support propre d'un faisceau constructible d'ensembles ou

de groupes Ind-finis,

Corollaire 5,3.8, Soient X un schéma séparé de type fini sur un corps

séparablement ¢los k et 7§ un faisceau constructible de torsiom sur X .

On suppose que X puisse se compactifier ea un schéma propre sur k .

Alors, les groupes HE(X,%) sont finis.
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5.4, Formule de Kunneth,

5.4,1, Soit un diagramme commutatif (0.11) de sites

o]
~
N<—-«--—~‘—"—"""N

(5.4.1.1) f

IR e ]

On suppose S annelé par un faisceau d'anneaux o, de centre G ; on dési~
gnera encore par A et 6 les images réciproques de ces faisceaux sur les
sites de (5.4.1.1).

Si K est un faisceau de /b -modules 2 droite sur X et L un
faisceau de fo -modules 2 gauche sur Y, on pose
KE L=p*® qg¥lL
Ho o

(produit tensoriel externe), De méme pour K (resp, L) sur X' (resp. Y').
Soit alors K un faisceau de Jb ~modules a droite sur X' et L un faisceau
de A ~modules 3 gauche sur Y'. Les fl2ches de changement de base (XII 4,13
définissent

p#fy K ————> h,p'*K
(5.4.1,2)

qitg, L ———> h,q'¥L ,
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d'oir, par produit tensoriel, une fléche
(5.4.1,3) £,RKS —> hp'¥K Q@ huq'L —> h (K& L) .
+ MF*L #P o % Eﬂ&
Supposons que les foncteurs
Rf, : DT(X!, A®) —> DY (x, &%)
+ +
Rgy : D (Y', A) —> D (Y,A)
Rh,, : D+(Z', g) — D+(Z, €)

soient de dimension cohomologique finie,et se prolongent donc aux caté-
gories dérivées entidres, Il s'impose alors, pour K € Ob D_(X',J%o) et

L € 0b D (Y',A), de définir une fléche de KUnneth

1L L
(5.4,1.4) Rf, K lg(/%Rg*L ——> Rh (K L)

On ne la définira que si les sites considérés ont assez de
points, de fagcon 3 pouvoir utiliser 4.,2.1C et 4,2.8 ., En vertu de
4,2.10, il suffit de la définir pour un couple (K,L) déployé a gauche
pour le foncteur (K,L) r—> KE%&L, K et L étant déployés 3 droite pour
les foncteurs f, et g, et bornés supérieurement.

Soient Kl une résolution plate de f, K, L1 une résolution
plate de g L et u : K é& L —> M une résolution de K éélq déployée

pour le foncteur Rh, . On dispose de morphismes

L
REK & Rel = Ky Bl —> £ Rgl —>

= L
~—> h,(K g‘AL)-———> hyM Rh, (K SAL)

et on définit (5.4,1.4) comme leur composé.
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Cette fldche a la propriété caractéristique suivante, de

démonstration toute analogue 3 celle de 4,2.13 :

5.4,1.5. Soient K € Ob C (X',A") et L € Ob C (Y',A). Posons

K1 = f.K, L1 = g4k, et M’Z = KL , Le diagramme suivant est alors
commutati £
L L
RELK =y Rex L > Rhy (K &, L)

1.
Klgu‘\:Lk R 4 KIWLI ——>hy, MZ ———2  Rh, M.‘Z .
On z une commutativité ~nalogue (cf. 4.2,13) en partant plotdt

de morphismes Kl —> £, K, L, = g, K et KBL —> MZ .

1
La commutativité £.4.1.5 rend en principe aisée la vérification

des propriétés de compatibilité du morphisme de Kunneth,

5.4,2, Soient un diagramme commutatif (5.4.1.1) de schémas et J? un
faisceau de torsion sur S, Supposons que f et g sont compactifiables
(3.2.1), que 2 = Xxg¥ et que Z' = X'XSY'. Factorisons f et g en un

morphisme propre et une immersion ouverte ; on obtient un di agr amme

‘ p! ' q v

7

<
-

-
Ee— N
-

w
G
[
N

|
Lo |
|

3

N

B e PO
+h}

N e N
=41

" e+
o |
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dans lequel on a posé Z' = f'xSY' . On dispose d'un isomorphisme de

nature triviale, pour K et L complexes sur X' et Y'

(5.4.2,1) xX=x L) —=> Jpr K& 3y, L .

3

3R Ao
En "composant" 1'inverse de cet isomorphisme et la fl2che
de Kunneth (5.4.1.4) relative 2 (?,E,E,jl,K,jz,L), on obtient, pour

K € 0b D"(X',A) et L € 0b D (Y',A), une fleche de Kunneth

L L
(5.4.2.2) Rf, K B2 Rg,L —> Rh, (K L) ,

dont on vérifie qu'elle ne dépend pas des compactifications choisies,

Théordme 5.4.3. Sous les hypoth&ses de 5.4.2, la fléche de Kunneth en

cohomologie 3 supports propres (5.4.2.2) est un isomorphisme,

Preuve, (a) Par construction, il suffit de vérifier ce résultat lorsque

f et g (donc aussi h) sont propres,

(b) Soit un diagramme commutatif

X pl > 8 ql

1 1 1
S

(5.4.3.1)

q

et soient Z. = X. X Y

1 =yt 1 = v1
1 1 X! =X X;, ¥ =¥ x ¥, et

X

1* 71 1

S1 X Y

Z{ = Xi b Yi = 2' X Zl’ de sorte que l'on dispose d'un morphisme de
1 1

diagrammes (5.4,1),

(sl,xl,yl,zl,xi,yi,zi) ——z (8,X,¥,Z,X',Y',2")

dont les flaches seront uniformément désignées par C .
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On admettra que :

Lemme 5.4.3.2. Le diagramme suivant est commutatif :

L L
C*(sz K E&Rg: L) === C*Rf!K &aﬁc* Rg, L ~— Rfl,C*K %Rg“ c* L

L - L L
C*(Rh, (K mL) Rh (CH(K B,L)) === Rh, (O & cF L) .

Dans ce diagramme, les flaches horizontales sont des fléches de
changement de base et les flaches verticales les fléches de Kumneth
pour les deux diagrammes (5.4.1,1) considérés,
Pour prouver 5.4,3 , il suffit de prouver que la fléche
de Kunneth est un isomorphisme en tout point géométrique de Z , U'aprds
5.4.3.2, il suffit de le vérifier aprés un quelconque changement de

base (5.4.3.1) tel que S, soit le spectre d'un corps algébriquement clos

1
et Pys 9 des isomorphismes,
Aprés un tel changement de base, le diagramme (5,4.1.1) sc réduit

& un diagramme

S

P
=

et la flache de Kunneth & une fléche (5.4.4,1)

(5.4.3.3)
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L L
(5.4.3.4) k : Rf, K® Rg, L —> R(fxg) (KR L) .

(¢) Soit un diagramme (5,4,3.3) dans lesquel f et g sont propres.

On admettra que @

Lemme 5.4.3.5, Le diagramme suivant est commutatif

L
Rf,K ® Rg,L ——me—3 R{fxg) (K & L)
L A

L
L
RE, (K %hf*Rg,L) ———> Rf, Rp,{p*K ® ¢*L} .

Dans ce diagramme, les flaches horizontales sont les fl2ches
de Kunneth et la fl2che de changement de base., Les fl2ches verticales
sont une fleche de changement de base par f et un isomorphisme de
transitivité, Le théor2me 5.5.9 est conséquence de ce lemme et de 4.3.1.

Le lecteur courageux pourra vérifier que ce lemme reste

valable si £ et g ne sont pas nécessairement propres,

5.4.4, Soient S un schéma, £, : X; —> X, (i€1) une famille finie
de morphismes compactifiables de S-schémas, X le produit sur § des X, ,
X' le produit sur § des Xi et £ : X' —> X le produit des 'fi . 518

est annelé par A , comme en 5.4,1, et si on anndle les Xi et Xi par

1'image réciproque de A , on a plus généralement un isomorphisme

L L
(5.4.4,1) = rE,, (x,) —=—> Rf, (] K,) s
ier v ¢ G
pour K, € 0b D (X!,A), La définition de cet isomorphisme, ainsi que

celle des deux membres de(5.4.4.14 ne nécessite pas le choix d'un ordre

total sur I ,
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5.5, Cohomologie des puissances symétriques,

Le résultat principal de ce n® est le théoréme 5.5,21, donnant
en particulier la cohomologie & supports propres d'une puissance symé-
trique d'un schéma X sur un corps k algébriquement clos, pour des
coefficients convenables (par exemple Z /nZ ) en terme de la cohomologie
a2 supports propres de X , L'analogue de ce théorzme en topologie
semi~-simpliciale est bien connu, tout au moins pour la cohomologie 2
coefficients dans un anneau commutatif A ; il se vérifie au niveau des
cochaines semi~simpliciales. En effet, si X, est un ensemble semi-simplicial,
il existe une bijection continue canonique de la réalisation géométrique
de la puissance symétrique n.2me (X*)n/Gn de X, dans la puissance symé-
trique niéme de la réalisation géométrique de X, , et cette bijection
induit un isomorphisme sur la cohomologie,
5.5.1. Rappelons quelques propriétés (dues 2 D, LAZARD) des modules
plats, quelques propriétés {(dues 3 ROBY) des foncteurs s™ et TO ,

et quelques propriétés (dues & DOLD et PUPPE) des foncteurs dérivés

de foncteurs non additifs.

5.5.1.1. Tout module plat sur un anneau A est limite inductive filtrante

de modules libres de type fini (LATARD [1, I 1.2]), Ce résultat implique

les suivants :

5.5.1.2. Le foncteur lim est une é&quivalence de la catégorie des Ind-objets
{1 8.1) de la catégorie des A-modules libres de type fini (resp. pro~-

jectifs de type fini) avec la catégorie des A-modules plats,
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5.5.1.3, Si A et B sont deux anneaux, tout foncteur T : Mod(4) —> Mod(B)
qui transforme module libre de type fini en module plat et commute aux
limites inductives filtrantes,transforme module plat en module plat

(LAZARD {1, I 1.50).

5,5.1.4. Toute suite exacte de A-modules, avec L" plat,

0 —>1L! —> L > L" 0

est limite inductive de suites exactes scindées (LAZARD {1, 1 2.31).

5,5.2. Soient A un anneau commutatif et M un A-module.

5.5.2.1. Pour tout entier n, on désigne par T8 (1) (ou TSX(M)) le
module des tenseurs symétriques de degré n de M , Désignant par G%n le

groupe symétrique de degré n, on a par définition

n
e = @ wo "

Si B est une A-algeébre, alors TSn(B) est une sous-algébre de
n
® B ., Si de plus B est commutatif, alors Spec(TSn(B)) est par définition

la puissance symétrique nléme de Spec(B) sur Spec(a):

spec(TS,(B)) = Syml () (Spec(B) = (Spec(B)/Spec(A)™/ &

dfn

5.5.2.2, Rappelons (ROBY [1, I 1 pg.226]) qu'une loi polynbme f d'un
A-module M dans un A-module N est la donmnée, pour toute A-algébre
commutative A', d'une application fA‘ T M 8%Af ——— N SkA' , ces
applications étant telles que pout tout homomorphisme de A-algébres

u : A' —> A", le diagramme
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M @A Al - N ® A
A A

u u

" fA" 1]

M @A N @A

soit commutatif,

Une loi polynBme f est dite homogéne de degré n

(ROBY [1, I 1 pg.226]) si, pour tout a' € A', on a identiquement

Inf

A.(x) .

fA,(a' X) = a

Une telle loi polyndme s'appellera aussi application i (quadratique,
cubique, ,..) ; on notera leur ensemble

ique

Hom n (M, M) .

Plus généralement, si (Mi)iEI est une famille finie de A-modules

et n = (ni) une famille d'entiers, une loi polynSme multihomogéne de

i€x
multidegré n des modules Mi dans N est une loi polynBme de T Mi dans N

vérifiant identiquement, pour a €A’,
£, (Cax). ) o (« )
arllagx i) = iIEII R A :

On notera Hom glque((Mi),N) 1'ensemble de ces lois polyndmes.

5.5.2.3. Pour tout module M, le founcteur covariant des A-modules dans
les ensembles

N +——=3 Hom n" 2% (M,N)

est représentable par un A-module ™M (ou TX(M)), muni d'une
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ique

application n universelle Y© : M —> () (roBY (1, IV 1 pg.2261).

Etant donné (M,)

[)jep et n comme en 5.5.2,2, le foncteur covariant

N b———> Hom g_ique((Mi),N)

n
est représenté par le module ® T i(Mi), muni de la loi polynbme
i€l o
mul tihomogéne (de multidegré n) universelle (mi) p—> Q ¥ 1(mi) .
i€1

5.5.2,4. Les foncteurs TS et I'* commutent aux limites indcutives
filtrantes (pour le second, (ROBY [1, IV 6 pg,.275)). Ils transforment
modules libres en modules libres, donc modules plats en modules plats

(5.5.1.2).
, ique n n
5.5.2.5., L'application n de M dans TS (M) donnée par mH—>Q m
définit une application ¢, dite cancnique, de T™(M) dans TS™(M), vérifiant
n
oY m) = @m .

Cette application est un isomorphisme pour M libre de type fini
(ROBY [1,IV pg.272]) donc aussi pour M plat (5.5.2.4 et 5.5.1.1).

Soit M un A-module et P une suite eXacte

p:p —S>p £ 5y o .
1 [
. 1 = . : z : 1]
Soit P1 P1 *x Po’ et soient j et 3y les morphismes de P1 dans P0 de
coordonnées (d,I1d) et (0,Id), La suite
G
i)
) =——= 1z ) —> "W —> 0
(31)

est alors exacte (ROBY [1 pg.284)). Pour P une présentation plate de
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n
M, on en déduit une description du foncteur ™ via le foncteur TS

(5.5.2.5.1)  18"(R)) /=3 5"(P ) ™ (M) > 0

5.5.2.6, Si M =M ©M', 1'application n 1°¢

n' n"
o> (y m® Y m)nz+nrv=n

définit un isomorphisme, dit canonique (ROBY [1, III 4])

(5.5.2.6.1) TH(M) —=—> Z mwer™a .

n'+n'=n

Si L est une suite exacte

T:0 M! M M 1 s

le module T™(M) est muni d'une filtration canomique (décroissante)

et de morphismes

(5.5.2.6.2) T @ I ) — el ()

Ces données sont caractérisées par les propriétés d'&tre fonctorielles
en L et de vérifier une compatibilité évidente avec (5,5.2.6,1) pour L
scindable. Les fléches(5,5.2.6,2) sont des isomorphismes pour L scindable,

donc aussi pour M' plat (5,5.1.4).

5.5,2,7. Le foncteur T commute 2 1'extension des scalaires (ROBY [1, III 3

pg.2627) {(la propriété analogue pour TS™ est en général fausse),

5.5.2.8, 8iu: M1XM2 —> N est une application bilinéaire, alors
y?eu est une loi polyuBme bihomogene de bidegré (n,n) et définit donc

(5.5.2.3) u” : T"OM) ® TO(M) —> TO(N) vérifiant um (v =@y y) =y ulx,y).
! )
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En particulier, si B est une A-algébre, le produit : BXB —> B induit
un produit sur T(B). Ce produit fait de T(B) une A-algébre, et 1'appli-

cation canonique de TV(B) dans TS"(B) est un homomorphisme d'algebres,

5.5.3. Soit A une catégorie abélienne, On désignera par ssimp1+(d%)
>

la catégorie des objets co-semi-simpliciaux de b , par C O(G&) la

catégorie des complexes différentiels K avec k' =0 pour i < 0, et

> >
par K O(h) 1'image de C O(d%) dans K(/). Si K € 0b ssimpl+(d%), le
; s 2 20 P
complexe normalisé associé N(K) € Ob € (JA) est défini par

(5.5.3.1) { N(K)" = intersection des noyaux des opérateurs de dégéneres-

cence de K" dans k™!

d = (-1 3
Si on désigne encore par K le complexe de composantes Kn,
et de différentielle d = Z(—l)ibi, alors N(K) est un sous-complexe facteur
direct dans K, et K/N(K) est homotope a zéro,
D'apres DOLD=-PUFPE (1), le foncteur N est une équivalence

de catégories
>4
N : ssimplT(A) —> cO(AY .

Cette équivalence et son inverse transforment morphismes homotopes en

. R + n
morphismes homotepes. De plus, pour tout K € Ob ssimpl (J%), K est
somme de copies de N(K)i (i=n) ; si IP est une propriété d'objets de A s
stable par sommes finies et facteurs directs, on en déduit que les -
ont la propriété P pour i < n si et seulement si les N(K)' ont cette

propriété pour i < n ,
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L'équivalence N est utilisée par DOLD et PUPPE pour étendre
tout foncteur (non nécessairement additif) T : b —> GO de A dans
une catégorie quelconque (5 en un foncteur CZO(T) (ou simplement T)
de Czo(d‘%) dans CZO(@))

(5.5.3.2) O =ntt .

2
Le foncteur C O(T) passe au quotient pour définir

(5.5.3.3) T ou KUT) : KO(A) —> KB .

idme
"cross effect"

5.5.3.4. 8i T est de degré < n, i,e, si le (n+l)
est nul (DOLD-PUPPE [1, 4.18 pg.232]) alors, pour tout K € Cb (A
tel que K- = 0 pour i > m, on a ET(K)]i = 0 pour i > nm {DOLD-PUPPE

{1, 4.2.3 pg.233]).

5.5.3.5, En particulier, si T est un foncteur de degré fini de la
catégorie des A-modules dans celle des B-modules, qui transforme objet
plat en objet plat, alors un complexe plat borné az pour image un

complexe plat borné.

Lemme 5.5.4. Soit A une catégorie abélienne.

2
(1) Les quasi-isomorphismes dans K 0(d¥) permettent un calcul des

fractions a gauche et & droite.

(ii) Le foncteur évident est une équivalence entre la catégorie déduite

2 , 20
de X O(d%) en inversant les quasi-isomorphismes et la catégorie D (A).
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Le foncteur Too () ——> CZO(J%) (1.1.13) passe
au quotient pour définir un foncteur Tog ° K(A) ——> KZO(Jb), adjoint
a4 gauche 2 1'inclusion de Kzo(d%) dans % . Le foncteur T2o transforme
quasi~isomorphismes en quasi-isomorphismes, et la fl2che d'adjonction
K e TZO(X) est un quasi-isomorphisme si et seulement si Hi(X) =0
pour i < G . Le lemme 5,5.4 résulte donc de VERDIER [CD] et des points

(i) et (ii) du lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur :

' Lemme 5.5.4.1. Sgient K une catéporie, K' une sous-catégorie pleine,

S un_ensemble de morphismes de K égal 3 1'image inverse de 1'ecnsemble

des isomorphismes de K(S-l) (£ GAB.ZIS Lichep 1 Dot S sa troce dans K',

€n suppose que 1'inclusion i de K' dans K admet un adjoint & gauche 7 ,

et que T{(S) C s' .,

(i) Le foncteur évident de K'(S'“l) dans K(Sal) est pleinement fidéle,

et _admet T pour adjoint A gauche,

(i1) 8i K(S_l) peut se calculer par calcul de fractionsia gauche (resp.

3 droite), alors K'(S'—l) a la méme propriété,

Si 1'inclusion i n'a pas nécessairement d'adjoint & gauche,

et si T désigne le foncteur non partant défini adjoint & gauche a i, on a :

(iii) §£_K(S-1) peut se calculer par calcul de fractions3 gauche (resp,

4 droite} et si pour tout u € S, de but (resp. de source) dans K', T(u)

est défini et dans S', alas K'(S'-l) admet un calcul de fractionsa

gauche (resp. a droite) et le foncteur K'(S‘-l) — K(S—l) est plei~

nement fidéle,
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5.5.5., Soit T : Ao —> Gb un foncteur entre catégories abéliennes.

Comme en 1.2,1, on définit les dérivés de T
LT ¢ 070(R) ——————> Pro(070(B))

RT : D-O(R) merme—> Ind (0°2(®))

par les formules

LT(K) = "lim" T(K")
s Ki—> K

RT(K) = "umf; ("),
s:K =K'

oli s parcourt la catégorie filtrante des quasi~isomorphismes de but
(resp. de source) K .

On dit que T est dérivable 3 gauche (resp. 2 droite) en X

si LT(K) (RT{K)) est représentable, On dir que K est déployé & gauche

(resp, & droite) pour T {ou, par abus de langage, déployé pour LT

(resp, RT)) si la fléche canonique suivante est un isomorphisme :

LT K =—=—> TK (resp, TK —~=—> RT K) .

Proposition 5.5.6. Soit F un foncteur de la catégorie des modules sur

un anneau A dans une catégorie abélienne b , Supposons que les limites

inductives filtrantes dans (b soient représentables et soient exactes,

et que F commute aux limites inductives filtrantes. Alors tout complexe

. =t
porné M® € 0b X 0(A) de modules plats est déployé pour LF .,
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La proposition résulte immédiatement des définitions,du

lemme suivant, qui sera prouvé en 5.5.6.4,et du fait que les quasi-

isomorphismes u : N° —> M’, avec N* € B

b,20

(A) 3 composantes plates,

forment un ensemble cofinal dans la catégorie des quasi-isomorphismes

de but M° ,

Lemme 5.5.6,1, Soit u : N°* —> M un

quasi-isomorphisme entre complexes

b,2C,
AY

plats, objets de C °7 {A), Alors, F{(u)
Hi0YS5,

Lemme 5,5.6,2, Soient HFo une catégorie

est un quasi-isomorphisme,

additive et d un intervalle

borné supériecurement de Z , On désigne

par Cd (resp. Cd’b, resp., Kd,

resp. Kd’b) la catégorie des complexes

nuls en degrés i € d (resp, et

bornés, resp, 3 homotopie prés). On a une équivalence

o 1na(e® A =2 A A)

1l'inverse de cette équivalence induit un foncteur

2 Knd A) —> md® PRy .

A) Prouvons que % est pleinement fid2le. Soit donc K un complexe borné

dlobjets de A etL= "Lim" L_ un Ind~complexe., On a
._.....>(},

~

dfn °
Hom(K,L) = lim Hom(K,L ) = lim 2°(Hom"(K,L )) == z° 1im Hom® (K,L )

25 7° Hom* (K,2L) = Hom(K,LL) s

¢4

1'avant-dernidr isomorphisme provenant du fait que K est fini, de sorte

que la lim commute au passage du double au simple complexe. Ceci prouve

1'assertion.
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B) On laisse au lecteur le soin (assez fastidieux) de vérifier que {
est essentiellement surjectif en construisant, de gauche & droite, 3
partir d'un degré arbitrairement choisi, "suffisamment" de complexes
bornés s'envoyant dans un complexe borné supérieurement de Ind-objets K ;

et de développer de méme le point suivant !

C) Siif : 4 1im K ~—> 4 lim L_ est homotope & zéro : £ = d H + Hd ,
—_— O —

e :
1

N i i .
alors, pour tout Q, H se reléve en H(:L : Ka e Lﬂ(c«) qui, pour B

assez grand, définit une homotopie a zéro de fOL : KOL — LB(G«) .

5.5.6.3., Soient A un anneau, d un intervalle borné supérieurement

de Z , P(A) la catégorie des A-modules projectifs de type fini, PL(A)

Tor < d

la catégorie des A-modules plats., Désignons par D (A) 1l'image

Parf © dsy 11image de c®*P(P(4)) dans

de c(PL(a)) dans D(A) et par D
D(A). D'aprés 5.5.1,2, on a PL(A) = Ind P(A). On a par ailleurs
k5P pa)) = pPFE S 94y on déduit des lors de 5.5.6.2, et du

fait que H  commute aux limites inductives filtrantes, qu'il existe

un diagramme commutatif de foncteurs

lim
cdeprca)) = 2 nd c®*P(p(a))
d i L d,b
K (PL(A)) Ind K2 (P(A))
J
plor & d(A) in > Tnd Dparf < d(A)
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5.5.6.4, Prouvons 5.5.6.1. Avec les notations de 5,5.6.3, si d est

un intervalle [0,k], on dispose (car F commute aux lim ) de diagrammes

commutatifs
kd(pea)) L 1nd k3(p(a))
KO(r) 1nd(k>0(F))
K" () Ind ;+(Gb)
ut Ind(uh)
&> Ho, Ind G5

S§i u est comme en 5.5.6,1, alors, d'apréds 5.5.6.3, £'(u) est un iso-
i =
morphisme, et B K O(F)(u) est donc un isomorphisme, ce qu'il fallait

prouver.

5.5.7. Soient X un schéma sur un schéma S et k un entier, On suppose
que la puissance symétrique Symé(X) est définie. Le lecteur qui voudrait
ne pas faire cette hypoth&se pourra se placer dans la catégorie des
espaces algébriques (ARTIN [1]) . On anndle S par un faisceau d'anneaux
commutatifscfo . A partir de 5.5,19, So sera supposé de torsion. On

désignera encore par Oq , par abus de notations, l'image réciproque de

H sur un quelconque S-schéma,
k
Soit F un faisceau de modules sur X ; le faisceau = F,

. : . . k
produit tensoriel externe de n copies de F, est un faisceau sur X /8,

équivariant par 1'action du groupe symétrique i Sur Xk/S . Par
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passage aux invariants, il définit un faisceau TSixt(g) sur Sym:(X),

appelé puissance tensorielle symétrique externe de F

Pour raisonner "point par point", il est utile de travailler

avec les points de Symg(x) décrits comme suit,

5,5,7.1, Soit s un point géométrique de § . Un point X de Syms(X)

4 valeurs dans k(s) définit un point géométrique de SymS(X). On dési-
gnera par (xl...xk) un point de (X/S)k 2 valeurs dans k(s) d'image x,
1"'xk
ni(lsiSL) la multiplicité de y, dams cette suite (T n, = k).

Par Yy...¥, les éléments distincts de la suite x et par

Avec les notations de 5,5.7.1, et désignant par § un

groupe symétrique, on a I
k Loy %6’11
(5.5.7.2) TSext(F) = @(®F_N s
* 1 Vg

les produits tensoriels étant pris sur J%S . En particulier, pour

P plat, on a, grace 3 5,5.2.5 :

& n,
(5.5.7.3) Tsixt(F) <«x— @ T'F ,
X 1 ¥

en utilisant un argument par récurrence sur {, utilisant la platitude
n.
i
des T Fy (5.5.2.4) et le fait suivant : si G (resp. H) est un groupe fini
i
opérant sur un  A-module M(resp. N), et si M et Nd sont plats, alors

W, i~ (Mo, |
A A
5,5.8. Soit F un Module sur X, et P une présentation plate de F

P Pl P0 > F - O .
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. . s : .
On définit Pl, i, et j; comme en 5.5,2.5, et on définit rixt(F)

{foncteur T externe) comme le conoyau de la double fl2che

k . k
ext(Jo)’ Tsex

(T8 (jl)}. Avec les notations de 5.5.7.1, on déduit

t
de 5.5.7.3 et 5.5.2.5 des isomorphismes

L i,
(5.5.8.1) ™ (®m = g TiE ) .

ext X 1 yi

De cette formule, on déduit que Tiyt(F), qui a priori
dépend fonctoriellement de P, ne dépend, 2 isomorphisme unique pras,

que de F .,

5.5.9. On dispose d'un morphisme fonctoriel

o T (@

=
2X T

> T5* (F) .
ext

Le couple (T,0) est caractérisé par les deux propriétés :
(i) Pour F plat, ¢ est un isomorphisme

(ii) Avec les notatioms de 5.5.2.5, pour toute présentation
s P P

d €
P
P P F 0
de F, la suite
' > K n
I“;xt(Pl) =T () — l‘le‘xt(r) ——> 0

est exacte,
On a de plus :
s k Tk . . .
(iii) Les foncteurs TS et commutent aux limites inductives
filtrantes (d'apréds 5,5.7.2, 5.5.8.1, 5.5.2.4).
(iv) Le foncteur Tk commute 3 toute extension Jb ——> A' de 1'anneau

de base,
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(v) Le foncteur Tk commute 2 tout changement de base §' —> § :

pour tout carré cartésien
X! B 5 %
£! f
§! B s g
on a

ko o1y¥® yk 22 fk 173
Symg(g ) ext ext & *
(5,5.8.1 et 5,5.2.7).

(vi) Le foncteur Ik commute aux images inverses par tout morphisme

radiciel i : X' = X (par exemple une immersion fermée) : On a

k, % N~ K,
Syms(i) Iixt - rext i
(5.5.8.1).

(vii) Pour j : X' —> X une immersion, on a

Symg(j), Ik == Tk D

ext ext

(5,5.8.1),

5.5.10, Soient kI’ k2 et k = k, + k2 trois entiers =z 0 , On dispose

1
alors d'un morphisme £ini ( ) o
o ks K
‘ )]
vklkz : Symg x) Xo Symg &) —— SymS(X, .

K,
Si F (i=1,2) est un Module sur Symsl(x), on désigne par F1 v Fz le

faisceau sur Symg(x)

Fy VF, = Vo (FlgFZ) .
1724
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5.5.11. Soit une suite exacte de Modules sur X

Z:0 F! > F F" 0

Avec les notations 5.5.7.1, on dispose, grace 2 5.5.8.1 et 5.,5.2.6,

d'une filtration sur rﬁxt(F)x , et de morphismes :

Z Lz ni—i
z ® TH(F') @ ® T
1 a 1

ia C/on i 1.,k )
( (F" ) —> or (T __(F) .
y(l ext X

Le premier membre n'est autre que (T (F') V Tk-l(F”)) . On vérifie
ext ext X

facilement que ces données, construites point par point, proviennent

d'une (unique) filtration en k+1 crans de Itxt(F)’ et de morphismes

(uniques)

i =i o i,k
(5.5.11.1) o ) VISte) —s et @l @)

Si la suite exacte ¥ est scindée, on a plus précisément
(vérification point par point & partir de 5,5.2.6.2).
k

1 1 o 1 k
(5.5.11.2) Itxt(F ® ) 5 Tl @) VIS (.

k1+k2=k

Si la suite exacte T est scindable point par point, ou si T"

est plat, les morphismes (5,5.11.1) sont des isomorphismes (cf. 5.5.1.4).

5,5,12, Soit u : X —> Y un morphisme de S-schémas, On suppose que le:
puissances symétriques Symg(x) et Symg(Y) existent, Soient F un Module

sur X, G un Module sur Y et v € Hom(u*G,F) = Hom(G,u,F)un u-hcmomorphisme

n n
: . PR tme
de F dans G (0.2), Si Il u est la puissonce cartécienne xi € de u,

n n n n

1’homomorphisme v induit un [lu-homomorphisme ©$Bv de WF dans &G .
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Par passage aux invariants, celui-ci définit

n n n
.
TS (v) : Tsext(F) -‘——;—-~> Tsext(G)
Syms(u)

On déduit de la définition 5,5.8 qu'il existe un et un seul

Symn(u)—homomorphisme ™ (v), fonctoriel en (F, G, v),
ext

. i3
(.5.12.00 T W) ¢ Tg (0 ——— Text (®
Mg

rendant commutatif le diagramme suivant (cf. (0.2) pour le sens

(inhabituel) des fléches) :

T
™ () ™ (6)

ext sur Symg(u) ext
A
ol sur Id a | sur Id
n TSZXC(V) n
Tsext(F) Tsext(G)

sur Symg(u)

On utilisera cette flache surtout comme "£l2che de Kunmeth

symétrique” : pour G = uyF, et v la fléche canonique, la fldche Tgxt(v)

s'identifie 3 un homomorphismes de Modules

« n n
(5.5.12.1) Y Th (0 F) ——> syn(w), TL (B .
5.5.13, Soit la condition :

@.5.13.1L K € 0b Kb’ZO(X,Ji) et, pour tout point géométrique x de X,

>
le complexe K _ est homotope & un complexe de modules plats L € ob ™ O(JLX}.
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tor=0

Lemme 5.5.13.2. La sous-catégorie Db’ (X,J%) de Db(X,Jk) formée

des complexes de Tor-dimension $ O est équivalente 3 la catégorie qui
b,20

se déduit de la catégorie des complexes K € Ob K (X, A) vérifiant

@.5.13.1)en inversant les quasi-isomorphismes,Cette construction peut

se faire indifféremment par calcul de fractionsd gauche ou & droite.

Soit P la sous-catégorie de K-(X,J%) formée des complexes
point par point homotopes & un complexe de modules plats, On sait
(VERDIER [€.D.]) que B (X,d) se déduit de P en inversant les quasiw
isomorphismes, par calcul de fractions 3 droite ou 2 gauche, On applique

b,=0

alors 5,5.4,1 2 l'inclusion de K (X,&)N P dans P , En effet, si K

est de Tor-dimension < 0, et point par point homotope & des complexes
de modules plats Lx , alors TzO(K) est point par point homotope aux

TZO(LX)’ et ceux-ci sont encore des complexes de modules plats, de

sorte que TZO(K) vérifie 5.5.13.1.

5.5.14, D'aprés 5.5.6.1, 5.5.7,2 ou 5,5.8.1 et 5,5.2.4, tout quasi-
isomorphisme v : K! —> K entre complexes vérifiant (5.5.13.1)induit

des quasi-isomorphismes

s¥(v) ¢ s¥ () = 155 (K)
ext ext

W ¥ KD — T w0

ex ext

Il en résulte que les foncteurs Tk et TSk sont dérivables (5.5.5) sur

b, tor<0

la sous-catégorie D’ (X,J%) de Db(X,J¥), et que les complexes

vérifiantci5.13.1)sont déployés 2 gauche pour ces foncteurs. D'aprés
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5.5.2.4, I‘k et TSk induisent des foncteurs

5.5.16.1) 1155 : D2 OO0, A) —> Db’t"rSO(Symg(x),Ju)
(5.5.14.2) ¥ : 0”70, A) —> Db’m”SO(Symlg(x),JL) )
De plus, le morphisme canonique o (5.5,9) induit d'aprds 5.5.9 (i)

un isomorphisme entre les foncteurs 5.5.14.1 et 5.5,14.2

(5.5.14,3) a Lr'k——-—~——-—-> LTsk

5.5.14.4. Les isomorphismes de 5.5.9 (iv) (v) (vi) (vii) passeat
3 la catégorie dérivée et définissent des isomorphismes :

(iv') Pour A une fr-algkbre, on a

o (K)%ﬁ: = qpk ®& A .
ext ext
ﬂ) Uab'

{v'} Pour tout changement de base g : §' —> §, on a
Keorys s 13
Symg(g) thxtl( LIJ;xt(g K) .
(vi') Pour tout morphisme radiciel i : X' —> X, on a
k
[ )% o #
Syms(l.) Lrtxtx LTth; 1#K
(vii') Pour j : X' ~—> X une immersion, on a !
Symk(j) TR R j
$771 Text ext °!
5.5,15, Soit une suite exacte de complexes plats de CZO(X,J{,),

0—%»K! —> K —>K'~—>0 |,

et appliquons le foncteur Itxt (5.5.3). On trouve (comme en 5.53,11)

que le Module semi-simplicial I‘Ext(N—lK) sur Sym:(x) admet une filtration
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dont les quotients successifs sont les Modules semi-simpliciaux

kl ‘_1 " _1 , -
Text(N K') Vv rﬁxt(w k") (kK"+k" = k).

Passant & la catégorie dérivée on trouve que Lrtxt(K)

est représenté par un complexe filtré dont les quotients successifs
. L :

représentent les objets szxt(K' v LTﬁ;t(K") de la catégorie dérivée
(appliquer 5.5.2.4 et le théor&me de EILENBERG-ZILBER-CARTIER
(isomorphisme dans K d'un objet semi-simplicial double et de sa
diagonale : DOLD ruprr{1.2.9 pg.2130).

Dans la catégorie dérivée, cette construction peut déja
se faire 4 partir d'une suite exacte de complezas vérifiant 5.5.13.1.

* En termes plus intrinséques, soit A un "yrai triangle"

<
d'objets de pP» tor=0

(X,A), i.e. un objet de la "catégorie dérivée
filtrée" avec Gr (A) = 0 pour i # 0,1 et Gr (A) € Ob Db’torso(X,Ji)
(DELIGNE, in Appendice 3 VERDIER {2], ouVI B n® 2.5.1, 2.5.2).

La construction précédente fournit alors un objet Lfﬁxt(A)

de la catégorie dérivée filtrée de Symg(x), des isomorphismes

i U 1 L ~i (0
ortark () = b (et Voirgp (efw

et, désignant par \ l le complexe sous-jacent & un complexe filtré,

un isomorphisme

ok oo )=k e

ext #

b, tor<0

Lemme 5.5.16, Soit N un entier, La catégcrie D (X, A) se déduit

b,=20

de la catégorie des complexes K € Ob K °° (X, A) vérifiant les condi-

tions (i) et (ii) ci-dessous en inversant les quasiw~isomorphismes :
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(i) Condition (5.5,13.1),

(ii) Le complexe K est déployé pour tout fongteur imape directe de

dimension cohomologique < N, relatif 2 un isomorphisme de topos

~

f:X —>7T.
et

Qu'il y ait un calcul des fractions 2 droite résulte
de 5,5,13 et du fait que, via les résolutions flasques canoniques
tronquées (4.2.9), tout complexe K vérifiant (i) s'envoie dans

un complexe vérifiant (i) et (ii).

5.5.17, Soit un morphisme de S~schémas u : X —> Y ., On suppose
que Symg(X) et Symg(Y) existent, qu'il existe un entier N tel que le
foncteur u, soit de dimension < N sur la catégorie des A ~Modules,
et que le foncteur Ru, transforme complexesbornés de Tor-dimensiom = O
en complexes de Tor~dimension £ O , Ces deux dernikres conditions
sont automatiques si u est propre, A de torsion et Y cohérent (i.e.
quasi-compact, quasi-séparé) (5.2.8.1, 5.2.10).

Soit K € 0b Kb’zo(X,J%) un complexe vérifiant les conditions
(i) et (ii) de 5,5.16, avec N comme ci-dessus. D'aprés 5.5.1", la

fleéche

5 ¢ 1%, 00 2, 0
est un quasi-isomorphisme., De m8me, la fléche

Y 1 uK ——> Ru,K

est un quasi-isomorphisme,
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On définit la fléche de Kunneth symétrique de LI‘:Xt Ru,, (K)

dans R Sym"(u), szxt(K) comme le composé

n

(5.5.17.1) k LTl RuK <~ LT,k ——

ext

n \ n
extu*K (5.5.12.13 SymS(U)*r:xt(K' R SymS(U)*TZXt(K)

~ n
P,
5= R Symg(u), 1AnCS S

11 résulte de 5.5.16 que les morphismes (5,5,17.1) définissent

<
un morphisme entre foncteurs de Db’tor*O(X,J%) dans D+(Symg(Y),Jk)

n r
(5,5.17.2) ko szxt Ru, —> R Symcuy erxt ,

appelé encore morphisme de Kunneth symétrique,

Ce morphisme est caractérisé par la propriété 5.5.18 ci-dessous.

5.5.17.3, Soient 8, X, Y et u comme plus haut, K € Ob Cb’ZO(X,J%) un
complexe de Tor-dimension < 0, K, € Ob Cb’ZO(Y,J%) et

K, € Ob Cb(Symg(X),J% Y. Soit v un u~homomorphisme (0.2) de K dans L
et soit t un homomorphisme {au sens oridmaire, comme tous ceux qui

suivent) de Iﬁxt(K) dans K, . On dispose de morphismes

n
a) To, . (v) : T, (R) —> symg(u), IO (K) (5.5.12.0)

b)  Symg(u),(t) : Symg(u)y To (K) ——> Symi(u), K,
de composé
1 . n
@' szt(Kl) —edy Syms(u)* K, s

définissant, par composition
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n n
w Lrext(Kl) 2y R Sym (u)_,t_l(2 .
De plus, v et t induisent :

| B
v .K1

Ru K

1 »
t' LI‘zx X K, .

On a slors:

Proposition 5.5.18. Sous les hypothéses 5.5,17,3, le diagramme suivant

est commutatif dans D+(SymS(Y),rA>)

n
LTp, . RugK k > R Symg(u), LT, K
(Kunneth symétrique)
' n '
1, (v R Symg(u),(€")
@ - n
LI‘:xt K, R Syms(u) Ky

Le démonstration est toute pareille 2 celle de 5.4.1.5

et laissée au lecteur,

5.5.,1%. On suppose dorénavant Hfo de torsion,

Soit u : X —> Y un morphisme compactifiable de S-schémas :

. X -
1 u
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On suppose que Symn(X), symo(X) et Symn(Y) existent, Pour tout Module
s g s

F sur X, on a alors

. ot n, . n
(5.5.19.1) l‘zxt(JIF) = symg(3), T (B,

et cet isomorphisme passe trivialement aux catégories dérivées,

On définit le morphisme de KUnneth symétrique entre foncteurs de

<
Db,tor O(X,U‘L) dans Db’torSO(Symg(Y),cﬂa)

n n
(5.5.19.2) ku ou k LI‘:xtRu: -3 R Syms(u)!‘_!..'[':1_{t

comme é&tant le composé

dfn _ (5,5.17.2) n—
<= e
erxtRu! LI‘thRu*j! R Syms(u)* LI‘Z);t il
(5.5.19.1) o R o
—ee > R} .Syms(u)* Syms(j)! Lrext

(5.5.13.5 (vii%) n =
——
R Syms(u)zL ext

5.5.20, On laisse au lecteur le soin de faire les vérifications

suivantes, faciles en principe en utilisant 5.5.18,

5.5.20.1 (Caractdre intrinsdque). Le morphisme (5.5.19.2) est indé-

pendant au choix de la compactification W de u .,

5.5.20,2 (Transitivité), Soit un diagramme de S-schémas

X 2oy —Ysnz |,
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avec u et v quasi-projectifs ; on suppose que Symg(Z) existe (donc
aussi Sym‘S‘(Y) et Symg(X) (SGA 1 V 1,7, EGA II 4,5.4)). Le diagramme

de foncteurs suivant est alors commutatif

B
n vu n n
Lréxt R(Vu)! R Syms(vu):Lféxt
K" K
v u
n n n n n n
Lréxt szRu! = R Syms(v):LTextRu! -—> R Syms(v)!R SymS(U)ZLTéxt .

5.5,20,3. Le morphisme de KiUnneth symétrique est compatible aux
changements de base ou d'espace du type 5.5.9 (iv) (v) (vi). De

fagon plus précise, on a les compatibilités suivantes avec les
morphismes 5.5.13.5 (iv') (v') (vi').

(iv") Pour toute ofb ~algébre A', et tout S-morphisme quasi-projectif

u: X —>Y le diagramme
L iR L
i R, () @ A = LTt (Ru,(K) @ A) > LTT Ru, (K @)
ext . O& ext . J% ext . J%

K K"
u u
V] v

n L n L ~ n L
R Syms(u)ELI‘:xt(K)Q;% Al=>R Symg(u) LT (K) el = R Symg(u)fLTgxt(h@;is’)

est commutatif.
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(v'") Pour tout changement de base g : S' ——> 5, donnant lieu A un

diagramme cartésien

X! £ > X
¥
v £ > ¥
5! s ,

g

le diagramme de foncteurs, tout analogue & (iv"), est commutatif :

n 1Y) 4¢ ~ e et 1 %
Symg(g ) LIextRu! LT 8 Ru, LlextRu! g
K" k7,
u u

n IRy n v n f n 1 o n ] 13
Symg(g ) RsymS(u>!Lr2xt-—-» R Symg(u'), Symg(g )m‘;xt R Sym g(u )lLT'thg .

(vi") Pour tout changement de base radiciel g : Y! —> Y, donnant

lieu 2 un diagramme cartésien de S-schémas

1
X! = X
u! u
A\
Yl g

le diagramme de foncteurs suivant est commutatif :
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n o2 * o 1
Symg(g)¥LT, Ru, LI‘:xtg Ru, 1Ay Ruj g

Symg(g)* R Symg(u!) = R Symg(u')!g'*Lfgxt = R Symg(u'):szxtg'*

Théorgme 5.5.21, (Formule de KUnneth symétrique)., Soient S un schéma

cohérent (= quasi-~compact quasi-séparé) annelé par un faisceau d'anneaux

commutatifs de torsion A , & fibres des anneaux noethériens, On_annéle

chaque S=-schéma par 1'image réciproque de A . Soitu: X—>7Y un

morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Quel que soient l'entier n 2 0

et K € 0b D2 °T0(x A), la fleche de Kunneth symétrique (5.5.17.2)

n n
K" e LI‘:xt Ru,K ——> R Symg(u), Lr"e‘xt K

<
est un isomorphisme dans Db’tor 0 (Sym?(Y),J%).

La démonstration de ce théoréme occupera toute la suite de 5.5,

Remarque 5.5.21,1, L'hypothése de quasi-projectivité sert sculement
4 assurer que u admet une compactification p

o

X — X Y

telle que les schémas Sym;(x), Symg(g) et Symg(Y) existent pour tout n .,
Le langage des espaces algébriques devrait permettre de remplacer cette

hypothése par la seule hypohtéses que u est compactifiable,
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La premidre partie de la démonstration consiste & ramener

par dévissage 5.5,21 a un cas "irréductible" :

Lemme 5.5.22., Le théoréme 5.5,21 est impliqué par le cas particulier

suivant :

(*) Pour tout corps algébriquement clos k, toute courbe projective

et lisse X sur k et tout nombre premier 4, les fléches de KUnneth

symétriques (obtenues pour Y = § = Spec(k), A=z /1, R = Z /4 ; voir

explications ci-dessous)

(5,5.22.1) LT™RO(X, Z /4)) —————> RI“(SymE(X), Z /L)

sont des isomorphismes (n = 0},

Dans 5.,5.22.1, le symbole T a un malencontreux double usage :
dans l'expression RI', il désigne le foncteur "sections globales" ;
dans 1'expression LTn, il désigne le foncteur 5.5.2.3 , On utilise

dans cette formule 1'isomorphisme szt(ZL/L) =z /L,

Soient donnés S, X, Y, u et A comme en 5,5.21.

Lemme 5.5.22.2, Soit une suite exacte de complexes dans Cb’ZO(X,Ji),

de tor~dimension = 0 :

0 > K! X K" 0O .

8i les fldches de Kumneth k" (n = 0) relatives & deux des complexes

K', K et K" sont toutes des isomorphismes, alors les fldches de Kunneth

relatives au troisiéme sont ausgi des isomorphismes,
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On se raméne au cas od u est projectif, et ol les complexes
K', K, K" vérifient les conditions (i) et (ii) de 5,5.16, pour N
au moins égal au double de la dimension des fléches de u , Les
fléches de Kumneth symétriques sont alors données par 5.5.17,1.
Montrons par récurrence sur i que si pour i < n et deux
des complexes K', K, K", les fléches ki sont des isomorphismes,
alors les fla2ches Kk (isn) sont des isomorphismes pour le troisidme,
Pour le voir, on note que grace & 5,5.14, le morphisme

(a) k' 2 LT, | Ru, K —————> R Sym'(w), LT, K

peut se représenter par un morphisme de complexes filtrés

k't K, ———> K

de filtraticn finie, ce morphisme induisant sur les quotients successifs

des fléches isomorphes aux flaches composées
(b.) LTY  Ruk' ]\7 P Rext — R sym™(w), k' v Ltk
i ext ¥ ext ¥ *: " ext ext

suivantes : 1
kK™

i
. L ; . ; L :

i ' ne-i " i i ] n-i n-i. .4
LT g eRueK! VLT (Ru K" ———> R Sym (u) LT K' VR Sym  (u), LT\ (K")

L 5.4.3
—v i i ' n-i n-1i,.,u ~ >
== V{ -t (R Sym (u)*m“extx X R Sym (u)*LText(K )} ———
defn *
v (® syni(w, @ sym® i), @rl ket ke
i,p-iy ¥* * ext ext

n Ii L In~i dfn n i ?L Tﬂ—i 1y
— f A —_— vV L K"
=== R Sym (u), Vi,n—i%(L oK BRI ext K ) —=——=R Sym (u)*(LTextK oxt
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D'aprés 1'hypoth2se de récurrence (et la formule de Kunneth),
ces fléches sont des quasi-isomorphismes pour 1 # O,n . Deux quel-
conques des assertions suivantes impliquent donc la troisigme :

(a) est un gquasi-isomorphicme ; (bc) est un quasi-isomorphisme ;
(bn) est un quasi-isomorphisme, Il s'agit 1a des trois fléches qui

étaient en question, cqfd.

5.5.22,3. Supposons vraie l'assertion (¥#) envisagée dans 5,5.22, et
prouvons 5,5.21. Soient domc S, X, Y, J% , K et u comme en 5,5.21. Le
probléme est local sur S, qu'on peut supposer affine, Tout complexe

K est extension suzcessive de cormplexes de la forme i,i*K pour i
inclusion dens X d'une partie affine localement fermée, Par dévissage

(5.5.22,2), on peut donc supposer K de la forme i,K, , pour une

1
immersion I : X, ~—> X de source affire, La ccmpatibilité 5,5.20.2
S
permet de remplacer X par Xl’ K par Kl et de supposer donc u affine,

Factorisons u comm2 un composé u = u,,,.u, de morphismes a fibres

1

de dimension € 1 , La compatibilité 5,5,20,2 montre qu'il suffit

k

N n . N
de prouver que les fléches k relatives aux ug et 4 un quelconque
complexe K sont des isomorphismes. On est ainsi ramené au cas §

affine, u de dimension relative <1 ,

5.5.22.4, Pour que K" soit un isomorphisme, il suffit que ses res-
trictions aux fléches géométriques de SymE(Y) le soient ; la compa-
e )

\

tibilité 5.5.20.3 {v") nous ramine donc a supposer S spectre d'um corps

algébriquement clos k
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5.5.22,5. Pour tout point ratiomnel y de Sme(Y), il existe une
partie réduite finie Y' de Y telle que x soit dans 1'image de SymE(Y').
La compatibilité 5,5.20.3 (vi") nous permet donc de supposer que Y

est somme d'un nombre fini de copies de Spec(k),

5.5.22,6, SiY Q.LLYi , alors tout complexe K sur X est somme de
complexes concentrés sur 1'un des schémas Xi = ugl(Yi). Par dévissage
(5,5.22,2) et d'aprds la compatibilité 5.5,20.3 (vi"), il suffit de
prouver 5,5.21 pour chacun des morphismes u ot Xi — Yi . Par 5,5.22,5,
ceci nous raméne au cas ol

Y = S8 = Spec(k) , k algébriquement elos, dim X <1 ,

Le faisceau Jl se réduit maintenant 3 un anneau noethérien A ,

La proposition suivante permettra de se ramener au cas ol A est un COrps.

Proposition 5.5.23. Soient A un anneau noethérien (commutatif), K € Ob D (A}

un_complexe borné supérieurement de A-modules et n un entier. Les

conditions suivantes sont équivalentes

(1) K est de Tor-dimension = n

i L
{i1)  Pour tout x € Spec(A) et tout i < -n, HY(R® k(x)) =0 .
A

On a (i)y==> (ii) trivialement, Supposons (ii), Pour prouver
(i}, nous prouverons par récarrence noethérienne sur le fermé F de
: L
Spec(A) que si un module N vérifie N_ = 0 pour x ¢ F, alors H(K® N) =0

A
pour i <-n ,
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Soit I l'unique idéal qui définisse F tel que A/I soit
réduit, et soit Nk le sous-module de N annulé par Ik . On a

N = lim>Nk . Puisque les foncteurs Tor commutent aux limites induc~-

#

tives filtrantes, on se ram@ne au cas ou il existe k tel que N =N _,

k
de sorte que N est extension successive de modules tués par I ,

et la suite exacte longue de cohomologie nous raméne au cas ol N
est déja un A/I-module,

Soit 7 un point maximal de F, et définissons des A/I-modules

Ml et M? par la suite exacte
(5.5.23.1) 0—->M1-%N—1->N®k(ﬂ)~—>l‘42——>0 .

On a (Mj)n =0 (j =1,2). $i pour chaque fermé G C F avec

N € G on désigne par Mj le sous-module de Mj formé des sections de
3

G

M. a support damns G, on a
3

M, = lim_ M, .
3 ﬂﬁC) 3,6

D'apras 1'hypothése de récurrence et un passage 2 la limite, on a donc
i b3
(K ® b%) =0 pour i <-n .,
A

Le module N ® k(n) est un vectoriel sur k(r), donc une

somme de copies de k(m), Par hypothése , on a
i I‘
BH(R® (N®k(m) =0 pour i <-n .,

Si I est 1'image de la fldche i de (5.5.23.1), on dispose

de suites exactes
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i, L i, L
>»H(K® 1) ———> g R QN k(n)))

- L
ut 1(K®1~42)
H (K@Ml) ———> HK @ N) ——>H (X ® 1),
i I
dont on tire que H(K® N) = 0 pour i < - n, cqfd.

Corollaire 5.5.24, Pour qu'une fleéche u : K ——> L dans D {A) soit

un_isomorphisme, il suffit que pour tout x € Spec(A), la fliche

i iR
v ! K@ k(x) > L& ki(x)
¥ A A

soit un isomorphisme dans D™ (k(x)),

Soit M le c8ne (mapping cylinder) de u , Par hypothése, on a

I
M ® k(x) = O pour tout x € Spec(A), D'aprés 5,5,23, on a donc M = O,
A

et u est un isomorphisme,

5.5.25.1, Poursuivons la démonstration de 5,5.22, interrompue en

5.5.,23. D'aprés la compatibilité 5,5,20.3 (iv") et 5.5.24, le morphisme

b, torz0

K" relatif 2 K € 0b D (X,4) est un isomorphisme si et seulement

L >

si les morphismes k" relatifs aux K ® k(x) € ob p°»F°T>0
A

des isomorphismes, pour x € Spec(A). Ceci nous ramdne au cas ofi A

(X, k(x)) sont

est un corps de caractéristique £ > 0 .

5.5.25,2, La suite exacte (ol C désigne un cBne)

0 K(-1] ¢ k[-1] > K —> 0
montre que les fléches k" cont des isomorphismes pour K si et seu~

lement si elles le sont pour K{-1] (5.5.22.2).
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5.5.25,3, Les suites exactes

0O—>ag¢ K wweez> K —> O K =—> 0
2n <n

montrent que pour les flaches de KUnneth soient un isomorphisme, pour K
complexe plat, il suffit qu'elles le soient pour les composantes de K ,

placées en degré 0 (5,5,22,2) et (5.5,25.2).

5.5.25.4, B8oit donc F un faisceau de A-vectoriels, Ce faisceau est
limite inductive de faisceaux constructibles (IX 2,.7.2 ), automatiquement
plats puisque A est un corps, et par passage & la limite, on se raméne

au cas K constructible, réduit au degré zéro,

5.5.25.5. 8i un complexe K esgt facteur direct d'un complexe L, le
morphisme K" relatif a K est facteur direct du morphisme k" relatif

a4 L, donc un isomorphisme si ce dernier en est un . La méthode de la
trace (IX 5.8) s'applique donc et il suffit de traiter le cas o F

est de la forme j! AX' » pour j : X' ~—=> X quasi-fini. La compatibilité

5.5.20.2 permet de remplacer X par X', d'od la réduction

X est de dimension s 1 et K = AX .

5.5,25.6. On peut supposer X réduit, Si j : U —> X est l'ouvert de

lissitéde X, de complément i : F —> X, la suite exacte
0—-—>j,j*A}, ~——>AX—>i,i*AX—>o
. i .

nous raméne par dévissage aux cas ol X est soit une courbe lisse, soit

un ensemble fini., De plus, la formule

L
AX = A B

77 /1,(27‘ /“x

raméne par 5,5.20.3 (iv") au cas ob L. Z/ .

404



~ 154 - XVIiI

8i X est une courbe, on plonge X dans la courbe projective
et 1isse correspondante, et un nouveau dévissage raméne 2 1'un des deux
cas suivants
(i) X est une courbe projective et lisse, Y = 8 = Spec(k) avec k
algébriquement clos, fb=Z /L, K = Z /4 .
(ii) X est une somme d'un nombre fini de copies de Spec(k), ¥ = S = Spec(k)

(k algébriquement clos), /b = Z /4, K = Z /4 ,

Un ultime dévissage de Z /zf,x en les faisceaux Z /&X , pour
X! composante connexe de X, ramdne dans (i) et (ii) a supposer X connexe.

Le cas (ii) est alors trivial. Ceci prouve 5.5.22 ,

Lemme 5.5.26, Le théoréme 5.5.21 est conséquence des deux cas

particuliers suivants de 1'assertion (¥*) de 5.5,22 :

(o

as 1 . On suppose que k = ¢ ,

|

%]

as 2 ., On suppose gque k est de caractéristique p > 0 et que L =p .

|

Avec les notations de 5,5,22, désignons par p la carac-
téristique de k , Si p = O, le principe de Lefschetz (s'appuyant ici
sur la compatibilité 5.5.20,3 (v"), et sur XII 5.4) permet de se
ramener au cas ot k = € ,

Reste & traiter le cas oi p > O et ot L # p . La courbe
X se remonte en une courbe X' sur 1'anneau W(k) des vecteurs de Witt

sur k (SGA 1 III 7.4), Posons S = Spec(W(k)), soit le diagramme

X! X! X
f £! f
n \
N v
7 s Spec(k) ,
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et soient fn R fé et £ n les projections respectives de

n
Symg(x), Symg(x') et Sym:(X%) sur Spec(k), S et 11 ., On sait que
fé est un morphisme projectif et lisse (la projectivité est évidente ;
pour la lissité,le plus simple est de se ramener au cas ou X' ='Eé B
auquel cas Symg(X') =+ Pp" comme il résulte du théor2me des fonctions
symétriques élémentaires), D'apres le théor2me de spécialisation
XVI 2.2, les faisceaux Rifé* (Z /L) sont localement constantssur S ,
Il en est de méme des faisceaus Lifn(Rf; Z [L)., Pour vérifier que la
flache de (5,5.22,1) relative 4 X sur k est un isomorphisme, il suffit
donc d'aprés 5.5.20.3 (v") de prouver 1'énoncé analogue pour la fibre
générique géométrique Xﬁ de X sur S . Le corps k(m) est de carac-
téristique 0, et, vu la premi2re réduction, ceci prouve 5.5.26.

Pour prouver 5,5.2]1 dans les deux cas particuliers 5.5.26,
on comparera le morphisme de KUnneth symétrique d'une part 2 son

analogue transcondant {5.5.27 et 5,5.28) d'autre part 2 son analogue

cohérent (5,5.29 2 5.5.37).

5.5.27. Si p : X —> S est une application continue entre espaces
topologiques, avec S annelé par un falsceau d'anneaux commutatifs dq s
les constructions 5,5.7, 5.5.8 s'appliquent telles quelles pour
définir un foncteur Tgxt des modules sur X dans les modules sur
Symg(X) =x% G o - Les sorites 5.5.7 & 5.5.18 se transposent. De
méme, si S, X et Y sont des aspaces topologiques localement compacts

séparés
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et si les fibres de u sont de dimension cohomclogique bornée, le
sorite 5,5.19, 5,5.20 du morphisme de Kunneth symétrique en coho=-
mologie a support propre se transpose.

5i p ¢ X —> S est un morphisme de schémas de type fini
sur €, les foncteurs Tn et LTn commutent aux foncteurs "passage au
transcendant", Enfin, si X, Y, §, S, K sont comme en 5,5,21, avec
S separé de type fini sur €, et si on désigne génériquement par €
les morphismes de sitesde type ¢ : Xc£ —_ Xet , le diagramme

suivant est commutatif :

n
* LT " ™
e LT ¢ Ru! K ¢¥ R Syms(u)! L K

ext

(5.5.27.1)

B an

Lrixt R ua? €¥*K R Symg(uan)! L e* kg

ext

5.5.28. D'aprés la compatibilité 5.5.27.1, et un cas élémentaire du
théoréme de comparaison (XI 4.4 ou XVI 4,1), pour traiter le cas 1
de 5,5,26, 11 suffit de vérifier que si X est une courbe projective
non singulidre complexe, alors 1'analogue topologique de 5.5.22,1
est un isomorphisme,

L'espace topologique X% est triangulable (ce fait est ici
trivial, car X est un revBtement ramifié de la sphére de Riemann).
L'analogue topologique du lemme de dévissage 5.5.22,2 nous ramdne

alors a prouver
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(*) Si D est un simplexe fermé (de dimension O, 1 ou 2), la fléche

de Kinneth symétrique topologique
(5.5.28.1) K" : LT RT(D,Z /4) —> RT(Sym"(D, Z /1)

est un isomorphisme.
On a
RT(D,Z /L) = Z /4 placé en degré 0

et donc
A RT(D, Z /L) = Z /4 placé en degré O ,
D'autre part, Sym (D) est contractible, et on a encore

RT(Sym™ (D), Z /&) = Z /4 placé en degré O .
Les H* des deux membres de 5.5.28.1 sont donc nuls, et la

flache induite sur le H® s'identifie 2 1'identité de Z /4 .

5.5.29, Pour 1l'application que nous avons en vue, il y a intérét

a2 regarder un faisceau quasi-cohérent sur un schéma X comme étant

un faisceau quasi-~cohérent de ®-modules sur le site étale de X ,
Soit p : X ~> X un morphisme quasi-projectif de schémas

(cf, 5.5.21.1 (¥)), Si F est un faisceau de 6y-modules sur X alors

et ’
< o n
a) On désigne par ® F le faisceau de modules sur (X/S)et produit
z ) > n 3
tensoriel des Gy oyn-modules images réciproques de F sur (X/8),, 3
n
b) 1le faisceau § F est un faisceau G%n—équivariant. Par passage aux

invariants, il définit un faisceau TSth(E) sur Symg(X) : si 0 est la

projection de (X/S)" sur Symg(x), on a

(¥) Tout ce qui suit, y inclus 5,5.34, est valable en supposant ssulement
que X et Y admettent des faisceaux inversibles amples relativement 2 S

(sans supposer X et Y de type fini sur S).
PP yp
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n
(5.5.29.1) " ® = 0, apG" :

ext =

Supposons que p soit plat ; comme en 5.5.8, on définit

alors le foncteur Iﬁxt come étantle Q,éme dérivé gauche du foncteur

TSth . Avec les notations de 5.5.2.5 et 5,5.8, si

P P > F > 0

est une présentation plate de F, alors la suite

j
0
n 1y m——— n
Tsext(Pl) "T;“‘T> TSext(Po) rzxt(F)
1

est exacte, Si x est un point géométrique de Symg(x) comme en 5,5.7.1,

on a (cf, 5.5.8,1)

4, o,
(5.5.29.2) Toe®, = 6 8 @7, TN,
1 8 i
& syml (6 )
avec C= ® Sym 6 .
1 % vy

I1 suffit en effet de vérifier cette formule dans le cas trivial ol
les fibres de F sont libres. On notera que @x est plat sur C, étant

1'hensélisé strict de C au point fermé image de x ,

5.5.30, Supposons X et S affines, p plat et F quasi-cohérent. Soient
S = Spec(A), X = Spec(B) et @oit F = HO(X,E), de sorte que F est le

faisceau ¥~ défini par le B-module F , On lit alors sur (5.5.29.1) que

n _ n ~
s, () = TISH(P) ,

et, par dérivation, on a donc
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(5.5.30.1) ™ (= TE” .
ext — A

Le foncteur szt apparatt donc comme un foncteur ™ "relatif 2 A ",
ce que(5.5,29,2)exprimait d€ja sous forme locale,

b, tor 57
5.5.31. On désignera par D - (X’GX) la sous-catégorie de

Db(X,GX) formé des complexes de ®X-modu1es qui, en tant que complexes de
p'l(GS)-modules sont de Tor-dimension £ 0 ,
Soit la condition

(5.5,31.1) K € 0b Cb’ZO(X,OX) et, en chaque point géométrique x de

X, Kx est homotope & un complexe de GX X—modules, a4 degrés positifs,
E

plat sur ®S,p(x) .
Le morphisme p étant plat, de sorte qu'il y a "assez" de
b,torSSO
@X-modules plats sur S, on vérifie comme en 5.5.13.2 que D (X,@X)

b,20

se déduit de la catégorie des complexes K € Ob K (X,@X) vérifiant

(5.5,31,1)en inversant les quasi-isomorphismes,

On lit sur (5.5.29.2) et 5,5,61 que si u : K —=> L est un
quasi-isomorphisme entre complexes vérifiant (5,5,31.1), alors szt(u)
(au sens de DOLD-PUPPE) est encore un quasi~-igsomorphisme, Le foncteur

fn se dérive dés lors en

ext
a b,torSSO b,torSSO
(5.5.31.2) L™ :bp (X,6,) —> D (symi(X), 6 4, )
ext X S Sym_ (X)
b, tor <0 5

5.5.32, On désignera par D

b,torSSO(x 6.)
*"X’ formée des complexes a cohomologie quasi-cohérente,

qeoh (X,@X) la scus~catégorie de

D
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Des arguments standards permettent, comme en 5,5,17, de
définir une flidche de Kumneth symétrique du type suivant:

Soit u ¢ X —> Y un morphisme de S-schémas quasi~-projectifs

b,torSSO

coh
(Symg(Y),G) est une flache

et plats sur S ; pour K € 0b D
b, tor <0

. n 5
symétrique k= dans choh

(X,@X), la fléche de Kummeth

n n
(5.5.32.1) K ¢ LTD | RuK ——>R Symg u, LTD K .

On laisse au lecteur le soin de vérifier les propriétés

formelles de 5.5,32.1 qui seront utilisées, notamment la suivante :

Lemme 5.5.33. Si S est de caractéristique p > 0, et si u : X =—> 3§

est propre et plat, le diagramme de fléches de Kunneth symétrigues

5.5.17.2 et 5.5.32.1 est commutatif (Y = S, K= Z /p ou @X) :

n

I Ru(Z/p) ——————> R Symg(w),(Z/p)
Z/p
v " l/
Lfg Ru, (&) R Symg(u)*S .

Proposition 5.5.34. Sous les hypothéses de 5,5,32, 1la fléche de Kinneth

symétriqgue (5,5,32.1) est un isomorphisme,

a) La question est locale sur S, qu'on peut supposer affine.
b) Pour tout point x de Symg(Y), il existe un ouvert affine Y1 de Y
tel que x soit dans Symg(Yl). Par localisation, on peut donc supposer

Y affine.
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c) Tout complexe K du type considéré peut se représenter par un
complexe Ko de modules quasi~cohérents sur S, orl en degrési <O .
Si 1L.est un recouvrement affine de X, alors K admet une résolution
finie par des sommes de complexes de la forme j*j*K pour j inclusion
d'un ouvert affine (complexe de Eech alterné), Utilisant 1'analogue

quasi-cohérent du lemme de dévissage 5.5.22,2, ceci nous raméne au

b, tor (<0

cas oh il existe un ouvert affine j : ch-——> X de X et Kl €D (XI,G)

gqcoh
tel que K = Rj, Kl

d) Vu 1'analogue quasi-cohérent de la transitivité 5.5.20,2 , 11 suffit
de prouver 5,5.34 pour uj et j . La réduction b), appliquée & j , nous
rameéne enfin au cas ol X, Y et S sont affines, On peut alors représenter

b,=20

K par un complexe K, €Cc”’ (X,@X) a4 composantes plates et quasi-cohérentes

( ). Les foncteurs Ru, et LT" se calculent alors sans plus

devoir résoudre KZ’ et il reste 2 noter que, d'aprds 5.5.30.1, pour

F quasi-cohérent sur X, on a

n ~ n
T;axt Uy E Syms(u)* Iﬂxt £ ’

les deux membres s'identifiant 2
IX(F)N pour F = F~ s

cqfd,

5.5.35. Traitons le cas 2 de 5,5.26. Avec les notations de 5.5.22,

le diagramme suivant est commutatif (5.5.33)
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n
LI (RI(R, Z /p)) k RT(Syml'(X),Z /p)
(5.5.35.1)
v
kn n
LTV (RT(X,6)) RT(Sym (X),6) ,

et d'aprés 5.5.34, la flache (:> est un isomorphisme, L'endomorphisme

de Frobenius F : x —> xP de © agit p-linéairement sur R['(X,6) et sur
RT(SymE(X),@). I1 agit donc aussi p-linéairement sur LM (RT(X,6)). On

vérifie que k" et F commutent,

La théorie d'Artin-Scheier nous fournit des suites exactes

0 —> ul(x,z /p) —> vl(x,0) =L wrx,6) —> 06
et de méme pour Symg(x). Pour déduire que (:) est un isomorphisme du

fait que (:) en soit un, il nous raste & vérifier le

Lemme 5.5,36. Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0,

>
K EC O(Z /p) un complexe de Z /p-vectoriels de dimension finie,

>
Lec O(k) un_complexe de k-vectoriels de dimension finie, F un endo-

morphisme p-linéaire de L et u : K —> L un morphisme. On suppose que

H* (Fu) = H* (u), et que les suites

0 — 1w — vt Els wl) —s o0

sont exactes,
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Alors, les suites

0 —> gt (M) — wt() s vl —s o

sont exactes,
Puisque H* (Fu) = H¥* (u) et que Z/p est un corps, il existe une homotopie
Fu - u = dH + Hd .
Le corps k étant parfait, on peut écrire
FH -H =H
o o
Remplacant u par u - (dH0 + Hod)’ on peut supposer que Fu = u ,

Le foncteur S qui & chaque k-vectoriel V muni d'un endo-
morphisme p-linéaire F associe le Z /p-vectoriel VS des v € V tels que
Fv = v est un foncteur exact, L'hypothese signifie donc que morphisme

K —— LS
est un quasi-isomorphisme, Reste & prouver que le foncteur S commute
au foncteur Tn . Ce point résulte aisément du lemme bien connu suivant,

dont la démonstration est laissée au lecteur

Lemme 5.5.37. Un vectoriel de dimension finie V sur un corps parfait

k, muni d'un endomorphisme p-linéaire F, admet une et une seule décomposition

V=V +V
) n
S ~
avec V- @ k ~~> Vo’ F(Vn) c Vn t FlVn nilpotent,

Ceci achéve la démonstration de 5,5.21,
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6, Le foncteur f, .

On se propose de donner une construction directe du foncteur
£, de 5.1.11. On utilisera ensuite cette construction pour définir le
"morphisme trace" (6.2.3 ) pour les morphismes plats quasi-finis de

présentation finie.

6.1, Nouvelle construction du foncteur f, ,

Soit £ : X —> § un morphisme localement de type fini. Une
partie P de X est dite propre sur S si elle est 1'image d'un sous-schéma

de X propre sur S5 ,

Proposition 6.1.1, Soit £ : X —> 5 un morphisme localement de type

fini et quasi-séparé.

(i) Une partie de X propre sur 5 est localement fermée, et est fermée

si £ est séparé.

(1i) 8i f est séparé, la réunion de deux parties de X propres sur S est

propre sur S,

(iii) Pour tout S-schéma U , désignons par @X(U) 1'ensemble des parties

Qg U XSX propres sur U , Le foncteur ¢X est un faisceau pour la topologie

fpgc., 8i f est séparé, ¢ est un faisceau d'ensembles ordonnés filtrants

pour la relation d'inclusion.
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Les assertions (i} et (ii) sont triviales, et la seconde
assertion de (iii) résulte de (ii). Le foncteur Ul—> £ (U Xg X)
est un faisceau pour toute topologie pour laquelle les recouvrements
soient surjectifs, I1 résulte de EGA IV 2.3,14 et EGA IV 2,7,1 (vii)
que ¢X en est un sous-faisceau,

Si 8 est un faisceau étale d'ensembles pointés sur un schéma
X, rappelons (IV 8.5.2) que le support d'une section s de ¥ est le
complémentaire du plus grand ouvert oti 8 = (¢, O désignant la section

marquée,

Définition 6.1.2, Soient £ : X —> S un morphisme localement de

type fini et séparé, et {3 un faisceau d'ensembles pointés sur X .

On désigne par £, {§ le sous-faisceau de f, {§ dont les sections sur

U (étale sur S) sont les sections de §§ sur U x X & support propre sur U ,
S

I1 résulte de 6,1.1 que £, § est effectivement un faisceau.

On vérifie alsément que :

Lemme 6,1,3, 8i f est le composé g h de deux morphismes séparés localement

de type fini, il existe un et un seul isomorphisme de foncteur f, == g, h,

.

rendant commutatif le diagramme

*
go
&
=2
*
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Si f est une immersion ouverte (resp. un morphisme propre)
le foncteur f! est le foncteur de prolongement par eéro {(resp, le
foncteur f£,). D'apréds 6,1.3, les définitions 6.1.2 et 5,1.11 cofncident
donc dans leur domaine commun de validité,

Les propriétés du foncteur f! vérifiées dans le § 5 restent

valable dans le cas plus général 6.1.2 .

Proposition 6,1.4. Soit £ : X —> § un morphisme séparé localement

de type fini,

(i)  Le foncteur f, est exact & gauche (i.e. commute aux limites

projectives finies) et commute aux limites inductives filtrantes,

(ii) $8i f est quasi-fini, le foncteur f, est un foncteur exact de

.

la catéporie des faisceaux abéliens sur X dans celle des faisceaux

abéliens sur S .,

(iii) Pour tout diagramme cartédaien

il existe un isomorphisme de changement de base rendant commutatif

le diagramme

g*f,

vV v

3% o 1 i3
45 fy 8 3

dans lequel la seconde flache horizontale est la fléche de chanpement

de bagse XII 4.1.
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Preuve, Quel que soit U € Ob set , on a

£, RICH I }jg;) I%(B) R
Ped(U)

et pour U quasi-compact quasi-séparé, le foncteur T§tr—> f!ﬂ(U) commute aux
limites projectives finies et aux limites inductives filtrantes, comme limite
inductive filtrante (6,1.1) (iii) de foncteurs ayant ces propriétés.

Ceci prouve (i). L'assertion (ii) résulte aussitdt de (iii)
(prendre comme changements de bases les points géométriques de S).

L'assertion (iii) est de nature locale sur S, qu'on peut
supposer affine, Soit I 1'ensemble ordonné filtrant des ouverts de X
de type fini sur S . Si ch~—> X est un ouvert de X,
(fj)!(ﬁlU) = f! (j!(S‘U)) s'envoie dans £,(J|U). De plus

£,(® = lim (fj!(i’flU) .

vel

Ceci permet de supposer X de type fini sur S et d'appliquer le lemme
de Chow (EGA I 22 éd. ) pour trouver un morphisme projectif et
surjectif : po : X° ——= X tel que fpo soit compactifiable. Soit

1
X" =x°% x x° et p1 la fléche naturelle de X1 dans X , La suite

X
0 —>§ —> 3 p%F =3k 2t B
est exacte (VII 6.2),
Compte tenu de la fonctorialité de la fléche de changement
de base, et de (i), il suffit de vérifier (iii) pour les faisceaux

* *
pg po 3 et pi p1 %N . Par le changement de notatioms (pll-9 po)
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on se raméne donc A supposer (% de la forme pz G . L'assertion (iii)
pour le couple (f,pi G) équivaut a 1'assertion (iii) pour les couples
(p: Q) et (f pg, G). On conclut par 5.2.7 (i), applicable car p0 et £p°

sont compactifiables.

Contre-exemple 6.1.6. Le foncteur Rf, ne cofncide en général pas avec
le foncteur dérivé du foncteur f, . Si X est affine sur un corps

algébriquement clos k, on a en effet

£, = Z HOGD

x€X (k)

et le iéme foncteur dérivé de f, vaut donc en 7§

2.

1
()
x€X(k) ¥

Par contre, si X est lisse et irréductible, et de dimension 1,

.2 ~
LC (X, n) Z/Ln
L
pour { premier & la caractéristique de k .,

6,2, Le morphisme trace en dimension relgtive O .

Le résultat principal de ce n° est le théor2me 6.2.3. Il est
recommandé au lecteur de ne pas lire les préliminaires techniques
6.2.1, 6.2,2, Ceux-ci permettent, dans la démonstration de 6.2,3, de
ne considérer que des morphismes f finis, réduction qui, via EGA IV 18,12,

est de toute fagon assez évidente.
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6.2.1., Soit £ : X —> S un morphisme quasi-fini séparé, Quel que

soit U € Gb set’ désignons par \{If(U) la catégorie des couples formés
d'un ensemble pointé fini I, de point marqué noté O, et d'une décom-

position de f¥U en parties ouvertes et fermées §£¥*U = AL Vi,avec

i€l
fs : : = 1= '
Vv, fini sur U pour i # 0. Un morphisme de o (vi)iél’ dans o (Vi)ié T
est un morphisme G de I' dans I tel que pour i € I, on ait
Vi = U—l V! . On dit que @' raffine o s'il existe un morphisme
jea (1)
de ¢ dans ¢p' .

Soient {§ un faisceau de groupes abéliens sur S, U € Ob Set ’

P = (Vi)iEI €0b y (), % = I {03, et £, la projection de V, sur U ,
On a
gy = £ e Dog g @,

i#0
d'oli une flache composée
I*!

S A i © ¢ £ 5@ —> £, 00 gl .

i#0
Si 0 : I —> J est un morphisme d'ensembles pointés, on
t J# I#* <
désigne par ¢ : § —> la fléche de coordonnées
t i, _ R , . £ i, ] , . .
07 =1d si o(i) = j, et 0j=0si0({l)#3j.8i0:1I'—>1est

un morphisme de ¢ dans ¢!, le diagramme

t
1% g It
3 v 5 |
(6.2.1.2> T T,
P P
£, 65300
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est commutatif, De plus, t(dp) = tpto . Les ﬁf(U) forment une catégorie

fibrée Wf sur S les comnstructions précédentes commutent 3 la

et °’

localisation et définissent donc un §__-foncteur ¢ = (V). € y.(u
e i‘i €1 £

t

#*
> gI lU de § dans la Se ~catégorie des faisceaux sur des ouverts

t
*
étales de S8, et un morphisme de foncteurs T@ : 81 ‘U —e £, 555%|0 |

Proposition 6.2.2, (i) La catégorie Wf est localement filtrante & droite

(1v 14 ) sur S, .

(ii) Les flaches(6.2,1,1)définissent un isomorphismes

+#
T Lim U s £

@F(Vi)iele (0
Si S est strictement local de point fermé s, le S-schéma X
admet une décomposition ¢ € wf(S) en parties ouvertes et fermées
X = TLi» Xi indexée par un ensemble pointé I telle que la fibre de X0 en s soit
Vidﬁteque les Xi(i#O) soient finis sur S ct que la fibre de Xi(i¢0) en s soit
réduite 3 un point (EGA IV 18.12.1). Une telle décomposition est un élément
final de §(S). De plus, en vertu de 6,1.4 (iii) (ou parce que c'est évident)
la fibre en s de la flache ﬁ@ (6.2,1,1) est un isomorphisme,
Dans le cas général, soit x un point géométrique de § et wx la
fibre de Wf en x,
f = Um i,
b3 ﬁf;? £
pour U voisinage étale de x , Soit Sx le localisé strict de S en X ,

= S . .
Xx X Xg 5, et fx : Xx — Sx . Les sorites de passage & la limite
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montrent que la catégorie vx est équivalente a la catégorie wf (SX),
X
donec filtrante & droite, Il en résulte que { est localement filtrante &

droite, De plus, la flbre en x de 7 s'identifie & la fléche

I
) x
ilm % —_ (f!f*ﬁ)x

et, d'aprés ce qui précéde, cette fléche est un isomorphisme.

X

X

Théordme 6,2.3, On peut d'une et d'une seule facon définir, pour tout

morphisme f : X —> 3, séparé,plat de présentation finie et quasi-fini,

et tout faisceau abélien {§ sur S, un morphisme trace

Tr

. £, 8 ——>

de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées :

en g .

a2 tout changement de base, i,e., pour tout

(Var 1) Tr, est fonctoriel

£

Trf

diagramme cartésien

(Var 2; est compatible

Xt ——t—x
£ £

A\

§! ——E g

le diagramme de foncteurs suivant est commutatif :

g*f ' fi#

f: 1 ¥ f: gt £%

g Tr

Trf,*g*

f

8*

g%
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(Var 3) Tr. est compatible avec la composition, 1i.e. si f est le

f

composé f = gh de deux morphlsmes séparés, plats, de présentation finie

et quasi-finis, le diagramme suivant est commutatif :

£,£% gyh, h¥g,
g 1 *Trh*g%
Tr £ Bt g¥*
Tr
8
Y
Id .

(Var 4) (Normalisation), Si f est fini de rang constant n , 1'homo-

morphisme composé

Trf
£, 6% ——=>

§ —> L, 1%

est la multiplication par n .

Notons tout d'abord que les conditions (Var 2) 2 (Var &)

impliquent que

Lemme 6,2.3.1, Si X = X'll X" alors, posant f' = £|X' et f" = £{X",
le morphisme 'l‘rf

£,£85 = £} £1¥3 @ £y £'¥% —> §

.

est somme de Tr., et Tr

£ g
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Xt 3t

"
XII j

Si on applique (Var 2) a j', pour le changement de base

par j', et (Var 4) pour l'application identique, on voit que

Try, 3 TREG > B

.

est 1'application canonique définie par la décomposition de £¥3 en

somme directe

B = 31 JURERS @ 3y gUeeRy
Si on applique (Var 3) & f' = feoj', on voit que le diagramme

suivant est commutatif

£] £ £, 2%

Trf, Trf

A

¥ )
ce qui, joint 3 1'énoncé analogue pour f", n'est autre que 6.2.3.1 .

Soit £ : X ——> S un morphisme quasi-fini séparé plat de
présentation finie., Quel que soit U € Ob Set’ soit &%(U) la sous-catégorie
pleine de Wf(U) (6.1.1) formée des décompositions (Vi)iEI telle que,

pour i # 0O, Vi soit localement libre de rang constant sur U , Les
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catégories W%(U) forment une sous-catégorie fibrée de . , cofinale
dans §¢ .

Soient 5 et G des faisceaux abéliens sur S , D'aprés 6.2,2 (ii),
il revient au mBme de se donner un morphisme g : f!f*ﬁ ~— § ou de

se donner, pour chaque décomposition ¢ = (Vi)ielewé(U), un morphisme

R o
g : B |

est la projection de Vi sur U, gcp est la flache de coordonnées les

U ———— QIU, compatible aux morphismes tc def6.2.1,2. si fi

flaches composées :

g:;') : Bl —— £, £ {SlU—‘—n——-)fsf*ﬁlU—a—é Glu

On en déduit qu'il existe une et une seule flache Trf, compa~
tible & la localisation étale et vérifiant (Var 4) et 6.2,3,1. Il est
clair que cette flache vérifie (Var 1) et (Var 2).

Pour vérifier (Var 3), on se raméne par changement de base

au cas facile oli S est le spectre d'un corps algébriquement clos.

6.2.4. Une pondération d'un morphisme quasi-fini séparé f : X —> 5
est la donnée, pour chaque point péométrique x de X d'un entier n(x),

ne dépendant que du point de X image de x, cette domnée vérifiant:

(¥*) Quels que soient U € Ob S, et la partie ouverte et fermée X, de

1

f-l(U), finie sur U, la fonction qui 2 chaque point géométrie s de U

t

associe le nombre 125:2; n(x) est localement constante.
xexl(s)

5i £ = gh est le composé de deux morphismes pondérés, on

pondére f en posant n(x) = nh(x).ng(h(x)).
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Si le morphisme f' se déduit par un changement de base g
d'un morphisme pondéré f, on pond2re f' en posant nf,(x) = nf(g'(x)).

Les arguments qui précédent prouvent en fait :

Proposition 6,2.5, On peut d'une et d'une seule facon définir, pour

tout morphisme quasi~fini séparé pondéré £ : X —=> S5 et tout

faisceau abélien § sur S, un morphisme trace Trf : f!f*g — X,

qui soit fonctoriel en {§, compatible aux changements de base et 2

la composition, et vérifie :

(Var'4) Si f est fini et s'il existe un entier n tel que, pour tout

point géométrique s de S, on ait éz n(x) = n, alors la flache
x€xX(s)

composée

Trf
f!f*g —_—

§ = £

est la multiplication par n .,

Exemple 6.2,6, Soient S un schéma noethérien géométriquement unibranche
(par exemple normal), et f : X —> S un morphisme quasi-fini séparé.
Pour tout point géométrique x de X d'image s dans S, soit @X (resp. GB)
1'anneau strictement local de X en x (resp. de S en s), Le schéma
Spec(@s) est réduit et a un unique point maximal m . De plus, 6 est
fini sur @S . On pose an(x) = rgn(GX). On vérifie que n{x) est une

pondération de f, d'olt un morphisme trace Tre .
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6.2.7. Soit u : X —= Y un morphisme séparé quasi-fini plat de
présentation finie. Le morphisme trace (6.2.3) étant fonctoriel,
il définit, pour tout complexe de faisceaux abéliens K sur Y, un

morphisme de complexes

(6,2.7,1) Tr & u#* K ——> K

On appellera encore, au choix, morphisme trace, morphisme de Gysin ou

morphisme u, tout morphisme déduit de(6.2.7.1)ou 6.2.3 par application
d'un foncteur. Par exemple les suivants,

Soit un diagramme commutatif

S
avec g séparé localement de type fini. Pour tout faisceau abélien % sur Y,

le morphisme trace définit un morphisme

(6.2.7.2) Tr ou u, @
u

f, o = g, ou u®F * > g, O
Si g est compactifiable, et si K est un complexe borné
inférieurement & cohomologie de torsion, ou un complexe de g*u&—modules

pour A faisceau d'anneaux de torsion sur S, le morphisme trace (6.2.7.1)

induit de mé&me

Rg, (Tr )
(6.2,7.3 Tr ou uy : Rf! u*K = Rg, u, u*K e Rg, K ,

.

rY, (Tr )

(6.2,7.4) Tr_ ouu, : R, wx == R, u,u*k
u . PR

% R, K
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Pour S spectre d'un corps algébriquement clos,(6.2.7,4) est

un  morphisme
(6.2.7.5) uy ¢ HIO,UHR) > BV, K)

On voit donc que la cohomologie 3 supports propres présente

un_caractere covariant vis-a-vis des morphismes quasi-finis.

6.2.8.Solent u : X —> Y comme en 6.2.7, A = [o,n] 1'ensemble
type 3 n + 1-éléments et X le produit fibré itéré (n + 1)uPle de X
au~dessus de Y . Les Xrl forment un schéma simplicial augmenté vers Y
(cf. VIB). On désignera par u ot Xn —> Y le morphisme d'augmentation,
Si § est un faisceau abélien sur Y, les faisceaux ﬁn = U un*ﬁ forment,
en vertu(6.2.7.2)(appliqué aprés le changement de langage

§ —>Y, X —>» Xn’ Y —>Y ou Xm), un faisceau simplicial augmenté

vers 3§ . Le faisceau différentiel des "chaines non dégénérées" de ce

. . . PP iéme .
faisceau simplicial a par définition pour n composante le quotient

O

de ﬂn’ conoyau de la somme directe des opérateurs de dégénérescence de

but § et des morphismes o ~ e(o) pour 0 opérateur de symétrie.

Proposition 6.2.9. Sous les hypotheses précédentes, pour u étale séparé

de type fini surjectif et pour tout faisceau abélien {§ sur Y, on a

(1) Les faisceaux 3, forment une résolution (gauche) de ¥ .

(ii) Le complexe différentiel des chatnes non dégénérées du faisceau

simplicial (8n) est une résolution (gauche) de ¥ . Si les fibres géométriques

de u ont toutes au plus d points, cette résolution est de longueur < d ,
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Par changement de base, il suffit de vérifier cet énoncé
pour Y le spectre d'un corps algébriquement clos, auquel cas 6,2.8
se raméne au calcul de 1'hmologie simplicial d'un simplexe,

Soient (Ui)ié un recouvrement ouvert fini du schéma Y ,

I

% un faisceau abélien sur Y et, pour chaque partie P de I, soit jP

1tinclusion de UP = N Ui dans X . Supposons choisi un ordre total
i€p
sur I, 8ix= L1 Ui et si u est la projection de X sur Y, la résolution
i€l

6.2.9 (ii) de §§ est donnée par

(6.2.9.1) @ deg (Pl Jprip B -

Cette résolution garde un sens pour I infini,

6,2,10., Sous les hypothéses de 6.2.9, soient d% un faisceau d'anneaux
de torsion sur Y et K ¢ Ob-(Y,dQ). On anneéle X par u*d., La résolution
6.2.9 (i) (resp. 6.2,9 (ii)), étant fonctorielles en % , définit une

résolution de K par un double complexe K, . Cette résolution s'appelle

1

la résolution de Cech extraordinaire (resp. extraordinaire alternée) de K.

Soit un diagramme commutatif

X ——— Y

A

avec g compactifiable, Avec les notations de 6,2.8, si fn est la

projection de Xn sur §, on 2 Rf |, = Rg, U _, . Le complexe K fileré

n; t Tl 1’
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par le degré semi-~simplicial, définit donc une suite spectrale

(6.2.10.1) B P - qup, (k1) == RPH 4, k.

Les différentielles d1 proviennent des fleches simpliciales, de sorte que
v

(6.2.10,2) A 4 (qup, (¥ ¥) =Pk .

Sous les hypothéses de(6.2.9.D, on trouve de méme une suite

spectrale

1P¥=p+1 P

Les suites spectrales(6,2,10,1) et(6.2.10.3)s'appe11ent les

sultes spectrales de localisation en haut,.

Proposition 6.2,11, Si f est un morphisme &tale, séparé de type fini,

le foncteur f, est un adjoint 2 gaache du foncteur f*, et admet le

morphisme trace pour fléche d'adjonction.

On sait que si X est un objet d'un site S, le foncteur f£*
de restriction des faisceaux zbéliens 2 X admet un adjoint & gauche f, .
S8i F est un faisceau abélien sur X, f, F est le faisceau engendré par le

préfaisceaun

> @ F(g) .

E € Hom{V,X)

v

Dans le cas étale, notons provisoirement ce foncteur f|. De sa propriété
d'adjonction résulte aussit8t que sa formation commute 3 tout changement

de base, Le morphisme trace définit un morphisme t de f, % dans f? %,
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compatible & tout changement de base. Il suffit de voir que t est un
isomorphisme fibre par fibre, i.e., pour § spectre d'un corps sépara-
blement clos, od cela est trivial,

6.2.11,1, On prendra garde que cette interprétation de f? est specifique
au cas du site étale et ne s'étend pas au site fpqf d'un préschéma,

par exemple,

6.3. Variante de la trace pour des coefficients continus,

On démontre dans ce n°® les assertions de GROTHENDIECK [1, n°®67],
et on applique ces résultats 3 la définition d'un "morphisme trace"

pour des faisceaux fppf convenables,

6.3.1, Soit A un anneau commutatif, Si L et M sont deux A-modules
m
projectifs de type fini, 1'application u > A u, de Hom{(L,M) dans
m m
Hom(A L, A M), est compatible 2 tout changement de base et m-ique (5.5,2).

D'aprés 5.5.2 , elle définit un morphisme

m m m m
(6.3.1.1) A : T Hom(L,M) ~——> Hom{A L, A M)
tel que, aprds tout changement de base, pour u € Hom(L,¥), on ait
m m
A (Y w)) = A u ., Puisque Bom(L,M) est plat, ce morphisme s'identifie

(5.5.2) & un morphisme
m m m m
(6.3.1.2) A TS Hom(L,M) —= Hom{A L, A M) .

N.B. On peut aussi définir un tel homomorphisme dés que 2 est inversible
m
dans A : un élément symétrique de ® Hom{L,M) définit un homomorphisme
. m m
symétrique de ® L dans @ M, et celui-ci passe au quotient pour définir

m m
un homomorphisme de A L dans A M .
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Etant donnéstrois A-modules projectifs de type fini, le

di agr amme

T Hom(L,M) ® T Hom(M,N) ™ Hom(L,N)

m m m
(6.3,1.3) A® A A
v

m m m m m m
Hom(A L, A M) ® Hom(A M, A N) —m—————> Hom(A L, A N} ,

dans lequel les fléches horizontales sont déduites des fléches de
composition (et, pour la premigre, de (5.5.2.8 )), est commutatif,

m m m
Ceci traduit la formule A(vu) =A v o A u .

Si L est un A-module libre de rang n, (6.3.1.2) définit

un morphisme canonique

(6.3.1.4) det : T End,(L) = T8" End, (L) ——> 4 ,

qui est un homomorphisme d'algébres d'aprés 6.3.1.3, Par définition, on a
(6.3.1.5) det () = det(u; L)

Si L est de plus un module sur une A-algébre B, (6.3.1.4)

définit par composition un homomorphisme d'algébres

(6.3.1.6) det TSX(B)-—>A .

Lemme 6.3.2. Supposons que L s'ins2re dans une suite exacte

F:O0 L' L " 0

avec L' (resp., L") localement libre de rang ny (resp. n2). Soient

o = n

+ n, , & le morphisme "gradué associé" du groupe End(E) des
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endomorphismes de 1'extension E dans End(L') ® End(L") et, pour X.et Y deux

n n
A~modules plats, soit B le morphisme de 1s®(X @ Y) dans TS 1(X) ® TS 2(Y)

déduit de 1'isomorphisme (5.5.2.6)

n’ l’l”
st @ y) = Z s LX) ® TS (Y¥) .

n'+n''=n

Le diagramme suivant est commutatif :

5% (a0 n 8 n, n,
Ts™(End) (E)) ————= TS™{End (L' PEns(L")) ——> TS ~(End(L'))®TS < (End(L")
det ® det

nV det
TS (L) A

D'apr2s la propriété universelle 5.5.2 de Ts® , il suffit
de vérifier que pour u € End(E) les deux images de u®® cotncident.,
Si alu) =@',u"), ces images sont respectivement det(u) et det(u'),det{u"),

d'olt 1a conclusion,

Lemme 6,3.3. Soient A un anneau, B une A-algebre, C une B-algébre non

nécessairement commutative, E un B-module libre de rang n sur A, et F

un C-module libre de rang m sur B , On suppose C plat sur A . L'aprés

la propriété universelle 5,5.2,2 de rnm et 5.5.2.3, il existe une

unique fléche 0 : TSZm(C) — TSX ng(C) telle qu'aprés tout changement

d'anneaux A —> A', on ait o(cE ) = (&men . Le diagramme suivant est

alors commutatif :
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n
7S, (det_)
15t (B) A E 18} TS} (0)

detE o3

detE ®F

Preuve, D'apres 5,5.2.2 et 5.5.2.3, il suffit de montrer que les deux
images d'un élément d@nm de TSZm(C) cotncident, Ces images sont

detE(detF(u)) et det (u) ; elles s'expriment en termesde A, B, E, F

E S%F
et u € EndB(F) et, pour vérifier qu'elles cofncident, on peut au préa-
lable remplacer B par son image (commutative) B, dans End(E), et F

par F 8@ B1 . La formule & prouver est alors la formule de calcul par
bloc des déterminants (BOURBAKI, Alg, Ch. 8 § 12 lemme 2 p.140).

Lorsque C n'est plus nécessairement plat sur A, la méme

démonstration fournit plus généralement un diagramme commutatif d'algébres

YX(detF)
T, (B) T, TR0
A
(6.3.3.1) dety o
det
E®F
A < B o () -

6.,3.4, Si B est une A-algdbre commutative, Spec(TSn(B)) n'est autre

que la puissance symétrique nléme de Spec(B) sur Spec(a), i.e, le

quotient de (Spec(B)/ Spec(A))™ par le groupe symétrique (SGA 1 IV 3).
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Si X est un S-schéma séparé, on dira qu'un @X-module

quasi-cohérent $§ sur X est fini localement libre (resp. et de rang n)

sur S si son support est fini sur S et si son image directe est loca-
lement libre de rang fini (resp. de rang n) sur S . Par support de 7%,
on entendra encore le sous-schéma de X défini par 1'annulation de
(qui est un Idéal quasi-cohérent, {§ étant quasi~-cohérent de type fini).
Si i3 est fini localement libre sur S, de rang n et de support
E, le schéma E est affine sur S ; par globalisation sur S, § définit,
via (6,3.1,6), une section GE(E) de Symg(E)‘d'oﬁ, par fonctorialité,

une section 0((§) de 1l'espace algébrique (%) Symg(X),
(6.3.4.1) o(®) € T(Symg(X)/S) .

En particulier, si f : S' —> S est fini localement libre

de rang n, on obtient, pour § = 6 , une section canonique

Sl

(6.3.4.2) tET (Symg(s'>/s> .

Proposition 6.3.5. Soient X un schéma séparé sur S et 51 , 52 deux

@X-modules finis localement libres de rang ny et n, sur S . On pose
n n
n = n, + n, . Soit d la fléche canonique d : Symsl(X)XSymsz(X) e Symg(X).

Si 8 est_une extension de 81 par 82 , on a

o(@ = d(a(gl), 0(82)) .

(¥) M, ARTIN, Algebraization of formal moduli I . On n'aura a utiliser
la construction précédente que lorsque Symg(X) existe en tant que schéma,
ce qui est le cas pour X quasi-projectif sur S .,

435



- 185 - XVI1

On peut remplacer X par le support (fini sur §) de
31 &982 et  supposer S affine, Traduite en terme d'anneaux, la pro-

position résulte alors de 6,3,2,

Lemme 6,3.6, Si X est un schéma séparé sur S, J un @X-modulg fini

localement libre de rang n sur § et si £ est un fa;sceau inversible sur

X, on a
o = oG L .

Remplagons X par le support (6.3,4) de J localement sur S,

S est alors isomorphe 2 6 » et 1'assertion devient triviale,

Le lecteur vérifiera :

Proposition 6.3.7., Pour tout diagramme de S-schémasséparés sur 5

et tout @X—module 3 fini localement libre de rang n sur S, le @Y—module

u, 3 est fini localement libre de rang n sur S,et
u(g(@®) = ofu, §) .

6.3.7.1., Notons enfin que la construction des morphismes ¢ (6.3.4.1)

et t (6.3.4.2) est compatible 2 tout changement de base, ce qui a un

sens d'aprés 5.5.2.7.
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Application 1., Le cas des courbes lisses,

6.3.8., Soit f : X ~> S une courbe lisse et quasi-projective sur S,
i.e, un morphisme lisse quasi-projectif purement de dimension relative 1 .
La théorie des schémas de Hilbert [ GROTHENDIECK [17]) montre que le
faisceau fpqc Qig;/s qui, 3 chaque S~schéma S', associe 1'ensemble
des diviseurs relatifs sur X' = X xss' qui sont finis sur S et de degré n,
est un faisceau représentable,

Pour chaque diviseur relatif E sur X, fini de degré n sur S,
on dispose d'un élément canonique (6.3.4.3) t(E) € Symg(E), d'image

o(E) dans Symg(x). Cette construction, étant compatible 2 tout chan-

gement de base, définit

(6.3.8.1) o mvx“

Jg > Symg(X) 1 E —>0o(6) .
Chaque section s de f définit un diviseur relatif fini sur

S de degré 1, le diviseur s(S). Le morphisme

(x/8)" — Divy

x/s ¢ (8y)

ocicn > % Si(S)

est symétrique, et induit donc un morphisme

n ..n
(6.3.8.2) a SymS(X) —> Divy /¢ .

Proposition 6.3.9. Les morphismes 0 et a de 6.3.8 sont des i somorphismes

inverses 1'un de 1'autre,

Preuve, a) O = Id , Il suffit de prouver que la flache composée

x/8)" T symg (X0 —%> Divp o~ Symg(X)
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est M, Pour n = 1, 1'assertion est claire ; le cas général s'en

déduit via le

Lemme 6,3.9,1. Avec les notations de 6.3,5 et (6.3.8,1), on_a

o (E +F) = d(o(E), o(F)) .

Ce lemme résulte de 6.3.,5, 6.,3.6 et de la suite exacte

0 —> 6(-F) ® @E > @E+F @F (o] .

b) On sait que Div>

x/s €St lisse sur S (il n'y a pas d'obstruction 2

relever infinitésimalement des diviseurs sur une courbe (cf. SGA 3 XI 1)
Le morphisme o 7:X/S)" —> Qix;/s est un morphisme quasi-fini surjectif
entre schéma lisses sur § de source 2 fibres équidimensionnelles.Il est
donc plat (EGA Ory 17.3.5), donc o 1 est un épimorphisme de faisceaux

fppf, donc o l'est aussi., Compte tenu de a), ceci acheve la démonstration

de 6.3.9.

Lemme 6,3.10. Soient k un anneau commutatif, M un k-module libre et u

un_endomorphisme de M ., Désignons par N la norme de

det(u-T)=0
k[T}/det(u-T) a2 k . Pour P ¢ k[T], on a alors

Niet(ur)=g C(B(T)) = dec(B(w), M) .

Ils'agit de vérifier une identité algébrique entre les
coefficients de la matrice de u et les coefficients de P , Pour prouver
6.3.10,i1 suffit donc (gr2ce i des arguments familiers) de traiter
le cas ol k est un corps algébriquement clos et od © est semi-simple,

de valeurs propres a; .
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On a alors
det{u~T) = 1 (ai - T)

Ndet(u -T) =0 (1)) = 1 P(ai) et

det (P(w), M = 11 P(ai) .

6.3.11.0. Socient f: X — § un morphisme quasi-projectif, de présentation
finie, plat 2 fibres purement de dimension 1 et Cohen~Macaulay ; ces
conditions sont donc vérifiées si X est une courbe lisse quasi-projective
sur § , Soit ¥ un @X—module, fini localement libre sur S . Le module

% étant nul sur un ouvert dense fibre par fibre de X, on dispose d'une
fl2che canonique § : & —> det®(J) (SGA 6 XI ou MUMFORD [1c¢h. 583D,
On désignera par 6(J) le diviseur défini par 1'idéal annulateur de

coker (§) (Ibidem) ; ce diviseur est fini sur § .,

Proposition 6.3,11,1. Sous les hypothéses 6.3.11.0 et avec les notations

de 6.3.8 et(6.3.4.1), si 3§ est de rang n, alors 5(3) est de degré n et

ol@ = o (@) .

'Démonstration. a) Cas £ lisse. On se raméne de fagon standard au

cas S local artinien 2 corps résiduel algébriquement clos, L'additivité
(6.3,5) de ¢ permet de supposer le support de J concentré en un point
rationnel x de X . On vérifie aussit8t que si T est une uniformisante

en x, définissant p : X —> Aé , alors p*(GS(B)) -~ 85(P*5) (car les cons-
tructions effectuées commutent au passage au complété). On se raméne

par la et 6,3.7 au cas o X = Aé .
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Si X = Aé et si S est affine, § = Spec(k), alors ¥ s'identifie
2 un k-module locelement libre M, muni d'un endomorphisme uy (1'action

de T). Le module M, en tant que k[T]-module, admet la résolution

3

0 ~—> k[T) ®kM—CL>k[T]®kM—€9 M—>0

ot e(Pgm) = P(u)(m) et ot (1@m) = 1Qum ~ T ® m, De la formule o = u - T,

|
]

on déduit que le diviseur &({§) admet pour &quation det(u -~ T, M) =
Pour vérifier 6.3.11, il suffit de montrer que, aprés tout

changement de base et pour toute ¢ section de @X , on a
M = = .
detk(m, ) detk(m’Gb(ﬁ)) ( N@(g)/s(w))
Pour £ = P(T), c'est ce qu'affirme 6.3.10.
b) Cas général. Explicitons d'abord 1'énoncé a prouver sous

la forme plus concr2te suivante :

Corollaire 6.3.11.2, Sous les hypotheses 6.3.11,0 sur f: X —> S ,

soient M un module localement libre de type fini sur X, et u un endo-

morphisme de M tel que det u soit une section de gx réguliére sur chaque

fibre X_ (d'od résulte que Coker u = M/u(M) et Coker det u = Oy/det u

sont tous deux plats de présentation finie sur S et 3 fibres quasi-finies),

Supposons que le_support commun de ces faisceaux soit fini sur S, de sorte

qu'ils définissent des faisceaux localement libres de type fini sur S.

Alors pour toute section o de O, , les déterminants par rapports i QS

de ¢ opérant sur Coker u et sur Coker det u sont égaux :

(6.3.11.3) dets(m,M/u(M)) = dets(m,gx/det u) .
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On notera que cet énoncé implique 1'égalité des rangs des
deux Modules localement libres envisagés sur S, par mison d'homogénéité
(lorsqu'on y remplace ¢ par T ¢ , T une section "indéterminée" de QS).
D'ailleurs, remplagant ppar 1 + Trp, ol § est une telle indéterminée
(de facon précise, on fait un changement de base S'=S[T] —> §), on

déduit de(6.3.11.3) la formule en apparence plus générale
(6.3.11,4) Pols(cp,M/uM)(T) = Pol (e, 0y /det u)(T)

sur les polyndmes caractéristiques,

Pour prouver 6.3,11.3, nous allons nous ramener au cas lisse
déja prouvé. Par localisation étale sur S, on se raméne au cas o S est
strictement local de point fermé s, puis par additivité on se raméne au
cas ol le support de M/u(M) a un seul point sur X, soit x . Quitte 2
faire une extension plate de la base, on peut supposer 1'extension
résiduelle k(x)/k(s) triviale, et quitte a remplacer X par un voisinage
assez petit de x, et & ajouter a ¢ une fonction qui induise 1'opération
nulle sur M/u(M) et sur QX/ det u (ce qui ne modifie pas la formule
3 prouver), on voit aisément qu'on peut supposer que ¢ induit une section

de Oy réguliére en x, donc (quitte 2 rapetisser X) définitun morphisme
s

quasi-fini et plat
p: X —>X'=s[T] .

Par localisation étale sur X et sur X', on peut donc supposer qu'on a
un morphisme fini et plat p comme dessus, avec X' lisse sur S, et

¢ = p*(ep'), ot ' est une section de Og1 « Posons alors
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M= p (M), u' = p,(0)
P=Coker u, Q = Coker det u ,
P'=Coker u', Q'=Coker det u' .
On sait qu'on a
det u' = Ny det u, donc Q' = Coker NX,/X(det u) .
On a trivialement
dets(w,P) = dets(@’,P) s
et d'aprés la formule (6.3.11.3) prouvée dans le cas lisse,
dets(w',P') = dets(m',Q') s
de sorte qu'il reste a prouver la formule

detg(e',Q") = deto(, @
qui équivaut 2 la formule (6.3,11.3) a établir, On voit donc que la
validité de celle-ci ne dépend que de la section det u de QX , ou encore
qu'elle équivaut 2 la méme formule dans le cas od M est remplacé par
Oy » et @ par det u ., Mais dans le cas M=Oy la formule (6,3.11.3) est

tautologique ! Cela achdve la démonstration.
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Remarque 6.3.11.5. Dans le cas od S est artinien, 1'égalité des rangs
sur § de Coker u et Coker det u (notations de 6.3,11.2) est un cas
particulier de EGA IV 21.10.17.3, dont (6.3,11.3) peut 8tre considéré

comme une version "relative",

Proposition 6.3.12, Soient X et Y deux courbes quasi~projectives de

présentation finie, plates 3 fibres Cohen Macaulay sur S, etu:X-—>Y

un morphisme quasi~fini et plat,

Le diagramme suivant

..n 3+ . ... n
Divy /¢ Divy s
GX UY
o Sym" (u) n
Symg (X) > Symg(¥)

est alors commutatif (%),

Puisque u,(D) = 8(u, @D), 6.3.12 réuslte de 6.,3.7 et 6,3,11.1,

Application 2. Le morphisme trace,

6.3.13, Soit G un faisceau abélien sur le grand site fppf d'un schéma S

(0.10), Supposons que G vérifie la condition suivante.

(5.3.13.D. Pour tout uorphisme offine plat de présentation finie

f ¢ X —> Y de S-schémas, et pour tout entier n = 1, le morphisme

uoms,csm;‘<x>,c> —> Hom ((x/1)",6)

(%) Le morphisme u, est défini parce qu'on se limite aux diviseurs finis
sur 5. On prend par exemple pour définition u,(p) = 6(u*® ), formule qui
cofneide avec EGA IV 21,5,5 pour u fini,
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est injectif et a pour image 1l'ensemble des morphismes symétriques

de (X/Y)n dans G,
Cette condition est stable par changement de base,
Soit £ : T > S un morphisme fini localement libre de rang n ,
. . &me . s n . (6.3 3)
Soit pry la i projection de (T/8)" dans T, et t la section (6.3.4.
de Symg(T). Si uw € G(T), alors ¥ pr?(u) est un élément symétrique de

G(T/$)™) et définit donc

n
u, € SymS(T) .

On pose
Tr (u) = t¥*(u ) .
£ n

Lorsque f est fini localement libre, on définit Trf(u),
localement sur §, par la formule précédente, Cette construction est

compatible 2 tout changement de base et définit donc un morphisme trace

(6.3,13.2) Tr £ E¥G > G .

£
6.3.14. La condition (6.3.13,1) est vérifiée dans les cas suivants

a) Si G est représentable, per définition des puissances symétriques,
b) Pour G 1'image réciproque sur Sfppf d'un faisceau sur le petit
site étale de § (0.10),

¢} Pour G défini par un 6¢-module quasi-cohérent ¢, .

L'énoncé ¢) se ramne & (5.5.2.7).
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Proposition 6.3.15. Pour G vérifiant (6.3.13.1), on a;

(1) Le morphisme Tr_ est fonctoriel en G, donc additif.

£

(ii) Sa formation est compatible a tout changgpent de base §' —>» 6§ ,

(iii) 81T = J—iLTi » de sorte que £,6 L f, G, ona Trp =T Tre -

(iv) S8i T est de rang constant n sur S, le morphisme composé

Trf
G £, E%G ¢
est la multiplication par n .
(v) Le morphisme trace est compatible 2 la composition (cf. 6.2.3 Var 3),

Les assertions (i) et (ii) sont claires, et (iii) est conséquence
facile de 6.3.5. Avec les notations de 6.3.13, si u € G(S8), alors u

est n fois 1'image réciproque de u, de sorte que Trf(f*u) = t*(un) =nu .

Pour prouver (v), on se ramdne, par localisation étale sur S

et utilisant (iii), 2 prouver que pour
f=gh: S"_hﬁsl_g—’s,

avec f et g finis localement libresde rangs constants n et m, le diagramme

Tr
6(s") h —> G(s")
(6.3.15.1) Tr /
f g
G(s)

est commutatif. Pour u € G(S"), considérons le diagramme
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n Sym"(t) n o
1 it
SymS(S ) Symg Syms,(S )
A Tr (u)
g 'n
(u )
m’'n
(6.3.15,2) t
u
nm
S Symgm(S")

La fl2che verticale de droite est définie car S' est plat
sur S ; chaque triangle est commutatif et (v) sera donc conséquence
de la commutativité du bord extérieur.

Traduisant en terme d'anneaux, c' est une conséquence du cas

particulier B = E et ¢ = F de 6,3.3,

6.3.16, Soit maintemant f : T —> § un morphisme quasi-fini plat de
présentation finie, Si F est un faisceau fppf sur T, on définit son
image directe i support propre £,T sur 5 comme le préfaisceau qui a
$'/S associe 1'ensemble des sectioms de F sur T' dont le support est
propre sur S' ., Ce préfaisceau est un faisceau d'aprés 6.1.1. Avec la
notation de 6.1.1, on peut aussi l'exprimer comme limite inductive

locale (IV 14, J.

£, F = lim, £ (F|W) )
: V€¢(U>) *
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formule qui rend compte du fait assez évident que les propriétés de

f, se raméne 2 celles de f; pour f' fini, On trouve ainsi :

Proposition 6,3.17. On peut d'une et d'ume seule facon définiy, pour

tout morphisme f ; T ~—> 8 quasi-fini plat de présentation finie

et pour tout faisceau fppf G sur S vérifiant (6.3.13.1), un morphisme trace

Tr, : £,£4G ~—> G

vérifi ant:

(i)} Pour f fini on retrouve le morphisme (6.3.13.2).

(ii) Les conditions (Var 1) i (Var 4) de 6.2,3 sont remplies, mutadis

mutandis,
Le morphisme quasi~fini f induit un diazgremme commutatif

(cf. (0.,11))de sites (dans lequel a, est le foncteur "restriction"):

o

Tfppf — Tet

£ £
et
v
s
fppf Set
On a, pour G sur Tfppf B
f! a,, oy £y .
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On dispose aussi d'un morphisme 'de changement de base"

« £F #*
¢t E% gy > G,f .

On laisse au lecteur le soin de vérifier la compatibilité suivante

entre les morphisme traces 6,2.3 et 6.3.17 . Pour G sur Sfppf

vérifiant (6,3.13.1), le diagramme suivant est commutmtif :

f,ch
fet!fgta‘* 6 ——t———— fet!c{.*f*G -— a.%fzf*(;
(6,3.17.1) a*Trf (6.3.17)
Ir, (6.2.3)
v Vv
0y G 0y G

En termes plus concrets, ceci signifie que si G est un
faisceau fppf sur S, qui par restriction au site &tale définit un
faisceau étale 0,G, et si u est une section & sapport propre de l'image

réciproque f£¥* (a,G), d'image u, dans f#G, les éléments Trf(u) (au sens

6.2.3) et Trf(ul) (au sens 6,2,17) cofncident dans G(S).

Exemple 6,3.18, Soit f : S' —=> S un morphisme fini localement libre
de rang n et u € T(S',@S,) = HomS(S', Eé). Le morphisme u définit

un morphisme

Sym(u) Symg(s‘) —_— Sym?GEé) = Spec(S[Ol ces Gn] ,

ol les o, sont des fonctions symétriques élémentaires (cf, BOURBAKI.

Alg, 5, App. I n®2). On a alors (par un calcul facile laissé au lecteur)
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(6,3.18,1) [8ym(u) o t]*(ci) = Gi(u) s

ol t € I(Symg(s')/s) est 1'élément canonique (6.3,.4.3), et ol on

désigne par Gi(u) le iléme

coefficient du polyndme caractéristique
de la multiplication par u dans f*GS, . On en déduit que les applications

"trace"

¢ (§') wmm——z ¢ (S)
a a

¢ (8') ———> ¢ (8)
m m

sont respectivement la trace et la norme usuels ; en effet, le

1
8

plicative) sur Eé est donné par la fonction 9 (resp, ch) sur

morphisme SymgﬂEé) % E - déduit de la loi additive (resp, multi-

SymgﬁEé) = Spec(S[ol,...,cn]).

On déduit alors de (6.3.17.1) que pour n inversible sur § le diagramme

de faisceaux étales

0—>fu —> £, 6 —> £, G 0
(6.3.18,2) Trg (6.2.3) N N
v
0—> u e > G 0
n m T

est commutatif,

Proposition 6.3,19, Soit un diagramme commutatif
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dans lequel X et Y sont des courbes lisses quasi-projectives sur S

et u un morphisme quasi-fini,

(i) 8i D est un diviseur sur X fini sur $ (voir note p.192) et g

une section de GY sur Y, on a

TrD/S(u*g) = Tr (g) .

(u*D)/S

(ii) Si E est un diviseurserY finisur §, g une section de G

% sur X

et si u est fini, on a

Preuve. (i) Soit la section de G sur Sym.(Y) déduite de g (6.3.13),
freuve 8, S

D'apres 6,3,12, on a

dfn
TrD/S(u*g) = O‘(D)*(u*g)n = G(D)*(u*gn) =u o G(D))*(gn)
G(U*D)*(gn) = Tr, D(gn).

¥

(ii) La formule (ii) résulte de 6.3.15 (ii) et (v) :

TrE/S(TrX/Y(g)) = Try g (Tru*E/E(g)) = Tru*E/S(g) .

Application 3. Trace d'un torseur,

6,3.20, Soit G un faisceau sur le grand site fppf de S qui vérifie
(6,3.13.1). Soit u : X —> Y un morphisme fini localement libre de
S-schémas et K un Gx~totseur sur X. Supposons que, localement fppf sur Y,
le torseur K sur X soit trivial, Tel est le cas si K est trivial

localement pour la topologie étale,
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Proposition 6.3.21, Sous les hypotheses 6.3.20, il existe 3 isomorphisme

unique prés un et un seul torseur Tru(K) sous GY sur Y, muni d'un

moxphi sme Tru ou Trﬁ P ouyK —> Tru(K), qui, pour g section locale

(au sens fEEf) de G sur Y et k section locale de uyK, vérifie

K -
Tru(g k) = Tru(g). Tru(k) .

Le probleme est local sur Y ; on peut donc supposer K trivial
K = GX . Une solution du probléme est de prendre K = GY et pour morphisme
trace le morphisme (6,3.13,2)., On vérifie aussitdt que c'est la seule,

Le foncteur trace 6.3,20 est défini en particulier lorsque

G vérifie la condition suivante

(6.3.21.1) Pour tout S-schéma X, tout torseur sous GX sur X est

localement trivial pour la topologie étale.

Cette condition est vérifiée pour G un groupe lisse, pour
G image réciproque d'un faisceau sur le petit site étale de 5, ou pour
G défini par un faisceau quasi-cohérent sur S .

On a par construction

6,3.21,2 = .

( ) Tr  (K) u, (K) Xu*cx Gy
6.3.22, FPour défipir un foncteur trace sous des hypothéses plus
générales, le point clef est, pour f : X —> T un morphisme quasi-projectif

plat de présentation finie de S-schémas, de définir un foncteur raison-

_ n \
nable K pb—> Kn des GX-torseurs sur X dans les GZ-torseurs sur Z = SymT(X;.
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On a tout d'abord, fn désignant la projection de Sym;(X) sur T, le

lemme suivant, qui se démontre comme 6,3.21

Lemme 6,3.22,1, Avec les notations précédentes et si, localement sur T,

le torseur K est trivial, alors il existe, 2 isomorphisme unique prés,

el . ] : . Y
un et un seul torseur Kn sur SymT(X), muni d'un morphisme a : L[ K ~> fn (Kn"

3%

qui pour g section locale (fppf) de £, GX et k section locale de u K vérifie

alg &) = g, ° olk) (notation de 6.3.13 pour g, ; la définition de g

ici utilise 1'hypoth2se de platitude etc),

Le cas général se traitera par une descente un peu canulée,

Tout d’'abord :

Proposition 6.3.23, Soit un diagramme commutatif

(6.3.23,1)

2.

de T-schémas plats de présentation finie et quasi-projectifs, avec u étale

k+1 3

est

surjectif, Alors, le systdme semi-simplicial des schémas Sym;((X/Y)

un hyperrecouvrement pour la topologie étale du schéma Sym;(Y).

Preuve. a) On aura 2 utiliser le résultat auxiliaire |

6.3.23.2. Soient (X,Y,T) comme plus haut, t € T, Z un T-schéma somme

d'un nombre fini de T-schémas Spec(ki), pour ki extension finie de kt s
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et un diagramme commutatif de T-schémas

(6.3.23.3) x y
AN
u
S B
Xt Yt N

tel que x et y soient des immersions fermées, Soit z € Sym;(Z), et

soient x(Z) et y(Z) ses images dans Sym;(x) et Sym;(Y). Alors, Sym;(u)

est étale en x(Z),

La formation du schéma Sym;(X) est compatible 2 tout changement
de base S' —= S8 (5.5.2.7,. Par réduction au cas noethérien, on en
déduit que Sym;(x) est de présentation finie sur S ; il est par ailleurs
plat sur $ (5.5.2.4). Grice au critdre de platitude fibre par fibre, on
se raméne pour prouver (6,3,23.2) au cas S spectre d'un corps. Le
complété de Sym;(X) en Z a alors pour algébre affine la limite projective
des algdbres affines localisées en x(z) des schémas Sym;(Zk), pour 2,
voisinage infinitésimal de Z dans X. Par hypothése, u induit des
isomorphismes entre les voisinages infinitésimaux de Z dans X et dans Y,
Le complété de Sym;(u) en x(z) et y(z) est donc un isomorphisme, et ceci
prouve (6.3.23.2).

On déduit de 6.3,23.2 que le schéma somme, pour z € Sym;(ZE,
des hensélisés en y(z) de Sym;(Y) ne dépend que de Z et du T-schéma X;

somme des hensélisés de X en les divers points de Z , On désignera ce

h

Z) ; i1 est fonctoriel en Xh

h
schéma par la notation SymT x g -
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b) Par passage 2 la limite, pour prouver 6,3.23, il suffit de montrer

que pour y € S n(Y), fermé dans sa fibre, 1'image réciproque sur
p y ¥y

k+1

1'hensélisé de Symg(Y) en y du schéma simplicial Symg((X/Y) ) est

un hyperrecouvrement pour la topologie étale, Ce probléme est local

sur T pour la topologie étale ; on se ramdne par 12 au cas ol il existe

un diagramme (6.3,23.3) avec y = x(Z) (en tuant les extensions résiduelles
par une extension séparable de kt)‘ Le systéme semi-simplicial considéré

se déduit alors du systéme

h

hn h , augmenté vers Symg 2 (YZ)

Sym, (% /Y

B h)k+1)
u (2)

Z

par changement de base,de sorte qu'il suffit de considérer ce dernier,

hik+1
/YZ)

Le syst2me semi-simplicial des <X2-1 est semi-simplicialement

(z2)
h h h .
homotope au systéme constant YZ , car X -1 )/YZ admet une section,

u (z
hyh+1 N h n

Le systéme Sym¥ n((X:—l )/YZ) ) est donc de méme homotope 2 Sym, (Y;),

(z

et en particulieren est un hyperrecouvrement. Ceci prouve 6,3.2.3.

6.3.24, Solent f : Y —=> T un morphisme quasi-projectif plat de présen~
tation finie de S-schémas, et K un GY-torseur sur Y. Considérons le probléme

suivant :

6.3.24,0, Définir, pour tout morphisme u : X —= Y, avec X quasi-projectif
plat de présentation finie sur T, un torseur (u*K)n sur Sym;(X), et

. X! i i : e =~ n
pour tout v : X' — X un isomorphisme c_ : (vu K)n SymT(v)*Kn s

de sorte que
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(i) 1les isomorphismes cy sont compatibles & la composition ;
(ii) pour u*K localement trivial sur T, on retrouve le torseur de
6,3,22.1, et sa variance,

D'aprés 6.3.23, la question d'existence et d'unicité d'une
solution 2 6,3,24,0, pour tout torseur déduit de K par une image réci-
proque du type envisagé en 6,3,24,0, est une question locale pour la
topologie étale sur Y , En particulier, si G vérifie(6.3.21,D, le
probléme 6,3.24,0 admet une et une seule solution,

Supposons maintenant que G vérifie :

(6.3.24.1) Pour tout entier n et pour tout diagramme de S-schémas affines

X u >y
\ /
T s

avec f et g plats de présentation finie et u fini localement libre surjectif,

le schéma semi-simplicial tronqué (Sym;((X/Y)kH))Osksz , augmenté vers

Sym;(Y), est de descente (GIRAUD [1]) pour la catégorie des G-torseurs.

6.3.24.1 bis, On déduit de fagon standard de 6,3.23 que la condition
(6.3.24.1) implique la condition analogue, ol on suppose seulement f et g
plats de présentation finie quasi-projectifs et u plat surjectif,
Localement pour la topologie &tale, u admet en effet des quasi-sections
finies localement libres et on conclut par 6.3.23 et GIRAUD [1] appliqué

4 un diagramme formant carré de données de descente,
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Etant donné un GY~torseur K sur un T-schéma Y quasi-projectif
plat de présentation finie, il existe par définition un
morphisme fiddlement plat de présentation finie u : X —> ¥ tel que
u¥K soit trivial. Si u, désigne la projection de (X/Y)i+1 sur ¥ (1 2 0},
les torseurs (u?’K)n (6.3.22.1) sur les schémas Symg((X/Y)i+1) forment
une dounée de descente (i=0,1,2) sur ce schéma semi-simplicial

augmenté vers Sym;(Y). Supposons que G vérifie la condition :

6.3.24.2) Les données de descentes construites plus haut sont toutes

effectives (cf. 6,3,264.1).
Alors, on désignera par K le torseur sur Sym;(Y) (déterminé 2

isomorphisme unique prés) défini par cette donnée de descente.

6.3,25. Supposons que G vérifie(6.3.21.1)ou les conditions (6.3.24.1)
(6.3.24.2), On laisse au lecteur le soin de donner un sens au formulaire

suivant et de le vérifier :

6.3.25,1. Changement de base. Soit un carré commutatif

]
K s %
£ £
v v
T! e T R
g

Désignons par gé la flzche de Symg,(x’) dans Sym;(X). Pour K torseur

sous G sur X, on a

Vi o "3
GRS (g K)n .
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Soit maintenant £ : X =———=> T et K un Gx-torseur sur X,

6,3.25.2, Changement de groupe, Soit r : G1 — G2 un morphisme

entre groupes vérifiant tous deux (6,3,21,1) ou (6,3.24,1), (6.3.24.2).

On a
(K ) = (K
n n
6$,3.25,3, Additivité en K : On a

(K" + k") = K' 4+ K" .
n n n

6.3.25.4, Additivité en n ., Soient n, et n, deux entiers, n = 0+, et
"1 k) n
a i Sym, (X) ; Sym,, (X) ————> SymT(X)

1z fléche canonique ; on a alors

6,3,25,5, Multiplicativité en n, Soient n et m deux entiers et Q. la

n m nm
fl2che canonique de SymT(SymT(X)) dans Sym, (X) (cf. 6.3,3). On 2
at(K_ ) == (K)
nm m n
6.3.26, Supposons que G vérifie (6.3,21.1) ou (6.3.24.1), (6,3.24,2),
Si £ : X —» T est un morphisme fini localement libre de rang n entre

S-schémas, si t est la section (6,3.4,3) de Sym;(X), et si K est un

Gx-torseur sur X, on définit un GT-torseur Trf(K) sur T par la formule

(6.3.26.1) Trf(K) = MK ) .
n
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Si f est fini localement libre, ondéfinit Trf(K), localement
sur T, par la meme formule, Cette définition, via un isomorphisme
canonique et fonctoriel, est équivalente a la définition 6,.3.21 dans leur
domaine commun de validité (la définition 6,3.21 fournissant une
solution au probléme de descente posé), On déduit aussitdt de 6.3.25.D,

(6,3.25.2 et(6,3.25.3) que le foncteur Tr,. est compatible aux changements

f

de base T' —> T, compatible aux changements de groupe r : G1 — GZ’

compatible & 1'addition des torseurs,

La commutativité du bord extérieur du diagramme (6.3.15.2),

et (6.3.25.1) (6.3.25.4) fournissent une compatibilité 3 la composition

des morphismes :

Trfg(K) = Trf(Trg(K) .

6.3.27. Dans le cas particulier des courbes relatives, on a de plus :

Constryction 6,3,27,1. Si £ : X —=> S est une courbe lisse et

quasi-projective sur S, D

et D, deux diviseurs relatifs finis sur §

et K un G-torseur sur X, on a, posant TrD/S(K) = TrD/S(K]D), un

1

isomorphisme canonique

Tr <= Tr_ (K) + Tr_ (X) .
D1+D2 (x) D1 D,

Cet isomorphisme se déduit aussitdt de 1'isomorphisme (6.3.25.4) et de 6.3,9.1.
Enfin les arguments de 6.3.19 fournissent encore :

Construction 6,3,27,2. Soit un diagramme commutatif

X 4 > Y
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dans lequel X et Y sont des courbes lisses quasi-projectives sur 5 et

u un morphisme quasi~fini,

(i) Si D est un diviseur sur X fini sur S et K un torseur sous G sur Y,

on a (cf, note p.192)!

TrD/S(u*K) (x) .

™ u,0)/5

(ii) 8i E est un diviseur sur Y fini sur S, K un torseur sous G sur

X et si u est fini, on a

TrEXS(TrX!Y(K)) (x) .

Trxu /s

Proposition 6.3.28. Soient A et B deux R-algdbres (commutatives) et

u : A~—> B un _homomorphisme qui fasse de B un A-module localement libxe

de type fini et fid2le, Alors le complexe semi-simplicial d'algébres
k+1

(T5§ (® B))k>0 est, en tant que TSQ(A)«module différentiel semi-simplicial,
A >0 —=

une résolution scindée de TSE(A).

Preuve. Le complexe de modules associé au module semi-simplicial

k+1
TS; ( ® B) ne dépend que du A-module B, muni d'un homomorphisme de
A

modules u : A ~> B, En tant que A-module , B peut s'écrire B = ASD L,

et ceci permet d'expliciter un opérateur d'homotopie,
Rappelons que :

Proposition 6.3.29, Soient A un anneau

3

B* une A-algdbre co-semi-simpliciale,

t ¢ : A——> B¥% le morpuisme structural. Pour que le foncteur image

réciproque de modules (= extension des scalaires) e¥* soit fidele (resp.

pleinement fidele) il suffit que la suite de A-modulzs
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0 A B

i -3
(resp. 0 > A B° ol . gh

soit exacte, et le reste apr2s tensorisation par un quelcongue A-module,

La démonstration est triviale et laissée au lecteur,

On déduit de fagon standard de (6.3.28) (6.3.29) le

Corollaire 6.3.30., La condition (6,3.24.1) est vérifiée par tout groupe

affine G .,

(Utiliser qu'un torseur sous G est représentable par un schéma
affine sur T,)

I1 ne devrait pas Btre difficile d'étendre 6,3.30 2 tout
groupe G représentable par un espace algébrique (*), Je conjecture
que la condition (6.3.24.2) est vérifiée par tout groupe représentable

par un espace algébrique, et plat, On a 1l'énoncé canularesque:

Proposition 6.3.31. Soit une suite exacte sur §

0 Xt >sg 2—1 o .

Supposons que G' et H, donc G vérifient (6.3.13.1), que G' vérifie

(6.3,21.1) et que G vérifie (6.3.24.1), Alors, G vérifie (6.3.24.2).

Ceci s'applique par exemple 2 un groupe affine noyau d'un

épimorphisme de groupes représentables et lisses,

(#) Algebraic Spaces par M, ARTIN. Yale University, Whittemore Lectures,
May 1969.
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Preuve de 6.3.31. Soit K un G-torseur sur X, Par 6.3.23, la question
est locale sur X pour la topologie étale ; il suffit donc de traiter

le cas ot r{K) est trivial. Les G-torseurs K tels que r(K) soit trivial
s'identifient aux G'-torseurs triviaux K' munis d'un isomorphisme

k : B —=> u(K'), Posons Z = Sym;(X). Le morphisme de torseurs triviaux
k induit kn : H, — u(Ké),et le G-torseur correspondant sur

Symn(X) représente la donnée de descente considérée.
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7. Appendice
7.0. Préliminaires.

Nous utiliserons dans cet appendice les résultats de VIB, dont nous conser-

vons les notations.

7.0.1. Soit Sch, la catégorie dont les objets sont les schémas quasi-compacts et
quasi-séparés, les morphismes &tant les morphismes de schémas séparés de type fini
on désigne par € 1a catégorie bifibrée au-dessus de Sch, , & catégories fibres
des catégories opposées i des topos, définie par les faisceaux &tales sur les schémas
VIB {4.3.0). On se fixe une fois pour toutes un objet R de Sch! et on désigne par
i%R la catégorie bifibrée au—dessus de Sch!R déduite de'%% . Soit enfin J% un
anneau du topos E{é;) qui vérifie les conditions suivantes :

(i) S est une section cocartésienne de ‘é; au-dessus de Sch‘ﬁ

{ii) Pour tout schéma X de Sch , S est un faisceau de torsion.

'R X

Ceci posé, nous travaillerons avec la catégorie Mod(éEfJb (VIB 1.3.5).

On se propose de définir, pour tout morphisme £ : X —> Y de Sch'R s
un foncteur Rf, : D (X’ﬂk) ——3 D (Y,ﬁ&) , coincidant avec le foncteur précédemment
défini lorsque £ est compactifiable, et faisant des catégories D(X,ﬁ&) pour X

variable une catégorie cofibrée au-dessus de Sch,p -

7.0.2. Bien que tous les résultats de cet appendice soient &noncés dans le cadre
explicité en 7.0.1, on pourrait les transcrire avec des modifications &videntes dans
le cadre suivant : on prend pour section de Eﬁé;) la section constante de valeurx

le faisceau constant Z et on se limite pour tout schéme X 3 la catégorie dérivée

x

tors(x> définie par les complexes de faisceaux de groupes abéliens dont les faisceaux

de cohomologie sont de torsion (VI B 4.3.1).
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Lemme 7.0.3. Soit un diagramme commutatif de schémas

X! ] X

(7.0.3.1) f! f

Y'

j

' sont des immersions. Alors pour tout complexe

oi f , f' sont propres et j , j

+

. 1 - H
K’ de Dtors(x ) , la fléche canonique

+ . P .
j, o R'E"(K") —— R'f o j (K))

est un isomorphisme.

En vertu du "lemma on way-out functors”" (R.D. I (7.1), il suffit de montrer

que pour tout entier 1 et pour tout faisceau F de torsion, la fléche
(7.0.3.2) j, o R £'(F) —> R'f 0 j,(F)

est un isomorphisme.

En prenant les images fermées de j et j' on est ramené au cas ol j

et j sont des immersions ouvertes dont les images sont partout denses : la propreté
de f et de f' entralne alors que le diagramme (7.0.3.1) est cartésien. Dans ces
conditions, le théor&me du changement de base pour un morphisme propre, sous la forme

XII 5.2, montre que, pour tout point géométrique £ de Y , la fléche

(j! o R f'(F))E —_— (le o j'(F))E est un isomorphisme.

Construction 7.0.4. Soient D wune catégorie, X et Y deux D-objets de Sch'R

tels que pour toute flé&che o —— B de D , les morphismes X, —— Xa et

B
YB R Yu soient propres. Soit j : X ——> Y un morphisme tel que pour tout
objet o de D, ja : Xu _— Ya soit une immersion : 1'isomorphisme (7.0.3.2)

pour 1 =0 vérifie les conditions de compatibilités usuelles et permet de construire
un foncteur exact

iyt Md (2D B ——— Mod (2(D), B

(ef (VIB 1.2.5 pour les notations).
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qui induit un foncteur triangulé, encore noté j,

DI A — d(r (A

Alors, pour tout objet o de D , on a un diagramme commutatif, ol ja'

désigne le foncteur ''prolongement par 0 " usuel

- i -
DR, ) ' p(r (D).
R e+ R e+
o o}

D(xa,a‘fx ) T D(Ya,\ﬂ;{ )
a (684 o

Construction 7.0.5. Soit un diagramme commutatif dans Sch

IR

X! il
e

|
(7.0.5.1) £ £

Y'—"_.""“%Y
1

oi i, i' sont des immersions, f un morphisme propre et f£' wun morphisme propre

surjectif. Il définit un diagramme commutatif d'objets simpliciaux de Sch

'R
vl ——— [x|Y]
(7.0.5.2) ugy 1 ug
G T

—

oli j“ : [X'|Y']n —_— [X]Y]rl est une immersion pour tout n . Avec ces notations,

on a yn isomorphisme canonique

. ~s + - . + -
i1, ——>» R u o 3, © L u

t £+ £!

o}

' on peut supposer que i et 1

En prenant les images fermées de 1 et i
sont des immersions ouvertes dont les images sont partout denses. Le diagramme (7.0.

5.1) est alors cartésien et f est surjectif. De plus, pour tout entier =n , jn est
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une immersion ouverte et le diagramme

v, . v,

est cartésien.

-+

+
Dé&s lors L u

. . N + -z P :
o 1 est isomorphe & j, oL wu : utilisant le fait

£ ! £'
que ug est une augmentation de descente cohomologique (VIB (4.3.2)), on trouve une

suite d'isomorphismes

L~ + - + =+ . oAy + - .
i ——Z— R ug, © L (uf) o i, —— R Ug, © 3y 0 L u_,%x

d'oli 1'isomorphisme voulu.

Enfin, nous utiliserons la variante suivante du lemme de Chow, dont la
démonstration se trouvera dans EGA II 28me &dition, et qui est une amélioration de

(XI1 7.1) =

Lemme 7.0.6. Soient S un schéma quasi-compact et quasi-séparé et f : X —— §

un morphisme séparé de type fini. Alors il existe un diagramme commutatif

X'.—__p_._._>.x

£ £

vérifiant les conditions suivantes

(1) P est propre et surjectif

(ii) il existe un ouvert dense U de X tel que p induise un isomor~—

phisme de p'l(U) sur U

(iii) £' est quasi-projectif.
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7.1. Définition de R £,
Définition 7.1.1. Soit f : X — § un morphisme de schémas. Une pseudo—compacti-—
fication de f consiste en la donnée d'un diagramme commutatif
—_—
Xl Tl
P
(7.1.1.0)
X
f}
f }'
S
ol P, est propre et surjectif, j] est une immersion et f] est propre.
7.1.2. Soit f : X = § un morphisme de SCh'R : d'aprés le lemme de Chow
(7.0.6), £ posséde une pseudo-compactification (p]’jl’fl)' Le diagramme (7.1.1.0)

définit un morphisme

L — I2,19]

encore noté j > tel ue i soit une immersion pour tout n . On pose alors
J 1%
1 In

+{1) I . -
R f! =1L upl < dyy 0 R uf]

de D+(X,J§(} dans D+(S,ﬂé) .

de sorte que 1l'on obtient un foncteur triangulé

Construction 7.1.3. Pour tout couple ({(p.,j..f£.),{(p,,3,,£.)) de pseudo—compactifica-
— RS LS 3P AR

tions de f , on a un isomorphisme a : R+(1)f‘ ————9—R+(2)f’ tel que pour toute

12

autre pseudo-compactification (p3,j3,f3) , on ait Gpg © Oy = Gpq -

a) On définit un systéme simplicial double [[XI,X2|XJ] en posant
[EXI’XZ[XJJ [n]x Bﬂ] = EXllx:ln x [XZlX]n
De méme on pose
[&x, (x1] ] x[m] ~ x,Is], ,

les morphismes [{X] IX]] En]xﬂm:}———-——-) U:le){]] [njxlm'j induits par les morphismes
&ﬁj —_— &ﬂ étant tous Bgaux 34 1'identité. On définit de la méme manidre les sys—
témes simpliciaux doubles EEIl,T2]S]j et [ETlssjl , de sorte que 1'on a un diagramme

commutatif
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J_ [fr,1,l8]] ——— [[z,1s]]
s o

I.Exl ’Xzixjj T I[X] iX]—J

oli est une immersion degré par degré. Le procédé de calcul exposé dans

32

VI 5(2.3) permet de construire un morphisme

o
TP R

oEERa— . +
© 3, 0 L u
flf2 121 plp2

* = R+(1’2)f’

-

qui s'obtient i partir d'un morphisme de triple complexes de faisceaux sur S .

b) ay est un isomorphisme :

Pour démontrer ceci, on peut fixer le premier indice n provenant de
[T TI,TZIQ]] ] <[] dans le morphisme de triple complexes précédent et regarder le
morphisme de double complexes ainsi obtenu. On vérifie que ce morphisme n'est autre

que 1'isomorphisme défini dans le lemme 7.0.5 pour le diagramme

x5 x X, —> [r,18],% T,
!

l

[_x]|x]n e [TIIS:]H

¢) On construit de la méme maniére un isomorphisme

+{2 o e . +
R()f:_‘”‘g“"'R v g 0 Jpg 0L Uy
’ 172+ : P12
-1
! =
et 1l'on pose Gy, o, o oy
Pour vérifier la relation Ggq O @y = Gy s O utilise un objet simplicial

triple : on laisse au lecteur le soin de vérifier que 1'on obtient un diagramme
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commutatif :
+(2 3) +(2) +(1 2)
+(1 2, 3)
+ +
RF(Pg RF g,
UM
Construction 7.1.4. Soient 2 —E— Y et Y £ X deux morphismes de Sch'R .

Pour tout triple ((p;»j;»f)) » (Pyriyegy) » (Py>i4,(£)4)) » 0O (py»3;»f)) est une

pseudo-~compactification de f , (pz,jz,gz) une pseudo-compactification de g et
(93,j3,(fg)3) une pseudo-compactification de fg , on a un isomorphisme

gF(3)

+(2) gD

fg, 2 R g, © £, compatible avec les isomorphismes aij définis

précédemment.

Nous procéderons en plusieurs &tapes

7.1.4.1. Soit (pl,j],f]) (resp. (pZ’jZ’fZ)) une pseudo-compactification de

f:Y——X (resp.de g: 2 —>1Y)

p ]
2 C 2
Z 22 T2
g g,
i) P
(7.1.4.1.1) TIMY}-———-*Y
£
fl
X
Le morphisme Z' = 2 *y Y] e Y1 déduit de g par changement de base

est muni d'uné pseudo-compactification :
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2
o A E— | X - '
=Ty Y Zy*y ¥y =%
P‘
2
- gt
(7.1.4.1.2) p Zx, Y, =2
g‘

Yl
On choisit maintenant une compactification de j1 gé .
.
T i T, %, ¥ =T}
I12 2 Y 1 2
"
(7.1.4.1.3) gy } gé
T > Y

qui définit une pseudo~compactification du composé fg : on notera

foncteur correspondant.

7.1.4.2. Les données précédentes permettent de définir un isomorphisme

R+(12)f ~ +(1)f' ) R+(2)g

g, «— R

On dispose d'un diagramme commutatif, oli toutes les fléches se déduisent

naturellement de (7.1.4.1.1), (7.1.4.1.2) et (7.1.4.1.3).

1,8 <——[1} Y] [z;17] . cA

(7.1.4.2.1) 8] ———— [ ] —— c
c
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On va définir une fléche naturelle
g: (Vg o TPy )Py

dont on va montrer que c'est un isomorphisme.
P

Pour cela nous utiliserons deux lemmes

Lemme 7.1.4.2.2. Soit un diagramme commutatif :

oi h , h' sont propres, p, est propre et surjectif et J , j1 sont les immersions.

Alors la fléche canonique

+ +
Rhoj,————-————rau)

(hh")

est un isomorphisme.

En effet, d'aprés (7.0.5) la fléche

. - . Lt
e o (@]
3y Ut 0 I %

. . ~ _ . +
est un isomorphisme. D'oli le résultat en appliquant R h

Lemme 7.1.4.2.3. Avec les notations du diagramme (7.1.4.2.1), les fléches canoniques

+(1) + -~ + - .
R f, oR u -3 R ug ° 1y

1
: Py !

R+(2) g, © R r — R+ Gp o R+ gé o jé'
! ) !

sont des isomorphismes.

Nous n'établirons que le premier isomorphisme, laissant au lecteur le soin
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d'en déduire le deuxiéme.

Avec des notations évidentes, on pose C = [Yl[ﬂ Xy X1 et

C = [T]|ﬂ><s T1 , de sorte que 1'on a un diagramme commutatif

] —— ¥

P
oi i est une immersion, q est propre et surjectif. On construit alors un diagramme

[[CquY]PYJ]] —— [[al¢]]

u
q

%,

Y
et 11 résulte de (7.1.4.2.2) que le foncteur R Ejl o j] s'identifie au foncteur
+ = ] + - R N X
R koi, ol uq et, griace & (7.0.3) et au théoréme du changement de base ce dernler
. . + - . .
foncteur s'identifie 4 R (])f‘ o R+ u . Le lemme (7.1.4.2.3) étant établi, on dis-

pose d'une suite d'isomorphismes

+ + - + . ) + -
R 3 fg, = R ug 0 R gg o Ji' o Jé' oL r+
! ) ! !
A Sy . + iy + -+
«—— R ug o JI’ o R gy o iy, oL r
1+ ! !
v+ (] + - + ) + -
<— R ( )f! oR u ] o R g'2+ o Jé! ol r
+
v+ + + - —+
<~— R (])f' o R (z)g' oR r o LT
+
B P

1
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dont le composé donne 8 .

7.1.4.3. Si (p3,j3,(fg)3) est une pseudo-compactification de fg , on définit un

isomorphisme

y
R+(1)f' o R+(2>g' 123 R+(3)fg'

en composant avec B

“(12)3

7.1.4.4. Soient maintenant (pi"jl”fl') et (pz,,jz,,gz,) deux autres pseudo-
compactifications de f et de g et un diagramme (7.1.4.3) ; on vérifie que le

diagramme suivant est commutatif :

R+?12)fg, 4___£i__,_. R+(l)f, ) R+(2)g,
a 1ot G,y X Qoo
(12)(1'a") 11 22
1 1 1
gH(1'2 )fg‘ — U, gD,

B ! !

en considérant un diagramme du type (7.1.4.4) ol les objets simpliciaux sont remplacés

par des objets simpliciaux doubles.

On en conclut que le diagramme suivant est commutatif

Y
N 123 D gt @y
} |
REEY l Gypr ¥ O
' Yitgrgt '
gF3 )fg' 112130 R gt2D

pour toute pseudo-compactification (p3,,j3,,(fg)3,) de fg , ce qui achdve la

démonstration de 7.1.4.

7.1.5. En choisissant pour tout morphisme f de Sch'R une pseudo=-compactification,
de telle manidre qu'3d un morphisme identique soit associée la pseudo-compactification

triviale, on définit pour tout morphisme f: X —— Y un foncteur triangulé

+ + +
RE :D (x,ﬁx) —> D (L&)
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et tout couple (f,g) de morphisme, un isomorphisme
c
+ r\,fg + R+

R fg! R f! o g,

. . + . .
De plus si f est une identité, R f, est le foncteur identique et cfg est
1'identité.

. + ..
Proposition 7.1.6. La correspondance f ——— R £, définit un pseudo—foncteur
normalisé de Sch'R dans la 2-catégorie des catégories. En d'autres termes, les caté-
. + . ~ . = .
gories D (X*ﬁk) pour X objet de SCh'R peuvent étre organisées en catégorie
cofibrée sur Sch'R en posant, pour tout morphisme f : X ——> Y de SCh'R
+
Homf(K,L) = Hom(R £, K,L)
* xR +
avec K€ D (X,R) et L €D (Y,&)
) , . + NG
I1 s'agit de voir que l'identification R fg, —— Rf, o Rg, est

compatible avec les composés triples. Soit don¢ h : T ——> 2 , g ¢+ Z —=> Y et
f : Y —— X trois morphismes de Sch‘R : en vertu de ce qui précéde, il suffit,

pour vérifier cette compatibilitd, de la vérifier aprés un choix arbitraire de pseudo-

compactifications pour h , g et f .

On dispose d'un. diagramme :

5\ ~ >
(71.6.1) \ \’YI . g
\Xf

ol toutes les fl&ches obliques sont propres et ol P, Py et Py sont propres et

T b ] )Tl
bR/

surjectifs.
Un diagramme du type (7.1.4.4) construit sur (7.1.6.1) permet alors de

conclure.
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Proposition 7.1.7. S8i f : X —> $ est un morphisme compactifiable, le foncteur

Rf  coincide avec celui défini dans 1'exposé XVII.

En effet, il existe un diagramme commutatif :

auquel on applique (7.1.4.2.2).

: . +
Définition 7.1.8. S8i £ : X —— Y est un morphisme de Sch, , le foncteur R f

que l'on vient de définir s'appellera le foncteur image directe 3 supports propres

- P + -
(au eens des catégories dérivées). Le foncteur i o R £, , noté qu, , s'appelera

igme . . N
le ¢ foncteur image directe & supports propres.

Avec ces notations, on laisse au lecteur le soin de vérifier la

Construction 7.1.9. Soit (ﬂl,jl,f ) une pseudo—compactification de f : X -—> Y

1

1

et désignons par o le morphisme canonique [XllX]n -3 X . Alors, pour tout com~

. + . . . . .=
plexe K §§. D (X,ﬁk) , 11 existe deux suites spectrales biréguligres

(7.1.9.1) E‘;q =’ g (&) —— "% £ (k)

pg = RY(E o 1),

) == £ )
1 ! !

(7.1.9.2) E

+o-
(Prendre par exemple la résolution flasque canonique de jl' oL u (K™
: i
(cf. XVII (4.2)), puis son image directe par wu_ ).

£
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7.2. Quelques propriétés de R+f,

Proposition 7.2.1. Soit £ : X —— Y un morphisme de Sch,R de dimension relative

+ . . .
£ d . Alors le foncteur R f‘ est de dimension cohomologique g 24.

I1 s'agit de montrer que pour tout faisceau F de ~&X~modu1es sur X , on
a le'(F) =0 pour i > 2d . (On en d&duit alors, par un argument standard, que pour
R + i, . . i .
tout complexe K’ de D (X,ﬁx) tel que H'(K') = 0 pour i >k , on a le'(K ) =0

pour i > k + 2d ).

soit W = (Ui) un recouvrement fini de X par des ouverts affines. On

i€1

définit (XVII 6.2.9) une résolution gauche Kﬁ ——> F de F en posant :

n . . %

Ky = ipy Ip (B

[P| = n+i1 :
ol pour chaque partie P de 1 , jy est 1'inclusion de Y\ U. dans X .
i€P
On déduit de (7.1.9.1) une suite spectrale
. 4 +
2. PR iy, e —— T ®
[pl=p+1
PEI

et le fait que ij soit compactifiable, cas justiciable de 1l'exposé& XVII, montre

gP4

que E|

=0 pour p >0 et q > 2d ; on en déduit alors que R® f,(F) = 0 pour

n > 2d , ce qu'il fallait démontrer.

Proposition 7.2.2. Soient f : X — Y un morphisme de Sch . et K" un objet

b ! . . .. + . , . ..
de D (X,ﬂk) de Tor—-dimension finie. Alors R fY(K )} est de Tor~dimension finie.

Comme précédemment, soit 4- (U.).

i1 €1

. s e n . P .
ouverts affines. La fonctorialité de qu permet de fabriquer une résolution gauche

un recouvrement fini de X par des

bornée de K' ©par des complexes de Tor—dimension finie, car cette dernidre propriété
se vérifie point par point (XVII (4.1.9)) : nous noterons K%L le double complexe
ainsi obtenu, le deuxidme indice correspondant & celui de K’ . Avec les conventions

de (VI b.(2.3.2)), on dispose pour tout entier n d'une suite exacte, oii 1'opération

. + o+
g est prise dans C <C (Mod(X,f'X))) :

€n
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0 —> (cs n(K;i.l))s — (0, n*’](K:!:l))s —y (_l)n'l'lK'rllI],. .

d'ol un triangle distingué dans D+(X,ﬂk)
n+l,.
K
u
(qs n(KYe)s (Gs n+l(K§e>s
Utilisant le fait que R+f,(Kg:]") est de Tor-dimension finie pour tout w
+ " + . . .
(XVII (5.2.10)), on en déduit que R f'((o< O(KQB)S) =R f (K') est de Tor-dimension
finie.
+ .
Remarque 7.2.3. L'argument précédent ne permet pas d'affirmer que R f (K') est de

Tor-dimension § k dé&s que XK' est de Tor-dimension g k (cf.(3.7)).

Proposition 7.2.4. Soit un diagramme cartésien dans Sch'R :

1
x —E& > x

s' —-————2;——‘*“* s

. + . .
Alors pour tout complexe K de D (X,ﬁg) , le morphisme canonique

ch_ .
% + . + .
g o R f'(K ) K LR £, © g'x(K )

est un isomorphisme.

Soit (wl,jl,fl) une pseudo—compactification de £ : on en déduit par
changement de base une pseudo~compactification (n;,j;,f;) de f' et un diagramme

commutatif :
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1
z/il//’//a Tl
L/
1
X]
1
n; fl
X' 2
f'
S' S
g

qui permet de définir la fléche chK

On dispose alors, d'aprés (7.1.9.2), d'un morphisme de suites spectrales

birégulidres
gx o Rq(f o n?)' (ﬂ?+ (K")) =——————> gx o Rp+qf'(K')

}

R o n ) (1P (@) ——>r" £ 0 g

et chK. est un isomorphisme puisqu'il en est de méme pour les u?q d'aprés

(XVII (5.2.6)).

7.3. Définition de R £,

Nous nous proposons maintenant d'étendre 'de fagon raisonnable'" le foncteur

+
R £, en un foncteur Rf : D(X,ﬁk) ——> D (Y,ﬁ&) , pour tout morphisme f de Sch'R

7.3.1. Soit (pl’jl’fl) une pseudo-compactification de f et F un J&—module :

prenant la résolution flasque canonique de jl' oL pr(F) (cf. XVII (4.2)), puls son
: 1

image directe par f1 » puls le complexe simple associé au complexe double ainsi cons-

truit, on obtient un complexe de»f&-modules
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1
(7.3.1.1) 0 —— Xopy — B, 2lmy L B

+
fonctoriel en F et isomorphe dans D (Y,J%Y) a R+f'(F)
D'aprés 7.2.1 Hl(aﬂ'(F)) =0 pour i > 2d , oi

la dimension relative de f soit g d , de sorte que le

Sn

— 5 ® el L.

XVII

d est un entier tel que

complexe

(7.3.1.2) 0 ———> B (F) ——> ' 7)) — > ... 2297 my s oker 24P —> 0

est canoniquement isomorphe dans D+(Y,j%Y) au complexe (7.3.1.1). De plus :
Lemme 7.3.2. Les foncteurs &° , x} s eee de—] , Ker 82d

. n _ . . .
L'exactitude des foncteurs x résulte de 1l'exactitude de la résolution

sont exacts en F

flasque canonique et du fait que 1'image directe par un morphisme d'une suite exacte
q q g P

courte de faisceaux flasques est encore une suite exacte courte,

. . 2d . .
Pour voir l'exactitude de KXer § , on considére, pour une sulte exacte

courte O F' F " 0 de faisceaux sur
Ker SZd(F') %m“(’g') 2 2d+2
ker 24 (p) 22341 g xzdr
ker $29(E") Z24+) gy x24+2

et la suite exacte d'homologie associe 3 la suite exacte

00 g @ EN) —=0

> 2d+1
permet de conclure.

On dispose maintenant du lemme général suivant

Lemme 7.3.3. Soient A et B deux catégories abéliennes

(X (1) ——>0

et Je

b N . _ .
C (Fex(A,B)) ol Fex(A,B) désigne la catégorie des foncteurs exacts-de

X , le diagramme

(FhH

(F)

(F"

2 2d+1

un objet de

& (FED) >0

B .

Alors, en associant & tout complexe K' de C(A) 1le complexe simple associé au dou-

ble complexe Je (K') on obtient un foncteur triangulé K(A) —> K(B)

les quasi-igomorphismes.

478

qui préserve



. 008 . XVII

On écrit le foncteur en question comme un composé
c(a) ——= c>(C(B)) ——2> C(B)

oli le foncteur ( )s est le foncteur complexe simple associé et on utilise (VI b

(2.3.2.2). Remarque) : les détails sont laissés au lecteur.

Exercice 7.3.4. Montrer que pour tout complexe K de D+(X’J%X) , la fléche
canonique
Ty X ) —— &)
induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés.
On remarquera pour cela que la fléche canonique

g (1 &), —— @&

kz2d < k
est un isomorphisme, puis que les faisceaux de cohomologie d'un complexe commutent aux

limites inductives filtrantes.

7.3.5. Soit R(l)f, : D(X,ﬁk) -——>~D(Y,£&) le foncteur défini par (7.3.1.2)
grdce & 7.2.3. En vertu de 7.2.4 on peut le calculer directement & partir de (7.3.1.1)
et on peut vérifier qu'il "ne dépend pas" de la pseudo-compactification choisie. Il

faudrait alors vérifier les énoncés 7.1.3, 7.1.4 et 7.1.6 en supprimant les exposants

+ , ce que le rédacteur n'a pas eu le courage de faire.

Définition 7.3.6. Le foncteur RE, D(X,ﬁ%} —— D(y,ﬂ%) construit en 7.3.5

s'appelle encore foncteur image directe 3 supports propres.

7.3.7. On peut alors montrer que le foncteur Rf, commute aux changements de base
et que les Enoncés (XVII (5.2.9) et (5.2.10)) restent vrais pour tout morphisme de

Sch'R , te qui justifie les comstructions que 1l'on vient de faire.
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