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-2 - XVI.

1. Le théoréme de changement de base par un morphisme lisse.

Théoréme 1.1 , Soient L CP , n € W , et

X <____g_’____ X
*) £ g
Y & 7

un diagramme cartésien, avec f quasi-compact et gquasi-séparé, et

g universellement logcalement O -acyclique (resp. univ. loc. 1 ~as-

phérique pour I , resp. univ. loc. n ~acycligue pour I ) (XV 1.11).

Alors pour chaque faisceau F d'ensembles (resp. ds ind- L =~

groupes, resp. abélien de IL-torsion) sur X , le morphisme de

changement de base (XII 4.1.2 )

o1+ FRYYF — (RU%)g*F

est bijectif pour q = 0 (resp. q ¢ 1 , resp. q < n).

En particulier, en appliguant XV 2.1 , on trouve le

Corollaire 1.2 . (Théoréme de changement de base par un morphisme

ligse). Supposons que le morphisme g de (*) soit lisse, gque f

soit quasi-—compact et quasi-séparé, et que I C TP soit l'ensemble

complémentaire & 1l'ensemble des caractéristiques résiduelles de T .

Alors pour chaque faisceau F d'ensembles (resp. _c_lg ind - IL —-grou-

pes, resp. abélien de IL —torsion) sur X , le morphisme de change-
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-3 - XVI.

q

ment de base £ 4 ci-dessus est bijectif pour gq =0 (resp. pour

g = 0,1, resp. pour chaque qJ.

Démonstration de 1.1 . Traitons d'abord le cas o f : X =3 ¥

est quasi-projectif : ce n'est gu'une conjonction du théoréme de
changement de base pour un morphisme propre XII 5.1 et de la dé-

finition XV 1.9 . En effet, on a un diagramme commutatif

X ——t—>3 ¥

oa T est projectif, donc propre, et o i est une immersion ou-
verte. Or on sait XII 5.1 que le théoréme de changement de base

est vrai pour T gquel que soit g : ¥' —>» Y . Puigque

gx{? : Y'XY?-§¥ est encore universellement O~acyclique (resp. ...),
on se ramdne immédiatement par (XII 4.4 (ii)) & démontrer le théo-
rdme pour le morphisme i , c'est-&-dire, on est ramené au cas ol
f est une immersion ouverte. Alors le théoréme est conséquence de

la définition XV 1.10 (ii) .

Traitons maintenant le cas général. L'assertion est locale sur

Y , et on peut donc supposer Y affine.

Lemme 1.3 . On peut de plus supposer X affine.

Démonstration. Procédant comme dans XII 6.1 , on est réduit, pour

prouver 1.1 pour un f donné, & le prouver dans la situation dé-
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”~
duite de la situation donnée par des changements de base Y —> Y ,
[a'g ~ v o~ R
Y' =3 Y¥' , pour un morphisme local g : Y'—>» Y de localisés
stricts de Y',Y induit par g , et & prouver gue les homomorphis-

(%) BEHX,p) — BYX',Fr) (o F' = g ¥(F))

sont bijectifs pour g ¢ n , ol §{= XxYY s = X'xY,Y' . Cela
nous raméne donc au cas o Y,Y',g sont strictement locaux, et &
prouver dans ce cas la bijectivité des applications précédentes, ad-
mettant Qque 1.1 est prouvé pour £ affine. Or soit (Xi) un re-
couvrement fini de X par des ouverts affines Xi s et soit 2 1le
schéma somme des Xi s qui est donc affine et mpuni 4d'un morphisme
surjectif h : Z -~» X , d'ol un morphisme h' § Z' - X' . Yo-
tons que h est séparé, et qu'il est affine lorsque f est séparé.
Ceci dit, appliquant le lemme de descente ¥XII 6.8 , on voit que

pour prouver la bijectivité des applications (x) pour ¢ £ n et powr
tout F , il suffit de prouver la bijectivité des applications cor-
respondantes HH(Z,h®(F)) —> HY(Z',n'*(F')), 2 condition que les
homomorphismes de changement de base, pour 2 —» X et le change-
ment de base X' -3 X , soient des isomorphismes en dimension ¢ un.
Or si f est séparé, donc h est affine, il en est ainsi par hypo-
thése; ce qui prouve 1.1 lorsque f est supposé séparé. Dans le

cas général, on peut alors appliquer le résultat précédent 2 h qui
est toujours séparé, et on conclut encore gque 1.1 est vrai pour f ,

ce qui prouve 1.3 .

Remarque. On pourrait aussi invoquer la suite spectrale de Leray

pour le recouvrement ouvert (Xi) de X , et ses variantes non com-
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-5 = XVI.
mutatives, mais cette méthode, qui n'est pes essentiellement diffé~
rente du recours & XIJ 6.8 , a le désavantage de nous obliger 3
distinguer & nouveau les trois cas habituels, travail gqui a déja été

fait dans loc.coit.

Pour achever la démonstration du théoréme dans le cas général,
il suffit de ramener la démonstration au cas ou f ¢ X —3> Y est
affine et de type fini, donc quasi-projectif. D'aprés 1.3 , on
peut supposer X affine. Soit alors X = lim<X“ s ol gx t Ry —> Y
sont des schémas affines et de type fini sur Y . On termine avec la

technique de passage & la limite habituelle (VII 5).

Compléments 1.4,

a) Nous laissons au lecteur le soin de constater que la méme
démonstration donne encore une conclusion lersqu'on suppose que g
est universellement localement (-1)-acyclique (XV 1.14) : dans ce

¢as, l'homomorphisme de changement de base
80 g, (F) = fL(e(F))

est injectif pour tout faisceau d'ensembles F sur X . D'autre
part, supposons & nouveau n » 0 , on peut compléter 1.1 par 1'é-
noncé d'injectivité suivant, contenu également dans la démonstration
qui précédde : si g est universellement localement O- acyclique,
alors pour tout faisceau en groupes F sur X , 1l'homomorphisme

de changement de base ¢1 de 1.1 est un monomorphisme 3 si g

est universellement localement n -acyclique pour IL , alors 1'ho-
nomor phisme ¢n+1 de 1.1 est un monomorphisme pour tout faisceay

abélien de IL~torsion P sur X .
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- 6 XVI.

b) Il est sans doute possible de donner &également une conclu-
sion d'injectivité analogue & partir de 1l'hypothése de 1 -asphéri-
cité locale pour 1L de g , en introduisant les invarianis de 2=~
cohomologie non commutative de la thise de GIRAUD, comparer XII 5.11 (#);

la mBme guestion se pose également pour {1.6) et (2.3) ci-dessous.

Corollaire 1.5 . Soit K/k une extension de corps, et soit

L= - {p} y ot p=car k . Alors Spec(K) —>» Spec(k) est

universellement localement acyclique pour I et universellement

localegment 1 -asphérique pour I 3 8i k et K sont séparablement

clos, alors le morphisme précédent est également universellement a—

cycligue pour 1L et universellement 1 -asphérique pour & .

Hotons tout de suite la conséquence suivante de (1-5) H

Corollaire 1.6 . Soient K/k une extension de corps séparablement

clos, X un schéma, F un faisceau d'ensemble (resp. de ind-

IL ~groupes, resp. de groupes abéliens de IL~torsion) sur X ol

L= IP- {p} s P =ocar k . Alors l'application

Bq(X,F) 4 Hq(XKyFK)

est bijective pour q = O (resp. pour q < 1 , Tesp. pour tout Q).

Cela résulte en effet aussitdt du fait que Spec(K) —> Spec(k)
est universellement acycligue pour IL et universellement 1 ~asphé-~
rique pour IL , et des définitions.- Notons qu'on peut interpréter
aussi 1l'homomorphisme précédent sur les i comme s'identifiant,

par VIII 2.4 & 1'homomorphisme de changement de base

(*) C'est ce qui est effectivement établi dans le livre de J. Giraud.
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g"(®_(F)) — B (e'*(F)) ,

ob £ : X —>Spec(k) , f£': X —> Spec(X) , g = Spec(X) —>Spec(k)
et g' 3 XK -3 X sont les morphismes évidents. Donc lorsque X

est quasi-compacf et quasi-séparé, la bijectivité de ces homomorphis-
mes peut aussi 8&tre considérée, gréce & 1.1 , comme conséguence du
fait que Spec(K) ~-> Spec(k) est universellement localement acy=
cligue pour I et universellement localement 1 -asphérigue pour IL.
Ce dernier fait implique donc déja 1.6 pour X quasi-compact et
quasi-séparé, ce qui suffit manifestement & entrainer que

Spec(K) ~>» Spec(k) est universellement acycligque pour I et uni-

versellement 1 ~-asphérique pour L (XV 1.7, 1.6 (i)).

Ceci montre donc gque pour prouver 1.5 , il suffit de prouver
la premiére assertion de 1.5 . Quitte & passer & la cldture parfai-
te de k , ce qui est licite par VIII 1.1 , on peut alors supprser
k parfait. Toute extension K de k est limite inductive de ses
sous-algébres A de type fini sur k , et k étant parfait, quitte
a localiser un tel A , on peut le supposer lisse, de sorte que X
apparait comme limite inductive filtrante de sous-algébres lisses.
Ces dernidres étant universellement localement acycliques pour IL
et universellement localement 1 -asphériques pour IL en vertu de

XV 2.1 , on conclut gréce & XV 1.13 (ii) y c.q.f.4.

Remarque 1.7 . On comparera le théoréme d'invariance 1.5 & XIT 5,4,
olt on n'a pas eu 2 supposer le faisceau de torsion envisagé

premier aux caractéristiques résiduelles, mais ol en revanche on doit

supposer X propre sur k . Déja dans le cas de H1(X,27p% ), ol
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X est une courbe algébrigque affine (par exempls la droite affine)
sur un corps algébriguement clos k de car. p >0 4 llanalo-
gue des énoncés précédents devient faux, & cause des phénoménes de
tpamification immodérée!" & l'infini, impliquant que dans un tel cas

la classification des rev8tements éiales principaux de groupe Zi/p%

est essentiellement “continue".

2. Théordme de spécialisation des groupes de cohomologie.

Théoréme 2.1 . Soient L C P , n €W , et soit £ : X - Y

un morphisme de présentation finie propre (¥) et localement O-acycli-

que {resp. loc. 1 -asphérigue pour I , resp. loec. n —acycligue

pour T.). Soit F un faisceau d'ensembles (resp. de ind -~ L -

groupes, resp. abélien de L -torsion) constructible et localement

constant sur X . Alors les qu*F sont constructibles et locale~

ment constants pour q = 0 (resp. pour gq = O,1, resp. pour ¢ ¢ 1)

et pour tout point gdoméirique § de Y , ona

(R F). Hq(X‘_}-,Fy) ,

pour ces m@mes valeurs de q .

Remarque. Notons que la dernidre assertion n'est que le théoréme de

changement de bage pour un morphisme propre XII 5.2,

Compte tenu de XV 2.1 , on a immédiatement le corollaire sui-

(*) Pour ume hypoth&se moins restrictive que celle de propreté permettant
d'obtenir les mémes conclusions, cf. SGA 5 IT 3 et SGA 1 XIII.
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vant 3

Corollaire 2.2 . {Théoréme de spécialisation pour les groupes de

cohomologgg). Soit f : X ->» Y un morphisme propre et lisse, et

IL ¢ P l'ensemble complémentaire & l'ensemble des caractéristiques

résgiduelles de Y . Soit F wun faisceau d'ensembles {resp. de ind-

%L -groupes, resp. abélien de I -torsion) constructible sur X .

Alors les qux(F) sont constructibles et localement constants pour

Q=0 (resp. pour q = 0,1 , resp. pour tout gq), et pour tout

point géométrique ¥ de Y , ona

R (F)- =~ 8%Zx-, P-
< )y (y, y)

pour ces m8mes valeurs de q .

Remarque. Prenant n = 1 , et traduisant en termes de groupes fon~
damentaux, on retrouve (5GA1 X 3.8) comparant les groupes fondamen-—

taux des fibres d'un morphisme propre et lisse.

Démonstration de 2.1 . Puisqu'on sait déja gue les quﬁ(F) sont
constructidles XIV 1.1 , il suffit gréce & IX 2.11 de prouver
que pour tout morphisme de spécialisation §1 —y §o de points
géométriques de Y , le morphisme de spécialisation correspondant

(vriz 7.7)
q q.
(=) R fx(F)yo*-> R fx(F)§1

est bijectif pour les valeurs de g envisagées. Or on a & ce sujet

le résuliat un peu plus général suivant (oBt il est inutile de suppo-~
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ser f de présentation finie et F constructible) :

Corollaire 2.3 . Soient L C P , ngW® , f: X —> Y un mor-

phisme propre et localement O -acyclique (resp. localement 1 -asphé-

rique pour IL , resp. localement 1 -acyclique pour L ), F un

faisceau d'ensembles (resp. de ind - I -groupes, Tesp. abélien de

IL ~torsion) sur X , qui est localement constant. Alors pour tout

morphisme de spécialisation §1 — §o de points géométriques de

Y , 1'homomorphisme de spécialisation correspondant (x) ci-dessus

est bijectif pour q = 0 (resp. pour g = 0,1 , resp. pour q & n).

De plus, dans le cas n = 0 i.e. g localement O —acyclique, pour

tout faisceau de groupes localement constant F sur X , 1'homo-

morphisme R's (M- — ke (F)= est injectif ; si n est quel-

congue, pour tout faisceau abélien de I —torsion F localement cons-

tant sur X , l'homomorphisme de spécialisation (=) est injectif

pour g = n+t .

Il existe un schéma strictement local intégre Y' , et un mor-—
phisme g ¢ ¥Y' —>» Y appliquant le point fermé yé en Yo le
point générigue en y{ : il suffit par exemple de prendre d'abord
le localisé strict de Y relativement & }; , puis son sous-schéma
fermé intégre défini par un point au-dessus de o De ‘plus, quitte
a remplacer Y' par son normalisé dans une cléture algébrique de
son corps des fonctions, on peut supposer Y normal et k(y;) al-
gébriquement clos, de sorte gque yé et y; sont des points géomd-

triques de Y' . Utilisant le théordme de changement de base(XII 5.1)

pour (f,F,g), on est ramené,pour prouver 2.3, & le faire en
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remplagant Y, 50, 51 par Y', y!5 ¥} , ce qui nous raméne & prou-
ver 2.3 dans le cas o Y est normal et strictement local, et ol
§o et 51 gsont respectivement gon point fermé ¥, et son point
générique ;y_E . Dtailleurs, utilisant XII 4 , on voit que 1'homo~-
morphisme de spéoialisation (=) s'identifie alors & 1'homomorphis=—

mne
B X,F) —> EYX,,E((F)

ol X1 = X et ol g : ¥4 —> Y et gy ¢ X1 -> % sont les mor-
phismes canoniques. Notre assertion provient alors du lemme suivant

(o& on ne suppose plus f propre) :

Lemme 2.4 . Avec leg notations préliminaires de 2.3 , abandonnons

1'hypothése de propreté sur f , supposons en revanche Y normal

intdgre, de point générique y, tel que k(y1) soit séparablement

clos, et soient X1 =X 8y ¢ X1 —> X 1le morphisme canonique.

vy
1
Alors 1'homomorphisme

() BYE,F) = BYX,,&(F)

est bijectif pour q = O (resp. bijectif pour gq = 0,1 , resp. bi-

jectif pour g = n , injectif pour q = n+1). De plus, dans le cas

n=0 i.e. g localement acyclique, pour toul faisceau en groupes

F sur X , l'homomorphisme (#=) est injectif pour q =1 .

Un argument immédiat (XV 1.6 (i) = (ii)) montre qu'il suffit

de prouver la relation

F5 g g, (F) ,
*
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et pour n 3 1 , les relations supplémentaires
ng1 81*(F) = 0 pour 1 £ g ¢ n .
3

Ces relations étant locales sur X pour la topologie étale, et F
étant localement constant pour la topologie étale, on psut supposer
F  constant, donc de la forme GX , ot G est un ensemble (Tesp.

un ind -IL -groupe, resp. un groupe abélien de IL -torsion). Notons
d'autre part que 1'hypothése que X est normal impligue

g*(Gy1) P Gy (IX 2.14.1), et 1'hypothése que k(y1) est sépara-
blement clos implique gque les ngg(Gy1) sont nuls pour q3» 1
D'autre part, l'hypothése que g est localement O -acyclique (resp.
«..) implique que la formation des ngx(Gy) commute au changemeht
de bage £ : X —» Y pour q ¢ n , compte tenu du fait que l'on
peut supposer Y affine, et gqu'alors ¥, apparalt comme limite
projective de ses voisinages ouverts affines, gqui sont quasi-compacts
dans Y , de sorte qu'on peut appliquer la définition XV 1.11 et
la théorie du passage & la limite VII 5 . On en conclut gu'on a

bien
ENE q _
Gy —> g1*(GX1) , R g1*(GX1) =0 pour 1< g ¢n ,

ce gqui achéve la démonstration de 2.4 et par suite de 2.1

Remargque. La démonstration qui précéde, via 2.4 , plus simple que

notre démonstration initiale, est due & M. Lubkin.

Corollaire 2.5 . Sous les conditions de 2.1 , supposons Y connexe,

et soit g ¢ n . Alors les Hq(X§, F) , pour les points géométri-
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gues y de Y , sont tous isomorphes entre euX.

3, Le théoréme de pureté cohomologique relatif.

Définition 3.1 . Soit B un schéma. On appelle S-couple lisse

(Y,X) une S -immersion fermée i : ¥ —> X de S ~préschémas
' une, ae prestnemas

ligses, c'est-a—-dire, un diagramme commutatif de préschémas
2 9

tel que f et h soient lisses et que i soit une immersion fer-

mée. On notera U=X-Y , Jj: U —> X 1l'immersion ouverte, et

g : U -—) S le morphisme structural. On appelle codimension §g

(Y,X) en un point y € Y la codimension en y de la fibre ¥

dans X , ok s = hiy) .

La codimension est donc une fonction localement constante sur
Y . Nous indiquerons par la phrase "(Y,X) est de codimension c "

que cette fonction est méme constante, & valeur ¢ .

Soient (Y,X} un 8 ~couple lisse et y & Y. Rappelons (SGA II 4,10)

qu'il existe des entiers m et n , un voisinage X' de

y dans X , et un morphisme étale

n
0 : X' —> B = Spec Og [ty, +ves 1]
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tels que Y' =Y N X' sgoit l'image inverse du sous—schéma fermé

IE? défini par les éguations

On peut exprimer ce résultat en disant gque localemeat pour la topo-

logie étale, chaque S ~couple lisse (Y,X) est isomorphe au ccunle

standard (Bﬂ: R E)z } pour m et n counvenables, ol

E = Spec Oy [tT, ey v ]

Dans le présent numéro, on se propose de caleculer les faisceaux
de cohomologie locale Q?(X,F) - (qu!)F {V 4 et VIII 6.6) vour
un S ~couple lisse (Y,X) , & valeurs dans un faisceau abélien de
torsion localement constant F premier aux caractdristiques rési-

duelles. Nous commengons par des considérations préliminaires :

Proposition 3.2 . Soit

U —i 35 x
S

un diagramme commutatif,o& £ est lisse, et J est une immersion

ouverte telle que la fibre US g0it dense dans XS pour chague

s € S5 . Suit P un faisceau d'ensembles sur $ . Alors ls mor—

phisme canonique

P —> §gF = 5 30T

est bijectif.
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Démonstration. On se réduit facilement au cas o U est réirocompact
dans X . Soit B un point géométrique de S , X un point géo-

. ~ ~ fod .
métrique de X au-dessus de S , f : X —» & le morphisme des
localisés stricts de S , X en des points géométriques correspon-—

~ ~
dants; et U =1 XXX . On a, avec les notations évidentes,

(") = (X = PEF .

~

"~
Par suite il suffit de démontrer que §’: U -3 S est O -acyclique,

ce gui impliquera
~ Cved Y ol
(3,£7); = B0 = °GF) .

Puisque & est limite de morphismes lisses, il est localement O ~-a-
eycligue {XV 2.1, 1.11), et par XV 1.12 il suffit de démontrer gue
les fibres géométriques de %7§’ sont O -acycliques, clest-a-dire
connexes et non-vides. Soit S!' un point géoméitrique de g, . Alors
la fibre }éa est régulidre, connexe et non vide, et il résulte de
1'hypothése que ﬁé, est un ouvert dense de §é| s donc connexe

et non-vide, d'oll le réaultat.

Corollaire 3.2.1. Sous les conditions de 3.2 , le foncteur X'H>X'|TU

de la catégorie des rev@tements étales de X dans la catégorie des

rev@isments étales de U est pleinement fidéle. En particulier, pour

tout groupe fini G , l'application de resiriction

B (X,0) —> H (U,6)

est injective.
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Cela résulte de 3.2 , via un argument standard que nous allons,

pour la commodité des références, expliciter en un

Lemme 3.2.2. Soit £ ¢+ X —» Y wun morphisme de schémas, et soit

*®

£ : Bt(Y) —> Et(X) le foncteur image inverse Y' r—> Y'x.X de

la catégorie BEt(Y) des revétements étales de Y dans Et(X) .

Conditions équivalentes :

(1) £% est fiddle (resp. pleinement fiddle) -

(ii) Pour tout rev@tement étale Y' de Y désignant par
de y designant patl

ft ¢ X' =—> Y' le morphisme déduit de f par changement de base

Yt —» Y , ltapplication U +—> f'~1(U) de 1l'ensemble des parties

4 la fois ouvertes et fermées des Y' dans l'ensemble des parties

% la fois ouvertes et fermées de X! est injective(resp. bijective).

(ii bis) Avec les notations de (ii), pour tout faisceau d'ensem-

vles constant C sur Y' , llapplication canonigue

H°(Y',0) —> HO(X',£7C)
est injective (resp. bijective).

(iii) Avec les notations de {ii), l'application canonique

r(y/y) —»  C(x1/x)

est injective (resp. bijective).

La démonstration est laissée au lecteur (cf. SGA 2, IX 3.1 et 3.2).
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Remargues 3.2.3. On peut considérablement généraliser 3.2 , fant
en termes de faisceaux d'ensembles, en affaiblissant les hypothéses
sur f, gu'en termes de faisceaux de groupes avec des conclusions
sur les ngﬁ(fﬁF) (cf, SGA 2 XIV 1 et SGA 1 XIII ). Remarque analogue
pour 3.4 & 3.6,

"Rgppelons" aussi le théoréme de pureté de Zariski - Nagata

sous sa forme relative :

Théordme 3.3 . {Théor2me de pureté relatif). Soit

un diagramme commutatif ol f est lisse, et o J est une immersion

ouverte telle que pour tout s € S , Xs - Us s0it partout de co=~

dimension » 2 dans Xs . Alors le foncteur X'——= X'} U de la

catdgorie des revd@tements étales de X dans la catégorie des revé-

tements étales de U est une dquivalence de catégories.

Démonstration. Que le foncteur soit pleinement fidéle a été wvu (3.2.1).
Le fait qu'il soit ess. surjectif va se déduire du théoréme classiqus.
On se donne un revBtement étale U' de U , il faut montrer qu'il

gse prolonge en un revétement étale X' de X . Réduction immédiate
facile au cas ol U est rétrocompact dans X , puis au cas ol B

est affine et de type fini sur Spec Z , X wun schéma connexe, et

f de type fini.
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On procéde par vécurrence sur n = dim 5 , l'assertion étant
conséquence du théoréme classique (SCA 2 X 3.4) dans le cas n = 0 .
Ayant 1l'unicité, on peut appliguer la technigue de descente de SGA IX 4,7
au normalisé S €— § pour se réduire au cas $ (et donc
X) normal (8 —> § étant fini (BGA IV 7.8.3 (iii} (vi)). De plus,
quitte & agrandir U , on peut suppcser U maximal parmi les ouverts
au-dessus desquels U! peut se prolonger, et il faut prouver alors
U =X . Sinon, soient x un point maximal de X-U , et s = £(x) .
Tout revient & prouver qu'on peut prolonger U' au~dessus d'un voi-
sinage de x . Nous pouvons supposer que dim OS9S =n 3 1 et
que le théordme est déji démontré pour la dimension < n . Posons
B = OX,X et soit B! le normalisé de B dans l'anneau des fonctions
rationnelles sur le rev@temcnt U' de U 3 donc B' est une B-al-

gébre finie (loc.cit.). Il suffit évidemment de démontrer que B!

est une B -algebre étale.

Scient 4 =0 , 044 € max 4 , A =4/tA , B_=B/tB
S,s o Q

Par hypothése de récurrence; la restriction du revétement 2

Uo =U® AAo s'étend & un revétement étale de Spec BO , abpelons—
le Spec Bi . Quitte & remplacer X par un revidtement étale conve-
_nable d'un voisinage de x {(ce qui est loisible) on peut supposer
Spec B: complétement décomposé sur Spec Bo . On est ainsi ramené
au cas ol la Bo—algébre Bé est complétement décomposée en dehors

du point fermé cde Spec Bo . Alors les hypothéses de XV 3.3 sont

satisfaites, d'ol le résultat.

Corollaire 3.4 . MBmes hypothéses gue dans 3.3 . Alors on a

1. *
§:3 3*)g ® = 0 pour chague faisceau F de groupes ind-finis sur 5 .
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Réduction comme d'habitude au cas S noethérien, f de type
fini, et F constructible. Soit O —&» F —> G une injection de
faisceaux de groupes ind-finis sur 5 , et C = G/F . I1 résulte
de 3.2 que le foncteur jxg* est exact , donc que jxg*G¢i> j§g§C
est surjectif, donc (XII 3.1) que (Rjjﬁ)gﬁF - (Rjjx)gﬁG est in-
jectif. On peut donc remplacer F par G , et on se raméne ainsi
par IX 2,14 et VIII 5.5 aucas ot F = (G est constant, & valeur
un groupe fini ordinaire G . Soit X un point géométrique de X,
¥ le localisé strict de X en x , et 7= i’XXU . Alors il ré~

sulte de 3.3 que 1l'on a
.3 q ey
(2%, 6%)- = 14T, op) = EUX, op)

et ce dernier est nul, d'ol le résultat.

Lemme 3.5 . (Lemme d'Abhyankar relatif). Soit (Y¥,X) un § -couple

lisse de codimension 1, tel gue Y soit défini par une équation

t =0 dans X . Boient U = Z-Y et V/U un revétement principal

galoisien d'ordre n premier aux caractéristiques résiduelles de Y

Posons X' = Spec Oy [z] J(2P=t) , U= UERX , U= VEX .

Alors le revétement V' st'étend uniquement 3 un revétement étale de

£ .

Démonstration. Réduction immédiate au cas 5,X,¥ affines et de type

fini sur Spec Z . L'unicité est un cas particulier de 3.2.1 . Fous
allons déduire l'lexistence de XV 1.12 : soient S un point géomé-

trique de S et X un point géométricue de Y au-dessus de s

~ ~
Soient f : X —» S le morphisme des localisés siricts correspon-
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dants induit par f , ’I‘I/= U XX?{ , etc ... Par descente, compte
tenu de 1'unicité, il suffit évidemment de démontrer que "\f' g'ém
tend en un revétement étale de ¢ , c'est-a-dire (puisque bL
n'admet pas de revétement non-trivial) que ”\?‘ est un revétement tri-

Vet
vial de U' .

Seit T = 1in U = Spec O [_tl/m] ot m parcourt 1l'ensem-

é‘m—- m U ’

ble des entiers m premiers & la caractéristique résiduelle de ’f .

- A

Alors U/U est un "rev8tement galoisien infini" de groupe abélien

G = 2im % /uZ , et on voit immédiatement qu'il suffit de démontrer
n

gue T est l-asphérique pour 1'ensemble IL & T com-

Land
plémentaire & la caractéristique résiduelle de X .

Considérons le morphisme £ : 0 —3» 5 . Il est limite de mor-
phismes lisses, donc localement l-asphérique pour IL
(XV 2.1, 1.11 (ii)). Dtapreés XV 1.12 , il suffit de démontrer gue
les fibres géométriques de U/S sont l-asphérique pour IL .
Soit 5 un point géométrique de ¥ . 1a fibre géométrique ﬁg
est limite des fibres (?I:n)-é- . Par suite il suffit de démontrer gque

Wt

chaque revétement principal galoisien d'un (U )

s d'ordre premier

aux car. rés., induit un mvétement trivial de ff-s- . En remplagant

”~ ~ Fod

X vpar X = Spec Of‘ Etl/m] {qui est encore lisse au-dessus de S),

- ~

on se réduit au cas m =1 , c'est-d-dire, Um = U . Soit V un
I

tel revétement de Ug . Or /k"g = 7 est un schéma strictement local
A

régulier, et W = U§ est l'ouvert complémentaire & un sous—ensemble

régulier de codimension 1. On peut donc appliguer le lemme d'Abhyankar

sous sa Torme usuelle€SGA1 X 3.6) pour conclure que V induit un re-
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vétenent Vm sur Wm qui s'étend en un revétement étale de Zm y
pour m convenable. Mais Z donc Zm étant strictement local,; il
s'ensuit que ce revétement est trivial, donc Vm est un revétement

trivial de Wm , ¢c.q.f.4.

Remargue 3.5.1. Lorsqu'on ne suppose pas l'lordre n de G premier
aux caractéristiques résiduelles de X , on peut encore prouver

ceci : soit m le plus grand entier premier aux caractéristiques
résiduelles de Y qui divise l'ordre de G , et supposons que pour
chaque point s & 8 , le revé&tement VS de Us = Xs - Ys ait, en
les points maximaux de YS , des groupes d'inertie d'ordres premiers
aux caractéristiques résiduelles de Y . Alors la conclusion de 3.5
reste valable en prenant X' = Spec Q_ {z] /(z"-t) . On peut aussi
prendre pour m , plus généralement, un multiple commun guelconque

des ordres des groupes d'inertie qu'on vient d'envisager, supposés

premiers aux caractéristiques résiduelles correspondantes.

Corollaire 3.6 . (Pureté cohomologique en dimension 1). Soit (Y,X)

un S -couple lisse de codimension 1, et soit F un faisceau de

groupes constructible et localement constant sur X , d'ordres pre—

miers aux caractéristigues résiduelles de X . Alors avec les nots-

tions de 3.1 , (quﬁ)j*F est localement isomorphe comme faisceau

d'ensembles pointés & i (Fy/int(Fy)) , ok Fy = F| Yet ob o /int(Fy)

désigne le quotient de FY par les opérations de EY sur lui-méme

par automorphismes intérieurs.

Remarque. L'isomorphisme du corollaire 3,6 ntest pas canonique.
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Démonstration. On se raméne immédiatement au cas X noethérien et
connexe. Puisque 1l'assertion est locale sur X pour la topologie
étale, nous pouvons supposer que F est un faisceau constant, & va-
leur un groupe fini ordinaire G d'ordre m premier aux caracté—
ristiques résiduelles de X , et de plus que |l £ (ZVmZDX .
Soit U=X-Y et U'= §2§E_OU [tl/m] , qui est unmevétement
principal galoisien "essentiel" de U de greupe Zi/m Z puisque
Pox =2 (Z /n Z )X . Les revétements principaux de groupe G de U
qui sont trivialisés sur U' sont classifiés localement sur Y par
H=Hom (Z/m Z, G) mod int(G) , qui est un ensemble pointé iso-
morphe & l'ensemble sous~jacent de G/int(G) . On obtient ainsi un
morphisme du faisceau constant EY sur Y dans (R1jx)GU , et il
suffit de démontrer qu'il est bijectif, ce qui résulte immédiatement

de 3.5 .

Théoréme 3.7 . (Pureté cohomologique). Soit (¥,X) un S -couple

lisse de codimension ¢ > 0 . Soit F un faisceau abélien sur X

localement isomorphe (pour la topologie étale) & un faisceau de la

* N . . .
forme £ (G) , oh G est un faisceau de torsion sur S , premier

aux caractéristiques résiduelles (par exemple F un faisceau loca~

lement constant de groupes finis d'ordres premiers aux caractéris-

tiques résiduelles de X). Alors,avec les notations de 3.1 4, on a

1
H(GF) = R%)F =0  si af 2
i.e. F jﬁ,j%F ot

(Rq;;*)j*F =0 si ¢ #0 , 2c-1 ,
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5o(n,F) = ¥ [(R%75 ) 5]

e

est un Bisceau localement isomorphe & iZ(F) .

Démonstration. L'assertion est locale sur X pour la topologie é-
tale 3 on peut donec (¥)supposer F constant, donc si on veut

¥

FY O Z/MB )S pour le faisceau constant (% /n Z )S sur 8 .

Traitons d'abord le cas ¢ = 1 . {L'assertion pour (R1j§)ij ,
dans le cas F localement constant tout au moins, résulterait immé~-

diatement de 3.6 , mais nous allons le déduire de nouveau.) Rappe-

n-1

lons que (Y¥,X) est localement isomorphe au couple (IES

n
, D)
et si l'on remplace S par Eg‘d , on se raméne au cas ol

1 N . /
X = ES = Spec OS Ec] et ot Y est la section t =0 de X/5 .
La situation est localement isomorphe & 1l'inclusion de la section a
1'infini dans l'espace projectif IP; . On peut donc prendre
1 1

g Y la section & 1l'infini, et U =B _ = XY .

X=1I 3

Examinons la suite spectrale de Leray
(P2 ) (%5 )( % /n) —> R )( & /n) .

Or l'aboutissement est nul pour p+q> O , d'aprés XV 2.2 . De
plus, les qux sont concentrés sur Y si g% 0O , qui s'envoie
isomorphiquement sur S8 par f , et d'autre part ‘jae(F * U) & F
en vertu de 3.2 . Il s'ensuit que (Rpf*)(Rq,jE) =0 si petg> 0,
et que fﬁ(qux) détermine le faisceau (qux) si g» 0 , enfin
IRpijx(F } ) =IRpf§(F) . La suite spectrale ss réduit donc 4 des

(*) Du moins si F était supposé localement constant. Le lecteur se convaincra
que la démonstration qui suit s'applique aussi, essentiellement au cas général,
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isomorphismes
q. ] ~ q+1 .
e BYG)EF |V S ®TEEF) sioa» 0 .

Mais <qu§)(F) se calcule fibre par fibre (XII 5.2}, donc est nul

si q # 0,2 , et est un faisceau localement isomorphe & G si

g =2 , comme il résulte aisément de XII 5.2 et IX 4.7 . Done
q.

RL)E| W

phe 2 i®(F) si q=1 .

0 si g #1 , et est un faisceau localement isomor-

Le cas ¢ > 1 se traite maintenant facilement par récurrence 3
soit {(¥,X¥) un 8 -couple lisse de codimension ¢ > 1 . Il est
¢lair que, localement sur X , on peut trouver un sous-schéma Z
de X de codimension 1 qui contient Y et qui est lisse au-dessus

de S , de sorte qu'on ait un diagramme commutatif

Y_.._..u_.éz
X )
ot chague couple est un S -couple lisse (on devrait appeler (¥,Z,X)

un S-triple lisse), ol la codimension de (Z,X) est 1, et celle

de (Y,Z) est c-1 .
Or on a la suite spectrale de foncteurs composés
H 1 t
®Pu R )P => (RPUH)F

!
Par hypothése de récurrence, (qu')F =0 si g # 2 et est locale-
ment isomorphe & v (F) si q =2 , d'ol encore par hypothése de

. ! ]
récurrence, appliquée 2 (qu')F , que (Rpu!)(qu')F est nul si
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(p,a) # (20-2,2) et est localement isomorphe & w'w (F) si
1
(p,q) = (2c-2,2) , d'ol immédiatement le résultat pour (&4

c.q.f.d.

Corollaire 3.8 ., Soient (Y,X) un S ~couple lisse de codimension

¢ , n un entier naturel premier aux caractéristiques résiduelles

de X , et posons

Ty = B (@ /o2 ),

/X

qui est un faisceau sur Y localement isomorphe (pour la topologie

étale) au faisceau (%/nZQY en vertu de {3.7). Soit P un faisceau

abélien sur X , annulé par n , satisfaisant & la condition énon-

cée dans 3.7 . Alors on a (pour mémoire) E;(F) =0 pour i # 2¢ ,

et de plus on a un isomorphisme canonique :

B(F) e iX(F)® g -

Démonstration. On définit aisément un homomorphisme canonigue
3 2¢
g: 1(F) ® Ty/x —> K Y(F)
i.e. un homomorphisme
| 2c 2¢c
i*(F) —> Hom (E Y(z /n%),H Y(F)) s

en utilisant 1'homomorphisme canonique ¥ —> Hom(% /n% ,F) . Il
reste & prouver gue ﬁ est un isomorphisme; ce qu'on vérifie aisé-
ment en suivant la démonstration donnée de 3.7 .

Corollaire 3.8.1. Sous les conditions de 3.8, la formation des
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g;(F) commute & tout changement de base S' e3> 5 .

Ctest clair.

Corollaire 3.9 . {Théorime de pureté cohomologioue absolue). Soient

X un schéma régulier, Y un sous—préschéma fermé régulier de

codimension ¢ en chaque point. Supposons de plus que X soit lo=

calement de type fini sur un corps parfait k . Alors, si n est

premier aux caractéristiques résiduelles de X , on a

HA(Z /nz) =0 si if 2 ,

et H2§(Zynﬂl) est un faisceau sur Y localement isomorphe (pour la

topologie &tale) au faisceau constant Z/nZ) .

C'est un cas particulier de 3.7 , compie tenu aue l'hypothése

implique que X et Y sont lisses sur k .

Remarques 3,10,

a) On peut dans 3.8 expliciter la structure du faisceau TY/X s

on trouve qu'il sst canoniquement isomorphe au faisceau (Ql_n);®~c ’

ol &Ln désigne le faisceau des racines n.&mes de 1'unité (1ocale—

ment isomorphe au falsceau constant ZynZS). L'isomorphisme en gques-

tion est étudié sous le nom de classe fondamentale locale de Y dans X,

dans la situation un peu plus générale des intersections complétes

relatives, dans Exp, XVIITI consacré & la dualité,
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b) I1 est trés plausible que les conclusions de 3.9 et de
3.10 a) restent valables sans postuler l'existence d'un corps de
base k , tout au moins lorsque X est un préschéma "“excellent",
C'est ce qui sera étadbli en tous cas dans Exp. XIX lorsque X est
de caractéristique nulle, en utilisant la résolution des singularités
de Hironalka. Comme nous verrons dans SGA 5 on a besoin du
"théoréme de pureté absolu" (ainsi que de la résolution des singula-
rités) notamment pour pouvoir établir la "formule de dualité locale™,

{qui elle-méme est un des ingrédients majeurs de la formule de

LEF SCHETZ-VERDIER ).

4. Théoréme de comparaison de la cohomologie pour les préschémas al-

gébriques sur € .

Boit X un schéma algébrique sur Spec € . Nous allons
comparer les sites étale et classique sur X , et nous reprenons
les notations de XI 4 . Le théoréme de comparaison, qui est la for-

me générale de XI 4.4 , est le suivant

Théoréme 4.1 . Soit £ ¢+ X —>» S un morphisme de type fini de

schémas localement de type fini sur Spec € , de sorte qu'on & un

diagramme commutatif de morphismes de sites
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e £
Xet Xcl
fet chl
4
Set J Sol

Soit F un faisceau d'ensembles (resp. de groupes ind-finis, resp.

abélien de torsion) et supposons qu'on soit dans l'un des cas sui-

vants :
{1} £ opropre,
(ii) F constructidble.

Alors les morphismes de changement de base XII 4.1.2 (%)

. £5(pd q y o B
s {r fetx)F-—-—) (r fch)e F

sont bijectifs pour q = 0 (resp. pour g = 0,1 , resp. pour

@ > 0).

Remarquons que le théordme de CGrauert-Remmert (XI 4.3 (3ii))
que nous avions utilisé dans la démonstration de XI 4.4 , est un

cas particulier de 4.1 .

* En fait, nous utilisons 1'homomorphisme de changement de base
sous des conditions plus générales que celles envisagées dans Exp. XIT,
ol nous nous étions limités & un carré cartésien de morphismes de pré-
schémas. Le lecteur se convaincra aisément gue la définition s'étend

verbatim 3 un carré essentiellement commutatif de morphismes de sifes.

Pour plus de développements & ce sujet, voir exposé suivant.
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Pour la démonsiration, nous traitons d'abord le cas f propre.
Dans ce cas, le résultat sera conséquence de GAGA et du théoréme de
changement de base pour un morphisme propre, par un raisonnement &~
lémentaire gqui aurait pu figurer dans Exp. XIV. Pour traiter le cas

général, nous utiliscroms de plus la résclution des singularités [1]
et 3.7.

On peut évidemment supposer Y , donc aussi X ,de type fini

sur ¢ .

Cag f propre. Nous rappelons les faits élémentaires suivants s

(a) L'espace topologique Xc1 est localement compact.

{(p) S8 f : X —> S est propre, alors £t X, —> S, estune

application propre d'espaces topologiques.

En effet, (a) est trivial puisque localement X , est un fermé
dans un €° . Pour {b) on se ramdne par le lemme de Chow au cas

o f est projectif, ce cas étant trivial.

Soit F un faisceau d'ensembles (resp. ...) sur Xet . Pour

les deux morphismes fot et fcl s, la formation des RY  commute
& la formation des Ffibres (XII 5.2et [21 4.11.1). I1 suffit donc

de vérifier le théordme fibre par fibre, en les points fermés de

Sst .

Dans le lemme suivant, nous ne supposons pas que g soit propre:
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Lemme 4.2 . Soit

un diagramme commutatif avec h propre, et soit U un ouvert de

X tel que h induise un isomorphisme de l'ouvert U = U XXX de

X sur U . Soient j rU—>» X et j: T-—> X les inclusions,

F un faisceau d'ensembles (resp. ...) sur U , et F 1le faisceau

induit sur U . Si le théoréme 4.1 est vrai pour (g,3,F) il 1l'est

également pour (g,J!F) .

Démonstration. Le théortme est vrai pour (E,Ezﬁ) parce qu'on est
ramené 3 le vérifier fibre par fibre, et on a alors les deux cas
suivants : ou bien la restriction du faisceau & la fibre est nulle,
ou bien le morphisme h est un isomorphisme. Dans ces deux cas, le

résultat est trivial. On Irouve que

. ®, e A~ Hy— =
e F 2 e hetx(J!F) = b € (J!F)

et
(% ;)T F = (¥ . )e™(5,F) =0 si g0

pour les valeurs de g envisagées, donc que

q . q= T 5
(R7e )3, F = (Rog )3, F
et
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dlol 4.2 .

Lemme 4.3 . Pour vérifier 4.1 pour toutes les donndes (f,F)

avec f propre, il suffit de le faire dans le cas ol on suppose

que de plus f est de dimension relative £ 1 et 8 = 3pec ¢ gst

un point.

Démonstration. Réocurrence sur la dimension relative. Supposons le
résultat connu en dimension relative <n , et gue ny» 1 . Comme
nous }'avons remarqué, nous pouvons faire la vérification fibre paxr
fibre, c'est-&-dire, nous pouvons supposer que S = 3Spec C est

un point, et donc X de dimension ¢ n . De plus, nous pouvons sup~-
poser X réduit. Soient ¢ une fonction rationnelle sur X qui
n'est constante sur aucun composant irréductidle de X , U un
ouvert demse de X sur lequel ¢ est défini, et X c xzP ! 1'adne-

rence du graphe du morphisme @ U —> E1 . On a un dia-

gramme commutatif

X
h \
- 1
b g ¥
/
Y = Spec ¥
ol les dimensions relatives de a et b sont (n . Par l'hypothé-

se de récurrence, le théoréme est vrai pour f{a,.) et (b,.)
d'oll on conclut qu'il 1l'est également pour (g,.) - En effet, c'est

b7

trivial pour g =0 3 s8i ¥ est abélien de torsion sur X , cela

136



- 32 - XVI.
régsulte du morphisme de suites ppectrales de Leray

SR, )@Y P == e*(Rpiqéem)F

@ @% ) FF = (P ) IF

cl=

gi enfin F est un faisceau de groupes ind-finis sur X , notons
que puisque €§(B1§etx)- est un foncteur effagable, il suffit de
démontrer (compte tenu du résultat pour q = O}, que (Riéclx) e*
est également effagable (of. XII B.2), ce qui résulte de la suite

exacte

0~ R'b. Ja. €% —> ®'z,,,) F —> bcln(R1a ) e®F

clw’ clw clx

et du fait que (R1b ) e* et (Rqa ) ¥ sont effagables gréce

clx clx

& l'hypothdse de récurrence.

Soit maintenant P un faisceau d'ensembles sur X . On a
F hetxhe: F =G . Par la suite exacte
(4.3.1) F ey ¢ =3 GLLFG ,
on se raméne (pour g = O) & démontrer 4.1 pour G , donc pour

un faisceau de la forme hetxf . Mais pour un tel faisceau, le ré-

sultat sera comséquence du théoréme pour (g,.) et pour (b,.) , et

h est de dimension relative < n , comme on voit immédiatement.

Soit F un faisceau abélien de torsion sur X . On a la sulte

exacte
* 0 —> §,i’F —» P —> iki’ep-—} o .

Puisque U est dense dans X , ona dim Y ¢n , donc 4.1 est
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vrai pour (g‘ Y, i®*F) , donc pour (g, iﬁi*F) . I1 suffit donc,
grice au lemme des cing, de vérifier 4.1 pour (f,j,ij) s oe qui

résulte du théoréme pour g (4.2).

Soit P un faisceau de groupes ind-finis sur X . Il suffit
de démontrer que le foncteur (R1gclx)€-iE est effagable pour le
faisceau F , ce qui résulte de (°) et de 1'effagabilité pour
j!jﬁF et pour ixi*F , 1ee. du théoréme pour (g,j!jKF) (4.2)

et pour (g,i*ixF) (bypothése de récurrence), c¢.q.f.d.

Lemme 4.4 . Pour démontrer (4.1) dans le cas o f est propre, il

suffit de démontrer ceci : soit X une courbe compléte régulidére

sur Spec € , et F un faisceau constant et constructible d'ensem-

bles (resp. ...) sur X . Alors les morphismes

q q
BHX_y»F) —> HYX_,,F)

sont bijectifs pour les valeurs de q envisagées.

Démonstration. Puisqu'il suffit de vérifier le théordme fibre par
fibre, on est ramené par 4.3 au cas X propre et de dimension £ 1.
Le cas de dimension O est d'ailleurs trivial, et il résulte de cela
que le théoréme est vrai pour un morphisme fini. Puisque £ est pro-
pre, la cohomologie de Xet et de Xcl commute aux limites induc-
tives (VII 3.1 et [2] s 4.12.1} et on est donc ramené au cas F

constructible (IX 2.9 (iii)).

On appligue IX 2.14 . Pour un faisceau d'ensembles, la suite

exacte 4.3.1 et IX 2.14 montrent gu'on psut prendre F = ﬂ'XC )
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oi w: X' —» X est fini, X' est normal, donc régulier, et C
est un faisceau constant sur X' . Pour un faisceau abélien de tor-
sion, on prend une résolution de F par des produits finis de fais~
ceaux de la forme nic et on appligue la suite spectrale d'une ré-
solution, et on se réduit encore au cas F = ﬂ*C . Pour un faisceau
de groupes ind~finis, on rappelle qu'il suffit de démontrer 1teffa~
cabilité de (ngolx> e* pour le faisceau F , donc pour un fisceau
¢ dans lequel on peut plonger F , donc on est encore réduit au

cas F = KEC . Or il est évident par (VIII 5.5 et 5.8) qu'on peut

maintenant remplacer X par X' , d'ol le lemme.

Pour traiter ce dernier cas, il suffit évidemment (tenant compte
de la dimension cohomologigque {IX 7.7 et C?:} 4.14.1)) de démontrer

gue pour une courbe compléte et régulidre on a
(g =0) ¢+ X connexe et non-vide & Xcl connexe et non-vide.

(g = 1) : Le morphisme de changement de base induit une équivalence
de la catégorie des revétements étales de X et de la

catégorie des revditements étales analytigues finis de Xcl’

~ ) . . L w2 ~ e
(¢ = 2): Ona un isomorphisme € : H (Xet’&)'n) =+ H <X01’G“*h) :

Or les deux premidres assertions résultent immédiatement de

CAGA. Pour la dernidre, notons qu'on a HZ(Xet’Gm) =0 (IX 4.5) et

de méme, notant & 1le faisceau des fonctions holomorphes inversi-

2( *) = 0 (cela résulte de la suite exacte

bles de Xcl’ H™ (X

cl’
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0—> Z — 0 225 o* 5 0

et du fait que H2(X &) = Hz(let,ek) = 0 par GAGA). Par suite la

cl’

suite exacte de Kummer IX 3.2 (resp. la suite exacte sur Xcl
el &F -2 oFmr 0)
donne
' (x .8 )/n 2> H3(X )
et’ m et’}Ln
(resp. H (X .,6%)/n =% B2(X y )
L 1’ o1* Pn :
D'aprés GAGA, le morphisme canonique
&™)

1 . , 1
" (Xet’mm) = Pic X ~» Pic xcl =H (Xcl’

est bijectif, d'ol le résultat, ce qui prouve 4.1 dans le cas oR

f est propre.

Cas F congtructible. La démonstrgtion se fait par récurrence sur

dim X . Supposons le résultat connu si la dimension est {n , et

prouvons~le guand la dimension de X est £ n .

Lemme 4.5 . On peut supposer f : X —> S une immersion ouverte

dense et F constant.

Démonstration. Comme dans la démonstration de 1.3, on peut en effet
supposer X et S affines, donc f quasi-projectif. Alors on appli-
gue le raisonnement de 4.4 pour se ramener au cas F = n*C s

n: X' —>» X fini, et € constant, d'olt en remplagant X par X' ,
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au cas F constant. On peut remplacer X par Xred . Soit

X —2s %
£ T
s

un diagramme commutatif tel que X soit réduit, que T soit pro-
jectif, et que h soit une immersion ouverte dense. Il suffit de
vérifier le théoréme pour les deux morphismes h , f (cf. dém. de
4.3), donc pour h puisque f est propre, donc pour une immer-—

sion ouverte dense.

Lemme 4.6 . On peut de plus supposer S régulier.

Démonstration. Soit 5! -—2-> S une "résolution des singularités

de 8" , i.e., un morphisme surjectif, propre et birationnel, tel

que S' soit régulier, et soit

le diagramme cartésien déduit de h .

Soit F un faisceau d'ensembles constant sur X . On a
F &> ¢ = h'xh'*F et on en déduit qu'il suffit (pour q = 0) de
vérifier 4.1 pour & {(ef. 4.3.1) , c'est-a-dire, pour un faisceau

de la forme h'EF' s, ou F' egt constant sur X' . Or ona un
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diagramme commutatif (ol on supprime le symbole "et")
exf*(h'*F') = exh*f'*F' 25 hclxelf*F'
d b
fclx E‘*(h'xF') _9-9 fclxh'clxeﬁF' = hclﬁf'clx e ’

et a , c sont bijectifs dlaprds le résultal pour un morphisme
propre. Pour démontrer gque d est bijeetif, il suffit de démontrer

que b 1l'est, donc que
¥ P 2y £ TR
= cls
donc on est ramené au cas S = S' , donc S régulier.

(Remargque : Nous avons utilisé sans le mentionner explicitement le

théordme de finitude pour un morphisme propre KIV 1.1) .

Soit P un faisceau abélien constant de torsion sur X . Il
suffit de traiter le cas F = ( Z/n)y . Or le morphisme h' in-
duit un isomorphisme au-dessus d'un ouvert demse j : U —> X de
X ; soient j' 1 U' —> X' llouwvert h' " (U) &> U , et T = XU .
Ona dim Y < n parce que U est dense, donc le théoréme est vrai

pour (£, Zﬂ/n)y} . Par la suite exacte
00— j(zZ/a)y => (E/n)y —> (Z/n)y —> 0

et le lemme des cing, on se raméne & démontrer le théoréme pour le
faisceau J,{ Z/n)U et le morphisme f , donc par 4.2 & démon~-

trer le théordme pour (hf', j'!( Z/n)U,) . Or on a une suite exacte
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60— j'!( %/n)U,-—-) (%/n)xré (%/n)Y!-) o

et le théoréme est vrai pour (hf', ( Z/n)Y,) par l'hypothése de
réourrence. Il suffit donc de démontrer le théordme pour (hf! ,l/n)x.).
Mais par le cas propre, le théoréme est vrai pour

(by;.) 5 et il s'ensuit, par la suite spectrale de Leray pour le

couple de morphismes h , £f' , qu'il suffit de le démontrer pour

(f'y, Z /n) , d'ob le lenme dans ce cas.

Supposons enfin que F soit un faisceau de groupes finis cons-
tant. Rappelons qufil suffit de démontrer que le foncteur (RchlK) £(.)
est effagable pour F , donc pour un G dans lequel on peut plon-
ger F , donc pour G = h'xh'KF , c'est-a-dire pour un faisceau

de la forme h’EF" o F' est constant sur X' . On a

*® ~
e®nr F) = n'  (e7F)

et

1

*® 1 ® \_/p] #
0 -> (R fclx)h’clxe {(.)~> (R fclh*ch)a (=R hclf'ck)s (.},

donc il suffit de démontrer l'effagabilité de ce dernier foncteur

pour un faisceau constant. Mais on a la suite exacte

1 *® 1 * 1 3
0= (Rh  J)f" e () = (Ro ', Je ()=>1 . (R £l e (.),

et le premier membre est effagable, disons effacé par la résolution
de Godement (XII 3.3), parce que h est propre. Il suffit donc de
démontrer que le membre de droite est effacé par la résolution de
Godement, donc que (R1f‘clx) s*(.) ltest, donc que le théorlme est

vrai pour (f', F') ol F' est constant, d'ou le lemme.
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Pin de la démonstration. Nous supposons maintenant que F est un

faisceau constant et que f ¢ X —~3» S est une immersion ouverte
dense, avec S régulier. Le cas ensembliste résulte maintenant
immédiatement de 3.2 et du lemme trivial analogue pour la topolo=-
gie classique ~ en effet, on en &duit que Gﬁf*F et fclli €F  sont

constants de mdme valeur, donc isomorphes par ¢ .

Pour g > 0 , on va d'abord se réduire au cas ou de plus
X = 8-Y avec Y régulier, i.e. au cas ot (Y,3) est un Spec €~
couple lisse. En effet, écrivons X = S-—Cl , ol Cl est muni de

la structure induite réduite, et définissons récursivement
Ty = l'ouvert dense des points réguliers de Cy ,
Cy 1 = Cy =Yy , avec structure induite réduite.

On a dim Cv+ < dim Cv parce que Y cst dense dans C

y v s dloll

1

une suite

XzX_‘CXz =S—C2CX3=S—-C3C ...CXT=S ’

ol les inclusions i, 1 Xy -—> X"M sont des immersions ouver-

tes et ot l'on a

X = X -~ Y ’ Y\x fermé dans X\*H s, et régulier.

Or l'image directe ijF d'un faisceau constant sur X est cons-
tante (3~2), et les quVnF sont consgtructibles et concentrés sur
les variétés de Y de dimension ¢ n-1 (3.4, 3.6, 3.7) pour les va=
leurs de ¢ envisagées. Donc par l'hypothése de récurrence et la

suite spectrale de Leray (resp. la suite exacte XII 3.2}, on se ré-
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duit au cas de iy , d'ol la réduction annoncée.

Mais pour un couple lisse (Y,S) on a calculé explicitement
la valeur des <qu§)F pour la topologie étale (3.4, 3.6, 3.7), et
un calcul analogue et facile, que nous laissons au lecteur, donne
les résultats analogues pour la topologie c¢lassique. On en déduit

le théoréme pour f ©par une comparaison directe.

5. Le théoréme de finitude pour les préschémas algébriques en carac—

téristique zéro.

Théoréme 5.1 . Secient k wun corps de caractéristique zéro, et

f 3+ X ~> S un morphisme de type fini de schémas localement de

type fini sur k . Soit F un faisceau constructible d'ensembles

(resp. de groupes finis, resp. abélien de torsion) sur X . Alors

q . .
les R fo sont également constructibles pour q = O (resg. pour

q = 0,1 , resp. pour tout q).

On met l'hypothése que k soit de caractéristique O parce
gqu'on va se servir du théordéme de résolution des singularités [11 .
La démonstration vaut également pour la caractéristique p >0 si

1'on admet la résolution des singularités, pourvu que F _soit d'or—

dres premiers & p . On peut donc déduire un résultat en caracté-

ristiqgue # O pour dim X ¢ 2 , en appliquant les résultats d'Abhy-~

ankar [3] . Un autre ingrédient de la démonstration, en plus du
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sempiternelth. de changement de base pour un morphisme propre, est

le "théoréme de pureté cohomologique absolu” 3.9 .

Rappelons que le théoréme eost déji démontré pour un morphisme
propre et pour S arbitraire (XIV 1.1). D'ailleurs on obtiendra

dans Exposé XIX {encore en car. 0) le théoréme de finitude sous les

hypothéses beaucoup plus faibles que S soit un schéma excellent
et que f soit de type fini, en prouvant pour de tels schémas

le théordme de pureté absolu sous la forme signalée dans 3.10.

Dans le cas de caractéristique # O et d'un schéma de dimen=-
sion » 3 , on n'a pour l'instant que la conséquence facile suivante

de XI 3.3

Théoréme 5.2 . Soit X un schéma algébrique lisse sur Spec k

kX un corps séparablement clos, et soit F un faisceau de groupes

abéliens finis (resp. de groupes finis) qui est localement constant,

et d'ordres premiers & la caractéristique de k . Alors HY(X,F)

est un groupe fini (resp. un ensemble pointé fini) pour tout g (re D

our q = 0,1 ).

Démonstration de 5.2 . On peut supposer k algébriquement clos

(VIII 1.1). Récurrence sur n = dim X s D'aprés XI 3.3 et

il existe un hypexr-recouvrement de X par des ouverts qui

sont des "bons voisinages". On se réduit immédiatement, par la suite
spectrale d'un hyper-recouvrement , au cas o X est

un bon voisinage, donc admet une fibration élémentaire (XI 3.1)
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X -—_—l_—q> X
S
D'aprés (3.2, 3.6, 3.7), le faisceau ij est localement constant
sur X |, (H1j§)F est localement constant sur ¥ = X-X , et
(qu*)F =0 si q> 0 . Par suite il résulte de 2.1 que
(Rpf*)(RqJE)F est un faisceau localement constant sur S pour les
valeurs de q envisagées, et le résultat résulte de 1'hypothése

de récurrence et de la suite spectrale de Leray (resp. de la suite

exacte XII 3.2) .

La démonstration de 5.1 est trés voisine de celle de 4.1
pour le cas F constructidble. Nous nous bornerons & indiquer les
grandes lignes : Récurrence sur dim X = n . On se réduit d'abord
au cas X et S affines, donc f quasi-projectif, en appliquant
la méthode de la démonstration de 1.3 . Ensuite on appligque IX 2.15
et (VIII 5.5 et 5.8) pour se ramener au cas F constant. On a un

diagramme commutatif

oi h est une immersion ouverte dense et o T est propre, donc le
théoréme est vrai pour T (XIV 1.1). Il suffit ainsi de démontrer

le théoréme pour (h,F) , c'est-a-dire pour une immersion ouverte
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dense et un faisceau constant. Seit h : §' ~>» S une résolution

des singularités de S et

\
X e—P Xt

£ J £

S B s

le diagramme cartésien déduit de h . On se raméne & démontrer le
théoréme pour f' , donc au cas ol de plus S = 3' est régulier.
Par la méthode de récurrence employée dans la fin de la démonstra-
tion de 4.1 , on se réduit au cas o Y = S-X est non-singulier,
i.e. ol (Y,S) est un couple lisse, et on termine en appliquant

(3.2, 3.4, 3.6, 3-7)'

Remarque 5.3 . La démonstration de 5.1 qu'on vient d'esquisser
est également valable lorsqu'on se donne un anneau noethérien A a
gauche, annulé par un entier n > O (qu'il faut supposer premier
4 la caractéristique si celle-ci n'est pas supposée nulle, of. re-
marques suivant 5.1) , et Eu‘on considére des faisceaux de A -mo-

dules & gauche constructibles.
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