EXPOSE XV

MORPHISMES ACYCLIQUES

par M. ARTIN
Introduction.
Soit g ¢+ X —> Y un morphisme de schémas. Dans le premier

numéro, nous étudions des conditions pour que g soit acyclique,
c'est-a-dire, tel que pour tout faisceau de torsion F sur Y on ait
B4y, F) =~ H%(X,g®F) , et que cela reste vrai si 1'on remplace Y
par un Y' étale sur Y . Une condition naturells nécessaire d'acy-
elicité est que les fibres géométriques soient acycliques, c¢'est-d-
dire, aient une cohomologie triviale pour des faisceaux de torsion
constants. On verra que cette condition, jointe & une condition lo-
cale, appelée acyclicité locale de £ 1.11 , implique que f est

acyclique.

Le théoréme fondamental est gu'un morphisme lisse est localement
acyeclique pour les faisceaux de torsion premiers aux caractéristiques
résiduelles 2.1 , ce qui impliquera le théoréme de changement de
base par un morphisme lisse XVI 1.1 , gui sera développé, avec ses

premiéres conséquences, dans 1l'exposé suivant.

Le présent exposé est Indépendant des exposés XI 3 XIV, et notamment
du "théordme de changement de base pour un morphisme propre". Ce dernier in-

terviendra 2 nouveau de fagon essentielle, mais en conjonction avec le

théoréme fondamental du présent exposé, 2 partir de 1'exposé suivants
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1. Généralités sur les morphismes globalement et localement acycligues

Proposition 1.1. Soit & + X —> Y un morphisme de schémas.

Les assertions (i) & (iii) suivantes sont éguivalentes :

(1) Pour chaque Y' ——> Y &tale (qu'on peut prendre affine

au-dessus d'un ouvert affine de Y) et chague faisceau d'ensembles

F sur Y' , le morphisme canonique F —> g'xg'EF est injectif

{resp. bijectif).

(i1) Pour chaque Y' ——> Y ébale (qu'on peut prendre affine

au~dessus d'un ouvert affine de Y) et chague faisceau d'ensembles

F sur Y' , le morphisme canonique H°(Y',F) —> HO(X',g'*F)

est injectif (resp. bijectif).

(iii) Pour chague Y' ——> Y 1localement quasi~fini et chaque

faisceau d'ensembles F sur Y' , le morphisme canonigue

2oy, F) —> HO(X',g'*F) est injectif (resp. bijectif).

(ii bis) (Si f est quasi-compact et quasi-séparé). Comme (ii),

mais en prenant F faisceau constant de la forme I y ou I est

X!

un ensemble donné au préalable, avec card I 3 2 .

Dénonstration. L'équivalence de (i) et (ii) est immédiate & par-
tir des définitions, et (iii)==> (ii) == (ii bis) sont triviales.
On a (ii bis)=> (ii) , car on peut supposer Y affine, donc X
et Y quasi-compacts et quasi-séparés, et on peut alors appliguer
XII 6.5 (i) . Pour 1’ implication (i)==> (iii) , notons d'abord

le lemme suivant :
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-3 - Xv.

Lemme 1.2. Soit f ¢ ¥' —> Y un morphisme localement guasi-fini.

Alors f est "fini localement sur Y' pour la topologie étale",

c'est-3-dire, on g des diagrammes commutatifs

a.
= ro—ts v
l bi ‘l f
C,
T, —_— Y

ol les 2y s ¢ sont étales, les bi sont finis, et les ay for-

ment un recouvrement de Y' (¥).

En effet, soit y' wun point de Y' et y = £(y') . Il suffit
de trouver un diagramme (*) tel que y' soit dans l'image de Y{ .

Soit ¥ le spectre de l'anneau hensélisé de 0, VIII 4.1 et

T,y

Z le localisé (ordinaire)de Y= XYY en l'unigque point au-dessus
de y' et du point fermé % de Y . D'aprés VIII 4.1 (ii)

~

Z —> Y est fini, et Z est un ouvert induit de o, Puisque

[ard
Y est limite de préschémas Yi étales au-dessus de Y , on voit

immédiatement BEGA IV 9 que pour Yi convenable il existe un
t - ¥ * 3 P
ouvert Z; de Y'xf. , tel que Z=Z.;x, Y , et dans () il suf

i
fira de prendre Y{ =2, 4 c.q.f.d.

i
Supposons maintenant que (i) de 1.1 soit vrai. Il est évi-
dent que 1l'assertion (iii) de 1.1 équivaut & 1l'assertion dédui-

te de (i) en remplagant le morphisme Y' —> Y étale par un mor-
phisme localement gquasi-fini. Sous cette forme, l'assertion (pour 7Y,
Y' donnés) est locale sur Y et Y' pour la topologie étale, et on

est donc réduit par le lemme au cas d'un morphisme f : ¥' —> Y

(*) Ccf. EGA IV 18.12.1.
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-4 ~ Xv.

fini. Soit f' : X' «=>» X le morphisme déduit de £ par le chan-
gement de base g . Alors le morphisme de changement de base

gFEyF —> £lag'¥F est bijectif VIIT 5.6, D'aprés (i), on a £, (F)—»g,e¥¥F).
Par suite le morphisme H (Y',F) £ (Y, g'wg'F) de

(iii) est le composé HO(Y',F) = HO(Y,f.F) £ B (Y,8,871,F) =
BO(X,8%,F) = HO(X,f' g'"F) = HO(X',e'®F) . Puisque €' ost in-
jectif (resp. bijectif) il en est de méme de € . Cela achéve la

démonstration de 1.1,

Définition 1.3. On appelle morphisme (-1)~acyclique {resp. O-acy-

cligue) un morphisme & : X ——> Y ayant une des propriétés équiva-

lentes (i) & (iii) (zesp. (i) & (iii) respées) de 1.1. Le

morphisme est dit universellement {-1)-acycligque {resp. O-acyclique)

si pour chaque morphisme de changement de base Y' ~=> Y , le mor-

phisme g' = g xYY' H XXYY’ ~> I' est (—1)—acyclique {resp. O=-acy-

clique). Enfin, un Schéma X est dit (-1)-acycligue (resp. O-acy-—

clique) s'il est non-vide (resp. connexe et non vide).

Corollaire 1.4. Soit & : X =—> Y un morphisme O-acyclique. A-

lors pour chague Y' =3 Y 1localement quasi-fini et chaque faisceau

en groupes F sur Y' , le morphisme canonigue

51, F) —> H(x',8'%F)

est injectif.

Cela résulte aussitdbt de XII 6.5 (i)
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-5 = Xv.

Corollaire 1.5. Soit £ : X = Y un morphisme. 5i g est sur-

jectif (i.e. ses fibres sont non vides, i.e. ses fibres sont (-1)-acy-

cliques) alors g st (-1)-acyclique. La réciproque est vraie si

g est quasi-compact et quasi-séparé.

La premidre assertion est évidente sur la forme 1.1 (ii) par
considération des fibres des faisceaux envisagés. La deuxiéme résulte
de la définition sous la forme 1.1 (iii) et du sorite de passage &
la limite VII 5 , compte tenu que pour tout ¥ Y , ¥y = Spec k(y)
est limite projective de schémas affines localement quasi-finis sur
Y , savoir les voisinages affines de y dans _;T'(muni de la
structure réduite induite). - Notons que 1.5 implique que lorsgue
g est quasi-compact et quasi~séparé, alors g (-1)-acyclique impli-

gue déja g universellement (-1)-acyclique.

Proposition 1.6. Soient g : X ==> Y un morphisme de schémas,

L¢P un ensemble de nombres premiers, et n N un entier naturel

(resp. n = 1). Les assertions (i) & (iii) (resp. les assertionms

(1) & (iii) respées) suivantes sont équivalentes. Si de plus g

est quasi-compact et quasi-séparé, alors (1) a (iii) (re D (1)

& (1ii) respées) sont aussi équivalentes & (iv) (resp. (iv) respée).

(1) Pour chague Y' — Y é&tale et chaque faisceau abélien de

L -torsion (resp. de ind- IL-groupes) IX 1.5 F sur Y' , ona
F X g g'F

(ng'ﬁ)g'*F =0 si1¢qg¢n (resp. si q=1).
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- Xv.

(ii) Pour chague Y' ~3 Y étale et chague faisceau abélien de

L~torsion (resp. de ind~I~groupes) F sur Y' , le morphisme ca-

nonique

B}y ,F) —> HY(X',g'®F)

est bijectif 81 qg m et injectif si q = n+1 (resp. est bijectif

si 9g1).

{iii) Pour chaque Y' —» Y localement quasi~fini et chague fais-—

ceau abélien de IU~torsion (resp. de ind-I. -gtoupes) F sur Y' , le

morphisme
Y, F) —> BHX',2'F)

est bijectif si q & n et injectif si g = n+1 (resp. est bijectif
si a £1).

(iv) Le morphisme g est surjectif, et pour chague Y' ——> Y lo-

calement quasi~fini, chagus ¥ > 0 , et chaque 4 € I , le morphis-

me canonique
a v q v
EHY',2/4 ) ~—s HYX', Z/ L )

est surjectif pour 0 €gq §n (resp. pour chagque Y' =3 Y loca-

lement quasi-fini et chagque IL-groupe fini ordinaire G , le morphis~

me canonique
B (Y',6) —> E'(X',0)

est surjectif pour i = 0,1).
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-7 - Xv.

Démonstration de 1.6 . Les implications (ii)&== (1ii) =3 (iv)
sont triviales. Or (ng'l)g’*F est le faisceau associé au préfais-
ceau RI(Y") = (X", g"*F) (Y —> Y' étale). Si (ii) est vrai,
ona HY¥(Y',F) = B (xv,g"®F) , donc le faisceau associé est nul,
i.e. (i11)==>(i). L'implication (i)=—% (ii) résulte de 1.1 (1)

{qui correspond au cas n = 0) joint & la suite spectrale de Leray
EP(rr, (R )g ™) ==> B (X ,g'7F)
dans le cas abélien, et & la suite exacte
0 — B (Y8 g®F) —> H (x,e%F) —> B°(Y, (e JerF).

dans le cas des faisceaux de groupes.

(1) ==> (iii) : Puisque (i) et (ii) sont équivalentes, il
est clair que (iii) équiveut & l'énoncé qui est déduit de (i} en
remplacant le mot "étale" par les mots "localenent quasi~fini". Sous
cette forme c'lest, pour Y , Y' donnés, une agsertion locale sur
Tt et sur Y pour la topologie étale,et on est done réduit par 1.2
aucas ot f : Y' —=> Y est un morphisme fini. Soit f!' : X' ~— X
le morphisme. On a d'aprés VIII 5.5 ({resp. VIII 5.8 ) (appliqué

trois fois)
q ] * o~ q fod q . {x ford q t ¥,
£ (R )P RY(sg') 8 "F R%(gf') "' F (Rl )f' ' F
q *
=~ (R e (£.F)

et ce dernier est nul si (i) est vrai pour les valeurs de g envi~
sagées, d'ot (i)=—==>(iii).

I1 reste & démontrer (iv)==(iii) ; or ceci résulte aussitdi
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de XII 6.5.

Définition 1.7. Soient n€ N et ILL P . Un morphisme g:X —> ¥

Iy

qui satisfait & une des conditions équivalentes (i) & (iii) (resp. (i)

2 (iii) respées) de 1.6 est appelé morphisme n-acyclique (resp. mor-
phisme 1-aspvhérique) pour IL . On dit gue g est acycligue pour IL

s'il est n-acyclique pour IL pour chaque n . On dit gue & est uni-

versellement n-acyclique (resp. universellement {~asphérique) pour IL,
si pour chague Y' —>» Y le morphisme g' = g xYY' est n-acyclique

(resp. 1-asphérique) pour IL . Enfin, un préschéma X est dit

n-acyclique (resp. 1-asphérigue) pour IL , s'il est O-acyclique 1.3

et si pour chaque €W ot chaque 1< q ¢n ona HYX,Z/%)=0

(resp. et pour chaque IL-groupe fini ordinaire G , on a Hi(X,G) = 0),

Remargues 1.8.

a) Si g est quasi-compact et quasi-séparé, il suffit, pour que
Z soit universellement n-acyclique, que g' soit n-acyclique cha=-
que fois que Y! -3 Y est localement de présentation finie. Nous
n'avons pas besoin de ce fait et en laissons la démonstration, qui

est un exercice de passage & la limite, au lecteur.

b) Nous ignorons si un morphisme n-acyclique pour IL est déja
universellement n-acyclique pour IL . La méme quesiion se pose pour

les variantes locales plus bas 1.11.

¢) Lorsque n = O sy on retrouve la notion de 1.3. Bien en-
tendu, on aurait pu rédiger 1.6. et 1.7. de fagon & inclure le

cas n = -1 , La propopition qui suit est également valable dans ce

175



-9 - XvV.

cas.

Proposition 1.9.

{i) Soient X £ v By 7 ges morphismes de gchémas,

LecIP , et ne N . Supposons que g soit O-acyclique (resp.
1-agphérique pour IL , resp. n-acycligue pour L). Soit £ = hg .
Alors pour tout faisceau d'ensembles (resp. de ind L -groupes, Tesp.
abélien de I -torsion) F sur Z , on a un isomorphisme

£, £¥F el S h,b¥F (resp. des isomorphismes (Rpf*}f*F ~, (Rph*)h*‘é‘ si

P g1 , resp. si p < n). BEn particulier, h est O-acyclique {resp.
1-asphérique pour IL , resp. n-acyclique pour K) si et seulement

gi f 1l1l'est.

(ii) Soit {ga’ t X — %L} un systéme projectif de morphismes

o

de schémas tels que les morphismes X —_> X et Y - Y
o B o p

soient affines et que les ga' goient quasi-~compacts et quasi-sépa-

rés. Soit g 1+ X =—> Y la limite projective des g VII 5.1.

Alors si tous les %» sont O-acycliques (resp. 1-asphériques pour

L , resp. n-acycliques pour Ij, il en est de méme de & -

Démonstration. Pour (i), on a d'abord
®, ~ By K~
b 2*F T b (g, 8")0'F = f!f*F .

La deuxidme assertion de (i) est conséquence immédiate de la suite

spectrale de Leray
(Pn ) (r%g )E"F => (S S

Enfin 1'assertion non-abélienne résulte de la suite exacte XII 3.2.
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- 10 - Xv.

L'assertion (ii) résulte facilement de la théorie de passage & la li-

mite VII 5 et VI .

Corollaire 1.9.1. Soit g : X —> Y wun morphisme quasi-compact et

quasi-séparé, et nelW , L C P . 8i g est n-acycligue pour I

(resp. 1-asphérique pour L), alors pour tout point géométrique y

de Y , algébrique sur un point y de Y , la fibre géométrigue

XS; est n-acyclique pour IL (re p- 1-asphérigue pour 1.

En effet, ¥ est limite projective de schémas affines Yi qui
sont localement quasi-finis sur Y , et comme les Xi=XxYYi —_— Yi
gsont n-acycliques pour IL (resp. «ee)y il en est de méme de X}—r — 3y

en vertu de 1.9 (ii), d'oll la conclusion annoncée.

Propesition 1.10. Soient g : X =——=> Y wun morphisme de sché~

mas, LCP , et n €N . Alors les conditions (i) & (iv ) ci-des-

gous sont équivalentes.

(i) Soit ¥ wun point géométrigue de Y et X un point gdométri-

_- ~ ~
que de X au-dessus de y . Soient X , Y 1les localisés stricts

- - . I~ o
de X , Y aux points x ¥ et soit Ag : X —> Y 1le mor~
ce aux poluvs ’ y 8L SO1IT =6 moL

phisme induit par g . Alors g est O-acyclique (re p- t-asphérique

pour IL , resp. n-acyclique pour L.

(ii) Pour chaque diagramme & carrés cartésiens

X e X e v

(*) l g l g! \l/ a"

Yq_i.__yvg.._.yn
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- 11 - Xv.

avec i étale et 1i' &tale de présentation finie, ef chague faisceaun

d'engexbles (resp. de ind- I -groupes, resp. abélien de I —torsion)

F sur Y" , le morphisme de changement de base XII 4.1 , 4.2

*, .
gl i '*F > j |§gnEF

est bijectif (resp. les morphismes

g (R IP —  (RYy1 )e"*F

sont bijectifs pour q = 0, 1, resp. sont bijectifs pour O £ 4 &1

et injectifs pour q = n+1).

(iii) MBme énoncé que (ii),sauf que le morphisme 1i' est supposé seu-

lement quasi-fini et quasi-séparé.

{iv) Méme énoncé que (ii), mais en supposant i seulement locale-

ment quasi-fini, et en revanche 1i' une immersion ouverte guasi-com-—
k4

pacte.

Démonstration. L'implication (iii) ==2 (ii) est triviale. Vérifions
gue {i)===(iii)}. I1 suffit de regarder le morphisms de (iii) fibre
par fibre. Soient ¥ wun point géométrique de Y' et X wun point

géométrique de X' au-dessus de y . Soit

~ 4/' Far
Xv & J Xn
l G i’fg/u
T < bdl

~ s
le diagramme cartésien déduit de (7), ou X' , Y' sont les loca—

- - et
lisés stricts des X' , Y¥' aux points x , ¥y et ol Tr= Y"XY,Y' ’
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- 12 = Xv.

[’

n

X o= X”XX,X' . Ona VIII 5.2 et 5.3
5n o~ Qs - 1 Eods -

B+ (Y", F) (B F) (g™ (B3 IF)z
. A
ol ¥ est l'image inverse de F sur Y" , et

s ~

HQ(xu ,’g\-/nkp) fad ( (qu |*)gn*F)£ .

~
Puisque 1i' est quasi-fini, on peut appliquer 1.1 (iii) (resp. 1.5(iid)

au morphisme
(¥, F) — 1@, &)
pour les valeurs de g eonvisagdes, d'olt (i) ==> (11i).

(ii) == (i). Supposons (ii) vrai et vérifions le critére 1.6 (ii)
~ ~ ~7 ~ ~~
dlacyclicité pour un morphisme £ 1 X —> Y . Soit ¥! — Y
> s
étale, avec Y' affine, et soit F un faisceau d'ensembles (resp.

s
abélien de IL ~torsion, resp. de ind - I —groupes) sur Y' . On doit

démontrer que
P ~ e g
(71, F) S 2B XLe ),

. ~, ~S o~ . T~
ot E' ¢ X' we> Y' est le morphisme déduit de g par changement
[ d

de base. Or écrivons Y = 1lim Y oli les Y sont étales et affines
- oL 5

su-dessus de Y (supposant Y affine, ce gui est loisible). On peut

~ ~
"descendre" le morphisme étale Y' —3 Y & un des xx , disons
A
1 1 . 5 t = 1 . =
en Yo — YO s, et ona Y Tim Y, Y xYOY o Or chaque
~r A s
faisceau F sur Y' est limite inductive des faisceaux %i*ﬂi Fo,
-
~
ol fo 3 T — Y&' est le morphisme canonique. D'aprés XII 1.2 (v
et 1.6 (iii) les faisceaux f! F sont des faisceaux d4'ensem-—

& #

bles (resp. abéliens de I —torsion, resp. de ind- 1 ~groupes). Comp-
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- 13 - XvV.

te tenu de VII 3.3 , on voit donc qu'il suffit de traiter le cas
Fats
ob F se descend & un des Y! , disons & un FO sur Yé . En

appliguant {ii) au diagramme

jl
X e—— X_ <—-9-—x(')
gl gol g'l

i'
Ye—--——-Yo<—-—%—-Yé y

4 3 EoQ. ~ Q. 1 1
on déduit que g (r*4 ox)Fo =5 (R%j Oﬁ)g o*Fo pour les valeurs
de gq applicables. Or les points géoméiriques ¥ , X se reldvent
canoniquement en des points géoméirigues de YO 5 XO {nous les no-

tons par les mdmes symboles), et on a VIII 5.2 et 5.3
Qe Ay Q. ., - %9, , s Y
B YLF) = ((R% F )= = (8. %(®% F )c
et
q N| Ty B - Q.. t -
(X L,EF) = ((R% e TR )2
pour les valeurs de q envisagées, d'ol le résuliat.

Reste & montrer que les conditions (i) & (iii) sont équivalentes
& (iv). Or, utilisant la forme (i), on voit que ces conditions sont
stables par extension de la base Y' ~w=> Y localement quasi-finie,
d'ol résulte aussitdt, sous la forme (ii), qu'elles impliguent {(iv).
D'autre part, (iv) implique (iii), car pour vérifier (iii) on voit
tout de suite, utilisant par exemple la suite spectrale de Leray, ou
le résultat de descente XII6.8 , que l'on peut supposer Y' et I

affines. Mais alors par le "Main Theorem" EGA IV &.42.8 Y" —3 Y!
i) i}
ge factorise en I" -«-19 Yi --29 Y' , avec ii une immersion ou=
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verte, et ié un morphisme fini. Utilisant VIII 5.5 , 5.8  pour ié,
on est réduit & vérifier (ii) pour i}, qui reldve de (iv). Ceci

achéve la démonstration de 1.10.

Définition 1.11. Un morphisme g : X —> Y de préschémas gqui

satisfait & une des conditions équivalentes (i) & (iv) de 1.10 st

appelé morphisme localement O-acyclique (resp. localement 1-asphérique

pour L , resp. localement n-acyclique pour I). Op définit d'une

manidre évidente (comparer 1.7 ) les notions de morphisme localement

acyclique, et_de morphisme universellement localement O-acyclique

(resp. +..) powr I .

On peut naturellement varier les énoncés (i) & (iii) de 1.10.
Linsi, dans (iii) et (iv) on peut se borner & un faisceau F cons-
tant et de la forme GI » O un ensemble fini (resp. un IL-groupe
fini, resp. @ de la forme 2/ IQZ , avec 1e L , vVE ;
cela résulte facilement de VIII 5.2 , 5.3 et de XII 6.5 . Signa-

lons également la variante suivante :

Corcllaire 1.12. Supposons g : X —=» Y localement de type fini.

Pour vérifier la O-acyclicité {(resp. ...) locale, il suffit de véri-

fier 1.10 (i) dans le cas ob le point gdométrique X est fermé

dang la fibre §éométrique X; .

BEn effet, dans la démonstration de (i) =——> (iii) de 1.10 , on
a vérifié (iii) fibre par fibre, et il suffisait de le faire pour les

fibres aux points géométriques X qui sont fermés dans leur fibre
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géométrique, puisque g est localement de type fini VIII 3.13 b) .

Proposition 1.13.

(i) Soient X £ Y h‘% 7Z des morphismes de sehé-

mag, IL ¢« P , et nelN , et supposons que g soit surjective,

et localement O-acycligue {(re p. localement 1-asphérique pour 1L ,

resgp. localement n-acyclique pour I). Alors h est localement

O-gcyclique (resp. .++) 8i et seulement si f = hg 1l'est.

(ii) Soit {g&’ H Xa —— Ym} un systéme projectif de morphis-

mes de préschémas tels que les morphismes Xm —_— X et Xx-na Y

B

soient affines. Soit g la limite projective des {%x} VIiI 5.1 .

B

Alors si tous les 8y sont localement O-acycligues (Iesp. -+.),

il en est de méme de g .

Clest un sorite amalogue & 1.9.

Remarques 1.14. Pour simplifier wsa téche, le rédacteur a omis dans
1.10 a 1.13 de traiter également le cas de n = -1 , et il
laisse au lecteur le soin de se convaincre que les énoncés, défini-—
tions et démonstrations s'appliquent essentiellement sans changement
4 ce cas. Ainsi, avec les notations de 1.10 , la condition (i) s'é-
nonce en disant que les morphismes induits locaux lﬁ —p Q{ sont
{~1)-acycliques i.e. 1.5 surjectifs, et les conditioms (ii) & (iv)
s'énoncent en disant gue le morphisme de changement de base

g (1" (F))—> j'%(g"*(F)) est un monomorphisme, Sous ces conditions, on dira

donc que g est localement (~1)-acycligue. Cette condition est donc
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stable par extension localement quasi~finie de la base. Comme exemple,
signalons qu'un morphisme plat est localement {~1)-acyclique, car
pour un tel morphisme la condition de surjectivité pour les %7—-—9 ¥
¢st une conséquence bien connue de la platitude de ces morphismes.
Dlautre part, signalons aussi gque lorsque f est localement de pré-
sentation finie, alors f est localement (-1)-acyclique si et seule~

ment si il est universellement ouvert, du moins lorsque Y est loca=-

lement noethérien : cela résulte en effet aisément de BEGA IV 14.4.9 ,
1.10.3 . Pour un tel morphisme, la (-1)-acyclicité locale implique par
suite la (-1)-acyclicité locale universelle. (Il est d'ailleurs trés pro-
bable (*) que dans ces derniers énoncés, 1'hypothése localement noethé—
rienne sur Y soit inutile : c'est en tous cas ainsi si l'ensemble

N

des composantes irréductibles de Y est localement fini EGA IV 14.4.10)

Théoréme  1.15. Soient g ¢+ X «=~> Y un morphisme quasi-compact

et quasi~séparé, IL<IP un ensemble de nombres premiers, n un en-

tier naturel (resp. n = 1). On suppose que g est (n-1)-acyclique

pour I et localement {n-1)-acyclique pour T 1.3 , 1.7 , 1.11 ,

1.14. Soit F wun faisceau sur Y , que pour =n » 1 onh suppose mu-

ni d'une structure de faisceau abélien de IL -torsion (resp. d'une

structure de faisceau en groupes), et soit 13 un élément de

(X,&g5(F)). Pour que E provienne d'un élément de 2 (Y,F) {qui

est alors uniquement déterminé, grice & l'hypothdse de (n-1)-acyclici-

té sur g), il faut et il suffit que pour tout point gdométrigue ¥

de Y , algébrique sur un point y de Y , l'image § 7 de t dans

Hn(X§ , F‘ X;) soit dans 1'image de H(¥, F§) (ce qui, pour n »1 ,

(*) Cela a été effectivement vérifié par M. Raynaud. Cf réédition de EGA IV 14!

183



-7 = Xv.

gignifie gu'on a k 5= 0).

Notons tout de suite gu'on conclut de 1.15 que, 8ous les con-
ditions préliminaires envisagées pour g , & est n-acyclique pour
L (resp. 1-asphérique pour 1) si et seulement si pour tout y com=
me dessus, XS; est n-acyclique pour I (resp. est 1-asphérique
pour L} : le "si" résulte en effet directement de 1.15 et des dé~
finitions, le "seulement si" étant de toutes fagons immédiat par

1.9.1 . Ceci dit, une récurrence immédiate sur n fournit le

Corollaire 1.16. Seit & un morphisme quasi-compact et quasi-sépa-—

ré qui est localement (n-1)-acyclique pour I , ol n est un entier

naturel donné (resp. 91‘1” n=1). Alors g est n-acycligue pour IL

(re p. est 1-asphérigue pour IL) si et seulement si pour tout point

géométrique ¥y de Y , algébrique sur un point y de Y , la fi-

bre XS-, est n-acycligue pour I (resp. 1-asphérigue pour I ).

Corollaire 1.17. Soient g : X ~—> Y un morphisme de préschémas,

ILCIP un ensemble de nombres premiers, n un gniier naturel {resp.

n=1). Pour que g soit localement n-acycligue pour IL (resp. lo-

calement 1-asphérigue pour IL) il faut et il suffit que pour tout

2

— ~ SN
point géométrigque x de X , si g ¥ —> Y est le morphisme

des localisés stricts de X et Y (en X et le point géométrigue

correspondant y de Y) induit par g , chague fibre géométrigue

X-Z— de g , relativement & un point géométrique 2z de Y algébri-

que sur un point z de Y , soit n-acyclique pour IL (resp. 4

asphérigue pour IL).

la nécessité résulte en effet du critére 1.10. (1) et de 1.9.1.
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pour la suffisance on procédde par récurrence sur n , ¢e qui nous
permet, lorsque n » 1 , de supposer que g est déjad localement
{n-1)-acyclique pour I . Il en est alors de méme des morphismes Ef,
et 1.16 impligue alors que Ef est n-acyclique (resp. 1-asphérique
pour I ), ce qui en vertu du critdre 1.10 (i) implique que g est

localement n-acyclique {resp. localement 1-asphérique)pour .

Corollaire 1.18. Avec les notations de 1.17 , gi g est locale-~

—

ment de type fini, alors dans le critére énoncé, on peut se borner

3% prendre des points géométrigues X dont la localité x est fer-

mée dans sa fibre.

Cela résulte en effet de la démonstration donnée et de 1.12.

Démonstration de 1.15 (¥*) Montrons d'abord qu'on peut supposer ¥
strictement local. Dans le cas abélien, n » 1 , la suite spectrale
de Leray pour g et g (F) , jointe & Rig*(g*(F)) = ( pour
0<ign1 , et F s g*g*(F) , exprimant 1'hypothése de (n-1)-

acyclicité de g , implique qu'on a une suite exacte canonique
n n
0 —> B(Y,F) —> H(X,g"(F)) —> B (T,R"g (e"(F))

qui montre qu'il suffit de prouver que l'image de § dans le troi-
gisme terme est nul. Ceci se vérifie fibre par fibre, et compte tenu
de VIII 5.2 on est ramené au cas ot Y est strictement local. Le
cas n=0 , P étant un faisceau d'ensembles, se traite de la méme
maniére, car l'hypothése sur g implique que F e gﬁgE(F) est
injectif, et g s'identifie & une section du deuxiéme faisceau,

dont il s'agit de montrer qu'elle provient d'une section du premier :

(*) Le lecteur qui ne s'intéresserait qu'au cas noethérien est invité
2 se reporter & 1.18.
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cela se vérifie encore fibre par fibre, et on applique VIIT 5.3.
Le m8me argument essentiellement est valable dans le cas non commuta-

tif, avec n =1 , en utilisant la suite exacte XII 3.2
1 1 1
H(1,F) —> E (X6 (F) — B (V,R'g (&(F)

et utilisant VIII 5.3.

Nous supposons done Y strictement local, donec X quasi-compact
et quasi-séparé. Le morphisme g : X ——> Y satisfait aux conditions
de XII 6.10 , ce gui nous ramdne au cas ol pour toute partie fermée
YT de Y aistincte de Y , la restriction de £ & X1 = XxYY1
est dans 1'image de Hn(Y1,F JYT) — H“(X1 e (F) jxﬂ) , et & véri-
fier dans ce cas qu'on peut ftrouver un morphisme fini f : ¥' — Y,
dont l'image dans Y contient un ouvert non vide de Y , et tel que
l'image inverse g ' de f sur X' = XxYY' soit contenue dans
l'image de H(Y',F') —> H(X',g'®(F')) . On notera en effet que,
compte tenu de VIII 5.5 , 5.8 , la condition 2°) de loc. cit. est

automatiquement satisfaite pour ce morphisme f § Y' wwes> Y

Pour trouver un tel f , nous pouvons supposer Y réduit, et
nous considérons un point maximal y de Y . Soit ¥y le point géo-
métrique correspondant & une cl8ture séparable de k{y) , de sorte
que f est limite projective filtrante d'ouverts Ui de schémas fi-
nis intégres Yi sur Y , dont chacun est tel que son image dans
Y contient un voisinage de y . Utilisant 1'hypothése sur g s On
voit qu'il existe un indice i tel que l'image inverse de g sur
XxY U.1 est nulle si n» 1 , resp. est dans 1l'image de Ho(Ui,FU.)

i

si n=0 .
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Nous prendrons Y' égal & Yi s et notons qu'on peut supposer
Ut = Ui égal & l'image inverse d'un voisinage ouvert affine U de
y dans Y , de sorte qu'on voit que l'image inverse de § sur
Xxy2! (ot 2' = ¥'- U' st 1'image inverse de Z = X=U dans Y')
est dans 1l'image de Hn(Z',FZ,} . Quitte & remplacer Y par Y' ,
nous Vvoyens donc gue nous sommes réduits au cas suivant : il existe
un ouvert affine U de T , de complémentaire 2 , tel que les
restrictions de £ a XU et & XZ appartiennent respectivement
a4 1'image de Hn(U,FU) et & 1'image de Hn(Z,FZ) ; de plus , siny 1,

on peut.supposer ces restrictions nulles.

Lorsque n » 1 , nous sllons monteer gue sous ces conditions, on a

E = 0 . Pour simplifier les notations, nous écrirons Y' au lieu
de X , et nous désignons par U' , Z!' les images inverses de U ,
Z dans Y' , par PF' l'image inverse g (F) . Notons i : U — Y,

J+ 2 = ¥ , 3" U e ¥, §' o 2" -3 Y' les inclusions,

sy .
O 1 5 Y= X 3'; 1Al

N

U et Y T
et considérons la syite exacte de faisceaux

0 — F&, ye ™ Pl Fé —> 0 .
1

t 1
, Y

Comme 1'image de £  dans Hn(Y',Fé,’Y,) = Hn(z’,Fé‘) est nulle, §
provient d'un élément de Hn(Y‘,Fé, y1) » et la restriction de ce

b
dernier sur U' est égale & celle de E , donc est nulle. Coumme

Fﬁ, ¥ est isomorphe & l'image inverse de FU y » nous sommes ainsi
14 b4
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ramenés au cas d'un faisceau de la forme FU,Y , done nous pouvons
supposer ¥, = 0 (ce qui tient compte de 1'hypothése § ' Zt = 0).
Notons que 8i P «> ( est un monomorphisme de faisceaux abéliens
de I-torsion {resp. de faisceaux en groupes), il suffit de prouver
que l'image 3 de § dans gY',G') est dens 1'image de 2(Y,e)
i.e. est nulle XII 6.6 . Cela nous permet de remplacer F par

U) , compte tenu que 1'hypothése F, = O implique que 1'homomor-

phisme canonique F w3 i*(FU) est injectif. Or comme g est lo=-

i (F

calement (n-1)-acyclique pour I , et a fortiori O-acyclique pour

L {car n » 1), il s'ensuit que 1l'image inverse de i FU) sur Y

£

s'identifie 3 i'ﬁ(F&,) s de sorte gqu'on est ramené & montrer que
l'image m de ¢ dans Hn(Y‘,i'*(F‘,)) est nulle. Or la restric-
tion de 7 & U' est nulle, et il suffit donc de vérifier que

1'homomorphisme
* BN (Y,10 (Fg))) — HN(ULFY)

est un monomorphisme. Dans le cas abélien, on utilise la suite spec-
trale de Leray pour i' et Fﬂ, :
. 3*
E)'Y = BP(v Y _(RY)) => EN(ULFY,)
et lss relations
EE Psd
() 4

=0 pour O0<pgn-1 , ggun~-t .

Pour vérifier ces dernidres, on note que 1'hypothése de (n-1)-acycli~

cité locale de g mpour I impligue que l'on a des isomorphismes

Q. 3 .
RUM _(Py,) = g7 (% _(F,)) pour ag n-1
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et compte tenu du fait que g est {(n~1)-acyclique pour XL , donc
que BP(Y,q) = EP(Y',G') pour p & n-1 et tout faisceau abdlien
de IL-torsion G sur Y , on trouve (*°) puisque EP(Y,0) =0

pour P> 0 , et on trouve de méme
(== Eg’q o~ BO(Y,R% _(Fy))  pour agm-t .

La suite spectrale de Leray considérée donne alors naissance & une
suite exacte, qui forme la deuxiéme ligne du diagramme commutatif

suivant :

0 n-1, n .
) = ) - 0
2o (v BT (R ) — BN (Y1 (7)) — BUR)
o la premidre fldche verticale est bijective en vertu de (T ). On
1it sur le diagramme que (*) est injectif, ce qui achéve la démonstra-

tion dans ce cas. Dans le cas non abélien, n=1 , on utilise le mé=-

me diagramme avec n=1
. 1 .
B;"(Y,lg(FU)) —— H (Vi (Fy)) =0

BO(Y,10(Ry,)) —> H (T,51(F,)) —> B (ULF,)

XII 3.2 , ol la premiére fl@che vertiocale est encore bijective gri-
ce & l'hypothese de O-acyclicité locale et globale faite sur g , et

Lo AP *
on conclut encore l'injectivité de (7)) dans ce cas.

Traitons enfin le cas n = 0 . Remarquons que la donnée d'une
section g de F' revient, en vertu de , & la donnée
d'une section g g1 de Fy, et d'une section S g de Fioo,

telles que 1l'image de f 51 Par 1'homomorphisme naturel
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Ry, —> 35 (FE)

soit la section du deuxidme membre induite par ¥ yr - Par hypothé—
se, il existe des sections T\Z et ‘qU de FZ et FU respecti-
vement, qui induisent % g0 et 5 g+ - Tout revient & voir qu'el-
les satisfont & la condition de compatibilité analogue, exprimant que
ce sont les restrictions d'une mdme section n de P . I1 faut vé-
rifier 1'égalité de deux sections de j*(ix(FU)) , et pour ceci, com-
me 2' —> 7 est surjectif (g étant surjectif puisque (~1)-acy-
cligue par hypothése), il suffit de vérifier que les deux sections

correspondantes de gzﬁ(j*( (FU)) = j'*(g*(i*(FU)) sont égales. Or

i
*

le faisceau envisagé, grice & 1l'homorphisme de changement de base
® £ . ® - s ‘
*) (1, (7)) — 1082 (7y)) = 1, (7y)

st'envoie dans j'*(i'x(F‘,)) , et ce dernier homomorphisme est injec-
tif, car il en est ainsi de (*) gréce & l'hypothése que g est loca-
lement (~1)-acyclique. Il suffit donc de vérifier que les deux sec-—
tions de j‘*(i'*(Fﬁ,)) y images des deux sections précédentes, sont
dégales. Or on constate aussitdt que ces sections ne sont autres que
celles déja envisagées plus haut, qui sont égales par hypothése. Cela

achéve la démonstration.

Remarque 1.18. On peut donner un raffinement de 1.15 , qui fournit
une démonstration nettement plus simple de 1.15 lorsgue Y est
supposé localement noethérien. Pour ceci, en plus des hypothéses pré-
liminaires sur g , F , supposons qu'il existe un nombre fini de

points géométriques fi : ii -3 ¥ de Y tels que le morphisme
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7 TT £, (%)

soit injectif (bypothése automatiquement vérifiée si Y est noethé-
rien et si F est constructidble IX 2.14 ) . Je dis que sous ces
conditions, le eritére 1.1% st valable en se bornant aux seuls
points géométrigues §i . En effet, en vertu de XII 6.6 on peut
supposer que F est lui-méme de la forme fx(Mi) , o0 M est un
ensemble resp. un groupe resp. un groupe abélien de IL -torsion, et
£:y —>» Y un point géométrique. Soit £! : X' = X§ 3 X 1le
morphisme canonique. Supposant, pour FTixer les iddes, n» 1 , l'hy-

pothdse locale faite sur g implique qu'on a
* _ ~ ' i 1 = i -
g (f*(My)) f ae(MX,) , R°f 3é(MX,) 0 pour 1 <4i 4n-1,

la deuxiéme relation provenant du fait que le premier membre est iso-

morphe & gE(leﬁ(M§)) , qui est nul puisque manifestement lex(M§)= 0

pour i3l . De ces relations, on conclut gque

BN X,e"(F) = EN(X,f' (0,)) —  EN(X',M,)

est injectif, en utilisant la suite spectrale de Leray pour f' , ce
qui prouve bien qu'un élément ¥ de Hn(X,F) induisant un élément

nul de H(

X; ,F) est nul. Pour déduire de ceci une démonstration
simplifiée de 1.15 dans le cas ot Y est localement noethérien,
on note qu'on peut se borner au cas Y noethérien, ef un passage &
la limite facile, utilisant IX 2.7.2 et VII 5, permet de se ra-
mener au cas oi F est de plus constructible, justiciable de 1'énon-

cé qu'on vient de prouver.
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2. Acyclicité locale d'un morphisme lisse.

Le théoréme est le suivant :

Théoréme 2.1. Soient gt X ~—=> Y un morphisme lisse et soit

L I l'ensemble complémentaire de 1'ensemble des caractéristiques

résiduelles de X . Alors g est localement aecyclique et localement

{-asphérigque pour 1L .

Notons d'abord le corollaire :

Corollaire 2.2. Soit g E]? —> Y le morphisme structural de

l'espace affine. Alors g est acyclique et 1T1-asphérique pour 1'en-

semble I complémentaire de l'ensemble des caractéristiques résiduel-

les de Y .

En effet, par récurrence sur m et 1.9 (i) on se raméne au
cas m= 1 . D'aprés 2.1 on sait que g est localement n-acy-
clique et localement ‘1-asphérique pour I , done gue la condition locale
de 1.16 est satisfaite . 11 suffit donc de démontrer que les
fibres géométriques de E}; sont acycliques et l-asphéri-
ques pour IL , c'est-i~-dire que BSpec k [t] est acyclique et 1-as~
phérique pour I si k est un corps séparablement clos de caracté-

ristigue D ¢ I , ce qui résulte de IX 4.6 pour l'assertion d'a-

cyclicité, et pour la 1-asphéricité est biew connu. Plus généralement,

1

soit X' un revBtement normal irréductible galoisien de X = H’k ’
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qui soit non ramifié en dehors du point 0@ et dont le ramification
en ce point socit modérée. Prouvons que le degré n du revétement

est égal 3 1. Or on a la formule de Hurwitz :

2(g' - 1) = 2n{g = 1) + deg ny'/x

X

différente.On a g = 0 y €t 1'hypothése de ramification modérée im-

o g , g' =sont le genre de X , X', et Ef’,/x le diviseur

plique deg Erx'/x <n-1 , d'olt 2(g'-1) € —(n+1) done n £2(1-g')-1,

et comme g'» O , onconclut ng¢ 1 donc n=1 , c.q.f.d.

Démonstration de 2.1 . L'asseriion est locale sur X et Y pour

la topologie étale, et on peut done supposer SGALl II 1.1 que g

est le morphisme structural de l'espace affine IE? s et que Y est
affine. En appliquant la transitivité de 1'acyclicité locale 1.13. (i)
et le fait que IE? = E™) on se réduit immédiatement au cas

IE1

s - Y
m=1 , c'est-d-dire, an cas ~ X = Spec Oy [tj .

Appliquons 1.18 . On est ramené & démontrer que les fibres géo-

» £y . 2 : -t ) g
métriques du morphisme de schémas strictement locaux g § X =—=> T ,

déduit d'un couple de points géométiriques X , y , ot x est fer-
mé dans la fibre X§ y Sont acycliques pour I et 1-asphériques
pour IL ., On peut évidemment supposer Y = 4 . S0it ¥ e ¥
un morphisme fini, local, et surjectif, de sorte que Y'! est stric—
tement local, et soient ¥' 1le point de Y¥' au-dessus de y , X'
le point de X' au-dessus de X et de y' . Puisque X' =3 X
est fini, le localisé strict de X' au point X' n'est autre que

3 o= ﬁvaY' . Par suite, toute fibre géométrique de X'/Y' est dé-

N
duite d'une fibre géométrique de X/Y par extension algébrique (né-
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cessairement radicielle) du corps de base, de plus il y a au moins
une fibre géométrique de ‘i'/Y' au-~dessus de chague fibre géométri-
que de 'iyY . On peut donc VIII 1.1 remplacer Y par Y' , et
par choix convenable de Y' , on se ramdne ainsi au cas o k{X)=k(y).
Alors X est un point rationnel de la fibre X = Spec k(¥) [t} s
disons le point + = a® . En relevant a°® en une section a de CGF
et en faisant la "translation" t1 = t-a on est ramené au cas ou le
point X est le point {t = O} de Spec k(y) [t] . Posons

A
A = r~(Y,O§J , de sorte que A est un anneau strictement local.
Notation 2.3. Soit A un anneau hensélien local. On dénote par
A {t} le hensélisé de l'anneau A4 Et] en 1'idéal premier engendrs

par rad & et t .

Corcllaire 2.4. Soient A hensélien et A' une A-algébre finie.

Alors 4' {t} 2 A ® A {t} .

Cela résulte immédiatement de VIII 4.1 . Notons que si A est

strictement local, il en est de mémec de A {f}

La démonstration du théoréme est ramenée au lemme suivant s

Lemme 2.9, Soit A un anneau hensélien de caractéristique rési-

duelle p . Alors chague fibre géométrique de Spec A it} sur Spec 4

est acyclique et t-asphérique pour L= P~ {?} .

Notons que puisque A {t} est le hensélisé de A [t} , une fi-

bre Spec A {t}@ AK y, K wun corps résiduel de A , est limite pro-
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jective de schémas affines et de type fini Xi sur la "droite"
Spec K [t] , c'est-a-dire, limite de courbes algébriques affines.
Donc chaque fibre géométrique de Spec A {t} est limite de courbes
affines (Xi}ﬁ au-dessus du corps séparablement clos K , et il
s'ensuit de IX 5.7 et VII 5.7 que la dimension cohomologique
des fibres géomdtriques est £ 1 . Il suffit donc de vérifier que
les fibres géométriques sont f-asphériques pour I , c'est-a-dire,
qu'une telle fibre géométrique Z est connexe, non vide, et que

H1(2,G) = 0 pour chaque I -groupe fini G .

Berivons A = 113 %x ol les B{1 sont des anneaux de type
fini sur Z . Le morphisme Ba.'_—9 A se factorise par le henséli-
sé Aa de Ba, en 1'idéal premier induit par rad A , d'ol

T e . . - 14
A = lig Au’ . On constate aisément qu'on a aussi 4 {t} lig A, {t}.
De plus, soient ¥ un point géométrique de Spec A X§ la fibre

géométrique de S = Spec A {t} sur Spec A en y , iw le point

de Spec A~ induit par ¥y o, et X“‘i la fibre géométrique de
o

Spec 4 1 sur Spec A en ¥y .0na X==1lim X =~ . On est

P a.{ 3 P I ¥ « ¥,

donc réduit pour la démonstration de 2.5 par 1.7 (ii)(appliqué

aux morphismes Xar§g/ —_ ii ) aucas 4 = 4, clest-d-dire,

oli A est le hensélisé d'une algébre de type fini sur Z en un i-
déal premier donné. Nous le supposons désormais. Rappelons gqu'une

telle algébre est un anneau excellent ¥CGA IV 7.8.3 (iii), 7.8.6 (i) ,

donc que A“’ est également excsllent(comme on voit facilement sur

la définition, cf. EGA IV 18.7.6 ).

Vérifions la O-acyclicité. {Pour un résultat plus général, cf.

Appendice) Puisque A {t} /A admet la section "t = 0" , une fibre
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géométrique 7 est non-vide. Pour voir gqu'elle est connexe, on esit
réduit, en remplagant 4 ©par un quotient 2.4 , au cas oh A esi
intégre, et ol 7 est la fibre géométrique au-dessus du point géné—
rigque de Spec A . I1 suffit de prouver que pour toute extension fi-
nie séparable K' de corps de fractions XK de A , le schéma ZK'
(2 = Spec 4 {j} ® AK) est connexe. Soient A' la normalisée de A
dans K' (qui est une A-algébre finie EGA IV 7.8.2 ) et 2Z' 1la
fibre générigue de Spec A' {t} sur A' . D'aprds 2.4 4 on a
A'{t}cA'@AA{t},d'oﬁ Zg, = 2' . Remplagons A par A' . Il suf-
fit alors de démontrer que Z est intégre, et il suffit de démontrer
que 4 {t] est intdgre. Mais A &tant normal, A [t] 1'est, done

A {t} l'est aussi SGA119.5. (i) , d'or le résultat.

La démonstration de 2.5 , et par suite de 2.1 , est ainsi

réduite au lemme suivant, qui sera démontré dans le prochain numéro :

Lemme 2.6. Soit A wun anneau hensélien et excellent, et soit Z

une fibre géométrique de Spec A {t} /Spec A . Alors chague revite-

ment principal galoisien 2Z' de Z , de groupe G d'ordre premier

4 la caractéristique résiduelle p de A , est trivial.
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3. Démonstration du lemme principal.

En remplagant A par une algébre finie A' {ef. 2.4 )}, on ré-
duit 1l'assertion 2.6 au cas o A est intégre et ot Z est la

fibre géométrique générique de Spec A {t} gur Spec 4 . Soient X

&y

le corps des fractions de A et % = Spec A {t} ® Kk .51 zv/
est un revBtement principal galoisien, on peut le descendre & um ZK"
ot K' est une extension finie séparable convenable de K . En rem-
plagant 2.4 4 par son normalisé dans K' , qui est une A-algé~-
bre finie EGA IV 7.8.3 (vi) , on est ramené & démontrer le lemme

gous la forme suivante :

Lemme 3.1. dvec les notations de 2.6 , supposons A normal, et

soit 2! / Z un revétement étale principal galoisien, de groupe G

d'ordre premier & la caractéristique résiduelle p de A . Alors

Z' est induit par une extension galoisienne XK' de K 4, i.e.

SGA 11X 6.2 le revétement Z°' de 7 déduit de 2Z' est trivial.

Démonstration. Soit B' le normalisé de A4 {t} dans 1'anneau des
fonctions rationnelles de Z' , et considérons les idéaux premiers

P de hauteur 1 de A {t} tels que l'algébre B' sur A {t} soit
ramifiée en P . Puisque Z' / Z est étale, B n'est pas sur le

point générique de Spec & , i.e., P=Pa A F O . Donc 4 {t}/pA{t}
= (4/p) {t} est intdgre ot de dimension au plus égale & dim & .
Puisque A {t} est excellent EGA IV 7.8.6 (i) et 18.7.6 donc ca-

ténaire, on a dim Spec A{y}/P=(dim A+1)~1 = dim Ay dim &.ﬁ&/gﬂ{t} R
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d'ol P = gA{t} puisque PO gAitj

Soient donc 21, ey Em les idéaux premiers de hauteur 1 de
A tels que B' /A (t] soit ramifié en les idéaux p.A (%] , soit
s le p.g.c.d. des ordres des groupes d'inertie SGAV 2 Gi c G
pour B' en les idéaux premiers au-dessus des BiA {t} , qui est
un entier divisant l'ordre de G , donc premier & p . Seit f €4
une fonction qui s'annule avec ordre 1 en chaque b (un tel f exis-
te , comme il résulte par exemple de Bourbaki, Alg. Comm., Chap. II,
§ 3, cor. & prop. 17 ). En remplacant 2.4 A par son normalisé
4; dans l'extension finie K, =X (x] /(x°-£) de K et B' par le
normalisé de A1 (] AB‘ , on se réduit par le lemme d'Abyankhar SGAL X 3.6
au cas ot B’ n'est ramifiée en aucun idéal premier de hau-

teur 1 de & {t} .

Alors 1l'algébre B'/A {t} e¢st aussi étale au-dessus de la fibre
de Spec A {t} en tout point de Spec A de codimension 1 . En ef -
fet, soit p wun idéal premier de hauteur 1 de A . Puisque A est

normal, A est un anneau de valuation discréte, done régulier, donc

k]

A 2t}® AAP est ausei régulier - en effet, c'est une limite de sché-
mas étales.au-dessus de Ap [t] . Par hypothése, l'algdbre B'/4 {F}
est étale en chaque point ge codimension £ 1 de Spec £ {t}@ AAp ,
done elle est étale partout par le théoréme de pureté de Zariski-N;gata

SGA 1 X3.1 3§ pour une démonstration, voir p. ex. SGA2 , X 3.4 ).

En remplagant 2.4 A par une A-algébre finie convenable, on
se ramdne au cas ol de plus l'algdbre B'/tB' sur A it} /tA {t} = A
est complétement décomposée au~dessus du point générique de Spec A .

Donc il suffit de démontrer gue sous ces conditions, 1l'algdbre B' sur
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A {t} est "triviale'", et puisque 4 {t} est hensélien, il suffit de
démontrer que B' sur A {t} est étale 3 en effet, il résulte du
fait que 1l'algdbre B'/tB' splitte su—dessus du point générique de
Spec A qu'elle splitte sur Spec(4) (SG41110.1 , donc que les ex—
tensions résiduelles de B' sur 1'idéal maximal de A4 {t} sont tri-
viales, et on applique (EGA IV 18.5.14 ). On est donc ramené au lem~

me sulvant

Lemme 3.2. Soit B un annsau local excellent et normal, et soit

0#t €rad B tel que B/tB soit normal. Soit B' une B-algdbre

finie intégre normale, contenant B , telle que @

(1) L'algébre B'/tB' sur B/tB est complétement décomposée

en les points maximaux de Spec(B/tB) .

(ii) L'algdbre B' sur B est étale en les points de codimen~

sion 1 de Spec(B/tB) .

Alors B' est étale sur B

Démonstration. En vertu de (ii), 1'assertion sst triviale pour dim B g2,

c'est-a~-dire pour dim B/tB <1 . Supposons que B‘/B ne soit
pas étale, soit x un point maximal de 1'ensémble des points de

Spec B/tB au-dessus duguel B'/B n'est pas étale, et soit C 1'an-
neau local de Spec B en x . Alors C est encore un anneau excel—
lent et normal (EGA IV 7.8.2 ), ona O # t €rad C , et (i) et (ii)
sont vrais pour la C-algébre C' = C @ BB' . On peut donc supposer
B=2C , clest-&-dire, que B' est étale sur B au-dessus de chaque

point de Spec B/tB y sauf peut-B8itre & l'origine. Puisque B/tB est
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normal (en fait unibranche suffirait), la condition (i) implique que
1'algébre B'/tB' est complétement décomposée en dehors de llorigi-
ne. De plus, on peut supposer dim B » 3 . On est donc ramené au

lemme suivant :

Lemme 3.3, Soit B un anneau local excellent et normal, O % t€&€rad B,

dim B » 3. Soit B' une B-algébre finie normale inté-

gre, contenant B , telle que l'algdbre B'/tB' de B/tB soit com-

Plétement décomposée en dehors de l'origine. Alors B' est étale sur B.

Démonstration. Scient X = Spec B , X, =X - {;o} you x est le
point fermé, et soit i :+ U —» X 1l'ouvert des x X en lesquels
l'algébre B'/B est étale. Alors (X-U) n V(%) = E"o} est de di-
mension O . Puisque V{(t) est défini par une équation, il s'ensuit
que dim(X-U) <« 1 (EGA Ory 16.2.5 ), donc (X étant caténaire)
x € X-U — din OX’X > dim B-1 > 2 , i.e. codim(Z-U,X) 3y 2 .
Soit X' = Spec(B') , U' 1'image inverse de U dans X' |,
alors, X étant universellement caténaire, la relation codim(X-U,X)
> 2 implique la relation codim{X'-U',X')y 2 (EG4 IV 5.6.10 ),

donc, X' é&tant normal, on a
3= Dxo ) = Lue,,) -

~4
Soit alors B' = B' le faisceau de Ox

X , £ sa restriction & U , alors la formule précédente équivaut

-algébres qui définit X' sur

& la formule
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B' = i (o) ,
et 3.3 se raméne par suite & l'énoncé suivant (ot il n'est plus
question de B!') ; Soient B , t comme dans 3.3 , X = Spec(B) ,
Y = Spec(B/tB) , U un voisinage ouvert de T, =Y- {xc} dans
X, =X - {xo} , U' un revétement étale de U dont la resiriction
& Y1 soit complétement décomposée, € leo faisceau de QU,~algébres
définissant U' , alors (i ¢ U ~> X désignant 1'immersion ca=-
nonique) iﬁ(g) ost une Algdbre cohdrente gtale sur X (ou, ce qui
revient au méme, gréce a la relation prof QX,x » 2 pour x € X~U

signalée plus haut et & EGA IV 5.10.5 , U!' se prolonge en un revé~

tement gtale X' de X) .

-~

Soit X= Spec B , ot B est le complété de B . Alors B est

normal (EGA IV 7.8.3 {(v)) et B / B est fiddlement plat. Soit
o i
U ey
U

SN

5 e 542
H

le diagramme cartésien déduit de i —> X . Puisgque f est fidé~
lement plat, le foncteur i3é commute au changement de base f

EGA IV 2.3.1, et on est ramené EGA IV 17.7.1 & prouver gue i*(a)
est une algébre étale sur % . On peut donc remplacer B par % ’
c'est-&~dire, on peut supposer B complet. Dans ce cas, nous allons
prouver que U' ast un revétement compldtement décomposd de U (ce
qui impliquera évidemment qu'il se prolonge en un revétement étale

de X , et achévera la démonstration}. Or cette assertion est main-

tenant conséquence immédiate de la "théorie de Lefschetz locale"
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SGA 2 X 2,1 (i) et 2,5 , comme on constate immédiatement, compte

tenu encore une fois de la relation prof QK .
M

> 2 pour dim{x}= 1
Remarque 3.4. On peut prouver 3.2 et 3.3 sous des conditions
plus générales, en suivant essentiellement la méme démonstration :
au lieu de supposer B excellent et normal, il suffit de supposer
gque le complété % est normel (condition gqui est stable par locali-
sation, grice aux résultats de EGA IV 7 ) , ou seulement que le com-—

plété de B pour la topologie (tB)-adigue soit normal,et quotient

d'un anneau régulier.

202



- 36 - XV.

4, Appendice : Un critdére de O-acyclicité locale.

Les résultats du présent numéro ne seront plus utilisés dans la

suite du séminaire.

Théoréme 4.1+ Sgit g ¢+ X ——> Y un morphisme de schémas. On sup-

pose g plat et & fibres séparables, et X et Y localement noethé-

riens resp. & localement de prégentation finie. Alors g est uni-

versellement localement O-acyclique.

On peut évidemment supposer X et Y affines, ce gui permet,
dans le cas respé, de se ramener au cas ol Y donc X est noethérien,
par la méthode siandard de EGA IV 8, wutilisant ici EGA IV 9.7.7. On
peut donc se borner & prouver le premier énoncé. L'hypothése étant
stable par changement de base de type fini, on est réduit, compte tenu
du passage & la limite 1.13 (ii), & prouver que g est localement
O-acyclique, et pour ceci on est ramené par 1.17 3 prouver que Si

on suppose de plus g strictement local, alors les fibres géométriques

de g sont connexes. Or clest ce que dit EGA IV 18.9.8.

Corollaire 4.2. Soit g : X —=> Y un morphisme de schémas, avec

Y discret. Alors g est universellement localement O-acyclique.

On peut supposer que Y est le spectre d'un corps parfait k
VIIT 1.1 . Dtautre part, on peut supposer X affine, donc limite
projective de schémas affines de type fini sur k , et compte tenu de

1.13  {ii) on est Tamenéd au cas oi X est de type fini sur k . En~
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fin, on peut évidemment supposer X réduit, donc séparadble sur k

puisgque k est parfait. Ta conclusion résulte alors de 4.1.

Corollaire 4.3. Supposons que & soit surjectif, st satisfasse aux

conditions de 4.1 ou de 4.2 s dans le cas non respé de 4.1

on suppose de plus gque g est, soit quasi-compact et quasi-séparé,

soit universellement ouvert. Alors g est un morphisme de descente

effective universelle pour la catégorie fibrée des faisceaux étales

sur des préschémas variables.

Dans les cas envisagés, g est universellement submersif et il
résulte de VIII $.* que g est un morphisme de descente universelle
pour la catégorie fibrée envisagée. Cela nous permet, pour la question
dteffectivité, de nous borner au cas Y affine. On voit de plus, dans
chacun des cas envisagés, que X se recouvre par un pombre fini d'ou-
verts affines Xi dont les images recouvrent Y . Remplagant X par
la somme disjointe des Xi , on peut alors supposer X affine, a
fortiori quasi-compact et quasi-séparé sur Y . On conclut alors gré-
ce au raisonnement de VIII 9.4.1 , en utilisant le fait XVI 1.1
que pour un morphisme quasi-compact et quasi-séparé g , la formation
de g*(F) (7 un faisceau étale sur X) commute & tout changement

de base T' == ¥ qui est localement O-acyclique.

Remarques 4.4.

a) On obtient ainsi la démonstration(qui avait été laissée en
suspens) de VIII 9.4 4), comme cas particulier de 4.3. Une démons-—

tration différente plus facile, n'utilisant pas le résultat assez dé-
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licat de EGA IV 18.9.8, s'obtiendrait en notant que gréce & VIII 9.1
on peut se borner au cas du morphisme Spec(K) —> Spec(k) induit
par une extension de corps K/k , or Spec(K) est universellement
localement O-acyclique sur Spec{k) , car il est m8me universelle-
ment acyclique pour L= IP= {p} s, P =car k , comme on verra

dans XVI 1.5.

b) On ignore si tout morphisme quasi-compact et quasi-séparé,
surjectif et localement (=-1)-acyclique (ou universellement localement
(—1)—acyclique) est un morphisme de descente effective pour la caté-
gorie fibrée des faisceaux étales sur des préschémas variables. Cet
énoncé semble assez plausible, et améliorerait 4.3 et VIIT 9.4 ¢),d).
On le rapprochera de 1'énoncé d'effectivité dans MURRE, Sém,

Bourbaki n° 293, p. 17.

¢) Il est plausible que sous les conditions de 4.2 , & est
méme localement acyclique pour L et localement 1-asphérigue pour
L , ob L est l'ensemble des nombres premiers distincts des carac-
téristiques résiduelles de Y . On peut dans cette gquestion supposer
évidemment Y spectre d'un corps algébriquement clos k , et on
peut montrer (SGA 1964/65) que la réponse est affirmative lorsqu'on
dispose de la résolution des singularités pour les schémas de- type fi~-
ni sur k . Donc la réponse est affirmative lorsgque Y est de carac-

téristique nulle, comme on voit en utilisant les résultats de HIRONAKA (*),

(¥) Cf. SGA 1 XIII.
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