Exposé X
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1. _Introduction.
Dans cet exposé on convient, sauf mention expresse du contraire,
que "faisceau" gignifie "faisceau abélien".

Soient X un schéma et € & P |, "Rappelons” qu'on appelle

e-dimension cohomologique de X le plus grand entier Cdé X=mn

(ou = oo si ce nombre n'existe pas) tel que H™(X,F) # 0 pour au moins
un faisceau de f-—torsion F sur X . Si X = Spec & , nous écrivons

Cdﬁ A = cde Spec A . Tenant compte du dictionnaire (VIII 2 ) on retrouve
ainsi la notion "clagsique" de [CG] dans le cas ot A = k est un corps.
Comme on a évidemment la formule

od, (_I;_L x,) = s;p od, X,

on peut, de fagon évidente, étendre la théorie classique & un anneau
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“ 2 - X

artinien quelconque. Cette théorie est exposéedans (CG) = "cohomologie
Galoisienne"” de Serre. Nous y apporterons quelgues précisions dans le
n® 2.

Prenons par exemple le cas d'une varidté X algébrique irré-
ductible, de dimension n , sur un corps séparablement clos k, et fi-
xons £ # car k . Un théoréme qu'cn trouvera dans ler®4 donne pour la
dimension cohomologique la majoration 2n , qui est la dimension "véri-
table" de X (suggérée par l'analogie topologigue dans le cas ou
k=0 ). Ce résultat est assez élémentaire & partir de la théorie pour
les corps, et en fait la majoration par 2n peut &tre améliorée sauf
dans le cas ou X est compléte : il existe une autre majoration,
2n-1 , qui est vraie chaque fois que dans X il "manque au moins un
point". Cette derniére est la bonne "majoration stable', dans le sens
gue chagque X de dimension n contient un ouvert de dimension coho-
mologique 2n~1 . Une troisime majoration est obtenue pour une variété
affine, ol on obtient n comme dimension cohomologigue. Cl'est une géné-
ralisation d'un des théorémes de Lefschetz pour les sections hyperplanes.
Ces deux dernidres asseriions sont plus profondes et ne povrront &tre

démontrées que plus tard (XIV).

Notons que la dimension cohomologique n'est pas une notion
locale {contrairement & ce qui a lieu pour les espaces paracompacts).
Par exemple un anneau hensélien & corps résiduel séparablement clos est
de dimension cohomologique nulle, mais si on enldve le point fermé, on
peut obtenir un nombre arbitrairement grand, savoir 2n-1 si n = dim A
dans les cas les plus importants; ce gqui est également en accord avec
l'analogie topologique fournie par la cohomologie de U - gx} , ou U
est un petit voisinage ouvert d'un point x d'un espace analytique
complexe .,
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2. Résultats auxiliaires sur un corps

On a le suivant

Théoréme 2.1. Soit k*/k une extension de type fini d'un corps k .,
et soit £ € P . Alors

cdek'g cd£k+deg.tr.(k'/k) R

81 1'inégalité stricte est vraie et si 4 # car k , alors £=2,

k est ordonnable, et k! n'est pas ordonnable (}_.g. -1 est une somme

de carrés dans k'),

Rappelons que lorsque £ = car k on a cde k! g 1
(¢6 II 2.2 ) donc la question d'égalité dans 2.1 ne se pose guére.
De plus, on a cd2k = 00 si k est ordonnable. En effet la clbture
algébrique k de k contient une sous-extension ¥ (un SOUS=COTDS
maximal ordonné de 17:) avec [EE] = 2 ., Evidemment, cdziz = 00 , et
cd k¢ cdyk d'aprés (CG I Prop. 14).

Démonstration, Clest presque tout bien connu. L'inégalité
ainsi que 1'égalité si cdgk { oo, sont des résultats de Tate
(CG II 4.1.2). I1 reste & démontrer que cd, k' ¢ o et ocdpk = o0
impligque k ordonnable et £ = 2 , et il suffit de traiter les deux cas

suivants :

a) [k':k] < o ,

b) k! = k(x) avec x transcendant sur k .

Dans le cas a) on peut supposer k'/k séparable. Alors le groupe de
Galois H = G(k/k') est un sous-groupe ouvert de G = G(k/k) et
d'aprds un résultat ge Serre [5] on a cdyH = cdyG sauf si G
contient un élément dlordre - . Comme un corps algébriquement cles k
ne peut pas avoir un sous~-corps ¥ atindice fini sauf si £ =2 et

¥ est ordonnable [7] , on trouve le résultat.
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Traitons le cas b). Soit R le hensélisé de Spec kcx] au
point x = 0 , gui est un anneau de valuation discréte, et soit X le
corps des fractions de R . Alors cdy k(x) ¢ oo implique Cdé’K ¢ o0 .
I1 suffit donc de démontrer que cdeK ¢ oo implique c&ek & © ,

ce qui est conséquence du théordéme suivant 3

Théoréme 2.2 (), Soit R un anneau de valuation discréte hensélien,

& corps de fractions XK et corps résiduel k . Soit ~€ &€ P . 0na

K=ocdzk +1
Cde Cé

dans les deux situations suivantes

(1) € £ car k .

(11) € # car X , k parfait, et cdﬁ,k < o

Remargque : Naturellement, si € -cark ona cdeK 4 1 en tous cas
(CG I 2.2). Il reste donc & étudier la relation de cdgK avec,

11{ (EGA IV 20.4.3),
dans le cas d'inégales caractéristiques lorsque car k = 4), k non parfait,

peut-&tre, le module des différentielles absolues Y.

Démonstration du théordme. Comme pour le théordme (2.1), la
plupart est due 3 Tate. Le cas (ii) est traité explicitement dans
{Ce IT Prop. 12) si R est complet, et on se réduit & ce cas au moyen

du lemme suivant :

Lemme 2.2.1. Soit R un anneau de valuation discréte hensélien, &

corps des fractions X , et soit ¥ 1le corps des fractions du complété
R de R . Alors

G(I%/E) ~ G(K/K) .

~

Démonstration. Cela veut dire que le foncteur L t—> L =L & gk

() Ce théordme a été démontré récemment par Ax [1] .

46



-5 - X

de la catégorie des K-algdbres étales dang ls catégorie des ﬁ-algébres
étales est une équivalence, Or chaque algébre étale ﬁ‘ de i est induite
par une algdbre étale convenable K!' de K , En effet, si %' = %E&]

ot o satisfait & 1'équation irréductible séparable f£(T) =0 &
coefficients dans § , 11 suffit de prendre pour K' 1ltalgébre

K[a(o] ; ol o est racine d'une équation fo(T) =0 & coeffioie§ts
dans R avec f = f (ﬁN) , ¥ grand et f# 1'idéal maximel de R .
Clest l'application de la "méthode de Newton' habituelle (Baurbaki,

Alg. Comm, III 4.5) + 11 reste & démontrer gue le foncteur est pleine~
ment fidéle (il est évidemment fiddle), et il revient au méme de démon-
trer que si K' est un gorps, il en est de méme de ﬁ' . Soit R' 1le
normelisé de R dans XK' , qui est fini sur R puisque K'/K est sé-
parable. L'anneau R! est un anneau de valuation discrite, et le
complété de R!' est ﬁ‘ = R! @)Rﬁ . Done ﬁ’ est un anneau de valua-
tion discréte, et comme K' en est ltanneau total des fractions, 11 est

bien un corps.

Traitons llassertion i) de 3.1 . 8i cd pk L o on
est encore ramené par 2,2.1 a2 (CG II Prop., 12) (l'hypothése faitedans
1ténoncé de cette proposition que k wsoit parfait n'est utilisé dans
la démonstration gque dans le cas de caractéristique résiduelle £ ).

Il reste donc & démontrer que cde K £ oo implique ecd,k £ o0

Soit G = G(K/x) = 6(K/K) oh K est l'extension non ramifide
maximele de K (di.e., le corps des fractions de l'anneau de valuation
discréte §', & corps résiduel séparablement clos, hensélisé strict de
R),6=c(k/K) ,H=cKAK ,dnc §=0/H.Soit & < & un
£ .gous-groupe de Sylow, et soient k!'/k , K!'/K 1les extensions corres-
pondant & G! , On a cdgk £ ® si et seulement si cdgk‘ £
(cG 1 Prop. 14), donc en remplagant R par son normalisé dans K' , on
se réduit au cas ot G est un & ~groupe. Il suffit alors de démontrer
que si cd G < o , alors HN(é , Z /#) =0 pour N assez grand
{6¢ I Prop. 20).
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On a cdgﬂ = 1 d'aprds la partie de i) déji démontrée,

2

appliquée & R . De plus, on a
~ ~
(2.2.2 B (H, o) = 1 (Spec ¥, Pg) = oy aa i 0

En effet, Hq(Spec z, 9“‘2) = ’xZ*/EZ*l d'aprés la théorie de Kummer

IX 3.2, On a une suite exacte
o~ o
0 — R* —» k*->»Z — 0,

et R* est divisible par £ puisque H est strictement local et
inversible dans R , d'ou {2.2.1 ).

Considérons la suite spectrale de Hochschild-Serre

= +
¢ HP(G ’ Hq(Hy &ﬂg)) ':> Hp q<Gi &'L,g)

On a qu =0 si g > 1 . 5i de plus cd‘eG < @ , le morphisme

"cobord"

n+1

Hn—1(6, H1(H!ﬂkz)) — H (6’ ﬂ"‘{)

doit 8tre bijectif pour n assez grand, et il faut démontrer gu'alors
n-1,z .1 N T AN
H (G!H (Hy We)) = H (g, /') =

Posons R' = R[x!] avec x! 2 - x , % le paramdtre local de
R, et soient K' le corps des fractions de R', G' = G(K/k!) , etc...
Le corps résiduel de R' est k, puisque nous avons supposé € un L-groupe,

donc que les racines {.2mes de 1l'unité sont dans K. On a un diagranmme

Ql

E—

nl
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d*ol un morphisme de suites speotrales de Hochschild-Serre, qui donne un
diagramme commutatif

BN (@ (Y )

ET HIH"]((‘}", Mz )

26, B )

Comnme cde G ¢ oo implique cd_e G' ¢ oo, tous les morphismes dans ce
disgramme sont des isomorphismes pour n grand., Mais le morphisme

Z /e =88 py) —> H(E, B, ) =2/2

qui induit la fldche £ est évidemment nul, donc Hn'q(é,z‘/g y=0,
cqfd.

Théoreme 2.3. Soient A un anneau noethérien hensélien de dimensien
1, et 4 € B inversible dans A . Soient k le corps résiduel de

A et R(A) 1l'anneau des fonetions rationnelles sur Spec 4 ., On a

Cdé R(A) & cd

Y k+ 1

et 1'égalité est vraie si £ £ 2 ou si k nlest pas ordonnable.

Démonstration. En remplagant A par A/P pour un idéal pre-
mier minimel P de A et en appliquant (VIII 1) on voit qufon peut
supposer A intégre. Soient X son corps des fractions, R son norma-
l1isé, qui est local et hensélien, donc un anneau de valuation diseréte
(i1 est noethérien dl'aprés Krull-Akizuki (Bourbaki, Alg. Comm. Chap. 7,
§ 2, prop. 5)) et soit k' le corps résiducl de R . Il est connu que
[k':k] < o (loc. cit.). Or K est le corps des fraotions de R et
on a done
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cdgK=cdék’ +1 £ cd£k+1

dtaprés 2.2 , avec 1'égalité sous la derniére hypothése de 2.3 ,
dtaprés 2.1 .

Exemple : L'égalité n'est pas vraie pour £ =2 , 4 étant le hensélisé
3 llorigine de R [x,yj/(x2+y2) .

Corollaire 2.4, S0it A un anneau local noethérien & corps résiduel

k , et soit 4 € P inversible dans A . Supposons gque f;é 2 Pil.

gqutaucun.corps résiduel de Spec A ne soit ordonnable. Alors on a

cdfﬁ(ﬁ.) > cdyk +dim A

9_‘1{ R(A) est l'anneau des fonctions rationnelles sur Spec A .

Démonstration. On peut supposer 4 intégre, a corps des
fractions R{A) = X . Soit x € 4 un élément gqui n'est pas diviseur

de zéro. Alors dim A/(x) = dim A - 1 . Par récurrence sur dim A, on a

cng(A/(x)) > cdek + dim A - 1

Soit k' un corps résiduel de R{A/(x)) tel gue ed sk = cdeR(A/(x))
{ef VIITI 1), et soit P 1!'idéal premier, noyau de A _>k' . Llanneau AP
est de dimension 1 ., Il suffit donc de démontrer le corollaire pour l'an-
neau local A, , c¢'est-a-dire, on est réduit au cas ob dim A = 1 .

Soit X 1le hensélisé de A . Chaque corps résiduel de R(L) stidentifie

4 une extension séparable de R(I\') =K , et on a done
cdﬁR(A) =cd,K > cdj_R(A) .

On est ainsi ramené au cas o A est de dimension 1 et hensélien, ce

qui est conséquence de 2.3 .,
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Gorollaire 2.5, Soit X un schéma noethérien et soit £ & B

inversible sur X . Alors
cdy R(X) > dim X .

En effet, soit x ¢ X un point tel gue dim X = dim UX x
b2
{ou tel gue dim Og 4 est tres grand si dim X = oo ). Soit A 1le
¥
X,x ° Alors on a cd, R(X) > Cd,ZR(OX,x) > cdy R{4)
d'aprés le raisonnement habituel. De plus, dim A = dim X (resp. est trés

grand). Si € =2 , et si # est inversible sur X , alors 1l'équation

hensélisé strict de O

T2+ 1 =0 est séparable sur A , donc -1 est un carré dans A parce
que A est strictement local, donc les corps résiduels de A sont non
ordonnables. Donc les hypothdses de 2.4 sont satisfaites pour A en

tout cas, et on a cdézR(A) > dim A , d'ol le résultat.

3. Corps desg fractions d'un anneau sirictement local.

3.0. Nous aurons un besoin essentiel, pour les numéros suivants,
de la connaissance de cdg R{A), o A est un anneau strictement liocal,
clest-&-dire hensélien & corps résiduel séparablement clos. Malheureuse-

ment on ne connaft pas cd, R(A) dans le cas général, par exemple si

A= 2 K] (o £ ).

On conjecture cependant que si A est noethérien et £ est

inversible dans A, on aura

(3.1) od R(A) = dim A ( € inversible dans A) ,

du moins dans les cas les plus importants, par exemple si A est un an-
neau excellent (EGA IV 7.8.2).

Hotons que si dim 4 = 1, (3.1) est vrai dYaprds 2.3 . De
plus, on a l'inégalité > dlaprés 2.5 en tout cas. Nous démontrerons

plus tard (XIX) que (3.1) est aussi vrai si A est excellent de
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caractéristique résiduelle nulle, en utilisant la résolution des singu-
larités [3} . Ici nous démontrerons (3.1} seulement dans le cas facile

3.2, g¢i-dessous.

Naturellement on a c@zldaj £ 1 si A est de caractéristi-
que £ , donc ce cas est trivial. Il reste de plus & analyser le cas
dtindgales caractéristiques, avec caractéristique résiduelle £ , et on
ne s'attend pas & ce que 3.1 soit vrai dans ce cas la, Il faudra cer-
tainement tenir compte du rang du module §@ ; (k 1le corps résiduel),

i.e. du degré [k :kgj R

Proposition  3.2. Soit X wun préschéma de type fini sur le spectre

d'un corps k ou sur le spectre d'un anneau de valuation discrete R ,

et soit £ € I inversible dans k (resp. R). Alors 3.1 est vrai

pour chague anneau A gqui est un localisé strict de X .

Démonstration., Prenons X intdégre {on se réduit & ce cas comme
i'habitude), et soit n = dim X .

Supposons que X soit défini sur un corps séparablement clos

k . Alors pour chagque anneau A qui est un localisé strict de X en un
point fermé, on a dim A = n , Comme chaque corps résiduel K de R{A)

stidentifie & une extension algébrique de R(X) et comne
deg.tr. {R(X)/k) = dim X = n ,

ona cdpK ¢ n d'aprés 2.1 , d'odk cng(A) & n . L'inégalité opposée

est conséquence de 2.5,

Supposons maintenant que X soit de type fini sur Spec R ,
R un anneau de valuation discréte, et soit A& le localisé strict de X
en un point x , S8Si x n'est pas au-dessus du point fermé de Spec R ,
on se réduit immédiatement au cas ot X est de type fini sur un corps
fen localisant R). On peut aussi pour la méme raison supposer que le
morphisme X — Spec R e8t dominant.
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Supposons pour ll'instant gque de plus R est un anneau de

veluation discréte gtrictement local et que le point x est fermé dans

X . Alors ona dim A = dim X = n (EGA IV 5.6.5) . Comme chague corps
résiduel K de R(A) s'identifie & une extension séparable de R(X)

on a

cd£ R(4) < cdﬁﬁ(x) < cd‘gL + deg.tr.(R(X)/L)

=1+ (n-1) = n

dtaprés 2.1 et 2.2 , ob L est le corps des fractions de R , d'ol

le résultat dans ce cas, compte tenu de 2.5 .

On déduit le cas général de ces cas particuliers au moyen du

lemme suivant :

Lemme 3.3,

(i) Soit X de type fini sur le spectre d'un corps k et soit A

un anneau localisé strict de X en un point x . Alors il existe un

corps k' séparablement clos, un schéma X' de type fini sur Spec k' ,

et un point x' fermé dans X' tel que A soit isomorphe & un anneau

localisé strict de X! en x' .

(i1) Soit X de type fini sur Spec R , B un anneau de valuation

discrdte, soit x un point de X au-dessus du point fermé de Spec R et

s0it A un localisé strict de X en x . Il existe un anneau de valua-

tion disoréte strictement locel R!', un schéma X' de type fini sur

Spec R' , et un point fermé x' de X' au-dessus du point fermé de

Spee R' , tel que A soit isomorphe & un localisé strict de X' en x'.

Démonstration. (i) On peut prendre X affine,
Soit Y 1l'adhérence de x dans X , avec la structure induite réduite,
et soit d = dim Y ., Par le lemme de normalisation ([2] Chap. V § 3

n® 1) , il existe un morphisme

X —> Spec k[y1,... ,yd] =7
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induisant un morphisme fini Y ~—> T , Par suite l'anneau localisé strict

de O est isomorphe au localisé strict de O ol

X, x Xt,x!
Xt = X xTSpecRiT) , et o X' est un point fermé dans X! .

(ii) Ce cas se traite d'une fagon analogue. On peut supposer X affine,
dtanneau A . Soit Y l'adhérence de x dans X avec la structure in-
duite réduite, qui est un sous-schéma fermé de la fibre fermée Xo de X
sur Spec R , e% soit d = dim Y . Alors, en relevant les éléments
Fyrernr¥y de A @k envisagés dans i) en des éléments de A , on

trouve un morphisme
X ——> Spec R[y1,...,de = T

induisant un morphisme fini Y —> To . Soit R!' 1le localisé strict de
R[y1,...,yd] = B en 1'idéal premier mB . Alors R' est un anneau de
valuation discréte strictement local, et on peut prendre X' = X xTSpec R',

et x!' un point fermé de X' gu-dessus de x .

4. Dimengion cohomologique : cas ¢ inversible dans 0O .

Théordme 4.1 Soit X un schéma noethérien, £ € P , et

¢ une fonction sur X , & valeurs dans M , et satisfaisant aux

conditions suivantes :

{1) ©Pour chague x € X , cd , x) < ¢ (x) .

(ii) Soit x € X et y € Y = adhérence de x , ¥ # x . Soit XK 1'anneau
des fonctions rationnelles d'un localisé strict de Y au~dessus de y .

On a Cd,Q K {plx) - ¢y .

Alors pour chaque faiscean de < -torsion F sur X on a

14x,F) = o©

81 a >y (F) g;} Sup{}y(x)l x &€ X, Fg #0 j .

2
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Démonstration, Les hypothéses seront aussi vérifides pour la
fonetion restriction de (p, & un sous-préschéma guelconque de X , donc
par récurrence noethérienne nous pouvons supposer le théordme vral pour
chaque sous-préschéma fermé de X distinct de X . Soit F donné et
écrivons F = Eig.Fi ou les Fi sont les sous-faisceaux constructibles
de F (IX 2.9 (ii1)).

Pour chaque Fi’ llensemble des x €X tels que Fx # 0 est comstruc-
tible dans X , et nous pouvons appliquer lthypothése de récurrence &
chaque Fi dont le support n'est pas dense. On voit ainsi que 1l'hypothese
de récurrence implique en fait que le théordme est vrai pour chaque F
gui est nul en au moins un des points maximaux de X . Nous allons done

supposer que F ne satisfait pas & cette condition.

S0it maintenant i : Spec R{(X) —» X 1'inclusion, ol R(X)
est 1l'anneau des fonctions rationnelles de X , et considérons la suite
exacte suivante, ol K et C sont définis comme noyau et conoyau

respectivement :
O-———)K———-—-}F-——;i*i*F————aoC -—30

Iei K et C sont nuls en chague point maximal de X , donc d'aprés
(ii), @ (¥K) (resp. (¢ (C)) est strictement plus petit que

n= o(F), d'oh 24(x,x) = 1%(x,¢c) = 0 pour g > n . Donc pour démon-
trer HYX,F) = 0 pour q> n, il suffit, grice aux suites exactes de
cohomologie, de démontrer Hq(X,i*i*F) = 0 , donc nous pouvons supposer
que F est de la forme i,6 , pour un £ -faisceau convenable G sur
Spec R(X) .

Examinons la suite spectrale de Leray.

By = Hp(x,qu*G) =X 8P*"Y(spec R(X), &) .

Or R(X)réd est produit des corps k(x) pour x meximal dans X ,
done cdenR(X) & n dlaprés {i) , donc l'aboutissement de la suite
spectrale est nul en dim » n .

55



- 14 - X

Nous voulons démontrer que ESO = (0 pour P > n . En examinant la suite
spectrale, on voit qu'il suffit de démontrer que qu = 0 si q»0

et si p > n-q~1 ., Donc, par récurrence, il suffit

de démontrer que ¢ (qu*(}) < na-q pour g >0 . Mais d'apreés

VIIZ5.2 la fibre de qu*G en un point géométrique ¥ au~dessus d'un
point y £ X ntest autre que HY(Spec K, (}K), ol K est l'anneau des
fonctions rationnelles du localisé strict de X en vy , et GK est le
faisceau induit sur Spec K . On a cd,iK < n - Y(y) dlaprés (i) ,
dtol (Rgi*(}); =0 si g » n- @(y), ce qui donne le résultat

cherché.
Corollaire 4.2. Soient X un schéma noethérien, LeP s, ne N,

et supposons gue les conditions suivantes soient satisfaites ¢

(i) Pour chague point y de X de codimension ¢ , on a
cdgk(y) & n-2 .

(ii) Pour chaque anneau A , localisé strict d'un sous-schéma formé

irréductible Y de X , on a cdﬁR(A) g dim A .

Alors

cd, X &’ n .

Plus précisément, si F est un £ -faisceau qui est nul en chague point

Yy de codimension ¢ s , on a
BEYX,F) = 0 si g3 n-28 .

En effet, on peut prendre (? (y) = n-2¢odim y et appliquer
4.1, dont la condition (i) (resp. (ii)) résulte de la condition corres-
pondante de (i) (vesp. (ii}) de (4.2), compte tenu pour (ii) de 1'iné-

galité dim -QY,y + dim QX, £ dim Q .

x = X,y
Corollaire 4.3, Soit X de type fini et de dimension =n sur un corps
k et scit ¥ # cur k . Alors cd, X ¢ 2n+ed,k.
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On applique le corollaire précédent, en y remplagant n par
2n + quk’ et utilisant 2,1 et 3,2 pour vérifier les conditions (i) et (ii)

de 4,2, et tenant compte pour (i) de 1'inégalité

deg.tr K(y)/k + dim © gdim X,
—X,Y

Corollaire 4.4. Soit X ndethérien, et £ € P inversible sur X .
Supposons que la condition (ii) de 4.2 est satisfaite,et que de plus

-f;é 2 ol qu'sucun corps résiduel de X ne soif ordonnable. Alors om a

cdé}( £ chR(X) + dim X ¢ ZCdZR(X) .
On pose n = cd, R{X) + dim X dans 4,2 , et on applique

2.4 , qui implique la condition (i) de 4.2 , car

- 4i - di - 2 dim O .
ch x{y) g °dy R(Qx,y) dim Q-X,y £ edy R{X) - dim Qx,yé n im Oy o
La deuxidme inégalité dans 4.4 résulte de 2.5 .
Exemple 4+5.Lthypothése inélégante sur les corps résiduels faite dans 4.4 ,
est nécessaire, comme on voii avec X = Speciﬁ[x,y,z]/(x2+ y2+ zz), ot
toutes les autres conditions sont satisfaites, avec dim X = cdé R(X)=€=2,
mais le fzisceau Z/2 concentré am point {0,0,0) =& une cohomologie

non nulle en chaque dimension, donc cdé,x =+ 00 .

4.6, On est tenté aussi dlessayer dans 4.2 de metire des hypothises
seulement sur les points fermés de X , mais ce n'est pas possible. Par
exemple il existe des anneaux de valuation discrdte & corps résiduel
algébriquement clos et & corps de fonctions asyant une dimension cohomolo-
gique arbitrairement grende (%), Le spectre d'un tel anneau aura aussi

une dimension cohomologique trds grande.

(*) Pour s'en convainore, il suffit de noter que si X est un schéma
algébrique lisse sur un corps k , admettant un point x € x(x),
alors on peut trouver un "arc de courbe formel® passant par x dont
"llenveloppe aslgébrique” soit X , et dont le corps des fonctions
contient donc celui X de X , et y induit une valuation discrite
dont le corps résiduel est k .
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5. Dimension cohomologigue 3 cas € = p .

5.0. En utilisant la théorie d'Artin -~ Schreier {IX 3.5) on obtient
une meilleure majoration que 4.3 pour la p-dimension cohomologigue

dlun schéma X de caractériestique p . Soit ecdge X le plus grand
nombre n tel que Hn(X,F) % 0 pour au moins un faisceau de Modules F

quasi-cohérent sur X (au sens de Zariski). On a le

Théoréme 5.1. Soit X un schéma noethérien de caractéristigue

p >0 . Alors

cde £ ecdge X + 1,

~

En particulier, la p-dimension cchomologigue d'un schéme noethérien

affine X de caractéristique p > O est au plus égale & 1 .

Démonstration. Appligquons IX 5.5
Tenant compte du fait que les qu*F sy 9> 0, sont nuls pour un mor-
phisme f fini et pour un faisceau abélien P (VIII 5.5) (resp. un
faisceau ¥ quasi-cohérent), on se raméne & démontrer que
ul (Xyiq( Z/p)U) = 0 pour iiU —3 X une immersion ouverte et pour
q > cdge X .

Or soit Y wun sous-préschéma fermé de X de support X - U
et soit J le faisceau cohérent d'idéaux définissant Y . Le morphisme
pt £ >fP- £ (IX 3.5) induit un morphisme J —» J . En examinant la
suite exacte IX 3.5 et la suite exacte

0 — 1 (Z/p)j— (Z/o)y—> (Z/p)y —> 0
on voit qu'on a en fait une suite exacte
(x) 0 —ai,(l/p)ﬁ-—> J—>J —> 0.

Puisque J est cohérent on a Hq(X,J} =0 pour ¢ > edge X, dtol le
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résultat par la suite exacte de cohomologie.

Pour un schéme quasi-projectif sur un corps k séparablement
clos, on peut réduire cette majoration dans certain cas par 1 .

On a en fait

Corollaire 5.2. Soit X un schéma de type fini sur un corps X

de caractéristique p > O . On a

cde £ dim X+1

et si k est séparablement clos et X quasi-projectif[f), on a

cd X ¢ dimX .

En effet, la premiére assertion est claire, puisque
cdge X ¢ dim X ([63 4.15.2) . Traitons la deuxidme : Pour un tel X ,
les groupes de cohomologie H(X,F) (n = dim X) , pour un faiscesu
cohérent F , sont des espaces vectoriels de dimension finie sur k .
Soit V = BE™(X,J), ob J est le faisceau d'idéaux qui figure dans la
suite exacte (*). Le morphisme ¢: V -—>V déduit de (x) est évidem-
ment de la forme (p=€ - id ou £ satisfait & €(zv) = P ¢(v) pour
r &k et v& V. La jacobienne de 1l'application $  du schéma affine
déduit de P est donc -I , I 1la matrice identique. Par suite D est
étale, donc surjectif parce gque additif, et il s'ensuit que D est
surjectif puisque k est séparablement clos, diou aussitdt la

conclusion,

(*) Utilisant le lemme de Chow, il est facile de remplacer la condition
"X quasi-projectif’ par "X séparé”,
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6. Dimension cohomologigue pour un préschéma de type fini sur Spec Z.

Proposition 6.1, Soit X gquasi-fini au-dessus de Spec Z .

Supposons que £ # 2 ou que chague corps résiduel de X de caracté-

rigtique 2éro est totalement imaginaire. Alors cég X< 3.

C'est une conséquence de Théorgme 2.2 (ii), du Corollaire
4.2 et du fait qu'un corps de nombres (totalement imaginaire si
4 = 2) est de < -dimension cohomologique < 2 (C6 IT 4.4).

Il stensuit en fait de la théorie des corps de classes qu'ton a
1'égalité si le morphisme X —> Spec Z est propre et surjectif.

Malheureusement les résultats du n° 4 ne s'appliguent pas tels
quels si X est seulement de type fini sur Spec Z , parce que lihypo-
thdse (ii) de (4.2) n'est pas en général vérifide pour les anneaux locaux

de garactéristigue résiduellef.On doit done utiliser le résultat (5.1)

pour obtenir la bonne majoration; on va maintenant se payer pour le
théoreme (5.1).

Théordme 6.2. Soit X de type fini sur Spee Z , ef soit £E€P .
Supposons, si € = 2 , gu'aucun corps résiduel de X n'est ordonnable.

Alors

ed , X & 2dim X + 1 .

£

iPlus précisément, soit F un faisceau de Z ~-torsion tel gue pour tout

point x de X tel gue Fi £ 0, on ait

(N-1)/2 si £ # car k(x)

dim {i} 14

-1 si £ = car k(x)

({;} est 1l'adhérence de {x}); alors

H(X,F) =0 =i p>N .
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Démonstration., Par réeurrence sur X , nous pouvons supposer
le théoréme vrai pour chagque sous-préschéma fermé distinect de X , S5i F
est comme dans l'énoncé et si on derit F = EE&E& ot les Fi sont les
sous-faisceaux constructidles de F (IX 2.9 (iii)), chaque F, vérifie
aussi les mémes hypothgses. Il suffit donc de démontrer le théoréme
lorsque F est construetible.

Or dans ce cas l'ensemble E des x € X tels que Fi ¥ 0
est un sous-ensemble constructible, et 1'hypothése de récurrence implique
que le théoréme est vrai pour chaque F tel que E ne soit pas dense.
De plus, le théordme est une conséquence de 5.1 pour un faisceau
concentré sur la fibre de X en le point (£) de Spec Z,et de 4.3
pour un faisceau concentré sur la fibre en {(p), o p # £ , compte temu
que cd‘e Z/pZ=1 (CG II 2.2).

Prenons X réduit, et soit X =X U X ol X, est le sous-

ensemble fermé, réunion des composantes irréductibles de X de carascté-
ristique £ y et ol X0 est la réunion des autres composantes irréduc-
tibles, Xo et X,f étant munis des structures induites réduites.
Soient j, + Xy — X les inclusions et soit dj = dim X, , et

N = sup {2d0+1, d1+1} . Pour tout F constructible sur X on a une

suite exacte.

. . * N .
(%) O v F s j¥I, F @ 31*31*2‘ “—>C -0 ,

ol € est concentré sur X, nXx gui est de caractéristique £ et

1 4
de dimension & d?-1 « I1 stensuit que

HY(X,0) =0 si gy N -1,

car en verta e 5.1 ona od (X0 X,) ¢ dm X0 X+ 1< a ¢ W1

1
En examinant la suite exacte de cohomologie relative de (%) , on se

raméne au cas X = X, ou X =X, , et ce dernier est conséquence de

1
5.1 , comme on 1l'a 4634 signaléd.
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Supposons donc gue chague point maximal de X est de caracté-
ristique différente de # , et soient i, x,—> X les inclusions des
points meximaux. En examinant la suite exacte

0 —>K—>F — @i, i,F =06 —>0
b4

on se réduit par récurrence au cas F = 1 *19*F , ¢lestmd-dire F de
la forme i, 6 pour un faisceau G convenable sur Spec k(x) , x un
point de X . On peut donc supposer X irréductible et réduit, & point

générigue x , et que la caractéristique de k(x) est zéro d'aprés 4.3 .
Examinons la suite spectrale

(%%) BP(x,r%, 6) = BP"Y(spec k(x) , @) .

Soit s = dim X . Il nous faut démontrer gue

PO
(+) ES = 0 pour p > 28 + 1
Or k(x)[i] est de degré de transcendance s-1 au-dessus de O[i]

qui est un corps de dimension cohomologique 2 . Puisque k(x) n'est pas
ordonnable si £ = 2 y 11 s'ensuit de 2.1 qu'on a Cdé k(x) = s+ 1.
Ca implique gue le but de la suite spectrale est nul pour n> s + 1 .

I1 suffit donc pour {+) de démontrer que dans (%*) on a

(++) qu=0 si pS2 -q et g > 0.

Soit y un point de X et K 1ltanneau des fractions d'un
localisé strict en un point géométrique ¥ de X au-dessus de y .
Alors K est produit direct de corps dont chacun est de degré de
transcendance s-1 sur un localisé strict de Z , et on a donec, d'aprés
2.1 et 2.2, cd£ K £ 8 . De plus on peut appliquer 3.2 si la

caractéristique résiduelle de y n'est pas £ . On a donc
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" si g > codim ¥, i.e. dim ¥ > s-g,et £# car ky),
(&) (qu*G)y = 0 ou si q »s en tout cas,

En particulier on a qu =0 si q> s . Pour vérifier (++) dans le

cas 0« q ¢ 8, on applique 1'hypothése de récurrence aux faisceaux qu*(G).

D'aprds l!énoneé et ("),il faut poser N' = 28 ~ q et vérifier les
deux inégalités

s -0 ¢ (1),

s-1 = dim XZ é Nt-1

ot X, est le fibré de X au-dessus du peint (£ ) de Spec Z .
Elles sont bien vraies si 0 ¢ ¢ ¢ s , cqfd.
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