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1. CORPS FINIS : PREMIERES DEFINITIONS ET QUELQUES APPLICATIONS

1.1. Vocabulaire. Soit k un anneau commutatif [ 2 4% #1].

Une k-algebre [1X 4] est un anneau commutatif A muni d’'un morphisme (d’an-
neaux) k — A. Lorsque ce morphisme est injectif, on dit que A est une extension
[77 7] de k.

Un k-module [#%] est un groupe abélien M muni d’un morphisme d’anneaux
k - End(M), A = (m — A-m). (En particulier, pour tous A € k et m,n € M, on a
A-(m+n) = A-m+A-n.) Lorsque M possede une base — condition automatiquement
satisfaite si k est un corps —, on dit que M est libre [ El #] (sur k).

1.2. Algeébre de décomposition universelle et corps de décomposition d’'un
polynome.

Références : [LoMBARDI et QUITTE 2011, §3.4], [Bourbaki A, IV §6 n°5], [POHST et
ZASSENHAUS 1989, §2.2].

1.2.1. Soient k un anneau commutatif et f = T¢ — T + 4,797 + .- +
(=1)%a,; € k[T] un polynéme unitaire [ & — % 1l ] de degré [2X%%] d. Consi-
dérons 'algebre de décomposition universelle définie comme le quotient A de
I'anneau de polynémes k[ X1, ..., X ;] parI'idéal engendré par (Zi X;)—ay, (ZKJ X X)—-

a,, etc. C’est-a-direles 6,(X, ..., X,)—a,,1 <r <d,ouo, = Zl<i et <d Xil"'Xi
<ij << <

désigne le polynome symétrique [*fff % 71l ] élémentaire de degré r. Par

r

construction, le polynome f devient scindé sur A : on al’égalité f = H;i: (T =x;)
dans A[T], ou les x;, 1 < i < d, désignent les images des X; dans A par la sur-
jection canonique k[ X7, ..., X ;] » A. Cette k-algebre, aussi notée Adu,(f) sil'on
veut préciser ’anneau de coefficients et le polyndme, est « universelle » pour cette
propriété — d’out son nom — : pour toute k-algeébre B telle que f se factorise en
Hl.(T— ¥;), il existe un unique morphisme de k-algebres A — B envoyant les x; sur
les y;. En particulier, le groupe &, agit naturellement sur A par k-automorphismes.

1.2.2. De cette propriété universelle, de démonstration immédiate, il résulte que
si k' = k[x;] C Aetg := f(T)(T — x;) € k'[T], le morphisme canonique
de k’-algébres A = Aduy(f) — Adu;/(g) est un isomorphisme. Ceci entraine,
par récurrence sur le degré d, que le morphisme k — A est injectif; mieux :
le k-module A est libre de rang d !, une base étant constituée des « monomes »
x‘il ---de_‘ | avec ¢; < d — j. (En particulier, si k est non nul, il en est de méme de
I’anneau A.)

1.2.3. D’apres 'axiome du choix — sous la forme (équivalente) du théoréme de
Krull — il existe un idéal maximal m de A :I’anneau A (supposé non nul) se surjecte
sur le corps K := A/m. Lorsque k est un corps, on dit que K est un corps de
décomposition [% % %] du polynéme f (ou plutét de son image dans K[T7]) : le
polyndme fest scindé sur K et K = k(R), ou R désigne '’ensemble des racines de f
dans K. Un tel corps est unique a isomorphisme (non unique) pres : cela résulte du
fait que deux extensions d’un corps sont toujours coiffées par une troisiéme.



2

1.3. Corps finis : existence, unicité.
Références : [Bourbaki A, V §12], [SERRE 1977,1 §1], [JacoBsoN 1985, 4.13].

Soient p un nombre premier et K un corps fini de caractéristique p. Les faits
suivants sont de démonstration immédiate : (1) K est de cardinal ¢ = p?, ot d est
la dimension de K vu comme espace vectoriel sur le corps [, := Z/pZ et (2) K est
un corps de décomposition du polynéme X ?— X. Pour établir (1), remarquer que K
est isomorphe, en tant que [)-espace vectoriel (et, en particulier, ensemblistement)
a [F,ﬁ’ ; pour (2), remarquer que le groupe multiplicatif K* étant de cardinal g — 1,
chacun de ses éléments est une racine (¢ — 1)-iéme de I'unité.

Réciproquement, on peut appliquer la construction précédente (d'un corps de
décomposition d’un polynéme) au corps k = [, et au polynéome f = X7 — X pour
établir I'existence d’un tel corps fini. On le note habituellement [F,; il est unique a
isomorphisme (non unique) pres.

Notons qu'un corps de décomposition K de X?— X sur [, est bien de cardinal .
L’ensemble, disons R, des racines de X9 — X dans K est de cardinal exactement g
car elles sont simples [ 4%] : le polynome X7 — X est premier avec sa dérivée
gX9 ' — 1 = —1. D’autre part, R est stable par produit et par addition ; pour ce
dernier point on utilise le fait que I'application Frob, : x — x”, ainsi donc que
ses puissances, est un (endo)morphisme : (x + y)’ = x? + y? — égalité valable pour
couple (x, y) d’'une [F,-algébre. Ce morphisme est appelé morphisme de Frobe-
nius [/ ¥ L& 527 & F| A]. Lensemble R est donc un sous-corps de K ; comme
il contient (trivialement) les racines de X9 — X, on a R = K et finalement #K = g,
comme annoncé. Mise en garde :

[F4 n’est pas contenu dans [Fg : tous deux sont contenus dans [Fey
et leur intersection est réduite a F, = {0, 1}.

1.4. Y Nimbres et construction explicite des [,.s.
Références : [Conway 2001, chap. 6], [H. W. LENSTRA J. 1978], [SIEGEL 2013, chap.
IV, §5] ; article /&% 4% sur Wikipédia ; suite A051775 de I’OEIS.

1.4.1. SiS ¢ N,notons mex(S) = min(N \ .§) le plus petit entier naturel n’apparte-
nant pas a S. Par exemple, mex(@) = 0. On définit par récurrence pour x,y € N® :

xAlly = mex({x'flly : x" <x} U {xflly" : )y <y})®
X3y := mex ({(x"Fy) My M) : x' < x,y" < y})®

1.4.2. Onpeut expliciter le calcul de 'addition : x/llly est le ou exclusif [| & % | # 2]
des écritures binaires de x et y. En d’autres termes, ’addition de deux mémes
nimbres est nulle et ’addition de deux puissances distinctes de 2 est I’addition
usuelle. On peut vérifier par récurrence (non immeédiate) que la multiplication est
quant a elle caractérisée par le fait que le produit de deux nimbres distincts de la

@. Plus généralement, on peut définir ces opérations sur les ordinaux [/7%].

®. En d’autres termes, I'addition est définie de la facon la plus simple possible, avec la
contrainte que x/llly # xfly’ siy’ < yet xfly # x"ysix’ < x.

®. En d’autres termes, la multiplication est définie de la facon la plus simple possible avec la
contrainte que (xfllx’ BRIy’ ) # 0six’ < xety’ < y.


https://zh.wikipedia.org/zh-cn/%E5%B0%BC%E5%A7%86%E6%95%B0
http://oeis.org/A051775
http://oeis.org/
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forme 22" est le produit usuel (c’est-a-dire 22'3€2%" = 22'*+2" sin # m) mais le
carré 22'9€2%" est 3 x 22" = 22" 122" ~1. (Par exemple 434 = 6.)

1.4.3. Pour chaque entier n > 0, ’ensemble [22n] = {0,1,..., 22" — 1} muni de
i, 3f€ est un corps (fini, de cardinal 22n), et N, muni de ces mémes lois, est une
« cldture quadratique »® de [F,. La commutativité, I'associativité, le fait que 0 soit
absorbant, etc., se démontrent immédiatement par récurrence. Pour montrer que
[2%"] est un corps, il suffit de montrer que c’est un anneau intégre. L'intégrité de N,
et donc de chaque [22"], vient du fait que si x, y > 0, alors xJ€y est le mex d’un en-
semble contenant 0 = (03f€y)IM(03€0) 1 (x3k0). Le fait que ce soit un sous-anneau
de N résulte des formules du paragraphe précédent pour le produit de puissances
de 2 de Fermat. (Voir [SIEGEL 2013, lemme IV.5.6(a)] pour une méthode plus di-
recte.)

A titre d’illustration, voici les tables d’addition et de multiplication de F, = [4].

mio 1 2 3 Flio 123
0/0 123 0/0 000
11032 e 1/0123
212301 210 2 31
313210 31031 2

1.4.4. Utilisant les égalités 22 322" = 22" Jjll (22r_1 Fe2? - 5}@2), on peut mon-
trer qu’il existe un isomorphisme

(2%, 00,3 = (RIX; : 0<i<nl/(X?+X;+ HM X;,0<i<n),+x)
26
ZEe% HeeE 2 = ZEe% HeeE Xe

ou & est un ensemble fini quelconque de parties de [n].

1.5. Structure de F* et applications.

Références : [JacoBsoN 1985, 1.5] (exposant d'un groupe); [HARDY et WRIGHT
2007, 16.3-4] (fonction et formule d’inversion de Mébius) ; [Cox 2004, 11.2] (comp-
tage de polynomes irréductibles).

1.5.1. Soient K un corps et G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif K*.
(Noter que c’est un groupe abélien [T Il 2 ##].) Soit n le PPCM [ |~ 4& 4k]
des ordres des éléments de G, appelé exposant [454%] de G. 1l existe un élé-
ment x € G d’ordre (exactement) n : cela résulte formellement du fait que si deux
éléments x{, x, sont d’ordres respectifs n;, n, premiers entre eux, leur produit x; x,
est d’ordre n,n,. Pour un tel x, le sous-groupe cyclique [#5 T 7%%] (x) de G en-
gendré par x est d’ordre n ; comme d’autre part G, étant d’exposant n, est contenu
dans u,(K) :={A € K : A" = 1} de cardinal au plus n, on a (x) = G. Nous avons
établi le résultat suivant.

Théoréeme. Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps est cyclique.
A titre de curiosité, signalons également le fait suivant.

@. Cela signifie que tout polynéme de degré 2 est scindé sur ce corps, et qu’il est minimal
pour cette propriété.
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Proposition. Sip un nombre premier de la forme 4(+ 1 ou ¢ est un nombre premier,
alors 2 est primitif modulo p.

Cette proposition s’applique par exemple 4 p = 13,29 ou 53°.

Démonstration. Un nombre a est primitif modulo p si pour tout premier p’ tel que p
soit congru a 1 modulo p’, a7 n’est pas congru a 1 modulo p. Sous I’hypothése
de la proposition, p — 1 a deux diviseurs premiers : 2 et £. Puisque ¢ est impair,
40 + 1 est congru a 5 modulo 8, de sorte que (exercice 11) 2~1/2 est congru a —1
modulo p. Enfin, 2?7~V = 24 = | modulo p entraine p = 3 ou 5. 0

Le polyndme irréductible f = T* + T + 1 € F,[T] est primitif (sur F,), c’est-a-dire
qu’une quelconque de ses racines engendre [g. Pour se convaincre a la fois du fait qu’il
est irréductible et qu’il est primitif, on peut par exemple calculer les puissances successives
delaclasse  de Tmodulo f,s0it ° = 1, 1! =, 2,3, * =t+ 1, =2 +1,1° = + 1%,
T=P+1+1,8 =+ 1,0 =+, /0= +1+ 1, =P +rP+0, 2 =P+ +1+1,
B =3 4+2+1,1" = +1ett = 1:]le fait quon ait obtenu un groupe cyclique a
15 éléments, c’est-a-dire tous les éléments non nuls de F,[T']/(f), montre d’une part que
Pensemble des éléments non nuls de F,[T]/(f) est un groupe (donc que F,[T]/(f) est un
corps, c’est-a-dire que f est irréductible) et d’autre part que  y est primitif, c’est-a-dire que
f est primitif. Par contre, le polynéme irréductible g = T* + T3 + T2 + T + 1 € K[T],
bien qu’irréductible, n’est pas primitif. En effet, on a T = T (mod f), c’est-a-dire que la
classe t de T'dans [,[T']/(g) est d’ordre 5, et cette classe n’engendre donc pas FJg.

Ces exemples ont notamment pour but de souligner le fait que tous les polyndmes irré-
ductibles ne sont pas nécessairement primitifs ou que, de fagon équivalente, le fait qu'un
élément x € [ soit de degré r sur [, ne suffit pas a entrainer qu’il soit primitif. (De fait,
c’était clair par dénombrement : dans Fj¢ il y a 16 —4 = 12 éléments de degré 4 sur [F,, dont
seulement @(15) = 8 sont primitifs, c’est-a-dire qu’il y a parmi les polynémes unitaires de

degré 4 sur [, un total de 112 = 3 polynomes irréductibles dont % = 2 sont primitifs.)

1.5.2. Soit Fun corps fini. Il résulte du théoréme précédent que le groupe F* est
cyclique. En particulier, si x en est un générateur, on a F = F,[x], ou le terme de
droite est, par définition, I'ensemble { P(x) : P € F,[T1}. Soit IT le polynéme
minimal [# > % 71 X] de x sur F,. C’est 'unique polyndme unitaire tel que le
morphisme F,[T] — F,[x] envoyant T'sur x se factorise a travers un isomorphisme
F,[TVUT) = F)[x] = F. Nécessairement, le degré deg(II) du polynéme est égal
au degré [F : F,] := dim[pp [ de I'extension I / F,. Comme on a vu que pour tout
entier d > 1, il existe une extension de [Fp de degré d, on en déduit :

Proposition. Soit p un nombre premier. Pour tout entierd > 1, il existe un polynome
irréductible dans F,[T] de degré d.

@. On ne sait pas s’il existe une infinité de nombres premiers de la forme (p — 1)/4. Par contre,
la méthode dite du «crible » permet de montrer qu’il existe une infinité de premiers p tels que
(p — 1)/4 soit un produit de deux nombres premiers plus grands que p’ ot 6 est une constante
strictement supérieure a % On peut en déduire (Heath-Brown) que I'un des trois entiers 2, 3 et 5
est primitif pour une infinité de nombres premiers.
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1.5.3. Groupe des automorphismes. Soit F un corps fini de cardinal ¢ = p?. On a
déja vu que Frob, : x > x” est un endomorphisme de F; c’est un automorphisme
car tout morphisme de corps est injectif. Le sous-groupe (Frob,) de Aut(F) est
d’ordre d : sa puissance d-iéme Frobz est I'identité et Frob; # Id si a < d, sans
quoi F serait de cardinal < p? < p?. D’autre part, si x est un élément primitif
[4/)% /L] de I, c’est-a-dire tel que F = F,[x], alors tout automorphisme ¢ € Aut(F)
est caractérisé par I'image y = @(x) de x. Comme y est une racine du polynome
minimal IT de x, car 0 = @(I1(x)) = II(¢p(x)), on voit que le cardinal de Aut(F)
est au plus d. Finalement, on a démontré le résultat suivant.

Proposition. Soit F un corps fini. Le groupe Aut(F) de ses automorphismes est cy-
clique engendré par le Frobenius Frob,, : x — xP. Les sous-corps de [ sont exactement
les ensembles de points fixes d’une puissance de Frob,,.

1.5.4. Orbite sous Frobenius. Soient p un nombre premier, £ une cloture algé-
brique de [, (qui est la réunion croissante de ses sous-corps de cardinaux p" pour
n > 1)etx € 2%, de polyndme minimal IT sur F,. Notons d, = [F,(x) : F,] =
deg(IT) le degré de x sur F,. Puisque x € [de si et seulement si FrobZ(x) = X, on
en déduit que d, est aussi égal au cardinal de '« orbite » [#1i4] (finie) {Frob;(x) :
n > 0}. Puisque, pour chaque d > 1, on a I'égalité F* = p,_;(2) == {1 € Q :
971 = 1}, I'élément x est en particulier une racine (p?x — 1)-iéme de I'unité.
L’ordre N = #(x) de x, vu comme élément du groupe multiplicatif de €2, est donc
un diviseur de pdx —1; en particulier, il est premier a p et la condition Frobg(x) =x
devient équivalente a p% = 1 (mod N). Terminons par le lien entre I'orbite de x
sous I'action de I’automorphisme de Frobenius et le polyndme minimal /1. Le po-
lynéme

P = H (T - Frob;’,(x)),

0<n<d,

a priori dans 2[T'] est en fait dans F,[T] car ses coeflicients sont fixes sous Frobp.
Comme il est d’autre part unitaire de degré deg(I7) et s’annule en x, on a I’égali-
tée I1 = P.

Pour mémoire, nous résumons ces résultats sous la forme suivante.

Proposition. Soit x # 0 un élément de degré fini d, sur le corps fini[F,. Alors :

(i) le degré d est le cardinal de l'orbite {Frobz x : n >0} :cest le plus petit
entierd > 1 tel que Frobg(x) =Xx;
(ii) lordre N de x dans €2 est premier d p et I'entier d,, est I'ordre de p dans
(ZINZ)*;
(iii) le polynome minimal de x surF, est égal au produit H (T - Frob;(x)) :
0<n<d,
les « conjugués » de x (surF,) sont exactement les Froby(x) avec0 < n < d,.

A titre d’application algébrique, on pourra démontrer I'irréductibilité des poly-
nomes d’Artin-Schreier ; cf. exercice 12. Une application « arithmétique » fait ’ob-
jet du paragraphe suivant.
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1.5.5. Polynomes cyclotomiques. Soit @,(T') = TP+ . +T+1 € Z[T] le
p-ieme polyndéme cyclotomique ; il résulte par exemple du critere d’Eisenstein, ap-
pliqué a @,(X + 1), que ce polyndme est irréductible. On s’intéresse ici a sa réduc-
tion @, modulo un nombre premier £ # p. Factorisons la en un produit P; --- P, de
polynomes irréductibles unitaires, distincts car @, est sans racine multiple, tout
comme son multiple X? — 1. Soit x une racine de I'un des P; dans un surcorps
de [F,. Puisque x est une racine primitive p-iéme de l'unité, le degré de x sur [,
est égal a 'ordre de £ dans [ : cela résulte du (ii) de la proposition précédente. Il
en résulte que tous les P; sont de méme degré, que 'on vient de calculer, et que le
polyndme 51, e FI[T]:

— est irréductible si et seulement si on a I'égalité (/) = F)*;

— admet une racine dans [, si et seulement si £ = 1 mod p.

Ce dernier critere a pour corollaire le fait suivant, qui est un cas particulier d'un
théoréme de Dirichlet.

Proposition. Soit p un nombre premier. Il existe une infinité de nombres premier £
congrus a 1 modulo p.

(On laisse au lecteur le soin de démontrer le méme résultat ou 'on remplace p
par un entier n > 1 quelconque.)

La proposition est conséquence immédiate de ce qui précede et du lemme ci-
dessous.

Lemme. Soit P € Z[T] un polynéme non constant. Il existe une infinité de nombres
premiers { tels que P ait une racine dans [,.

On peut montrer, mais c’est beaucoup plus difficile (théoréeme de Frobenius-
Cebotarév), que si P est irréductible de degré > 2, il existe une infinité de ¢ tel
que Pn’ait pas de racine dans F,.

Démonstration. C’est une variante de la méthode d’Euclide pour montrer qu’il
existe une infinité de nombres premiers. Commencons par observer que I'on peut
supposer que P(0) = 1 car,sia:= P(0) # 0,ona P(aT) = aQ(T),ou Q(0) = 1, et
si Q a une racine modulo un nombre premier /, il en est de méme de P. Supposons
par I’absurde que les P(n), pour n € N, n’aient qu'un nombre fini de diviseurs pre-
miers ¢, {5, ..., ¢,.Pour chaque n € N, 'entier P(nf; ¢, --- £,) estcongrua P(0) = 1
modulo chaque /;. Il en résulte que P(nf; /¢, --- £,) est premier a chacun des ;. Or, si
nestgrand, P(nf,¢, --- {,) est grand (en valeur absolue) donc a un diviseur premier.

Absurde. O

1.5.6. Comptage des polynomes irréductibles. On se propose de donner une for-
mule exacte pour le nombre de polynomes unitaires irréductibles de degré d a
coefficients dans [Fp®. Commengons par une minoration.

Proposition. Sip > 3, la proportion des polynomes de degré d dans [ X] qui sont
irréductibles (resp. irréductibles unitaires) est au moins égale a % (resp. 21_d ).

@. Pour simplifier les notations, nous nous plagons dans le cas particulier ot le corps de base
est [/, mais les mémes résultats sont valables sur [, : remplacer p par g dans les énoncés ci-dessous.
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Démonstration. Un élément de s étant primitif (sur [)) si et seulement si il n’ap-
partient pas aux sous-corps stricts de 4, le nombre de ces éléments est au moins
égala p? — Y m|d P™, que I'on peut minorer par

m#d
d—1 d
p p—2
=Y > pt - =pl .
— p—1 p—1

Le nombre de polyndmes irréductibles unitaires de degré d est donc minoré par un
d-ieme de cette quantité — car chaque polynome irréductible de degré d a exacte-
ment d racines dans [« —, et celui des polyndmes irréductibles non nécessairement
unitaires (donc de coefficient dominant arbitraire dans [F;() par p — 1 fois cette der-
niere quantité. La conclusion résulte alors des inégalités 1‘;%% > % et1— % > % O]

On appelle fonction de Mébius [ # Ht & 27 % 47] la fonction y : N — Z définie
par u(n) = 0 si n est divisible par un carré # 1 et u(d) = (=1) sid = p, --- p, avec
Dis---» D, des nombres premiers deux a deux distincts (ainsi, (1) = 1, u(2) = —1,
H@3)=—-1Lu@) =0,u®) =-1u®) =1, u7=-1u@ =0, =0,u(0) =
1). De la formule Zal J u(a) = 0sid > 1 — qu’il suffit d’ailleurs d’établir dans le
cas particulier ou d est une puissance d'un nombre premier — on tire la formule
d’inversion [ %% 23] suivante : si I"est un groupe abélien et que f,g: Nyg — I’
sont deux fonctions, on a

g(d) =) f(a)pourtoutd >0« f(d)= ) M(g) g(a) pour tout d > 0.
ald ald

Théoréme (GauBl). Le nombre de polynomes unitaires irréductibles de degré d surF,
vaut

D N Pt T S TR ST S S (LA
d ald a d £yld £1,0,\d £1,4y.05\d

. . . 7z hY d d/
En particulier, il est égal d & + O(%1-).

Démonstration. Soit I, le nombre — qu’on cherche a calculer — d’unitaires irréduc-
tibles de degré d sur F,. D’apreés la formule d’inversion précédente, il suffit de prou-
ver p? = Za| P Cela résulte du fait que le polynéme TP —Tse décompose dans
F,[T] en le produit des polyndmes irréductibles P, unitaires de degré a divisant d :
chaque polynéme apparait une fois car une racine @ d’un tel polynéme satisfait
FrobZ(a) = adonc a fortiori Frob;'f(a) = a;au plus une fois car les racines de T —T
sont simples®. Pour ce qui est de ’estimation asymptotique, remarquons que dans
la somme exacte, le terme a = d vaut p?/d, le terme a = d/2, s’il existe (c’est-a-dire,

si d est pair), vaut —p?2/d, et tous les autres termes, dont le nombre est au plus d,
sont chacun O(p?3/d) ; leur somme est donc bien O(p9?) = O(p??/d). [

@. Par exemple, le polynome 716 —T'se factorise sur [, comme : T'*~T = T(T+1)(T>+T+1)
T*+T+DT* 4T3+ DT*+T3+T>+T+1).
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1.6. qFonction zéta et polynomes sans facteurs carrés dans [,[T'].
Références : [RosEN 2002, chap. 2], [MIGNOTTE et STEFANESCU 1999, 3.7.3] (fonc-
tions zéta/Zéta, polyndmes sans facteurs carrés) ; [HARDY et WRIGHT 1979, 17.1-2]
et [SERRE 1977, VI §2] (séries de Dirichlet) ; [CARTAN 1961, 1.§1], [STANLEY 2012,
1.1] et [TAOCP 1, 1.2.9] (séries formelles).

1.6.1. Fonction zéta . Pour tout polyndme unitaire f* € F,[T'], notons | /| I'entier

pdeel) ; en particulier, |1| = 1. Pour chaque s € C de partie réelle > 1, considérons
la série (de Dirichlet) [ (FkF] 5. &) 22 %]

1
()= ), i
f unitaire
analogue a la fonction zéta usuelle de Riemann {,(s) = Z H I
Ici aussi, 'existence et 'unicité de la décomposition en prodult d’ 1rreduct1b1es en-
traine formellement I’égalité (« produit eulérien [ 42 e 42] ») {(s) = [ Picr. unit 1_|}D|_S.

En effet, le terme de droite est égal a H}D(an1 |P|7") = zf [f1™5:si f =

Plnl P/ ona|f|™* = |P,|"5--| P.|”"rS. Par contre, 4 la différence du cas de I’an-
d

Y 1

ds

neau Z, la fonction zéta de F,[T] est facile a calculer : {(s5) = =
p l—p-p*
d>0

car il y a exactement p? polynémes unitaires de degré d.

1.6.2. Fonction Zéta Z. 1l est parfois plus commode de faire le changement de va-
riable x = p~*, c’est-a-dire de considérer la série (formelle/entiére) [ (7 &X,) # %% 4]

1 1
Z(x) = 1;[ TP = g T —xyh €2l

ou Pparcourt les polyndmes irréductibles unitaires de |, [T] et I ; désigne le nombre
d’entre eux de degré d. Par construction, on a {(s) = Z(p™*) et, d’apres le calcul

du paragraphe précédent, on a Z(x) = 1—®. Notons qu’en prenant la déri-
) N e Teea 1 1 i
vée logarithmique de ’égalité H = , on retrouve les égalités

5] (1 = x4yl 1 —px
Zald a[a :pd

1.6.3. Polynomes sans facteur carré. Soit {, I'analogue de { pour les polyndémes
unitaires sans facteur carré [ -F 77 Fl F] : &,(s) = Zf |f]17% ou f parcourt les

polyndmes unitaires sans facteur carré. On a trivialement &,(s) = [] P(l + | P|7%),

1— 2
ou P parcourt les polynémes unitaires irréductibles. De I'identité 1 + z = I z
-z
appliquée aux z = | P|™%, on tire I’égalité
¢(s)
Co(s) = :
{eD)

@. Le fait que Z(x) soit une fraction rationnelle n’est pas spécifique a la [, -algebre F,[T]; cf.
[GROTHENDIECK 1964].



On peut réécrire cette formule en faisant le changement de variable précédent :

Z(x) 1 — px?
T Z(x?)  1-px’

Comme Z,(x) = Zd I2 x%, ol I2 est le nombre de polyndmes unitaires de degré d

d—1

sans facteur carré, on a Iﬁ =pl—p =pl -phH pour chaque d > 2. On a

donc démontré la proposition suivante.

Proposition. La proportion de polynomes f € F,[T] unitaires de degré d > 2 sans
o L
40
(Il n’est pas difficile de montrer directement qu’a d fixé le nombre de tels poly-
nomes est 1 —o(1) lorsque p — +o0, cf. p. ex. [Tao 2015, lemme 4].)
On pourra comparer ce résultat a celui énoncé dans I'exercice 19.

facteur carré est 1 — p~

1.7. Y Nombre moyen de facteurs irréductibles.

Références : [TAOCP 2, exercice 4.6.2.5], [FLAJOLET et SEDGEWICK 2009, exemples
1.20, VIL.4, IX.21], [MIGNOTTE et STEFANESCU 1999, 3.4.4—6] (nombre moyen de
facteurs irréductibles).

1.7.1. Pour tout polyndme unitaire /' € F,[T], notons A(f) le nombre de ses
facteurs irréductibles (comptés avec multiplicités, avec la convention que A(1) = 0)
et considérons la série formelle de deux variables

Z(x,u) = [J(1 —ux~la = Y xd2DuAD € Z[[x,u])
dx1 f
qui encode les nombres de polyndmes unitaires f de degré et nombre de facteurs

irréductibles donnés. Elle raffine la fonction Zéta précédente : Z(x,1) = Z(x). Sa
I;x4 _
1 —uxd

dérivée logarithmique par rapport a la nouvelle variable u est égale a Z

Z I,x4*+Dyk si bien que I'on a Iégalité
d>1,k>0

kl(xk) R d
Z(x,u) = exp ( Zu —) ou I(x) := Zldx .
k>1 k d>1

Pour chaque entier d > 1, notons e; le nombre moyen de facteurs irréductibles
d’un polynoéme unitaire de degré d. Par construction et le calcul précédent, on a

dz
Z edxd = d—(x/p, Wy=1 = Z(x/p) X Z T(x*/1p").
d>1 u k>1

Or, il résulte de la formule d’inversion de Mobius que I'on a

I(x)=— 2 um) log(1 — px™)

m
m>1

d’ou, en utilisant Zm| J @(m) = d et a nouveau la formule d’inversion,

d
Z I(x%) = — Z (pi’ ) log(1 — px9).

k>1 d>1
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d 1
Finalement, Z e x’ = — Z a ) =iy ). En développant le loga-
d>1 d>1
rithme, on en déduit que
1 1
ea=(145+5++ +Z (D ok (1——))
kk>12|r
d

Le second terme est un O(Z rp~") = O(p~'), uniformément en d. On a donc en
r=1

particulier montré la proposition suivante.

Proposition. Le nombre moyen de facteurs irréductibles d’un polynoéme unitaire

de degré d de I)[T] est équivalent a log(d) lorsque d — +oo, que p soit fixé ou

non. De plus, a d fixé, ce nombre est équivalent lorsque p — +0co au nombre moyen

[=espérance] de cycles® d’une permutation de & ,°.

Pour le second point, on a utilisé implicitement le fait classique suivant.

Lemme. Le nombre moyen de cycles d’une permutation de & ; est 1 + % + % +--+ 37.

d
Démonstration. On définit des coeflicients « d cycle ¢ » [ l , appelés « nombres de
c

d
d
Stirling de premieére espéce », par la relation x7 := x(x+1)--(x+d—1) = Z l lxc.
c
c=0
d—-1

: et que le nombre de
c —

d
On vérifie immédiatement que [ l =(d-1) [
c

d
permutations de &, ayant exactement c cycles est car cette derniére quantité

c
satisfait la méme relation de récurrence. Il en résulte que la série génératrice G :=
& [d] x° 4 ox—1+i
P(ficycles = c)x¢ = — est égalea — = . Si 'on note
3 pbeyes = et = 3 [{] e Ty = [

G, chaque facteur du produit, 'espérance G’(l) est egale ay. Gi (1) = Zle il

Ainsi, 'espérance du nombre de cycles est 1 + % + o+ é. (On peut montrer de

méme que la variance est G”(1) + G'(1) — G'(1)> = Z?:l i~ - Z?:l i~2)

O

@. On appelle cycle [ /75 #1] d’une permutation ¢ € &, une orbite du groupe (o) agissant
1 23 45 6 7 8
34521867>eSt3
@. Ce fait n’est pas spécifique a la F -algebre Z[T1/(p) = F,[T]; cf. [DELIGNE 1980, §3.5],
ou des résultats généraux d’équidistribution lorsque p — 400 sont démontrés. Ils sont également
présentés de facon plus accessible mais malgré tout difficile dans [KaTz et SARNAK 1999, chap. 9].

sur {1,...,d}. Par exemple, le nombre de cycles de <
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1.8. Théoreme de Chevalley-Warning et suites de de Bruijn.

1.8.1. Chevalley-Warning.
Références : [CHEVALLEY 1935], [SERRE 1977, 1 §2], [Tao 2014, §8].

Soient F un corps fini et f1, ..., f, € F[T},...,T,] des polyndmes non nuls en n
variables a coefficients dans F. On note deg(f) le degré d’un tel polynéme c’est-
a-dire le plus grand entier d tel qu'un monoéme Tld ! ---Tnd "avecd =d| + - +d,
apparaisse dans la décomposition de f en combinaison linéaire de monomes. (Par

convention, deg(0) = —o0.) On s’intéresse au cardinal de I’ensemble V des zéros
communs dans F" des polynoémes fi, ..., f, :
V= {(tl,,tn)E[Fn . fl(tla-“’tn):"':fe(tl’--"tn):O[F}-

Le point de départ du calcul qui va suivre est que pour tout n-uplet f on a :

e
H(I[F_ fi(z)#[F_l) = 1gsit € V, et O sinon.
i=1
Cela résulte du fait que pour tout x € F, le scalaire 1z — x*~! vaut 1 si x = O, et
O si x # Of. Il est donc naturel d’introduire le polynéme P := Hf:l (g—fFhHe
FIT,...,T,], de degré (#F — 1)( deg(fy) + -+ + deg(fe)). En effet, d’apreés ce qui

préceéde on a 'égalité, dans [ :

#V - 1g= ) P(Q.
tefn
Ainsi Uentier #V est déterminé, modulo la caractéristique p > 0 de [, par la somme
de droite. Pour évaluer cette somme, le cas crucial estI’étude des sommes .S dysond, =

n

d d .
Z;e[F" 1"ty pourdy,...,d, € N, avec la convention que Og =101 Sy, 4 =

Sdl‘”Sdn et
Sd = Z td = O[F

telF
si d n’est pas un multiple non nul de #F — 1. (En effet, il existe dans ce cas un

A € F* tel que A? # 1 si bien que Iégalité S, = A9.S,, obtenue par le changement
de variable u = At, force I'égalité S; = 0.) Il en résulte que si F € F[T},...,T,] est
de degré strictement inférieur a n(#F — 1), la somme zzew F(¢) est nulle : chaque
mondme de Fa au moins un exposant < #F—1. Mettant ces observations ensemble,
on a démontré le théoréme suivant.

Théoréme (Chevalley-Warning). Soient F un corps fini de caractéristique p et des
polynémes non nuls f1, ..., f, € F[T},...,T,] tels que Zi deg(f;) < n. Alors, le car-
dinal de ’ensemble fini {(t,....t,) € F" : f1(t},....t,) = = = f (t;,....1,) =0}
est divisible par p. En particulier, si les fy, ..., f, sont homogenes [F % ( % M :f\])],
il existe un zéro commun non trivial c’est-a-dire a coordonnées non toutes nulles.

Ceci montre notamment que toute forme quadratique d’au moins trois variables
sur [Fa un zéro non trivial.

Ce résultat, conjecturé par Emil Artin, a pour conséquence que tout corps (non
nécessairement commutatif) fini est commutatif’; c’est ’analogue d’un théoréme
de Tsen [ ¥ /Fl=Zéng Jiong] ou le corps [, est remplacé par C().
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1.8.2. Suites de de Bruijn.

Références : [TAOCP 4A, 7.2.1.1], [TAOCP 1, exercice 2.3.4.2-23], [TAOCP 2, exer-
cice 3.2.2-17], [FLAJOLET et SEDGEWICK 2009, exemple V.15], [STANLEY 1999, 5.6.15],
[LiDL et NIEDERREITER 1997, chap. 8]; [GATHEN et GERHARD 2003, §12.3] (suites
récurrentes linéaires) ; [DiAcoNts et GRAHAM 2012, chap. 2 et 4] (tour de magie

[EARD).

Soient 2 un ensemble de cardinal a et r un entier. On appelle suite — ou bien
«cycle », « bracelet » — de de Bruijn [do breeyn] a-aire d’ordre r une suite cy-
clique u, c’est-a-dire une application Z/NZ — A pour un entier N > 1, telle que
pour chaque mot m de longueur r formé sur 2, il existe un unique i € Z/N Z tel
que m = u; U; o U;,,. Compte-tenu de I'unicité et du fait qu’il existe a” mots de
longueur r, on a nécessairement N = a’.

Les suites cycliques

et

1 1o ! 0

sont des exemples de suites de de Bruijn binaires d’ordre respectivement 3 et 5
(avec respectivement N = 8 et 32). Dans le premier cas, ce sont d’ailleurs les
deux seules suites, a rotation pres. On peut montrer non seulement qu’il en existe
toujours (pour a et r quelconques) mais aussi les compter : le nombre de suites de
de Bruijn binaires d’ordre r commengant par 0---0 [r zéros] est égal a 227,

Nous allons montrer comment la théorie des corps finis permet de construire de
telles suites lorsque le cardinal de I’alphabet 2 est une puissance ¢ d’'un nombre
premier. (Le cas général s’y ramene d’ailleurs, en décomposant a — donc N — en
produit de facteurs premiers et en utilisant le théoréme chinois [ [ %] 4 @ #£].)
Fixons une extension F, C - de corps de cardinaux respectifs g et ¢" et considé-
rons un générateur x de [F;i, de polynome minimal

P=T —cT" ' =T % —c, \T —c, €F[T].

,
-1
(On a vu qu’il existe AU > 1 tels polynomes.)
r



Considérons la suite u définie de la facon suivante : u; = - =u,_; =0, u
et, pour n €[|r, ¢" [, définie par récurrence

U, =cu, ,+ - +cu, 4.

La matrice M associée a cette suite récurrence linéaire est la matrice compagnon du
polyndme P; elle est diagonalisable sur [, de valeurs propres x et ses conjugués,
qui sont des racines primitives ¢" — 1-iémes de l'unité. On se convainc alors ai-
sément que la suite u = upu;---u,r_y, ot uy = 0, est une suite de de Bruijn : les
images par M' du vecteur non nul (uy, ..., u,) parcourent F; — {0} lorsque i par-
court |0, ¢" — 1] et I'égalité M -] (uy,...,u.) = (uy,...,u,) montre que la suite est
bien cyclique. (Poser 1y = 0 permet d’obtenir le mot nul 0---0 de longueur r.)

Les suites de de Bruijn ont une application a un tour de magie amusant.
Considérons la suite de 27 = 32 cartes

8d, Ad, 24, 48, A, 20, 5&, 38, 60, 46, AQ, 30,78, 78,70, 69,
4@’ 8@, AQ’ 349 6’, 5Q7 3@’ 707 6‘5 5@’ 2@’ 509 2‘, 407 8‘, 80‘

Le lien avec la suite de de Bruijn binaire d’ordre 5 ci-dessus (lue dans le sens tri-
gonométrique positif) — associée au polynome

T° -T% -1,
c’est-a-dire a la relation de récurrence

U, =u, s + Uy,_3

dans F, — est le suivant : 4 un 5-uplet de bits [1£7T], on peut associer une cou-
leur (le bit dominant : O<>noir; 1«<>rouge), majeur ou pas (bit suivant : 0<>d, O ;
10, ®), et un nombre entre 1 et 8 (trois derniers bits, avec la convention que
000«>8). Si on demande a 5 personnes de couper le jeu autant qu’ils veulent, puis
de prendre chacun une carte sur le dessus du paquet (cachée du magicien) et d’en
indiquer, d’une fagon ou d’une autre, la couleur, on peut retrouver chacune de leurs
cartes !

Pour d’autres applications ludiques des corps finis, cf. p. ex. [MADORE 2015a],
[MADORE 2015b].
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2. TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRETE ; SOMMES DE GAUB, JACOBI ET
APPLICATIONS

2.1. Caractéres des groupes abéliens finis.
Références : [SERRE 1977, VI §1], [Bourbaki A, V §11 n°7], [IRELAND et ROSEN 1990,

§8.1].

2.1.1. Soit G un groupe abélien fini, noté multiplicativement. On appelle carac-
tere 4 4E17] de G un morphisme y : G — CX,noté g - y(g) ou parfois g - g*.
Observer que si n est 'exposant de G, ce caracteére est a valeurs dans le sous-groupe
U,(C) des racines n-iémes de 'unité. L’ensemble Hom(G, C*) des caractéres de G
forme un groupe que I'on note G, appelé le dual [*11%] de G. Soit H < G un
sous-groupe ; tout caractere y € G induit par restriction un caractere y g € H
de H.

Si G est le groupe cyclique Z/nZ, son dual est isomorphe a u,(C) (également cy-
clique d’ordre ) : un caractére de G est déterminé par I'image de son générateur 1.

2.1.2. Proposition. Le morphisme G — H est surjectif.

Démonstration. Soit y : H — C* un caracteére. Il suffit de montrer que si H # G
on peut étendre y a un sous-groupe de G contenant strictement H. Par hypothese,
il existe g € G ~ H. Soit n le plus petit entier > 1 tel que g" = h € H. Po-
sons { = y(h). Pour toute extension y de y 4 G, on a nécessairement y(g)" = ¢.
Considérons donc une racine n-iéme & de ¢ dans C*. L’entier n étant minimal, on
vérifie immédiatement que A — y(h), g — &£ s’étend en un caractére de (H, g) : si
k = hg', le nombre y(h)& ne dépend que de k et pas de la décomposition de k en
produit. 0

Il en résulte que si H < G, on a une suite exacte [.E5/77]] 1 — (ﬁ/\H) -
G —» H — 1. Ceci permet de démontrer par récurrence, en considérant un sous-
groupe cyclique H, que #G = #G. Nous allons démontrer un résultat plus fin : les
groupes G et G sont (non canoniquement) isomorphes.

2.1.3. Structure des groupes abéliens finis. Soit G un groupe abélien fini, d’expo-
sant n. Onavuen 1.5.1 qu’il existe un sous-groupe cyclique C = (x) < G d’ordre n,
d’ou — par la proposition précédente — un morphisme [=caractére] G — u,(C)
prolongeant un isomorphisme arbitraire C = y,(C). (Le fait que le prolongement
soit également a valeurs dans y,(C) tient au choix de n.) Ainsi, il existe une surjec-
tion s : G » Ctelle que le composé C — G — C soit I'identité. Il est alors formel
d’en déduire que G est isomorphe a C X Ker(s) car C nKer(s) = {1}. On en déduit
par récurrence le théoréme suivant. (Bien que cela ne soit pas nécessaire, noter
que Ker(s) est isomorphe au quotient G/C de sorte que la décomposition obtenue
se réécrit G ~ C X G/C.)

Théoreme. Tout groupe abélien fini est isomorphe a un produit de groupes cycliques.

Comme on a G; X G, = G| X G, (canoniquement), on déduit comme annoncé
que G est, non canoniquement, isomorphe a G pour tout groupe abélien fini G. Par

contre, le morphisme d’évaluationev : G — G\ g (evg Ty )((g)) est un
isomorphisme « canonique ». Cela résulte du fait que ces deux groupes, G et son
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bidual, ont méme cardinal et que le morphisme ev est injectif : si x # 1, il existe
un caractére y de G tel que y(x) # 1. (Etendre un caractére non trivial arbitraire

de (x)a G.)

2.1.4. 9Equation X" = g dans un groupe abélien fini. Pour tout entier n, no-
tons G[n] := {g € G : g" = 1} 'ensemble des éléments d’ordre divisant n et
nG = {g" : g € G} 'ensemble des puissances n-iémes. L’injection GInG < @[n],
déduite de la surjection G - G/nG par dualité, est un isomorphisme pour des
raisons de cardinalité. (On utilise ici le fait que G et G sont (non canoniquement)
isomorphes, de sorte que G :nG)=(G : nG).) Puisque qu’'un élément est trivial
si et seulement si son image par tout caractere I’est, on en déduit que les conditions
suivantes sur un élément g € G sont équivalentes : g € nG et (/}\[n](g) ={1}.1I
est parfois utile de préciser ce résultat sous la forme quantitative suivante.

Proposition. Soient G un groupe abélien fini, g € G et n un entier. Alors,

#HxeG:x"=g}= Z x(2).
1€Gln)

Démonstration. Le terme de gauche vaut 0 si g € nG et #G[n] sinon car deux solu-
tions different d’'un élément de G[n]. Le terme de droite vaut quant a lui #G[n] =
#G[n] si g € nG; il reste a voir qu’il est nul dans le cas contraire. Or, cette somme
se reec'rlt ZTG e 7(g), ou g désigne I'image de g dans G/nG. Cette somme est
nulle si g # 0g,,6- U

(Voir [SERRE 1992, 7.2] pour d’autres équations dans des groupes non nécessai-
rement abéliens finis.)

2.2. Transformation de Fourier discreéte.
Références : [TERRAS 1999, chap. 2, 8-9], [GATHEN et GERHARD 2003, §8.2].

2.2.1. Soient p un nombre premier et e : F, — ,up(C) C C*, x — exprix/p),
un caractere non trivial du groupe additif de F,. (On dit que e est un « caractére
additif » du corps F,.) Pour toute fonction f sur F, a valeurs complexes, notons
pour abréger /f la somme finie Zte[Fp f(t) et définissons le produit hermitien :

(f.8)= /E-

La transformée de Fourier discréte [ % #01% 27+ T 4] F(f) d’une fonction f
est la fonction [Fp - C,

£ (f.IxEI*e) = ) fe(—tE),

1€k,

ot, pour toute fonction g, on note [x£]* g la translatée multiplicative ¢ — g(¢&)®.
Par exemple, pour chaque x € F,, on a tautologiquement

F(6_,) = [xx]*e

®@. Le morphisme & — [X&]*e = e(&-), F, - [I/:; étant un isomorphisme, on pourrait alternati-

vement voir & (f) comme une fonction sur F,.
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et
F ([xXx]*e) = pd,.

(La derniére relation vient de I'orthogonalité des caractéres : {[xx]*e, [x&]*e) =
plx = &£7?], ou [P?] vaut 1 si P est vraie et 0 sinon.) De ces exemples, on déduit
que & est presque une isométrie involutive :

F? = p[x — 1]*, cest-a-dire F(F (f))(x) = pf(—x)

et

1
(f.8)= ;(9(f),9"(g)> [Parseval],
dont on déduit I'égalité || F (f)|| = \/Ellfll.

2.2.2. Convolution, sommes de Gauf3 et Jacobi.
Références : [IRELAND et ROSEN 1990, chap. 8], [DAVENPORT 2000, chap. 2] ; [WEIL
1974] (survol historique).

Si f et g sont deux fonctions sur [, on définit comme dans le cas classique leur
produit de convolution [ % 42/45 /1] (additive) : c’est la fonction

frgite Y few) =) fugl—u).

u+tv=t u

La transformation de Fourier transforme produit de convolution en produit usuel :
F(f *g)=F(HF (o).
Soit maintenant y un caractere multiplicatif de F,, c’est-a-dire un morphisme

FX — C*, étendu a F, en posant y(0) = 0. On vérifie immédiatement I'égalité

F(x) =g, x+[x =120/ - Dby,

ou 1 désigne le caractere trivial de F et g, est la somme de Gauf [ = 7= ]

F(p)(l) = / tfe(—t)dt = Z x (1) exp(2rit/p).
refy

X
1€F;

En particulier, si y # 1, il résulte de la formule de Parseval que

ERIERV/2

(Par contre, g1 = —1.) Notons que le conjugué g, de g, égal a y(—1)g5.

Soient y;, v, deux caractéres multiplicatifs. Par changement de variable, on
constate que le produit de convolution f de y; et y, satisfait la relation f(x) =
S (D) - (x1.02)(x) pour chaque x # 0; on a donc I'égalité

x1*x 2 =J 02 xix+axn=11px(=1) - 6,
ot J(y1, x») est la somme de Jacobi [ 7T Htf=]

(1 * (D)= D @l -a).

ae[Fp
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En particulier, lorsque y;y, # 1,ona y; * y» = J(x1, 12) - X112 €galité qui
devient, en appliquant Fourier :

g)(lg)fz = J(XI’XZ)QQ(I;Q@'

Plus généralement, on a y; *x -+ % v, = J(x1,---» X, ) X1 X lorsque yy--x, # 1,
ou

TG o x) =0 %% (= Y pa)-zla)
aj+--+a,=1

et, sous la méme hypotheése, 8,8, = Jxys s ){r)gﬂn'")(r'

2.3. Application n°1 : constructibilité a la regle et au compas.

Références : [Cox 2004, chap. 10] (généralités), [IRELAND et RosEN 1990, chap. 9,
§11], [DAVENPORT 2000, chap. 3] ; [LEBESGUE 1950, §76], [E1sENBUD 2015] (hepta-
décagone).

2.3.1. Un nombre complexe z € C est dit constructible [#L.4E /7T ] s’il existe
une suite d’extensions quadratiques Q = K, Cc .- C K, c K;;; C - C K, CcC
telle que z € K. (« Quadratiques » : [K;,; : K;] = 2.) En particulier, z est algé-
brique (sur Q) et [Q(z) : Q] est une puissance de 2. On vérifie que z, vu comme
point du plan complexe C = R?, est constructible si et seulement si il est construc-
tible a la regle et au compas a partir des points 0 = (0,0),1 = (1,0) et i = (0, 1).
Soient p un nombre premier et { := exp(2zi/p) € C une racine primitive p-iéme
de l'unite. Il résulte de I'irréductibilité du polynoéme cyclotomique @, que si { est
constructible, alors p — 1 = deg(Qp) = [Q(¢) : Q] est une puissance de 2 : le
nombre p est un nombre premier de Fermat [ % 5 % %2]®. Nous allons montrer la
réciproque, due 2 GauB®. En particulier, les polygones réguliers ci-dessous (penta-
gone et heptadécagone) sont constructibles a la regle et au compas.

@. Noter les analogies :

g, © I'(p= /Ri t*e"% (fonction Gamma)

Jxi- ) < Bl = /ae[O,l] a® (1 — a)*»da (fonction Béta)

9,8, =J28,,, < TG =B0n, ) (xix)

®@. Prendre garde au fait qu’il existe des nombres complexes z non constructibles tels que
[Q(2) : Q] soit une puissance de 2. Par exemple une racine de T* + 7> = T2+ T — 1.

®. Selon la légende, c’est cette découverte — sensationnelle a I’époque — qui aurait décidé
Gauf (alors 4gé d’un peu moins de 19 ans) a devenir mathématicien, et non linguiste/philologue
[1% L % % ]. Sa démonstration est exposée en détail dans ses disquisitiones arithmeticae (recherches
arithmétiques) [Gaug 1807, §7]. La découverte elle-méme semble dater du 30 mars 1796. Cest la
premiére entrée dans son fameux Tagebuch ([Gaus 2005]) :

« Principia quibus innititur setio circuli, ac divisibilitas eiusdem geometrica
in septemdecim partes etc. »
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2.3.2. Notons Fle corps fini Z/pZ. La somme Z;{ g, = 97(21 )0 —(p-1),

ou y parcourt I'’ensemble FX des caractéres multiplicatifs de [, étant égale a (p —
1)¢, il nous suffit de montrer que si p est un nombre de Fermat premier chacune
des sommes de Gaufl g, est constructible. (On utilise ici le fait qu'une somme de
nombres constructibles est constructible.) D’autre part, chaque g, est constructible
si et seulement si gf(r est constructible pour un (resp. chaque) r > 0 : une racine
carré d’un nombre constructible est constructible.

Ecrivons p—1 = 2" et considérons y # 1;il est d’ordre 2" pour un entier m < n.
(La constructibilité de g; = —1 est triviale.) Calculons gim. Les relations entre
sommes de Gauf} et sommes de Jacobi montrent que l'on a gf( = J(x: 28,2,
g‘)‘( = J(y, 0)*J(x?, ;(2)914, et plus généralement que g%(r, pour r < m est un
multiple de g or par un produit de sommes de Jacobi. (Alternativement, on peut
utiliser directement la relation g?; =J(x, .. 08, .) Le caractére multiplicatif y
étant a valeurs dans Hp—1(C) = ppn(C), les sommes de Jacobi sont constructibles.
Appliquant ce qui précede a r = m — 1, on voit qu’il suffit donc de montrer que la
somme de Gaufl g, est constructible dans le cas particulier ou 72 =1, Cest-a-dire
x = 7% Or, |g)(|2 =p=g,-6,= x(—l)gi = igf(. Il en résulte que dans ce cas
g%{ = +p, si bien que g, qui est bien constructible. CQFD.

2.3.3. Ladémonstration précédente permet a priori de faire des calculs explicites.
Pour p = 17, on peut vérifier I'égalité

2 1 1 1 17 1
— =—=—+—1 -1/ = —=-=11
cos 16+16 7+8 2 > 7

1 17 3 1 1 1 17 1
+\/4+4\/ﬁ_2\/_\/ﬁ_\/2+2\m’

7
4 2 2
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qui ne fait apparaitre que des extractions de racines carrées”.

2.4. Application n°2 : réciprocité quadratique.
Référence : [IRELAND et RosEN 1990, chap. 5].

Soient p un nombre premier # 2 et [Fle corps fini Z/pZ .1l existe un unique carac-
tére non trivial F* — {+1} C C*; cela résulte du fait que le groupe multiplicatif
> est (non canoniquement) isomorphe a Z/(p — 1)Z. On note traditionnellement

x> (5

ce caractére, qui vaut 1 sur les carrés de F* et —1 sinon. (Comme dans le paragraphe
précédent, on étend ce caractére multiplicatif a [ tout entier en posant ([QJ) =0.)

Puisque qu’un élément x € F* est un carré si et seulement si X7 = If, on en
déduit en particulier que (—) = (=)~ Dr2,

Soit maintenant ¢/ # p un autre nombre premier # 2. Notons ci-dessous pour
abréger © le caractére (;). Puisque ¢ = estnon trivial, on a (f) ¢¢ = J(...,)q.
Comme

2 = (—D)e-D2p,
on en déduit en simplifiant () par g que l'on a 'égalité

-1
(D@D2p) 2 = N (a))(ap).
ay+--+ap=1

Le terme de droite, a priori complexe, est un entier : c’est une somme de +1. Notons
que le groupe Z/¢Z agit naturellement sur ’hyperplan affine {a : a; + - + a, =
1} C F* par permutation cyclique des coordonnées et 'expression (a;)--(a,) est
invariante sous cette action. Il en résulte que la somme de Jacobi est un entier
congru modulo ¢ a (1/0)---(1/0) = O = (), qui est la contribution de 'unique
point fixe. Ainsi on a I’égalité modulo ¢ :

-1 ¢
(_1)(5—1)(p—1)/4pT = (;)

£-1
Comme p 2 = (%) (mod ¥¢), on en déduit le théoréme suivant.

Théoreme. Soient p,{ deux nombres premiers impairs distincts. On a alors :
(E)(é) = (=1)P= D=4
"p

@. Comparer par exemple avec

2r 1 1 s5/11

- o v Vs

o
2
|
|
|
|

( V-
+ (—1+\f— ~10- 2\@)\5/ 89 — 25 5+20\/ 10— 24/5 - 25\/ 10+2v/5
n ( 1+5+1/-10 2\6){/ 89 +251/5 — 25\/ 10— 24/5 - 20\/ 10+24/5
+ (—1+\f5—\/—10 zﬁ)i/ 89+25\f5+25\/ 10 - 2ﬁ+20\/ 10+2\f>

®@. Lettre grecque « koppa ».
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Autrement dit, (f;) = (§) saufsip,{ = —1 (mod 4).
On a également la « formule complémentaire » :

(%) = (=])P*=D),
p

Voir par exemple I'exercice 11 pour une démonstration.



21

2.5. Y Application n°3 : courbe de Fermat et spheres sur [,.
Références : [ibid., chap. 8, 10], [WEIL 1949].

2.5.1. Nous nous intéressons ici au nombre de points de la courbe de Fermat
(affine) C, d’équation X" +Y" = 1. Plus précisément, a n fixé, on souhaite estimer,
pour p variable (ne divisant pas n pour simplifier) le cardinal de 'ensemble

C,(F)={(x,y) €F} : x"+ )" =1}.

Comme on I'a vu ci-dessus (2.1.4), pour tout a € F‘ on a I'égalité

#{xelF, 1 x"=a}l=1+ Z x(a),
PEIINEN
ol y parcourt les caractéres multiplicatifs non triviaux de [,, d’ordre divisant n.
Puisque le cardinal de C,,(I)) est tautologiquement égal a

Z #Hx: x"=a}-#y: Y =ay},

aj+ar=1
on en déduit que ce cardinal est égal a p+ Z J(x1, x2), oule terme « p »,
1R N1
n’est autre que le cardinal de la droite affine a; + a, = 1 dans [sz. On obtient en
particulier 'estimation :

l#Cn([Fp)

—1] g(n—l)zxi.

N7
On pourrait, comme I’a fait Weil, estimer plus généralement (et plus précisément)
le nombre de points modulo p d’'une « hypersurface diagonale » d’équation coxgo +
x| ogxt =1

2.5.2. Intéressons nous maintenant a la sphére S¢ d’équation Z?ZO X? =1,
pour d impair®. Pour chaque nombre premier p # 2, on a vu qu’il existe un unique
caractere multiplicatif d’ordre 2 de [F,, que nous notons a nouveau . Comme ci-
dessus, pour chaque a € F,, on a I'égalité #{x : x* = a} = 1 + (a), si bien que
#Sd([Fp) =p?+J(,...,) (d + 1 termes), ot le terme « p? » n’est autre que le car-
dinal de I'hypersurface a, + - + a; = 1 dans [F;“‘l. (On utilise ici le fait que les
autres termes qui apparaissent a priori sont des multiples de Za (a) = 0.) Comme
la somme de Jacobi est égale a gd, dont on connait le module, on obtient I’estima-
tion :

#S9(F 1
#SUE) cix-L

I
p \/,‘f’

Ces calculs — joints a I’étude topologique des ensembles C,(C) (surface de Rie-
mann) et S9(C) (sphére complexe) — sont a l'origine des célébres conjectures de
Weil [Weil®7% #2] démontrées par Alexander Grothendieck ([SGA 4], [SGA 5]) et
Pierre Deligne ([DELIGNE 1974]).

@. On pourrait, comme l'a fait Weil, estimer plus généralement (et plus précisément) le
nombre de points modulo p d’une « hypersurface diagonale » d’équation cyx’ +¢;x}' +-+-+c x =
1. Le principal ingrédient technique de son article que nous n’abordons pas ici est le théoréme
de Hasse-Davenport, dont il existe cependant des démonstrations élémentaires (voir par exemple
[IRELAND et RoSEN 1990, chap. 11, §4]). Voir aussi [Sommes trig., 1.15] pour une démonstration
conceptuelle.

@. « TR »
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3. FACTORISATION DES POLYNOMES

3.1. Généralités.
Référence : [JacoBsoN 1985, §2.14, §2.16].

3.1.1. Soit k un corps. Un polynéme non constant f € k[T] est dit irréductible
[ ¥T £9] si toute factorisation f = P, P, est triviale au sens suivant : 'un des deux
polyndmes P;, P, est constant. Plus généralement, si A est un anneau intégre, on
dit qu’un élément a € A\ {0} est irréductible si ses seuls diviseurs sont les unités
u € A* oules ua, pour u € A*. (Observer que 'on note A* 'ensemble des unités
[=inversibles] d’'un anneau A, a ne pas confondre en général avec 'ensemble A~{0}
des éléments non nuls.)

Il n’est pas difficile de démontrer que tout polynéme unitaire f € k[T'] se facto-
rise de facon (essentiellement) unique® en un produit de polyndmes irréductibles ;
cela résulte du fait plus général suivant : k[T'] est un anneau principal [ £ 78 3]
donc factoriel [ — -T2 % # 31,

3.1.2. Soient A un anneau integre, équipé de deux morphismes A & Ket A » k
— dont le diagramme Z/pZ « Z < Q est un exemple —, et f € A[T]. On
peut s’interroger sur les relations entre I'irréductibilité de f dans (I’anneau in-
tegre) A[T] et celle des images fx € K[T] et f;, € k[T] de f. Sil'on ne fait
pas d’hypothése supplémentaire sur f ou A, aucune implication n’est vraie. Par
contre, si f est unitaire, 'irréductibilité de f, ou fx entraine celle de f. Il résulte
du lemme de Gaufl (voir 3.3) que si A est factoriel (par exemple : A = Z),on ala
réciproque partielle : f (unitaire) irréductible entraine f irréductible. Par contre,
fi est pas nécessairement irréductible, méme dans les cas les plus simples (voir
1.5.5 et 'exercice 5).

Cependant, on verra, dans le cas particulier ou A = Z, que des techniques de
«réduction modulo p » sont malgré tout utiles a I’étude de la factorisation des
polynomes a coeflicients entiers (ou, cela revient essentiellement au méme, a co-
efficients rationnels).

3.1.3. 9 Abondance des polyndmes irréductibles. A titre de motivation, donnons
une premiere application de techniques de réduction modulo p. (Voir aussi par
exemple 31 pour un résultat plus élémentaire dans ce sens.)

Proposition. Soit d > 1 un entier. Parmi les polynomes f € Z[T] unitaires de
degré d a coefficients dans un intervalle [-N, N1, la proportion de ceux qui sont
irréductibles tend vers 1 lorsque N tend vers +o0.

Démonstration. 1l suffit de montrer que si P = p;...p, est un produit de nombres
premiers > 3 distincts (par exemple, P = 3 -5:7-) et N > P, la proportion
des polynomes unitaires réductibles a coefficients dans [-N, N] est majorée par
(%)d(l - %)r car cette quantité tend vers 0 lorsque r — 4o0. L’application envoyant
un polynéme f € Z[T] a coeflicients dans [-N, N ], unitaire de degré d, sur sa
réduction f mod P € Z/PZ[T]estafibres de cardinal au plus (¥+1)d, quel’on

@. Le multiensemble [ % ¥ %] des facteurs irréductibles (unitaires) est déterminé par f.



23

majore par %d(ZN +1)? P4 sous 'hypothése faite sur N. Elle envoie un polyndéme
réductible (unitaire, de degré d) sur un polynoéme réductible (unitaire, de degré d).
D’autre part, il résulte du lemme chinois que I’application Z/PZ[T] — [Fp1 [T] %
X [Fpr [T'] de réduction modulo chacun des p; est un isomorphisme d’anneaux ; en
particulier les conditions « étre réductible modulo p; » sont indépendantes. D’apres
1.5.6, la proportion des polynémes réductibles parmi les polynémes de Z/PZ[T]
unitaires de degré d est donc majorée par (1 — 2]—d)r. Ainsi le nombre de polynomes
réductibles comme dans I’énoncé est majoré par (1 — zl—d)’ x P4 x (% + 1),
comme annonce. U

Pour d = 5, cette méthode donne N a environ 70 chiffres (en base 10) pour
obtenir une proportion d’irréductibles supérieure a 90%. Cependant, un ordinateur

calcule en quelques minutes que pour N = 9, la proportion est déja % =

7:53-307
133307 50,87

3.2. Criteres d’irréductibilité dans les corps finis [,.
Références : [TAOCP 2, 4.6.2], [SHoUP 2009, chap. 20], [GATHEN et GERHARD 2003,
§14].

3.2.1. Proposition (Critéres de Rabin et Ben-Or). Un polynome f* € F [T] de de-
gré d est irréductible si et seulement si il vérifie 'un des deux critéres ci-dessous.

(Rabin) Le polynome f divise divise T4 — Tet est premier avec TY — T pour tout r
diviseur strict de d (ou simplement les diviseurs immédiats de d, c’est-a-dire
les d/0 avec ¢ diviseur premier de d).
(Ben-Or) Le polynome f est premier avec TY — T pour tout 1 <r < L%J

(La courte démonstration est laissée en exercice au lecteur.)

Faisons quelques remarques. Premiérement, dans le critére de Rabin, on ne peut
pas se contenter de vérifier I'une des deux conditions énoncées : ’exemple du poly-
nome TO+T> +T*+T3+T?+T+1 = (T?+T*+1)(T3+T+1) € F[T], quin’est pas
irréductible mais vérifie la premiére condition (il divise déja T® — T) montre que la
premiere condition, seule, n’assure pas I'irréductibilité ; et 'exemple du polynoéme
T 4+T*+1 = (T?+T+1)(T>*+T+1) € F[T], quin’est pas irréductible mais est pre-
mier & T? — T'montre que la seconde condition, seule, n’est pas non plus suffisante.
On peut aussi donner 'exemple de TO+T +T = T(T*+T+1)(T>+T+1) € F[T],
qui n’est pas irréductible bien qu’il vérifie la premiére condition et aussi la seconde
condition dans laquelle on a affaibli « f est premier avec T? —T'» en « f ne divise
pas T —T» (pour tout diviseur r de d, soit ici r € {1,2,3}). Enfin, I'un et 'autre
de ces criteres fournissent un algorithme permettant de tester I'irréductibilité d’un
polynéme f € F,[T] de degré d en un nombre raisonnable (i.e., polynomial® en d)
d’opérations dans [, : en effet, la premiere condition du critere s’exprime égale-

ment comme T4 =T (mod f), ce qui se teste en calculant 79 dans F,[T1(f)au
moyen d’un algorithme d’exponentiation rapide, et la seconde condition, pour un
r donné, peut se tester au moyen de ’algorithme d’Euclide étendu (pour calculer le

@. On peut par exemple montrer qu’il s’effectue en au pire O(d>*¢) opérations pour tout € > 0,
ou la constante impliquée par le O dépend de € et g.
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PGCD), dont la premiére étape consiste a calculer le reste de la division euclidienne
de T9 — T par f, ce qui peut de nouveau se faire en travaillant dans F [T1CF).

Appliquons le critére de Ben-Or au polynéme f =T> —T?> -1 =T +T? +1 € {[T].
Le reste de f modulo T2 — Tet T* — Test 1 donc f est irréductible.

3.2.2. Algebre de Berlekamp. Le critére d’irréductibilité suivant utilise, pour sa
part, I’algébre linéaire plutot que des manipulations de polynémes. Rappelons que
toute [ -algebre A est munie d'un endomorphisme Frob, : A — A, a — a“, qui est
la puissance logp(q)—iéme du Frobenius Frobp. L’ensemble Fix(Frobq CA:={ae
A @ a% = a} est donc une sous-F,-algebre de A, de dimension > 1 (saufsi A = {0}).
Lorsque A = F [T]/(f), ou f est un polyndme non nul a coeflicients dans F,. cette
algebre est appelée algebre de Berlekamp de f,

B(f) += Ker (Frob, —1d : F,[TV(f) = F,[TW(/)).

Notons qu’elle est de dimension inférieure ou égale a deg(f) et que sa dimension
est calculable par la méthode du pivot de GauB} : il suffit de calculer le rang de
I'application [ -linéaire Frob, —1d : A — A, que 'on peut écrire explicitement
dans la base 1,T, ..., 79~ de A en effectuant les divisions euclidiennes des
T'4 par f.Lorsque f estirréductible, F,[T]/(f) est un corps et B(f) n’est autre que
le sous-corps F, C R ITI(S).

Sif = H;:l f l.ei ,ou les f; sont premiers entre eux deux a deux (non constants),
on a d’apreés le théoréme chinois un isomorphisme # : B(f) = Hi B( fl.ei) et, en
particulier, dim[Fq B(f) = Zi dim[Fq B(f;") est supérieur ou égal a r. Si les f; sont
irréductibles et que 'on sait a priori que les e; sont égaux a 1, on a équivalence
entre : « f est irréductible » et « dim[Fq B(f) = 1 ». (Plus généralement, un facteur
non constant g de f estirréductible si et seulement si tousles y € B(f) se réduisent
modulo g en une constante.)

L’hypothése que les e; sont égaux a 1 revient a dire que f est sans facteur carré;
lorsque f est un corps fini (ou un corps de caractéristique nulle ; plus généralement
un corps « parfait »), cela est équivalent a la propriété suivante : f est premier
avec sa dérivée. Un tel polynome (a coeflicients dans un corps quelconque) est un
polynéme séparable [ %~ % il . Cette condition se teste algorithmiquement
par 'algorithme d’Euclide (voir aussi §3.5) et est équivalente au fait que les racines
de f dans une cloture algébrique de k sont simples. Résumons ces observations
sous la forme d’une proposition.

Proposition. Soit f € F [T] unitaire séparable. Alors, la dimensionr sur[F, de l'al-
geébre de Berlekamp B(f) de f est égale au nombre de facteurs unitaires irréductibles
de f. De plus, pour touty € B(f),ona f = Hce[F PGCD(f,y —c¢).

q

Par convention, le PGCD de deux polynémes non tous nuls f, g a coefficients
dans un corps, aussi noté f'Ag, estle générateur unitaire del'idéal (f, g) = (f)+(g).
(Le complément résulte de ce que y € B(f) = Hl_ B(f;) alors f A y est le produit
des f; tels que y soit multiple de f; c’est-a-dire que la i-iéme composante de H1(y)
s’annule.)
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Corollaire (critére d’irréductibilité de Butler). Un polynome séparable [ € F,[T]
est irréductible si et seulement si dim[Fq Ker(Frobq —1d) =1, ou Frobq x> x%et
Id: x — x sont vus comme des applications [Fq-linéaires sur B [T1/(f).

Lorsque q est petit, la proposition précédente fournit telle quelle un algorithme
de factorisation, dit de Berlekamp, pour les polyndmes f'sans facteur carré dans F [T'] :
on utilise des techniques d’algebre linéaire pour trouver une F -base 7, ..., 7,
de l'algeébre de Berlekamp B(f) = Ker(Frob, —1d) de f, puis, si s > 1 de sorte
qu’il y a une factorisation non triviale a effectuer, on tire au hasard un élément
y=ctp++c¢7 € B(f) (avec ¢; € F) et on calcule les PGCD(f, y—¢) pour les
différents ¢ € F, : ceci fournira une factorisation non triviale de y des que les com-
posantes de H1(y) ne sont pas toutes égales (ot 1 est I'isomorphisme B> ([Fq)s
déduit de I'isomorphisme chinois), ce qui se produit pour ¢* — g des ¢* éléments y
de By.

Lorsque g est grand, la proposition ne peut pas servir en tant que telle. On peut
cependant la combiner avec les mémes idées que celles utilisées dans 1’algorithme
dit de Cantor-Zassenhaus, que nous ne détaillons pas : une fois tiré y dans By,
on calcule t = Y9~V (resp. t = y + y> 4+ y* + -+ + y¥? en caractéristique 2), et
alors PGCD(f,t — 1) (resp. PGCD(f,)) a une probabilité raisonnable de fournir
un facteur non trivial de f.

Reprenons I'exemple du polynéme f = T°—T?—1(= T°+T?+1) € F,[T], en lui appli-
quant cette fois le critére de Butler : il faut d’abord vérifier que f est séparable, c’est-a-dire,
premier avec sa dérivée f' = T*, ce qui se fait en général au moyen de ’algorithme d’Eu-
clide mais est évident ici. On calcule alors la matrice de 'endomorphisme Frob, —Id sur la
base 1,7,12,...,1* de F,[T1/(f), en calculant successivement T2, T4, ..., T® modulo i

1 00 01 000 011
00010 01010
Frob, =]0 1 0 0 1], Frob,—-I1d=|0 1 1 0 1
00 011 0 00 011
00100 001 01

(Les coefficients de la premiére matrice sont les coefficients des restes de 1, T2, 74, 7T°,7T8
modulo f.) En général, on calcule le rang de cette deuxiéme matrice en appliquant I’algo-
rithme du pivot de Gauf3; ici, on vérifie immédiatement que le bloc 4 X 4 inférieur droit
est inversible. Ceci montre que dimg, Ker(Frob, —Id) = 1, donc f est bien irréductible.

3.3. Irréductibilité sur Q versus sur Z : (un) lemme de Gauf3.

3.3.1. Un polynéme a,T" + a,_;T""! + -+ + a; 4 coefficients dans un anneau k
est dit primitif [//% % 71 ] si I'idéal (ay, ay, ..., a,) C k engendré par ses coef-
ficients est égal a k tout entier. Si par exemple k = Z, cela revient a dire que leur
PGCD est égal 1. La proposition suivante, bien qu’élémentaire, est cruciale.

3.3.2. Proposition (« lemme de Gaufl »). Le produit de deux polynéomes primitifs
est un polynome primitif.

Démonstration, sans 'axiome du choix. Onveut montrer quesi f = a,T"+a,_,T" "'+
- tagetg=b,T"+b, T" ! + . + by sont tels qu’il existe des py, ..., p, et
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des gy, ..., q,, pour lesquels Z?zo a;p; = 1 et Z;":O bjq; = 1, alors, il existe des

Fos s Fpym tels que Z;’j(;" cr; = 1,oules ¢, = 3 . a;b; sont les coefficients
du produit fg. Un instant de réflexion nous convainc qu’il suffit de démontrer que
I'idéal I de 'anneau

R :=Z7[Ay,....,A,,By,....B,,, Py, ..., P,,Qp, ..., Op,]

engendré par les éléments (Zi A;P)—1, (Zj B;Q;) - 1etles Cy = Zi+j=l A;B;,
pour 0 < k < n+m, est égal a R tout entier, c’est-a-dire contient 'unité 1 . (On dit
aussi que I est I« idéal unité ».)® Soit S le quotient R/I ; on note en bas de casse les
images des variables de R dans .S. Soient f == 3. a,T' € S[T]etg:= Zj b,T/. Par
construction, on a : fg = 0 (car les images des C; dans S sont nulles) mais fet g
sont primitifs par construction (car on a forcé les relations }} a;p; = 1 = Zj b;q;).
Si.S # 0, chacun des deux polyndmes f, g est (non nul et) diviseur de zéro ; d’apres
le lemme ci-dessous, il existe notamment s € S\{0} tel s f = 0. Ceci est impossible
car f est primitif et S supposé # 0. Ainsi, S = O et I est bien I'idéal unité de R. [

Lemme (McCoy-7k H=Nagata). Soit k un anneau commutatif non nul. Un poly-
nome f = a,T" + a,_;T""' + - + ay € k[T] non nul est diviseur de zéro si et
seulement si il existe A # 0 dans k tel que Af = 0.

Démonstration. Par hypothése, il existe g = b, T™ + b, T""' + -+ + by, avec
b,, # 0, tel que fg = 0. On veut montrer que 'on peut trouver un tel g constant
(non nul). Supposons que fb,, # 0 sans quoi le résultat est acquis. Il existe donc
un entier d < n tel que a;g # 0; considérons le plus grand. Il résulte de 1’égalité
fg=(a,T%+ - +ay)g =0 que a,b,, = 0, c’est-a-dire que le degré du polynéme
h := a,g est strictement inférieur au degré m de g. Comme fh = f X (a,8) = 0,
on peut conclure par récurrence sur m. O

3.3.3. Proposition. Un polynéme non constant irréductible de Z|T] est irréductible
dans Q[T1.

Ainsi — a des variations évidentes pres sur ce theme —, I’étude de la factori-
sation de polynomes a coeflicients rationnels se raméne a celle des polynomes a
coeflicients entiers (relatifs).

Démonstration. Supposons qu’il existe une factorisation f = g,g,, avec g;,8, €
QI[T'] non constants. Il existe deux rationnels ¢j,c, € Q) tels que g; = ¢;Gy,
g = ¢,G, avec G, G, € Z[T1], primitifs. Puisque f = (c;c,)G G, et que GG,
est primitif, de méme que f, on a nécessairement c;c, = 1 et f = G;G,, qui est
une factorisation non triviale de f dans Z[T']. C’est absurde. O

@. En effet, s’il existe des polyndmes A, B, E,, ..., E € R tels que

4 n+m

n+m

A-(1-Y AP)+B-(1-Y BO)+ Y EC =1y,
i=0 =0

1=0
ona 21 E(a,b, p,q)-c; = 1;. (L’égalité ayant lieu dans 'anneau k des coefficients des polyndomes f

et g dont on est parti.)
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3.4. Bornes explicites sur les coefficients des diviseurs d’un polynome a
coefficients entiers.

Références : [MIGNOTTE et STEFANESCU 1999, chap. 2, 4], [TAOCP 2, 4.6.2], [COHEN
1993, §3.4-5], [ScHINZEL 2000, §3.6], [GATHEN et GERHARD 2003, §6.6, §14-15],
[LECERF 2013, §2, 4].

3.4.1. Factorisation des polynomes a coefficients entiers : méthode de Kronecker. Notre
objectif dans ces derniéres sections est d’expliquer pourquoi il existe des algo-
rithmes de factorisation des polyndmes a coefficients entiers. Nous allons conju-
guer deux approches : une analytique (ou « archimédienne »), qui consiste a plon-
ger Z dans R ou C, et une arithmétique, qui consiste a envoyer Z sur [, pour un
ou plusieurs nombres premiers p.

Les méthodes qui suivent sont plus efficaces qu’'un des premiers algorithmes, gé-
néralement attribué a Kronecker (1882) — mais antérieur (Schubert, 1793) ; voir par
exemple [MIGNOTTE et STEFANESCU 2001] —, que nous présentons briévement®.
Soient f € Z[T] de degré d et g un diviseur de f de degré r < d. Les entiers vy :=
g(0),v; = g(1),...,v, = g(r) divisent les entiers (connus) f(0), f(1),..., f(r),
que 'on peut supposer tous non nuls quitte a faire un changement de variable
T = T + a,a € N. Le nombre des possibilités pour les v; est donc fini. Pour
chaque (r + 1)-uplet v, ..., v,, il existe un unique polynéme g prenant ces valeurs
en les r+ 1 premiers entiers ; une formule explicite est donnée par les « polynomes
interpolateurs de Lagrange » [4#21& ¥ H 4514 % 77l (]. Le polynome g appartient
donc a une liste finie calculable de polynémes; on vérifie s’il divise bien f en ef-
fectuant la division euclidienne (des polynomes vus dans Q[T7]).

3.4.2. Soit f € Z[T]. 1l existe une constante C € R majorant, en valeur ab-
solue, les coefficients des polynomes g divisant f : ces derniers sont en nombre
fini. Si maintenant p est un nombre premier satisfaisant p > 2C, un tel poly-
noéme g est déterminé par sa réduction g, modulo p: c’est l'unique relévement
de g, dans Z[T] qui soit a coefficients compris entre —p/2 et p/2. Ainsi, si 'on
connait une constante C comme ci-dessus, les diviseurs g de f se déduisent des di-
viseurs de la réduction f, de /' modulo p. Nous allons établir une borne, meilleure
que celle donnée par la méthode de Kronecker, due a Landau et Mignotte.

3.4.3. Factorisons f = a,T"+:--+a sous la forme a,(T —a (T —a,) --- (T —a,,)
dans C[X] et posons :

7l = 3, a1

1
11l = (Z, la;]?)?2
I/l == max;|q]

M(f) = |an|H;-1=1 maX(lalail)

@. Par contre, nous n’aborderons pas la « méthode LLL » ([A. K. LENSTRA, H. W. LENSTRA J.
et LovAsz 1982]) qui est en théorie la plus efficace. Voir par exemple [H. W. LENSTRA J. 2008, §13]
ou [GATHEN et GERHARD 2003, §16.2].
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Notons que I'on a les majorations triviales || f ||, < || f1l; et || flleo < If]l>. De
plus, la « mesure de Mahler » M d’un polynome est multiplicative au sens suivant :

M(gh) = M(g)M (h).

Proposition (Landau). Soit f € C[T'] un polynome de degré n. Les inégalités sui-
vantes sont satisfaites :

@) Ifl <2"M(f);
(i) M(f) < Il

Démonstration. (i) Soit r € [|0,n]]. On a
ap—r = *a, Z @y
I:#I=r

ou ay = Hie] ;. Par définition, on a |a,||a;| < M(f). Il en résulte que |a,|
est majoré par ()M (f) puis || f|l; = Zr la,| < 2"M(f). (ii) Commencgons par
observer que pour tout polynome g et tout a € C, on a I'égalité ||(T — a)gll, =
@I —1)gll,-Eneffet, sil'on écritg = 3 b,T',ona(T—a)g = 2 (i —ab)T'
et @I — g = Y (@b;_; - b,)T'. On vérifie alors en développant que 2 by -
ab;|> = Zi |ab,_; — b;|%. 1l en résulte que 'on peut supposer que les racines de f
sont de module inférieur ou égal a 1 sans changer || f||,. Dans ce cas, M(f) =

1
lal < (X, 16,2 = 11fl- 0

Corollaire (Mignotte). Soit f € Z[T] un polynéme et soit g un diviseur de degré d
de f dans Uanneau Z[T]. Alors,

gl < 271115

Notons que I'on a trivialement || ||, < v/n + 1| f||, ou n = deg(f).

Démonstration. Si f = gh,ona M(f) = M(g)M (h) et M(h) > 1 car le coefficient
dominant de & est un entier. Ainsi, M (g) < M (f). D’autre part,ona||g]l, < llgll;
et [lgll, <29M(g). O

«Soit f =T3+T°—3T*-3T3+8T>+2T —5.0na || f||, ~ 10, 6.1 résulte de la borne
précédente que si g est un diviseur de f de degré au plus 4, ses coeflicients sont majorés
par 2* x 11 = 176%. Modulo p = 353 > 2 x 176, le polynéme f se décompose en produit
de facteurs irréductibles sous la forme :

f =T+ 111)(T - 107)(T® — 47> — 108T* — 12773 — 115T? + 94T — 113).

D’autre part, (T + 111)(T — 107) = T? — 4T + 125. Le polynéme g étant uniquement
déterminé par sa réduction modulo p, on en déduit que g est I'un des polynémes T + 111,
T — 107 ou T? — 4T + 125. Visiblement, aucun de ces polynomes n’est un diviseur de f,
qui est donc irréductible.

- Revenons a notre exemple favori : f = T> — T? — 1. On voit que les coefficients d’un
diviseur g de f de degré au plus 2 sont majorés par |22 \/gj = 6 si bien qu’il suffit de
considérer la réduction f|;3 € F;5[T]. La factorisation fj; = (T + 6)(T? — 4T + 6)(T? —
2T — 4) montre immédiatement que f est irréductible par exemple parce qu’aucun des
termes constants n’est inversible.

@. On pourrait améliorer cette borne (cf. p. ex. [TAOCP 2, exercice 4.6.2-20]) et obtenir une
majoration par 34, de sorte que p = 71 conviendrait.
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3.5. Digression : factorisation sans facteur carré et résultant.

Références : [GATHEN et GERHARD 2003, 6.2, 14.6], [APERY et JouANOLOU 2006],
[LoMBARDI et QuITTE 2011, [I1.§7], [GEL’FAND, KAPRANOV et ZELEVINSKIi 1994,
chap. 12], [LaNG 2004, IV.§8].

3.5.1. Soient k un corps et f € k[T] un polyndme, supposé unitaire pour sim-
plifier. Si f = Hi f; 1 est la décomposition de f en puissances de polynomes irré-
ductibles unitaires distincts, la partie sans facteur carré f, est le produit Hi fi
(Rappelons qu’un polynéme f € k[T] est dit sans facteur carré s’il n’existe pas de
polyndme non constant g tel que g? divise f; c’est le cas de fo.) Il est visiblement
équivalent de savoir factoriser f ou f, mais il n’est pas évident a priori de calculer
f5. Notons que si e; > 1, le polynome f,.e"_1 divise a la fois f et sa dérivée f' de

sorte que siu := f A f' (le PGCD de fet f'),ona J | f5. On a méme égalité, a
u
moins qu’il n’existe un indice i pour lequel f iei divise f’ ; compte tenu de I’égalité

! 12 f . N . . ’ ! _
fi= Z e;f; =, celarevient a supposer que f; divise e; f; ou encore que ¢; f; = 0.

, fi
Jj J
Si k est de caractéristique nulle, cette égalité est impossible et on a donc établi que
£ = f
AV

En particulier, il existe sur k de caractéristique nulle un algorithme permettant
de factoriser les polynomes si et seulement si il en existe un factorisant les poly-
noémes sans facteur carre.

3.5.2. Remarquons que si k = [, est un corps fini de caractéristique p > 0 (ou
plus généralement « parfait »), on peut adapter I'argument précédent de la facon
suivante : donné f, on calcule f' etu = f A f'.Siu = f(c’est-a-dire f’ = 0), alors
Jf = gP pour un g € F [T]: cela résulte de la surjectivité de Frob, : F, — F,. On
est alors ramené au probléme de factoriser g, dont le calcul est immédiat (donné f).
Siu # f, deux cas se présentent : soit u = 1, auquel cas f = f, et on a effectué
la réduction attendue, soit u est non constant et 'on factorise (récursivement) u et
f/u. (Notons au passage que si lorsque k est fini, I'argument précédent montre que
si f; est irréductible, on a nécessairement f/ # 0.)

3.5.3. Bien que l'algorithme d’Euclide permette de calculer mécaniquement le
PGCD de deux polyndmes, il est utile d’avoir un critére numérique permettant de
détecter si un polynéme a des racines multiples (dans une cloture algébrique de
son corps des coefficients) ou, plus généralement, de savoir si deux polynéomes f
et g sont premiers entre eux.

Fixons quelques notations. Pour tout anneau non nul k, et tout entier n > 0, on
note k[T], ou k[T]_,,, I'ensemble des polynémes f € k[T] de degré inférieur
ouégalan,dont {1,7,...,T"} est une base. Donnés deux polyndmes

n m
f=Y aT €klTl, et g=) bT/ ek,
i=0 j=0
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on appelle résultant [% ] (de type (m, n)) de f et g, noté rés, ,(f, 2)%, le déter-
minant de la matrice carrée de taille n + m (dite « matrice de Sylvester »)

a, a4, ao
a, an-1 ap
a, a1 ap
bm bm—l bl bO
bm bm—l - bl bO
b, by = - by by

dont les m premiéres lignes sont constituées des coefficients de f et les n suivantes
des coefficients de g. C’est le déterminant de I'application k-linéaire

k[T X k[T, = kIT]cpyp
(u,v) » uf +uvg.

Il résulte de la formule « M fois la transposée de sa comatrice est égal a dét(M) fois
I'identité » [=formule de Cramer] qu’il existe toujours un couple (u, v) € k[T']_,, X
k[T]., tel que uf + vg = rés, ,(f,g). En symboles : rés, ,(f,g) € (f,g) Nk, ou
I'on note (f, g), ou (f) + (g), I'idéal engendré par f et g, c’est-a-dire I’ensemble
{uf + vg : u,v € k[T]}. En particulier, si le résultant est inversible, les poly-
némes sont fortement étrangers® :on a l'égalité (f,g) = (1)(= k[T]), et les
polyndmes f et g n’ont de racine commune dans aucune k-algébre (non nulle).

Si f est unitaire, des manipulations élémentaires des lignes de la matrice de Syl-

. U % . . ,
vester la transforme en une matrice par blocs < 0 ) ou U est une matrice carrée

m X m triangulaire supérieure unipotente [c’est-a-dire avec des 1 sur la diagonale]
et les lignes de la matrice G, carrée de taille n X n, sont coefficients des restes de la
division de X" !g, X"2g ... g par f. Ainsi,

(1) rés(f,g) =dét(xg : k[TI(f) = kITI(S)).

Ceci a pour conséquence que, réciproquement, si (f,g) = (1), le résultant est

inversible. En effet, si f et g sont fortement étrangers, I'image de g dans ’anneau

quotient k[T]/(f) est une unité et la multiplication par g est donc inversible.
Résumons ces observations :

Proposition. Soient f un polynéme unitaire de degré n et g un polynome de degré <
m. On a équivalence entre :

— le résultant rés, ,(f.g) est inversible;
— les polynomes f et g sont fortement premiers entre eux.

®@. Lorsque n = deg(f) et m = deg(g), on note rés(f, g) pour rés, ,(f, g).
®@. C’est la terminologie de [Bourbaki AC, III, §4].
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3.5.4. Le cas particulier ou g = f' est particuliérement intéressant. Si f est uni-
taire (pour simplifier) de degré n, on pose

dISC(f) = (-1)"(’1—1)/2 résn,n—l(fv f/) :

c’est le discriminant [#] 7] ] de . On peut montrer I'égalité

disc()= [] 0 -x)%
1<i<j<n
ouxy,...,x, sontles racines de f dans Adu, (f) telles que ' = Hi(T—xi) : celaré-
sulte de la formule générale rés(Hi(T—ai), g) = Hi g(a;), elle-méme conséquence
de ().

Si f est unitaire a coefficients entiers, sans racine multiple (dans C) alors I’entier
disc(f) est non nul. Si p t disc(f), alors la réduction f, € F,[T] de f modulo p est
sans facteur carré.

Formulaire :

disc(T? — ;T + ay) = a% —4a,
disc(T? — a;T? + a,T — a3) = a%a% — 4a%a3 + 18a,a,a5 — 4a§ - 27a%
disc(T* — a;T> + a,T? — a;T + ay) = a%a%a% - 4a%a§ - 4a%a%a4 + 18a?a2a3a4

~274fa - 4a3a% + 18a1a2a§ + 16d3a,
—80a,a5aza, — 6a%a%a4 + 144a3a,a?
—27a} + 144a,a%a, — 12843a;
—192a,a3a3 + 256a;

disc(T" + aT +b) = (=) '(n—1D)"'a" + n"p"!

disc(T° + aT + b) = 4*a® + 5°b*.

3.6. Lemme de Hensel.

Références : [TAOCP 2, 4.6.2 et exercice 4.6.2-22] et [GATHEN et GERHARD 2003,
15.4-6] (aspects algorithmiques) ; [RaynaUD 1970, chap. IX], [Bourbaki AC, IIL, §4,
n°3 et 5], [LoMBARDI et QUITTE 2011, II.10] (aspects algébriques).

Pluto6t que de considérer le polynéme a factoriser sur Z modulo un grand nombre
premier p, on peut le réduire modulo une grande puissance d’'un nombre pre-
mier p, ce dernier n’étant pas particulierement grand par rapport aux données
du probléme. Cette approche est avantageuse car, sous certaines hypothéses qui
rappellent le théoréme d’inversion locale (ou la méthode de Newton), nous allons
voir qu’il existe un lien entre les factorisations modulo p et modulo p”*, n > 1.

3.6.1. Soient A unanneauet /I C A unidéal. On dit que la paire (A, I') est hensé-
lienne [ 7 i /% #9] si, pour tout polynéme F € A[T], toute racine simple de f := F
mod I € A/I[T] se reléve en une racine de F dans A. En symboles : si @« € A/l
satisfait f(a) =0y et f'(a) € (A/I)*,il existe a € A tel que a > a par A » A/l
et F(a) = 04. Dans ce cas tout élément a € A d’image inversible dans A/I est in-
versible : appliquer la définition au polynéme aT — 1 4. L’équivalence, pour a € A
d’image @ € A/l entre «a inversible » et « @ inversible » est classique lorsque
Iidéal I est nilpotent [ # %] c’est-a-dire tel IVN*! = 0 pour un entier N > 0. Une
implication est vraie pour tout morphisme d’anneaux A — B; 'autre résulte du
fait que pour tout € € I, la « perturbation » (=relevement de 1 4,;) 1 , — € de 'unité
est inversible, d’inverse 1, + & + &2 + --- + . Mieux :
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3.6.2. Proposition (Newton, ~1670). Soient A un anneau et I C A un idéal nil-
potent, Alors, la paire (A, I') est hensélienne.

Démonstration. 1l faut montrer que sia € A, d'image a € A/l, esttel que F(a) € 1
et F'(a) € A%, alors il existe & € I tel que F(a + €) = 0°. Notons que remplacer a
par a + € (pour € € I) préserve les conditions F(a) € I et F'(a) € A* si bien que
'on peut définir une suite de relévements de a par ay = a et a,,; = a), ou l'on
pose a* := a — F'(a)”! F(a). La formule F(a + ¢€) — F(a) — F'(a)e € €A montre
que si F(a) € I", alors F(a*) € I?". Ainsi, F(a,) € ¥ pour tout n > 0 et, en
particulier, F(a,) = 0si 2" > N (de sorte que I?" = 0)®. UJ

3.6.3. Proposition (Hensel). Soient (A, I) une paire hensélienne, F € A[T] un po-
lynéme unitaire et f = gh une factorisation de f := F mod I en polynémes unitaires
fortement étrangers. Alors, il existe une unique paire de relévements unitaires G et H
de g et h tels que F = GH.

Pour une démonstration élémentaire (et algorithmique) dans un cas particulier
suffisant pour notre propos, voir par exemple [GATHEN et GERHARD 2003, 15.10].

Rappelons que les conditions « f et g sont fortement étrangers » (c’est-a-dire
(f)+(g) = (1)) et « fet g sont de résultant inversible » sont équivalentes. De plus,
si A/I est un corps, cela revient a supposer que le PGCD (unitaire) f A g est égal
al.

3.6.4. Corollaire. Soit F' € Z[T'] un polynéme unitaire. Soient p un nombre premier,
et (g, h) € F,[T] deux polynomes unitaires tels que si L'on note f la classe de F dans
[FP[T] onait f = gh. On supposerés(g, h) € [Fp non nul. Alors, pour tout entiere > 1,
il existe d'uniques polynéomes unitaires G et H dans Z/p®Z[T] se réduisant sur g et h
modulo p tels que l'on ait I’égalité Fmod p® = GH dans Z/p*Z[T1].

¢ Démonstration de la proposition. Soient F, g, h comme dans I’énoncé, de degrés
respectifs n, d et n — d. Notons A 'anneau quotient A/I et B (resp. B) I'algébre
de décomposition universelle du polyndéme F sur A (resp. des polynoémes g, h), si
bien que I'on a des décompositions F(T') = H?=1(T — X;) dans B[T] et g(T) =
Hisd(T —x;), W(T) = Hi>d(T — x;) dans B[T]. Il existe un unique morphisme de
A-algebres @ : B » Benvoyant X; sur x; : cela résulte du fait que I'image f = gh
de F dans B[T] est scindée. Rappelons que le groupe ©,, agit naturellement sur B
par permutation des X; (i < n) et que, de méme, son sous-groupe &, ,_, des
permutations préservant globalement {i : i < d} et {i : i > d} agit naturelle-
ment sur B. Soient G|(T) := Higd(T - X;) et H(T) = Hl_>d(T — X;); ce sont
des relevements dans B[T] de g et h, invariants par &, ,_,, tels que F = G, H,.
Soient Z I'image dans B d’un polynéme invariant par &, ,_, et P(Y) le polynome

@. En d’autres termes, si F(a) est petit et F'(a) pas trop petit, il existe une solution de F = 0
proche de a. C’est exactement ce qu’affirme la méthode de Newton(-Raphson) : si par exemple f est
une fonction réelle deux fois dérivable telle que || f f"/f"*||, < 1 alors x - x* :== x— f'(x)"! f(x)
est contractante si bien que toute suite récurrente x,,, = x;; tend vers un zéro (unique) de f. [Le
méme type de résultat vaut sur un intervalle borné.]

®. On retrouve la « convergence quadratique » bien connue dans le cas réel.
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HGE@n/@d,n_d(Y — Z°) a coefficients dans A® s’annulant en Z. (Il est de degré

N := (3).) Un calcul immédiat montre que 'on a ’égalité

( 2 YP—(YZ)GGT> ' ( 2 YP—(};H?) -
6€8,/Sy ,1_q 0€8,/Sy g
PO PFT) - POO(

C#T

ou les trois polynémes Gy, Hy et Ry entre parenthéses appartiennent a A[Y, T].
En particulier, si y € A satisfait P(y) = 0 et P'(y) € A%, on obtient en évaluant en
Y = y une factorisation unitaire F = (P’(y)_le)(P’(y)_lHy) dans A[T]. Soit H
un relévement arbitraire de 4 dans A[T']. Nous allons appliquer ce qui précede a
Z == H(X,)--H(X,) € B. Comme h(x;) = 0'sii > d, 'image p(Y) € A[Y] par ¢
du polynéome P(Y) est YNy - 2), ou I'image z de Z dans A C B, est égale
au produit A(x;)---h(x,). Puisque (g) + (h) = (1), pour chaque racine x; (i < d)
de g dans B, on a h(x;) € B, si bien que z € A% (Ona An B* = A" car A4 est
un facteur direct de B.) Ainsi, z est une racine simple de p(Y). Par définition, il

P(Y)
Y = Z)Y - Z7)

(F(T) - GTHD)

existe bien une racine y de Prelevant z ; la dérivée P’(y) est inversible car d’image
inversible dans A.

Vérifions maintenant 'unicité de G et H. On considére pour cela deux factori-
sations F' = G{H; = G, H, comme dans I'énoncé. On a (G,) + (H,) = (1) car le
résultant de ces deux polynomes est inversible. (Il en est ainsi modulo 1.) Il existe
donc deux polyndmes a, b tels que aG| + bH, = 1. En multipliant par H; et en
utilisant G, H; = G, H,, on obtient : (aG, + bH,;)H, = H,. Ainsi, le polynéme
unitaire H, divise H;. On a donc égalité H, = H, et, de méme, G| = G,. O

3.7. Algorithme de factorisation.

Proposition. Soit F € Z[T] de degré n, supposé unitaire et de discriminant non nul
(c’est-a-dire sans facteur carré). On va déterminer la factorisation de F dans Z[T] en
produits de polynomes unitaires irréductibles.

(1) («» Mignotte) On choisit un nombre premier p ne divisant pas disc(F) et un en-
tiere > 1 tels que p° > 2"*1|| F||,.

(2) («> Berlekamp) On détermine la factorisation unitaire F, = f,---f, € F,[T] de
la réduction modulo p de F.

(3) («» Hensel) On reléve la factorisation précédente en une factorisation unitaire
Fye=F,,,....F,, € ZIp°Z[T] de la réduction modulo p® de F.

(4) (test des candidats) Pour toute partie @ # R C {1,...,r}, on calcule Fp, =
HieR F;, € ZIp*Z[T] et on teste si le représentant unitaire Fg € Z[T] de Fg,
tel || Frlloo < %] divise F.

Si oui, on a déterminé un facteur non trivial de F dans Z[T] (et si aucun Fg pour S

contenu strictement dans R ne vérifie déja cela, alors Fg est irréductible et on peut

continuer a examiner les parties de {1, ...,r} contenues dans le complémentaire de R

pour déterminer les autres facteurs irréductibles). Si aucun polynome Fg ne fournit

un facteur non trivial de F, alors F € Z[T] est irréductible.

@. On ne prétend pas que Fix(&, C B) = A.
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3.8. Astuce de Kronecker et groupe de Galois.

Références : [ScHINZEL 2000, §1.6] (substitution de Kronecker); [WAERDEN 1937,
§61], [Cox 2004, §13.4.A] (groupe de Galois); [FROBENIUS 1896], [SERRE 2003],
[H. W. LENSTRA J. et STEVENHAGEN 1996] (théoréme de Frobenius-Cebotarév).

3.8.1. Factorisation des polynomes en plusieurs variables. On vient de voir qu’il
existe un algorithme de factorisation des polyndmes en une seule variable a coeffi-
cients rationnels. Nous allons voir comment, en principe, ceci permet de factoriser
les polyndmes (a coefficients rationnels) en plusieurs variables.

Soit f € Q[X,...,X,]. On choisit un entier e strictement supérieur au de-
gré de f dans n’importe laquelle des variables X; et on calcule (« substitution de
Kronecker »)

S,(f) = f(T, T, T, ..., T*") € Q[T).

Si f possede un facteur g non-trivial, alors manifestement .S,(g) divise S,(f). Sup-
posant qu’on sait factoriser le polyndme univarié S,(f), on peut vérifier pour cha-
cun de ses facteurs s’il est susceptible de s’écrire sous la forme S,(g) avec g de
degré inférieur a e en chaque variable : le polynéme g se retrouve de fagon unique
en remplacant chaque monéme 70" retine?etiye” (I'exposant étant écrit en base e)
par X, (i)o - X f{’ ; on teste alors si g divise f. Si un diviseur de f existe, il sera néces-
sairement trouvé par cet algorithme.

3.8.2. Groupe de Galois. Soient k un corps et f € k[T] un polyndéme séparable de
degré d. Fixons un corps de décomposition K de f (unique a isomorphisme non
unique pres) et xq, ..., x; les racines distinctes de f dans K (uniques a numérota-
tion pres). Pour tout sous-groupe G < &, posons

Fg=[] (X =D Aixy) € KIX. Ay, ... Ag).
ceCG i
Lorsque G = &, ce polynéme (appelé «résolvante de Kronecker ») est en fait
a coeflicients dans k : cela résulte du théoreme sur les fonctions symétriques. Le
plus petit sous-groupe G tel que Fg; soit a coefficients dans k et irréductible (dans
k[X, Ay, ..., A,]) est appelé groupe de Galois [ ¥ FL#F] du polynéme f. Le
morphisme (injectif) de restriction Aut,(K) — ©,4, 0 = o),
bijection entre le groupe des automorphismes k-linéaires de K et le groupe de Ga-

induit une
lois de f tel que nous ’avons défini.

3.8.3. Reformulation. Le groupe de Galois Gal(f / k) de f est conjugué au stabi-
lisateur d’un facteur irréductible 7 € k[ X, Ay, ..., A,] de la résolvante de Krone-
cker, ou I'action de & se fait par permutation des (indices des) A;,i = 1, ..., d®.
Dit ainsi, il est clair (compte tenu des résultats du paragraphe précédent) que,
lorsque k = Q, on dispose d'un algorithme permettant — en principe — de cal-
culer le groupe de Galois d’'un polynome.

@. Plus précisément, c’est le stabilisateur du facteur irréductible s’annulant en zi A;x; 5 les
autres facteurs correspondent a une renumérotation des racines, qui a pour effet de donner un
sous-groupe conjugué.
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Par exemple, lorsque f = T2 4+ T? — 2T — 1, on peut vérifier que

Fg, = <X3 — (A + Ay + AX?
+( = 2(AT + A3+ AD + 3(A Ay + AyAy + A3A)) X
+((AT + A3 + AD + 3(ATA, + AJA; + ALA))
—4(A A2 + Ay AT+ AgAD) — A1A2A3))
-(X3 — (A + Ay + A5)X?
+( = 2(AT + A3+ AD + 3(A Ay + Ay Ay + A3A)) X
+((AT + A3 + A —4(A2A, + AJA; + ALA))
+3(A, A2 + Ay A2 + Ay A2) - A1A2A3)>

L’existence de cette factorisation prouve que le groupe de Galois de f est contenu dans
Z/3Z opérant cycliquement sur les racines; et le fait que ces deux facteurs soient irréduc-
tibles est équivalent au fait que le groupe de Galois de f n’est pas strictement plus petit
(c’est-a-dire, que f n’est pas scindé). Ainsi, Gal(T> +T?> - 2T — 1 / Q) = Z/3Z.

3.8.4. Théoreme de spécialisation du groupe de Galois. D’un point de vue pratique,
I’algorithme précédent de calcul du groupe de Galois d’un polynome a coefficients
rationnels est sans intérét. Par contre, on peut en déduire le fait fondamental sui-
vant, ou les corps finis réapparaissent.

Théoréme (Dedekind). Soit f € Q[T'] un polynéme unitaire a coefficients ration-
nels de degré d et soit p un nombre premier, ne divisant le dénominateur d’aucun
coefficient de f, tel que la réduction f,, € F,[T] de f modulo p soit séparable. Alors
le groupe de Galois de f sur Q contient un élément qui, vu comme élément de ©,
par son action sur les racines de f (nécessairement distinctes), se décompose comme
produit de r cycles de longueurs (dy, ...,d,), oudy, ...,d, sont les degrés des facteurs
irréductibles (distincts) de f,.

Démonstration. Supposons pour simplifier f unitaire a coeflicients entiers. Soit A
I’algebre de décomposition universelle de f sur Z, de sorte qu'on a en particu-
lier la décomposition f = H;jzl(T — x;). Il existe deux idéaux premiers 0 C p
de A au-dessus des idéaux (0) € (p)de Z:onaONZ = O)etpnZ = (p).
Posons h € A[A, ..., A ][ X] le produit HGE%(X —o-c)ouc € A[Ay,...,A ]
est la combinaison linéaire générique A;x; + --- + A x, et Gy est le groupe de
Galois de f sur Q, vu comme un sous-groupe de ©; agissant par permutation des
(indices des) variables Ay, ..., A;. Si K := Frac(A/0) et F := A/p sont les corps
de décomposition de f sur Q et [, correspondants aux idéaux choisis, on peut
considérer les images cg, x;;, etc. des différents objets sur A déduits des deux mor-
phismes composés A » A/0 < Ket A » A/0 » [F Le morphisme A/0 » F
induit une bijection x,g = X, entre les racines de f dans K et celles de f), dans F:
cela résulte du fait que le polynéme f), est séparable (c’est-a-dire : les x;;, sont
distincts). Ainsi, A/Q[A, ..., A;] » F[Ay, ..., A;] induit une bijection entre les ra-
cines o - ¢p de hg (pour o € Gy) et les racines o - ¢, de hy,. Puisque hy(c,) = 0
et hp € Fy(Ay, ..., ApIX], le polyndéme minimal de p divise hp. Comme ses ra-
cines sont les 7 - ¢, pour 7 appartenant au groupe de Galois G, de f sur [, on en
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déduit que G, est un sous-groupe de Gy : le groupe de Galois de f modulo p s’in-
jecte dans le groupe de Galois de f, de fagon compatible aux actions sur les racines
{x10: -, x40} et {xyp, ..., xgp }. La conclusion résulte alors du fait que sig € F,[T]
est un polyndme irréductible de degré e, le groupe de Galois de g est engendré par
le morphisme de Frobenius, qui agit par permutation cyclique des e racines. (On
applique ceci aux facteurs irréductibles de f, de degrés respectifs dy, ...,d,.) [

On a montré que pour chaque nombre premier p ne divisant pas le discriminant
d’un polynéme unitaire f € Z[T], on peut définir une classe de conjugaison ¢, de
son groupe de Galois G, obtenue en factorisant f modulo p. Une question naturelle
est de savoir si toute classe de conjugaison (dans & ;) d’'un élément g € G est de
ce type. C’est ce qu’affirme un théoréme de Frobenius, amélioré par Cebotarév. Le
point clef de la démonstration est le fait suivant de théorie analytique des nombres :
si f est irréductible et n,(f) désigne le nombre de racines de f modulo p alors
Zp np(f)p_s est équivalent a log((s — D~ au voisinage de s = 1*®: le nombre
moyen de racines modulo p d’un polynéme irréductible est égal a 1.

@. Ce résultat est conséquence du fait que la « fonction zéta du corps (de nombres) K » a un
pole simple en s = 1.
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EXERCICES

Exercice 1.
(i) Trouver le plus petit nombre premier p tel que Zizjo T' soit irréductible
dans F,IT].
(ii) Trouver les dix plus petits nombres premiers p tels que Zf:ol T' soit irré-
ductible dans F,[T'].

o(i) p = 5. La question revient a déterminer le plus petit p tel que le polynéme
cyclotomique @,; = (T? — DAT — 1) soit irréductible sur F,. D’apres 1.5.5, on
veut donc que p soit un générateur de (Z/23Z)*. Pour p = 2, les puissances sont
1,2,8,16,32,64,128,256 = 3,6,12,24 = 1 ;pourp =3,0nal,3,27 =4,12,36 =
13,39 =16,48 = 2,6,18 = =5, —15 = 8,24 = 1. Dans ces deux cas, ’ordre n’est
pas 22. Par contre, c’est le cas si p = 5.

(i)p =2,3,5,11,13,19,29,37,53,59, ... On se demande maintenant pour quels p
le polynéme @, est irréductible sur [, c’est-a-dire quand 2 est primitif dans (Z/pZ)*.
On vérifie a la main que p = 3,5 conviennent mais pas 7 (car 2> = 1), ni 17 (car
2% = —1). On trouve par des calculs semblables les valeurs ci-dessus.

Remarque : on a vu dans le cours que si p = 4/ + 1 avec ¢ premier, alors 2 est
primitif et que cela s’applique en particulier a p = 13,29 et 53.0

Exercice 2. Montrer, ou expliquer comment montrer, que T° — T + 1 est un poly-
noéme primitif sur [, c’est-a-dire un polyndme irréductible dont chaque racine est
un générateur du groupe multiplicatif [F;;.

oOn peut montrer que ce polyndme est irréductible en constatant qu’il est pre-
mier & T2 — Tet T° — T. (On vérifie par exemple que les équations a® = a — 1
et @ = a [resp. «® = ] sont incompatibles.) Pour montrer qu’il est primitif, il
faut montrer que toute racine « est un générateur de 5 = 5, cyclique de car-
dinal 242 = 2 - 112, Il n’est pas difficile de vérifier a la main que a®> # 1 :on a
a'> = & — 1 (Frobenius) donc a?? = (a® — 1)(a’ = a® — a?), etc. Montrer que
a'?! £ 1 ou, de facon équivalente, a'>! = —1 est plus fastidieux. On peut faire la
division euclidienne de T'?! par T3 — T + 1, probablement avec un ordinateur si
on n’a pas la patience de faire le calcul®.

Remarques :

(i) Le polynéme T° — T + 1 est un polynome de Conway : il est minimal et
bien adapté aux calculs en un certain sens que I'on ne précise pas ici.

(ii) On insiste sur le fait qu'un polynome irréductible n’est pas nécessaire-
ment primitif : environ %-iéme [plus exactement %(1—3_4) des polynomes
unitaires de degré 5 sur F; sont irréductibles mais la proportion des pri-

mitifs est environ moitié moindre [plus exactement : % X (2% 11%)/3° =

1o 11x10
3 X 533°]

@. Sur Z, on trouve —16269333T* + 1895210773 — 221288737~ + 25880583T — 13951852,
qui se réduit bien modulo 2 = —1 sur F;.
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Exercice 3. Pour F = [y, Fg, [,; ou 5, trouver un polyndme irréductible dans F,[T']
(ou p := car. (F)) dont une racine a est primitive et écrire les puissances de @ comme
un polynéme en « de degré minimal.

oF,:T?>+T+1;a a¢®>=a+1,a® = 1. (Remarque : il n’y a qu'un polynéme
irréductible de degré 2.)

e T3 +T+1;0,d8,d=a+ L, +a, > +a+1,a2+1, 1. (Remarque : il
n'yaque?2 = %(23 — 2) polyndmes irréductibles [unitaires] de degré 3.)

>, T3-T+1l;a 0%, a-1, 0% —a,—a*>+a—1, % +a+1,a°—a—1,—a?—1,
a+l, a2 +a,a>+a—1,a>-1,a3 =1, -, —a®, —a+1,-a?* +a, a®> —a + 1,
—a?—a—-1-a*+a+l,a*+1,—a—-1,—-a*—a,—a* —a+1,—-a?+1,a%0 =1

F>s T2 —T+2:a,a+3, —a+3,2a+2, —a+1,2, 20,20+ 1,3a+ 1, —a — 1,
3a+2,a?=-1,—-a,—a+2,a+2,3a¢+3, a—1,3,30,3¢ — 1,20 — |, a + 1,
2043, 0% =1

O

Exercice 4. Soit F» / F, une extension de degré n > 1. Montrer en comptant le
nombre d’éléments de F» de degré < n sur [, qu’il existe au moins un polynéme
f € F,[T] irréductible degré n.

oll s’agit essentiellement de I’argument donné en 1.5.6 pour minorer la propor-
tion de polynomes irréductibles. Le nombre d’éléments de Fj, de degré < n est
majoré par la somme des cardinaux des [F s pour d|n. Au moins deux arguments

possibles. (1) On remarque que Y. ¢ <Y den ¢ < q", par exemple par uni-

d|n,d#n
cité de I’écriture en base ¢. (2) On remarque que chaque ¢? est majoré par < ¢"?
et leur nombre est < n, par conséquent cette somme de cardinaux est inférieure ou
égale a ng"?. Pour avoir la conclusion souhaitée, il suffit d’avoir ¢" > ng"?, soit
q"? > n, ce qui se produit dés que 2" > n?, donc dés que n > 4. Pour les valeurs
plus petites de n, on constate que g* > ¢*> + get ¢° > get g*> > g (et ¢ > 0...) pour
tout ¢ > 2.0

Exercice 5.
(i) Vérifier les factorisations dans C[T']

T44+1 = (T2+i)(T%=i) = (T*= 2T+ 1)(T*+V2T+1) = (T2+i\ 2T —1)(T?—iV/2-1).

(ii) En déduire que T* + 1 est irréductible dans Q[ X].
(iii) Montrer que T*+1 est réductible dans F,[X] pour tout nombre premier p.
(Indication : on rappelle que I'ensemble des carrés de[F* est un sous-groupe
d’indice 2 de sorte que sia, b € [Fp, alors a, b ou ab est un carré dans [Fp.)

0(i) On a la factorisation de @3 = T*+1 en 11 g(T —{) ou ¢ parcourt les 4 racines

primitives 8-iémes de 'unité. Suivant que 'on regroupe les racines par paquets
de deux diamétralement opposées, conjuguée I'une de I’autre, ou symétriques par
rapport a ’axe imaginaire on obtient les factorisations ci-dessus.

(ii) Puisque qu’aucun de ces polyndmes n’est a coefficients rationnels et que @y
n’a visiblement pas de racine dans Q (ni dans R), il est bien irréductible.

(iii) Pour p = 2, c’est clair. Si p # 2, on remarque (cf. indication) que I'un au
moins des trois éléments —1, 2, —2 est le carré d’un élément dans [Fp, que 'on note

i, /2 ou \/Ei. Il en résulte que I'une des trois factorisations ci-dessus est a coeffi-
cients dans ":p.IZI
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Exercice 6. Soit p un nombre premier de Fermat différent de 5. Montrer que 5 est
primitif dans F)°. (Indication : on pourra observer que tout élément qui n’est pas un
carré est primitif.)

Exercice 7. {Montrer que 7% + T" + 1 est irréductible sur F, si et seulement si
n = 3"5° pour des entiers r, s > 0.

oSoit f une racine de T* + T + 1 dans [F;4. C’est une racine primitive 15-iéme
de I'unité. Une racine a du polyndme est une racine n-ieme de f. (Notons que 7 est
nécessairement impair sinon le polynéme est un carré.) C’est une racine primitive
15n-iéme de 'unité. L’élément « est de degré 4n sur [, si et seulement si 'ordre
de 2 dans (Z/15nZ)* est égal a 4n. Notons que @(151n) = 8n x [J(1 — p~1), ot
pln, p # 3,5. 1l est nécessaire que 4n|@(15n), ce qui se produit si et seulement si
2T](1—p~') est un entier, c’est-a-dire que seuls 3 et 5 divisent n. Réciproquement,
sin = 3"5% (la classe de) 2 est générateur de (Z/3"1Z)* et de (Z/5°+1Z)* (car il
I’est modulo 3 et 5) donc son ordre est le ppcm de @31y et p(5%F1), soit 4n.o

Exercice 8. Montrer, sans utiliser la formule de Gauf} (§1.5.6), que le nombre de
polyndmes irréductibles unitaires de F,[X] de degré < 3 est % P+ % P+ % .

oll y a p polynémes unitaires de degré 1, p*> — (<12)> + p) = <12)> unitaires

irréductibles de degré 2 et p> — ((g) Xp+ <§> +p(p—1)+p) = %(P3 —p) de

degré 3.0

Exercice 9. Détailler les démonstrations des faits suivants, énoncés en 1.5.

(i) Un sous-groupe fini G du groupe multiplicatif d’un corps K est cyclique.
(ii) g(d) = Za|d f(a) pour toutd > Osietseulementsi f(d) = Zald M(%) g(a)
pour tout d > 0.
(iii) Si ¢ = p?, le polynome T9 — T est le produit des polynémes P € F,IT1]
irréductibles unitaires de degré divisant d.

Exercice 10. Soit A = Z[{, : n > 1] le sous-anneau de C engendré par les racines
de I'unité {, := exp(2xi/n).
(i) Montrer que pour tout nombre premier p, on a pA ¢ A.
(Indication : on pourra observer que si a et n sont des entiers > 1, le ra-
tionnel 1/a n’appartient pas a Z[(,].)
(ii) Soit p unidéal maximal de A contenant p. Montrer que A/p est une cloture
algébrique de [,

Exercice 11. On fixe une cloture algébrique 2 de F,.
(i) Rappeler pourquoi I, = {x € Q : Frob,(x) = x}.
(ii) (p impair) Montrer qu’il existe ¢ € £ tel que ¢? = —1. En déduire que —1
est un carré dans [, si et seulement si p = 1 mod 4.
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(iii) (p impair) Montrer qu’il existe ¢ € Q tel que {* = —1. En considérant
I'élément ¢ 4+ ¢~!, montrer que 2 est un carré dans F, si et seulement si
p=+1mod 8 °.

oDans un cas comme dans l'autre, 'existence de { vient du fait que £2 est algé-
briquement clos et il s’agit de savoir si « \/—_1 » = {ou « \/E »=C+¢ 1 —car
(C+¢ N =24¢%2+¢72 =2 — appartient & F,, c’est-a-dire est fixe par Frobenius.
Dans le second cas par exemple, on a Frob,(§ + ¢~ = ¢P + ¢7P, qui ne dépend
que de +p modulo 8. On vérifie immédiatement que ¢ + ¢! # ¢34+ ¢ 3.0

Exercice 12. Montrer que si p est premier et a € FX, alors T?—T +a est irréductible
dans FIT].
(Indication : on pourra utiliser les résultats du paragraphe 1.5.4.)

oD’apres ce critére, il s’agit de montrer que 'orbite d'une racine a sous le Fro-
benius Frobp est de cardinal exactement p. Or, par construction, Frobp(a) = P est
égal a @ + (—a), un translaté de a par un élément non nul. Son orbite est donc bien
de cardinal p.o

Exercice 13.

(i) Soient p un nombre premier et n > 1 un entier. Montrer qu’une matrice
A € M5(Z/p"Z) est inversible si et seulement si son image dans M,(F,)
est inversible.

(ii) Calculer le cardinal de ce groupe GL,(Z/p"Z) en fonction de p et n.
(iii) Peut-on en déduire un calcul de GL,(Z/NZ) pour N > 1?

Exercice 14. Soit P € F,[X] un polyndme de degré d.
(i) Montrer que Pest irréductible dans F,[ X] si et seulement si Pn’a pas de
racine dans [Fpr pour tout r < ‘—21.
(ii) (Application) Montrer que F, = {0, 1, j, j>} avec j> = 1 + j. En déduire
que les polyndmes 1 + X2 + X°, 1+ X3 + X°, 1+ X + X2 + X3 + X3,
T+ X+ X2+ X+ X, 1+ X+ X+ X+ X et 1+ X2+ X + X4+ X°
sont les polyndmes irréductibles de degré 5 de F,[X].
(iii) (Une variante) Supposons d < 5. Montrer que P est irréductible dans

F,[X] siet seulement si (P, xXv - X)=1.

o(i) Pest irréductible si et seulement si il n’a pas de factorisation P = gh avec
deg(g),deg(h) > 0 ou encore — puisque a + b = d entraine min{a, b} < d/2 —
s’il n’existe pas de polynéme g non constant de degré r < d/2 tel que g|P. Or, un
tel g a une racine dans [Fpr et, réciproquement, si a € ":pr est une racine de P, son
polyndéme minimal (sur F,) divise P— car P(a) = 0 — et est de degré < r.

@. L’étude des nombres premiers p pour lesquels 2 est un cube est plus délicate et s’insére na-
turellement dans la « théorie non abélienne du corps de classes » (ou « programme de Langlands »).
On démontre ([*F-F2 1998, §3.2], [l 2009, exemple 3.1]) que le nombre de solutions dans F, de
I’équation x> =2estl+ a,, ou les a,, sont les coefficients de la série formelle

X ﬁ (1 =x)(1 = x'8m)) = i a,x".
n=1

n=1
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(i) Le polynéme T? + T 4 1 € [T est irréductible, par exemple parce qu’il n’a
pas de racine dans [, ou, de fagon un peu pédante, d’apres I'exercice 12 ci-dessus.
Le quotient F,[T1/(T? 4T + 1) est donc un corps de cardinal 4 et la classe j de T est
bien comme annoncé. D’apreés le criteére précédent, pour vérifier que les polynomes
de degré 5 de I’énoncé sont irréductibles, il faut vérifier qu’ils n’ont pas de racine
dans [, — ce qui résulte du fait que leur terme constant est non nul et qu’ils ont
un nombre impair de mondémes — ni dans [F4. (On utilise le fait que |5/2] =2.) On
vérifie par le calcul que pour chacun de ces polyndmes f, on a f(j) # 0. Comme
F(%) = f(j)* onaaussi f(j%) # 0 sans avoir besoin de refaire le calcul. L’exercice
demande de vérifier que ces polyndémes sont les seuls qui soient irréductibles de
degré 5. Il résulte de la formule de Gaufi (§ 1.5.6) qu’il y en a %(25 —5)=6.0nles
a donc tous trouvés. Plus simplement, on peut faire une liste des autres polynomes
et vérifier qu’ils ont une racine dans F, ou F4. (Ici F, € F4 donc il s’agit en fait
de chercher des racines dans [, mais on rappelle qu’en général 'inégalité a < b
n’entraine pas I'existence d’un plongement F,. C [F.)o

Exercice 15. Montrer que T®+T*+T+1 € F,[T] est le produit de trois polynomes
irréductibles distincts.

oSi ce polyndme est réductible, il a un facteur irréductible de degré 1, 2 ou 3,
c’est-a-dire une racine dans F,, F; \ F, ou Fg \ ;. Il y a deux polynémes unitaires
irréductible de degré 1 — T'et T + 1 —, et un polynéme unitaire irréductible de
degré 2: T? + T + 1. On trouve donc immédiatement que T + T% + T + 1 est
divisible par (T + 1)(T? + T + 1). Le quotient, T? + T + 1 — calculé par exemple
par division euclidienne —, est irréductible (par exemple car il n’a pas de racine
dans [,). La décomposition en facteurs irréductibles est donc

TO+T*+T+1=T+D)T*+T+D)T>+T+1).

O

Exercice 16. Soit p un nombre premier fixé. Quelle est la probabilité qu’un poly-
néme unitaire f/° € F,[T] de degré d soit un produit de polyndmes irréductibles de

degrés 1 ou 2 ? Evaluer ces nombres (rationnels) pour p =2 etd < 7.

nSoient n; = p et ny = (5) les nombres de polyndmes unitaires irréductibles de
degré respectivement 1 et 2. Alors, le nombre cherché est

> (")

a+2b=d a

ou (") = (’+ﬁ_]) est le cardinal des multiensembles de cardinal r pris dans un

ensemble de cardinal n. Par exemple, pour d = 3, on trouve %p3 + %p, qui est
bien égal a p® — %(p3 — p) (cf. 1.5.6). La probabilité est donc % + 3—;2. Lorsque p =

2 et d quelconque, on trouve 277 ) (a + 1). Par exemple, pour d = 3, on

a+2b=d
(re)trouve %. Le calcul des autres valeurs est laissé au lecteur intéressé.o

Exercice 17.

(i) Démontrer les critéres de Butler et Ben-Or énoncés en §3.2.
(ii) Vérifier 4 la main le critére de Butler pour le polynéme T¢ — 274 4373 —
T? -T -2 € K[T].
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0(i) Ben-Or : si un polyndéme de degré d n’est pas irréductible, il a au moins un
facteur irréductible de degré < d/2 donc une racine dans un corps F,- pour un
r < |d/2]. Cette derniére condition implique qu’il n’est pas premier avec 79 — T
dont F - est un corps de décomposition.

(ii) 11 faut d’abord vérifier que f est séparable, c’est-a-dire premier avec sa dé-
rivée f' = T° — T3 + 2T? — 2T — 1, ce qui se fait au moyen de 'algorithme
d’Euclide :

f=-3T*-273-372-2T -2 (mod f')
f'=-2T3+2T*>-T -3 (mod —3T*-273-3T%2-2T-2)
—374—273 —37T? —-2T —2=-3T>-2T +2 (mod — 273 +2T?>-T —3)
273 427> -T —3=-3T (mod —3T?—-2T +2)
3T -2T +2=2 (mod —37)

1 0 2 -1 0 3 00 2 -1 0 3

02 2 0 2 -2 01 2 0 2 -2

01 2 -1 0 0 01 1 -1 0 0
Frobr =g 1 2 3 o | B TM=1 3 5

0 -3 -2 3 -3 -3 0 -3 -2 3 3 -3

02 -3 -2 3 1 02 -3 -2 3 0
O

Exercice 18. (Amélioration du lemme de §1.5.5.) Soit P € Z[T']. Montrer qu’il
existe une infinité de nombres premiers ¢ tels que P mod ¢ soit scindé.

(Indication : on se rameéne a montrer que si A := Adu,(P) est [’algébre de décom-
position universelle de P, il existe une infinité de { pour lesquels on ait une surjection
A » [F,. Cest un fait général pour toute algebre disons libre de type fini comme
Z-module.)

o(Esquisse) Soit pg un idéal premier de Ag := Adug(P). Quitte a remplacer A
par A/p, ou p := pg N A, on peut supposer I'anneau A intégre, de corps des frac-
tions noté K. Soit P € Q[T] le polyndme minimal d’'un élément primitif de Iex-
tension finie K / Q. Il existe un entier n > 1 tel (Psoit a coeflicients dans Z[1/n] et)
que 'anneau A[1/n] soit isomorphe a Z[1/n][T]/(P). 1l suffit donc de démontrer le
résultat attendu pour ce dernier anneau ; cela résulte du lemme que I'on souhaite
généraliser.o

Exercice 19. { Montrer que le nombres entiers plus petits que x dans facteur carré
est équivalent a x/{(2) = j%x lorsque x — +o0. (Comparer avec la proposition
de 1.6.3))

oVoir [HARDY et WRIGHT 2007, démonstration du théoréme 333].o0

Exercice 20. Calculer le nombre de solutions de y*> 4y = x* dans F, et ;. Montrer
que si d est impair, le nombre de solutions dans [F,s est 29.

0Si d est impair, 'application x ~ x> est une bijection de F,q car le groupe
multiplicatif [F;j est d’ordre premier a 3. D’autre part, 'endomorphisme g : y —
»* + y du groupe additif de F,q est de noyau [, = {0, 1} donc d’image d’indice 2.
On a donc 29! x 2 solutions.
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Remarque : il s’agit d'une courbe elliptique sur [, a laquelle on a retiré un point
a l'infini. Sa « fonction Zéta » (non définie dans ce cours) est (1 + 2TH/(1=T)(1 -
2T).0

Exercice 21. (« hachage » [TAOCP 3, exercice 6.4-7]) Soient n > e > 1 deux entiers

et rtel que n | 2" — 1. Notons F un corps a 2" éléments et fixons un élément x € F*

d’ordre (exactement) n. Soit enfin E C Z/nZ le plus petit ensemble contenant
{1,...,e} telque 2E C E.

(i) Montrer que f(T) := Hl_e E

(ii) Montrer que si g(T) = ZO <i<n

ayant au plus e coefficients non nuls alors f ¢ g.

Voir [TAOCP 3, §6.4] pour le lien avec le hachage.

(T — x") € F[T] est a coefficients dans [,.

a;T" € F,[T] est un polynéme non nul

o(Esquisse)

(i) Par hypothése, I'ensemble des x’, pour i € E, est stable par Frob, ; les coef-
ficients de f sont donc fixes par Frob,. (ii) Ecrivons g(T) = T% + --- + T avec
d; > -+ > d, > 0ets < e. Choisissons arbitrairement e — s entiers d,, ..., d,
tels que les dy, ..., d, soient distincts et strictement inférieurs a n. Alors, la matrice
de Vandermonde (x[dj ), 1 <i,j < e, est inversible — car les x% sont distincts —
mais la somme de ses s premiéres colonnes est nulle si f | g car les x' sont alors
des racines de g.o

Exercice 22. Soient ny, ...,n, et my, ..., m, des entiers > 2. A quelle condition les
groupes Z/n(Z X -+ X ZIn,Z et ZIm\Z X --- X ZIm Z sont-ils isomorphes ?

0On se ramene immédiatement, par le théoreme chinois au cas particulier ou

les n; et les m; sont des puissances d’un méme nombre premier p : c’est-a-dire

n; = pietm; = p’i. Les groupes sont alors isomorphes si et seulement si pour
tout entier e > 1, les ensembles {i : e; = e} et {j : f; = e} sont de méme
cardinal. En d’autres termes, ils sont isomorphes si et seulement si pour tout p et
tout e, les ensembles {i : v,(n;) = e} et {j : v,(m;) = e} sont égaux, ou v,(n)
désigne 'exposant de la plus grande puissance de p divisant »n.o

Exercice 23. Soient p # 2 un nombre premier et le caractére quadratique de .
(i) Rappeler pourquoi pour chaque a € FX, on a |F()(a)| = \/E
(ii) Montrer que pour tout entier n et tout entier ] <a < p,ona
Y exp(2riakip) = O(llalp|| ™),
1<k<n

ou ||x|| est la distance de x a U'entier le plus proche.
(iii) En déduire, via la formule d’inversion de Fourier, que I'on a

| Y ()] = 0(/plog(p)®.

1<k<n

@. En étant plus précis, on peut montrer I'inégalité de Pélya-Bunorpamos=Vinogradov :

DI GIERV AT
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o(Esquisse)

(ii) En calculant 1a somme géométrique, on se ramene a montrer que |1 —exp(27if)| >
c - 0, pour une constante ¢ > 0, lorsque 6 € [0, %]. Cela résulte par exemple de la
minoration sin(f) > %0 pour 0 un angle aigu.

Il résulte de cette majoration que le nombre de résidus quadratiques modulo p
dans [a, b] est %(b —a)+ O(\/ﬁlog(p)).m

Exercice 24. Montrer que le nombre de sous-espaces de dimension d < n de F/
. d . _ —d . _ L X

est (Z)q 1= H:’zl(q’ -1 Hizl(q’ - ! H?:l (¢' = 1)~!. Equivalent lorsque g — 1

(dans les réels) ?

Exercice 25. Soient [ un corps fini de cardinal g et P € F[T] un polynome de
degré d, supposé tel que P(0) = 0 pour simplifier.
(1) Soit O(X) =[] EF(X — P(4)). Montrer que les coeflicients de O de degré
q—itelque 0 < di < g — 1 sont nuls.
(Indication : on pourra considérer HAE[F(X — P(th) = Zl, ¢;(HDXI7, our
c; € F[t] est de degré < di, et remarquer que la fonction c; est constante sur
F*<.)
(ii) Montrer que P(F) C F est 'ensemble des zéros du polynéme Q — (X7 —
X) et en déduire le théoréme suivant de Wan Dagqing [ 77 X /%] : ou bien
P(F) = Fou bien P(F) est de cardinal au plus g — %.

o(Esquisse)

(i) Le fait que c;(?) soit de degré au plus di est évident. La fonction c; est constante
sur F*; si son degré est < g—1, le polyndme ¢; est constant, égal a ¢;(0). Sii # 0, on
a ¢;(0) = 0 (car P(0) = 0). (ii) L’égalité entre 'image de P et 'ensemble des zéros
de Q ou R := Q — (X9 — X) est évidente. D’apres ce qui précede, le polynome R
est de degré < g — %. S’il est nul, P(F) = [, sinon ’ensemble de ses zéros est de
cardinal majoré par son degré.o

Exercice 26. Soit p # 2 un nombre premier. Montrer que pour tous a,b € F,, le

—ab
nombre de solutions de ’équation ax? 4+ by> = 1 est p — (——), ot le terme de
p

droite désigne le symbole de Legendre considéré en 2.4.

(Indications. [Premiére méthode] On pourra résoudre dans F, puis voir quelles
sont les solutions qui sont dans F,. [Seconde méthode] On pourra commencer par
montrer qu’il existe une solution puis en déduire que que I’ensemble des solutions de
aX? + bY? = Z? dans [P’z([Fp) est p + 1. On obtient alors le résultat en comptant le

«nombre de points a U'infini », solutions de I’équation ax® + by> = 0.)
Exercice 27. Soit u = (u,)) une suite récurrente a valeurs dans F, satisfaisant les
égalités u, = f(u,_y,u,_p,....u,_,) pour un r > 1 et une fonction f : F, — [,

Montrer que u est périodique.

oC’est un fait général qui n’est pas spécifique aux corps finis. L'ensemble [}
étant fini, il existe forcément [...]o

Exercice 28.
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(i) Soit p un nombre premier. Montrer qu’une suite a valeurs dans F, U {oo}
satisfaisant la relation de récurrence u,,,; = au;, ' +b— avec la convention
que 07! = 00,0 =0, 0+x = 00 —, a pour période p + 1 si et
seulement si le polynéme f(T') = T? — bT — a satisfait les deux propriétés
suivantes : (i) T?*! est congru modulo f & une constante non nulle (ii)
TPV (mod f) est de degré 1 pour tout nombre premier ¢ | p + 1.

(ii) Quel est le nombre de (a, b) tels que ces propriétés soient satisfaites ?

Voir [TAOCP 2, 3.2.2] pour le lien avec la génération de « nombres aléatoires »

[ AL % 2 ],

1
o[Esquisse] On veut que la matrice g € PGL,([F,) image de G := <2 b) soit

d’ordre p+ 1. Comme le polynoéme caractéristique de G est f, on aimmédiatement
le résultat. Le polynome TP — 4 ayant une unique racine, simple, dans F, pour
chaque 4 # 0, un polynéme f satisfaisant (i) est nécessairement irréductible. Le
nombre cherché est la moitié du nombre des x € [F;; d’ordre exactement p + 1

dans [F;; / [F; soit encore %(p — 1) multiplié par le cardinal des éléments d’ordre

exactement p+1 de [F;; /F,. Comme ce dernier est cyclique d’ordre p+1, le résultat

est 5(p— Do(p+ 1).0

Exercice 29.

(i) Soit p un nombre premier. Quelle est la probabilité qu'un élément de F
soit primitif (c’est-a-dire générateur [multiplicatif] de ce groupe [multi-
plicatif]) ?

(ii) 9 Montrer qu’il existe une suite de nombres premiers (p,) telle que cette
probabilité tend vers O quand n — +o0. (Indication : on pourra choisir les p,,
tels que p,,— 1 soit divisible par de plus en plus de nombres premiers et utiliser
le fait que He (1 - E_l) =0, ou ¢ parcourt les nombres premiers.)

(iii) Méme question, lorsque I'on cherche les p, de la forme p/» pour un nombre
premier p fixé.

Exercice 30. Contre-exemples aux implications possibles entre « f € A[T] irré-
ductible », « fx € K[T] » irréductible » et « f; € k[T'] irréductible ».

Exercice 31. Soit f € Z[T] un polynéme unitaire, se réduisant modulo deux
nombres premiers distincts en un produit de polyndémes irréductibles de degrés
dy,...,d,) et (eq,...,e;). Montrer que si ces décompositions sont incompatibles,
au sens ol Zield" = ZjeJej si et seulementsi I = {1,....,r}etJ = {1,...,s},

alors f est irréductible.

Exercice 32.

(i) Un nombre composé n > 2 est dit pseudo-premier [/ 7 %%] en base b
(ou b-pseudo-premier) si 5"~! est congru a 1 modulo n. Montrer que p?
est pseudo-premier en base b si et seulement si =1 =1 (mod p?).

(ii) Montrer que si n est 2-pseudo-premier, l'entier 2" — 1 aussi.



50

0(i) Résulte du fait que le PGCD de @(p?) = p(p— Detp> =1 =(p+ D(p—1)
est p — 1. (Ou, plus simplement peut-étre, p> — 1 — @(p) = p — 1 donc pl = 1
entraine b*~! = 1.

(ii) En utilisant x2 — 1 = (x — 1)(x + 1), on voit que 22"=2 _ 1 est divisible par
72" 11

—1 ’
x%"" =1 —1 pour tout x. En particulier pour x = 2. Noter que 2" —1 est bien composé

(=non premier) car n 'est.0

— 1. Comme I’exposant 211 _ 1 estun multiple de n, 'entier x" — 1 divise
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Exercice 33. §Soient k un anneau et n > 1 un entier. On rappelle que les fonc-

tions symétriques élémentaires o, , o0y € k[X/, ..., X,] sont définies par I'égalité
[I_,(T~-X)=T"+%"_ (=1)o;T""". Montrer que Fix(&, C k[ X, ..., X,]) =
kloy,...,0,], ou ©, agit sur les X; par permutation des indices.

(Indication : on pourra procéder par récurrence lexicographique sur le monéme de
plus haut degré dans Uexpression symétrique.)

. A~ s . . b b
oOn munit les mondmes de I'ordre lexicographique : X'+ X" < X'+ X"

(inégalité stricte) si et seulement si a; < b; ou (a; = b; et a, < by) ou (a; = by,
a, = b, et ay < by) etc. Pour rq, ..., r, des entiers, considérons le polynome symé-
A . ritrotetr, oty r, . .
: son mondme maximal est X 1 X5 .- X}". Soit main-
tenant un polynéme symétrique f arbitraire et A X f‘ .- X" son mondme maximal
(4 € k — {0}). Puisque f symétrique, on a a; > a, > ... > a,, sans quoi on
pourrait permuter deux variables et obtenir un monéme supérieur. Soit r(, ..., r,
les (uniques) entiers positifs telf. quer;+ry+ - 4+r, =ay,ry+ - +r, = a,
e Iy = a,,. Alors, f — 2011 ---0y" est encore symétrique mais son monoéme maxi-
mal est strictement inférieur a celui de f. On peut alors conclure par récurrence.
(Remarquer que I'on n’a pas besoin que k soit un corps.)o

n

. r1 r
trique o, ---op

Exercice 34. Soit n > 2 un entier. Montrer que le discriminant du polynéme 7" +

al + b est
n(n—1)

=Dz ("' + (A —n)"la).

(Indication : on pourra utiliser le fait que le discriminant est égala(—1) 2 Hi f(x)),
ou les x; sont les racines de f, et utiliser la formule H[_(ux,-+u) = Zi uoi(xy,....,x,)v""
ot les o; sont les fonctions symétriques élémentaires.)

Exercice 35. Soit p un nombre premier impair.

(i) Montrer que le discriminant de X? — 1 est (—1)% pP.

(ii) En déduire que Q(1/ (—1)%1)) C Q).

(iii) Lien avec les sommes de Gauf} ?
(iv) En déduire que toute extension quadratique (=de degré 2) de Q se plonge
dans une extension cyclotomique.

Exercice 36. (Stickelberger, 1897) {Soient p # 2 un nombre premier et f € F)[T]
unitaire de degré d, supposé de discriminant 4 # 0. Montrer que le nombre de
facteurs irréductibles de f dans [Fp [T'] est congru a d modulo 2 si et seulement si 4
est un carré dans .

oLa signature de Frob , agissant sur les racines de f = f/ -+ f, (décomposition ir-
réductible) dans une cloture algébrique est égale a (—1)4171...(=1)4=1 = (=1)4—".
Or, cette signature est égale a 1 si et seulement si Frob,, est une permutation paire,
ce qui est équivalent au fait que le discriminant soit un carré.o

Exercice 37. §Soient ay,...,a, € Z distincts et n > 2 un entier. Montrer que
(T —ay)--(T — a,) — 1 estirréductible dans Z[T].
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oSoit gh une factorisation non triviale. On peut supposer ces deux polynémes
unitaires. Puisque g(a;)h(a;) = —1,on a (g + h)(a;) = 0. Or, le polynéme g + h est
non nul, de degré < n. Il est absurde qu’il ait » racines distinctes.o

Exercice 38. Montrer que dans la définition d’un couple hensélien, le relevement a
de a est nécessairement unique.

Exercice 39. (amusette) Soit # un entier. On suppose que I'on a 2n+ 1 pierres telles
que pour toute pierre, 'ensemble des 2n pierres restantes puisse étre divisé en deux
tas de méme masse de n pierres. Les pierres ont-elles toutes méme masse ?
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