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REsuME. Soient S un schéma noethérien et f : X — S un morphisme propre.
D’aprés SGA 4 X1V, pour tout faisceau constructible # de Z/nZ-modules sur X,
les faisceaux de Z/nZ-modules R’ f, &, obtenus par image directe (pour la topo-
logie étale), sont également constructibles : il existe une stratification © de §
telle que ces faisceaux soient localement constants constructibles sur les strates.
A la suite de travaux de N. Katz et G. Laumon, ou L. Illusie, dans le cas particu-
lier ou .S est génériquement de caractéristique nulle ou bien les faisceaux F sont
constants (de torsion inversible sur S), on étudie ici la dépendance de & en #. On
montre qu’une condition naturelle de constructibilité et modération « uniforme »
satisfaite par les faisceaux constants, introduite par O. Gabber, est stable par les
foncteurs R’ f, . Si f n’est pas supposé propre, ce résultat subsiste sous réserve de
modération a 'infini, relativement a .S. On démontre aussi I’existence de bornes
uniformes sur les nombres de Betti, qui s’appliquent notamment pour les fibres
des faisceaux R’ f, [, ou £ parcourt les nombres premiers inversibles sur S.

ABSTRACT. Let S be a Noetherian scheme and f : X — S a proper morphism.
By SGA 4 X1V, for any constructible sheaf & of Z/nZ-modules on X, the sheaves
of Z/nZ-modules R’ f, F obtained by direct image (for the étale topology) are
themselves constructible, that is, there is a stratification © of .S on whose strata
these sheaves are locally constant constructible. After previous work of N. Katz
and G. Laumon, or L. Illusie, on the special case in which S is generically of
characteristic zero or the sheaves & are constant (with invertible torsion on .S),
here we study the dependency of @ on % We show that a natural “uniform”
tameness and constructibility condition satisfied by constant sheaves, which was
introduced by O. Gabber, is stable under the functors R’ £, . If f is not proper, this
result still holds assuming tameness at infinity, relative to .S. We also prove the
existence of uniform bounds on Betti numbers, in particular for the stalks of the
sheaves R’ f, F,, where £ ranges through all prime numbers invertible on .
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INTRODUCTION

0.1. Soient S un schéma et f : X — .S un morphisme propre de présentation
finie. D’apres un théoréme de finitude classique, dt a Michael Artin et Alexander
Grothendieck ([SGA 4 XIV, 1.1]), pour tout faisceau constructible & de
Z/nZ-modules sur X, les faisceaux de Z/nZ-modules R’ f, %, obtenus par image
directe, sont également constructibles : (lorsque S est cohérent, par exemple
ncethérien) il existe une stratification & de S telle que les faisceaux R’ f, & soient
localement constants et de présentation finie sur les strates. (Ils sont également
nuls pour i > 0 indépendamment de %.)

A f fixé, il est naturel de s’interroger sur la dépendance de © en %, notam-
ment sous la forme suivante, qui n’est qu'un cas particulier des questions que 'on
souhaite aborder ici :

Existe-t-il une stratification © qui convienne pour tous les fais-
ceaux R' f, Z/nZ, ou n parcourt les entiers inversibles sur .S ?

(Notons que si 'entier n parcourt les puissances d’'un méme nombre premier /,
comme cela est naturel du point de vue de la cohomologie /-adique, la réponse a
la question précédente est trivialement « oui ».)

0.2. SiSestde type fini sur le corps C des nombres complexes, I'existence d’une
telle stratification est bien connue en vertu du résultat analogue pour le morphisme
d’espaces topologiques X (C) — S(C) — cf. par exemple [BoREL et collab. 1984,
V.10.16] ou [BEILINSON, BERNSTEIN et DELIGNE 1982, p. 153, premier paragraphe]
— et du théoreme de comparaison entre cohomologie de Betti et cohomologie étale
de M. Artin et A. Grothendieck ([SGA 4 XVI, 4.1]).

0.3. Bien entendu, tant pour les applications que pour les démonstrations, il est
utile de ne pas se restreindre a des faisceaux constants mais de considérer des fais-
ceaux — et méme des complexes — constructibles le long d une stratification X de X
(au sens évident rappelé en 1.1.3). Cependant, en cohomologie étale, des phéno-
meénes de ramification sauvage font que 'on ne peut s’attendre a ce que, donnés
un morphisme propre f : X — S et X une stratification de X, il existe une
stratification @ de S telle que les images directes supérieures par f de faisceaux
sur X constructibles le long de X soient constructibles le long de &. En effet, si
par exemple ¢ est un nombre premier fixé, k un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique p > 0 divisant £ — 1 et y : Z/pZ — [F) un caractere non-trivial, les
Fy-faisceaux d’Artin-Schreier &£ := &, ((x— A)y) sur Alx/[Fp XAIy/[Fp sont lisses pour

chaque A € k mais les faisceaux image directe exceptionnelle R pr,, & ne sont
pas constructibles le long d’'une méme stratification de Alx/[Fp, indépendante de 4 :le

faisceau R pr,, £, est non nul et a support dans {1}. (Voir [LAuMON 1987, 1.2.2.2]
pour l’analogué (-adique et [ORGOGOZO 2003, p. 139—140] pour une discussion du
méme phénoméne dans une autre perspective.) La fleche R? pr,, £, > R? pr,, Z)
d’oubli des supports étant un isomorphisme ([LAumon 1987, 1.3.1.1]), on voit éga-
lement que 'on ne dispose pas d’'un analogue uniforme « naif » du théoréme [Th.
finitude, 1.9 (ii)] de commutation au changement de base générique : en tout point
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au voisinage duquel R? pr,, <&, commute au changement de base, sa fibre est né-
cessairement nulle. Cependant, comme I’a démontré Luc Illusie — motivé par une
question de Jean-Pierre Serre —, la situation est aussi bonne que possible si I'on
consideére des coefficients constants (voir [ILLUSIE 2010]).

La formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi¢ ([SGA 5 X, 7.2]) montre également
que l'on ne peut obtenir de bornes uniformes sur les nombres de Betti, comme
celles rappelées au paragraphe suivant, sans hypothése de modération.

0.4. Dans [KaTz et LAUMON 1985, §3] (voir aussi par exemple [FOUVRY et KaTz
2001, §2] et [KaTz 1990, §13]) sont établis des résultats intermédiaires entre I’énon-
cé topologique rappelé ci-dessus et des énoncés, a démontrer, tenant compte de la
ramification sauvage. Nicholas Katz et Gérard Laumon établissent notamment le
résultat suivant, sous I’hypothese technique supplémentaire que .S est de type fini
sur un schéma ncethérien régulier de dimension inférieure ou égale a 1 ([KaTz et
LAaumoN 1985, 3.1.2]) : il existe un entier N > 1 et une stratification © de .S tels que
pour chaque nombre premier /, chaque # € Ob D2(X[1/N/], Q,) constructible le
long de X[1/N/], le complexe Rf, ¥ € ObD.(S[1/N/],Q,) est constructible le
long de ©[1/N/]. (« Constructible le long de ... » : voir 1.1.3.) De plus, les auteurs
majorent uniformément la taille des images directes : il existe une constante C telle
que pour chaque s € S[1/N/] on ait I'inégalité

IRAFI(s) <C - sup [[FZ[|(x),
xef1(s)
ou || #||(x) = Zi dimg, H' (X )5 pour un choix arbitraire de point géométrique x
au-dessus de x € X.

Ce résultat s’appuie sur la résolution des singularités d’Hironaka et n’est inté-
ressant que si la caractéristique générique de S est nulle. Cette hypothése permet
également, grace au lemme d’Abhyankar relatif (cf. [ibid., §3.4.2] et [SGA 1 XIII,
5.5]), d’ignorer la ramification sauvage.

0.5. L’objectif de ce texte est de s’affranchir de ces restrictions : les « fibrations
élémentaires » ([SGA 4 XI, §3]) utilisées dans [KaTz et LAUMON 1985] sont rem-
placées par des courbes nodales, dont I'ubiquité a été démontrée par Aise Johan
de Jong ([DE JONG 1996 ; DE JONG 1997]). Armé de cet outil et familier des techniques
de dévissages en cohomologie étale, on est confronté a la difficulté suivante : trou-
ver un énoncé de stabilité de familles « (uniformément) constructibles et modé-
rées ». On le doit a Ofer Gabber, dont la contribution a cet article ne s’arréte pas
la. Un point clef est que « uniformément » doit étre interprété localement pour la
topologie propre — engendrée par la prétopologie dont les morphismes couvrants
sont les morphismes propres et surjectifs — (ou la topologie £), idée que 'on trouve
déja dans une lettre de Richard Pink a N. Katz ([P1Nk 1995]), pourtant antérieure
aux travaux de A. J. de Jong. (L’insuffisance d’une localisation pour la topologie
finie est expliquée en 3.2.)

Les méthodes employées ici font que la plupart des résultats de cet article sont de
démonstration plus simple dans le cas particuliers des schémas de type fini sur un
anneau de Dedekind mais nous les énoncons pour des schémas quasi-excellents,
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quitte a en donner la démonstration en deux temps. Il est apparu que ’hypothése
d’excellence n’était pas toujours nécessaire, notamment pour le théoréeme d’unifor-
mité propre ; pour ne pas retarder a nouveau la publication de ce texte, nous avons
préféré nous contenter d’esquisser les modifications a apporter (voir par exemple
3.5.5). Nous espérons que le lecteur nous pardonnera ce choix.

0.6. Signalons maintenant quelques limites de la méthode. Tout d’abord, on ai-
merait des résultats d’indépendance de ¢, beaucoup plus forts, mais qui semblent
malheureusement hors de portée : la descente cohomologique — utilisée de facon
répétée — fait naturellement apparaitre des différentielles dans la suite spectrale
correspondante ; on ignore si elles sont « motiviques » (cf. [DE JoNG 1996, intro-
duction]). D’autre part, comme expliqué ci-dessus, on obtient notamment des ma-
jorations de nombres de Betti : peut-on calculer explicitement une borne et les
nombres de Betti d’'un schéma donné pour chaque ¢ donné ? Les techniques de cet
article ne permettent pas de répondre a cette question (voir cependant [MADORE et
OrGoGozo 2015] pour le calcul des nombres de Betti). Enfin, nous ne considérons
des situations sauvages que de facon superficielle : on se raméne immédiatement a
des cas modérés pour lesquels les techniques classiques — voir par exemple [SGA
7 X1II, 2.1.9-11] — s’appliquent. Il serait intéressant de reprendre les résultats de
cet article a la lumiére des travaux plus récents sur la ramification sauvage (voir
par exemple [KaTo et SarTo 2013)).

0.7. Remerciements. C’est avec un grand plaisir que jexprime mes sinceres re-
merciements a Ahmed ABBES, Nick Karz, Arthur Ogus, Joél Riou, Jean-Pierre
SERRE, ZHENG Weizhe (¥84£%%) et tout particuliérement Sarro Takeshi (77 FE%X)
pour avoir relevé une erreur dans une version antérieure de ce texte ainsi qu’Ofer
GABBER et Luc ILLUSIE pour leur aide cruciale et leurs encouragements.

1. DEFINITIONS, SORITES ET PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES

1.1. Constructibilité.

1.1.1. Soit X un schéma ncethérien. Une stratification de X est une partition fi-
nie (ensembliste) X en sous-schémas réduits localement fermés (non vides), ap-
pelés strates. Si pour toute strate .S le bord 0.5 = .S — S est réunion de strates,
on dit que X est une bonne stratification. Un schéma stratifié est un schéma
muni d’une stratification. Enfin, une stratification X de X est adaptée a une partie
Z C X sichaque strate de X est contenue dans Z ou X — Z.

Faisons les observations suivantes :

(1) toute stratification se raffine en une bonne stratification ([Stacks, lemme
09Y5]).

Et dans le cas d’une bonne stratification :

(2) toute strate, étant localement fermée, est ouverte dans son adhérence ;
(3) tout strate .S maximale pour la relation d’ordre partiel « x < y si et seulement
six Cy» estouverte: X \.§ = UT#ST = UT;&ST'


http://stacks.math.columbia.edu/tag/09Y5
http://stacks.math.columbia.edu/tag/09Y5
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Si f : Y — X est un morphisme, on note Xy ou f*¥ la stratification de Y
déduite de X par image inverse (réduite) des strates.

1.1.2. Mise en garde. Notons que I'image inverse d’'une bonne stratification par
un morphisme f : Y — X n’est pas nécessairement bonne : si .S est une par-
tie localement fermée, I'inclusion f~1(S) C f~'(S) peut étre stricte. De méme,
si U est un ouvert d’'un schéma ncethérien X, il n’est en général pas vrai que la
stratification {U, X ~ U} soit bonne.

Compte tenu de (1) ci-dessus, ces observations n’ont pas de conséquence fa-
cheuse.

1.1.3. Soient X un schéma et (X', X’) un X-schéma stratifié ncethérien. On dit
qu’un faisceau étale sur X est constructible le long de X’ (ou X’-constructible)
si son image inverse sur X' est (ensemblistement) constructible et localement
constante sur chacune des strates de X'. Lorsque X’ = X, on retrouve la défi-
nition de [KATz et LAUMON 1985, §3.0].

Dans cet article on dira souvent « lisse » pour «localement constant (ensem-
blistement) constructible » et, assez systématiquement, « faisceau » pour « faisceau
étale ».

A des fins de dévissage, le résultat suivant — obtenu en utilisant (3) supra® et
procédant par récurrence — est particulierement utile. (C’est principalement ce fait
qui motive I'usage de bonnes stratifications.)

1.1.4. Proposition ([SGA 4 IX, 2.5]). Soient (X, X) un schéma ncethérien stratifié
et F un faisceau abélien constructible le long de X. Si X est bonne, il existe une
filtration finie sur & de gradué isomorphe a une somme directe de faisceaux du type
i1 2L ouj S < S est'immersion ouverte d’une strate de X dans son adhérence,
i limmersion fermée de S dans X et £ est un faisceau abélien lisse sur S. De plus,
il existe une telle filtration de longueur majorée par un entier ne dépendant que de X
(et pas de F).

L’énoncé ci-dessus est une variante de celui de [SGA 4 IX], dans lequel on se
donne une partition de X.

1.2. Unipotence.

1.2.1. Soient X un schéma et (X', X’) un X-schéma stratifié ncethérien. On dit
qu’un faisceau étale abélien sur X est unipotent le long de X’ (ou X’ -unipotent)
si ses tirés en arriére aux strates de X’ sont extensions de faisceaux constants.
Il est dit localement unipotent le long de X’ (ou X’-localement unipotent)
si pour tout hensélisé strict T de X' — ou de fagon équivalente tout X’-schéma
strictement local T'—, son image inverse sur le schéma T est unipotent le long
de X7. Par exemple, un faisceau lisse est localement unipotent (le long de toute
stratification).

®. Comme me l'ont signalé L. Illusie et Zheng W., ’énoncé peut étre mis en défaut si la
stratification n’est pas bonne.
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(A la formulation preés, cette définition se trouve dans [PINk 1995]%.)

1.2.2. Notons qu’un faisceau abélien constructible qui est localement unipotent
le long de X est automatiquement constructible le long de X : une extension de
faisceaux lisses est lisse ([SGA 4 IX, 2.1 (iii)]) et la lissité se teste sur les hensélisés
stricts (cf. [SGA 4 IX, 2.13 (i)]).

1.2.3. Si & est un faisceau lisse sur un ouvert dense U normal connexe d’un
schéma X et X est une stratification adaptée a U, le faisceau constructible j,Z est
localement unipotent le long de X si et seulement si il 'est le long de la stratifica-
tion {U, X ~ U} : sur un schéma normal, I'unipotence d’un faisceau lisse se teste
en les points maximaux.

Lemme. Soient X un schéma ncethérien normal intégre de point générique n. Un
faisceau étale abélien lisse sur X est unipotent, c’est-a-dire extension de faisceaux
constants, si et seulement si sa restriction an l est.

1.2.4. Soient G un groupe et & un X-faisceau étale abélien muni d'une
action de G, c’est-a-dire d’'un morphisme G — Aut(¥). Nous dirons que & est
G-unipotent s’il existe une filtration finie croissante par des sous-faisceaux
G-stables &; telle que G agisse trivialement sur les quotients F; |/%;.

1.2.5. Lemme. Un G-faisceau abélien constructible F sur un schéma ncethérien X
est G-unipotent si et seulement si pour tout point géométrique X — X, la fibre F est
G-unipotente.

Démonstration. La condition sur les fibres géométriques est évidemment néces-
saire. Considérons la réciproque. Les deux conditions étant stables par extension,
restriction a un ouvert (resp. fermé) et application des endofoncteurs j,j' et i,i*,
un dévissage immédiat nous rameéne au cas particulier ou F est de la forme j, &,
ou Z est un faisceau abélien lisse et j une immersion ouverte. Le prolongement
par zéro préservant la G-unipotence, on peut supposer que & est un faisceau lisse.
En considérant la fibre en un point géométrique de X (que l'on peut supposer
connexe), on est ramené a montrer que si M est un groupe abélien fini muni d’une
action continue d’un groupe profini 7 et de 'action d’'un groupe G commutant
a 'action de x, le groupe M est G-unipotent en tant que 7-module continu si et
seulement si il 'est en tant que groupe abélien. Or, si v € M — {0} est un point
fixe de G, le sous-z-module N de M engendré par v est muni d’une action tri-
viale de G et la suite exacte 0 > N — M — M/N — 0 permet de conclure par
récurrence. UJ

1.3. Modération.

®. Je remercie L. Illusie de m’avoir communiqué cette lettre, apres la rédaction des principaux
résultats de cet article.
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1.3.1. Un faisceau & sur un schéma ncethérien X est dit modéré si pour tout
hensélisé strict T'de X — ou de facon équivalente tout X-schéma strictement lo-
cal T —, de point fermé ¢, et tout point géométrique u de T localisé en u, ’action
de 7| (u, u) sur la fibre #; en u se factorise a travers un quotient d’ordre premier a
I'exposant caractéristique du corps résiduel x ().

1.3.2. Cette définition, due a O. Gabber, satisfait les deux compatibilités
suivantes :

(1) un faisceau localement constant est modéré ;
(2) un faisceau sur un trait est modéré au sens ci-dessus si et seulement si sa res-
triction au point générique est modérée au sens usuel ([SGA 1 XIII, 2.1.1]).

1.3.3. Un faisceau abélien de torsion inversible sur X et localement unipotent
est modéré : pour tout p-groupe fini P et tout entier nlp®, une extension de
Z/nZ[ P]-modules triviaux est triviale.

1.4. Sorites. Soit X un schéma ncethérien. La propriété, pour un faisceau abél-
ien Fsur X, d’étre constructible (resp. modéré, localement unipotent) le long d’une
stratification X est stable par :

1.4.1. raffinement de la stratification : ' = {X ;} raffine X = {X;} s’il existe
pour chaque j un indice i tel que X} C X;;

1.4.2. image inverse du faisceau et de la stratification;

1.4.3. prolongement par zéro depuis un fermé : si F est constructible (resp. mo-
déré, localement unipotent) le long de X eti : X < Y est une immersion fermée,
le faisceau i, F est constructible (resp. modéré, localement unipotent) le long de
la stratification de %) déduite de X par ajout de la partie Y ~ X C Y. Quitte a raf-
finer cette stratification i, X, il existe une bonne stratification de Y, indépendante
de #, le long de laquelle le faisceau est constructible (resp. modéré, localement
unipotent).

(Signalons que la stratification ci-dessus est bonne par exemple si X n’est nulle
part dense dans Y)

1.4.4. Deplus, sil’on considere des faisceaux abéliens de torsion inversible sur X,
on a également stabilité par extension du faisceau. C’est tautologique, sans ’hypo-
theése sur la torsion, pour I'unipotence locale. Cela résulte de la semi-simplicité de
I’action des sous-groupes de Sylow pour la modération (cf. 1.3.3).

1.4.5. Remarque. Signalons une fois pour toutes que la condition de modéra-
tion est particuliere en ce sens qu’elle ne fait pas intervenir de stratification. Il
nous a semblé préférable, ici et par la suite, de ne pas I'isoler pour autant des deux
autres conditions (constructibilité et locale unipotence, le long d’une stratification).
Prendre garde au fait que c’est la seule des trois propriétés qui soit stable par sous-
quotient quelconque ; on a cependant le substitut ci-dessous.

@. On utilise dans cet article la notation de Donald Knuth pour indiquer que deux nombres
sont premiers entre eux.
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1.4.6. Soit k : Z < X une immersion ouverte ou fermée. Si F est un fais-
ceau sur X constructible (resp. localement unipotent) le long d’une stratification X
adaptée a Z (au sens de 1.1.1), alors le sous-quotient kk*F du faisceau F est
constructible (resp. localement unipotent) le long de X. (Amplification : dans 1.1.4,
le gradué est également constructible (resp. localement unipotent) le long de X.)
De plus, il existe pour toute stratification X une stratification la raffinant adaptée
a Z :intersecter les strates avec Z et son complémentaire. Elle est bonne si X 'est.

Signalons également le fait suivant, de vérification immédiate.

1.4.7. Soient X, des stratifications des composantes irréductibles X, de X. Il
existe une stratification X de X satisfaisant la propriété suivante : tout faisceau F
sur X dont les restrictions aux X, sont constructibles (resp. modérées, localement
unipotentes) le long de X, est également constructible (resp. modéré, localement
unipotent) le long de X. (Voir 1.5.4 pour une généralisation.)

1.4.8. Enfin, ces conditions sont locales pour la topologie de Zariski (et méme
étale) : si U; — X est un recouvrement de X par des ouverts de Zariski, le fais-
ceau F est constructible (resp. modéré, localement unipotent) le long de la stra-
tification X si et seulement si, pour chaque i, le faisceau F| U, I'est, le long de la
stratification Xy, de U;.

1.4.9. Mise en garde. Il n’est par contre pas vrai qu’un faisceau a la fois modéré
sur un ouvert et sur son complémentaire est nécessairement modéré : il faut que le
prolongement par zéro de I'ouvert a ’espace entier soit modéré. Plus précisément,
sij : U < X est une immersion ouverte, i : F < X I'immersion fermée du
complémentaire et & un faisceau de torsion inversible sur X tel que j j*Fet i i*F
— ou, de fagon équivalente, i* F — soient modérés, alors F est modéré : cela résulte
de la suite exacte
0— jjj*F > F - i ji*F - 0.

(Notons que les supports des faisceaux étant disjoints, I’extension est modérée sans
hypothése sur les coeflicients ; cf. 1.4.4.) Méme résultat dans le cas constructible
(resp. localement unipotent) le long d’une stratification adaptée a U.

Signalons cependant que cette subtilité — qui aura son importance en 4.4 —
n’apparait pas dans le cas constructible (ou globalement unipotent) : si F est un
faisceau, U un ouvert de complémentaire Fet X une stratification adaptée a U, alors
F est constructible (ou globalement unipotent) le long de X dés que %y et F psont
constructibles (resp. globalement unipotents) le long de X, et X  respectivement.

Pour référence ultérieure, signalons la variante suivante (dont on omettra avec
raison la lecture).

1.4.10. Amplification. Soient j : U & X etk : F° & F := X \ U deux im-
mersions ouvertes et X une stratification de X adaptée a U et F°. Notons j’ I'im-
mersion ouverte de U’ := U U F° dans X. Alors, si j,j* & est constructible (resp.
modéré, localement unipotent) le long de X et k\k*(#F) est constructible (resp.
modéré, localement unipotent) le long de X, alors le faisceau j| j’*!c/f” est égale-

ment constructible (resp. modéré, localement unipotent) le long de X.
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1.5. Constructibilité, modération et unipotence uniformes. Soient X un
schéma ncethérien, T une topologie sur la catégorie des X-schémas de type fini et
F = (¥,),e4 une famille de faisceaux étales abéliens sur X (ou plus généralement
sur des ouverts U, de X ; voir 1.5.2).

1.5.1. La famille F est dite constructible (resp. modérée, localement unipo-
tente) pour la topologie T s’il existe une famille couvrante (¢; : X; — X);es
pour la topologie T et des stratifications X; des X telles que les faisceaux g%,
A € A, soient tous constructibles (resp. modérés, localement unipotents) le long
des X; (1.1.3). Si 'on souhaite étre plus précis, on dit également les faisceaux F;
sont modérés (resp. rendus localement unipotents) par les g;, X; (ou simple-
ment par les g;). Pour insister sur le fait que 'on considére une famille de fais-
ceaux et non un seul faisceau, on dira parfois que le famille est « uniformément »
constructible (resp. modérée, localement unipotente).

Lorsque T est la topologie grossiere, on dit simplement qu'une famille est
« constructible (resp. modérée, localement unipotente) sur X ».

Signalons que la définition précédente, et 'introduction du terme de « famille »
de faisceaux, n’est qu'une commodité de langage dont on pourrait se passer (com-
parer avec [KaTz et LAumoN 1985, §3)).

1.5.2. Convention. Pour tout entier n, on note « — = —[1/n] » le foncteur de chan-
gement de base de Spec(Z) a Spec(Z[1/n]). Par exemple, si X est un schéma, on
note X [1/n] le produit fibré X Xg,c.(z) Spec(Z[1/n]). De méme pour un morphisme
de schémas ou une stratification par exemple. Si cela ne semble pas préter a confu-
sion, nous noterons parfois «— —T» ce foncteur, I'entier n étant alors sous-
entendu.

Pour éviter certaines lourdeurs, nous omettrons parfois la mention de ces fonc-
teurs. Par exemple, étant donné un schéma ncethérien X, on dira de maniére abu-
sive qu'une famille de faisceaux &, de Z/n;Z-modules sur X[1/n,] est « construc-
tible sur X » s’il existe une stratification X de X telle que les &, soient construc-
tibles le long de X[1/n,].

1.5.3. Une famille est constructible (resp. modérée, localement unipotente) pour
la topologie étale si et seulement si elle ’est pour la topologie grossiére (c’est-a-dire
sur X).

La proposition suivante — dont nous ne ferons pas usage dans cet article — limite
sérieusement 'intérét de la définition 1.5.1 dans le cas constructible. (Voir égale-
ment 1.6.7 infra pour un énoncé de modération « automatique » pour une famille
a un élément.) Elle renforce le résultat bien connu selon lequel un faisceau & sur X
est constructible si et seulement si son image inverse par un morphisme surjectif
de présentation finie I'est ([SGA 4 IX, 2.8] ; voir aussi [OrRGoG0zo0 2006, §9.1, 10.5]).

1.5.4. Proposition. Soient X un schéma ncethérien et (X', X') un X-schéma sur-
jectif de type fini, stratifié. Il existe une stratification X de X telle que tout faisceau
F sur X constructible le long de X' soit constructible le long de X.
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Une famille constructible localement pour les topologies considérées dans cette
article (topologie A, topologie des altérations) est donc méme constructible pour la
topologie grossiere.

Démonstration. Supposons X irréductible pour simplifier (cf 1.4.7). Il existe un ou-
vert V' C X' d’une strate de X’ tel que U := f(V') contienne le point générique
de X. Quitte a rétrécir V; on peut supposer U ouvert et le faisceau constructible
IT := (V — U),2 — ou 2 est le faisceau constant de valeur {0, 1} — lisse, de
formation compatible au changement de base.

Montrons que sous ces hypothéses tout faisceau F sur X lisse sur V' C X' est
également lisse sur U C X ; ceci permet de conclure par récurrence ncethérienne.
Le schéma U étant noethérien donc localement connexe par arcs ([SGA 4 IX, 2.12]),
il suffit de vérifier que pour chaque morphisme y ~ X de points géométriques de U,
le morphisme de spécialisation F5 — Z; est un isomorphisme ([SGA 4 IX, 2.13]).
Par hypothése sur le faisceau 11, les fleches zo(Vy) — no(V Xy Ux) < 7o(Vy)
sont des isomorphismes de sorte que toute composante connexe Wde V' Xy U,
rencontre V5 et V5. Ainsi, le morphisme y ~ X se releve dans W en une chaine de
spécialisations-générisations ; la conclusion résulte alors de la lissité de F sur W.

O
1.6. Un «lemme » d’Ofer Gabber.

1.6.1. Motivations. Comme signalé dans I'introduction, nous utiliserons principa-
lement dans cet article la topologie propre ou — compte tenu du caractére Zariski
(et méme étale) local de nos conditions — la topologie h. (Voir aussi 1.6.5 infra.) Les
dévissages, de nature géométrique ou faisceautique (cf. 1.1.4), et le formalisme des
six opérations font jouer un role clef aux immersions fermées. Le résultat suivant
de O. Gabber a pour conséquence que tout se passe dans cet article comme si tout
h-recouvrement d’un fermé est trace d’un h-recouvrement de ’espace ambiant.

1.6.2. Proposition (O. Gabber). Soient X un schéma ncethérien, i : F < X une
immersion fermée et f . F' — F un morphisme fini (resp. propre) et surjectif.
Il existe un morphisme fini surjectif (resp. une altération) X' — X tel que toute
composante irréductible T de F Xy X', munie de la structure réduite, soit la source
d’un F-morphisme vers F'.

F'e---__
F«----- FX/%H;TQ
1o
X «----- X'

La suite de cette section 1.6 est consacrée a la démonstration de cette proposition
et quelques conséquences.
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1.6.3. Cas propre. 1l résulte de [OrRGOGOzO 2006, lemme 4.3] (également da a
O. Gabber) que le cas propre se raméne au cas fini, traité ci-dessous. Pour la
commodité du lecteur, nous rappelons brievement ’argument. Comme expliqué
dans [ibid.], il résulte du théoréme de platification par éclatement, qu’il existe
pour tout sous-schéma fermé intégre Z de F un éclatement Z — Zetun
diagramme commutatif

Fléooopon Z oo Z'
proprel altération |  fini
Fe—d—— Z ¢ Z =Eclg(2).

Par compacité de F", il existe un nombre fini de fermés inteégres Z; tels que F
soit la réunion des ouverts Z; — R;, ou R; est le centre de I’éclatement Z = Z;.

Soit X I'éclatement dominant les éclatés de X le long des R; et notons T, les
composantes irréductibles du produit fibré Fg := F Xy X. Par construction,
chaque T, s’envoie sur un Z Le schéma T’ = 1,T,, obtenu par changement
de base comme dans le diagramme ci-dessous, est alors fini surjectif sur Fy et il
existe un F-morphisme de T’ vers F’'. Comme annoncé, ceci nous rameéne au cas
ou le morphisme F' - F est fini (surjectif).

F’ Z] < T,
propre fini O fini
F Z; ¢-mmmmm e T, CFxxX
T+ Eclg,(X) -+
¥ / \ )Z= EClu_R[(X)

1.6.4. Cas fini. On commence par supposer X affine pour simplifier.

1.6.4.1. Rappelons ([Bourbaki A, VI, §6, n°5], [LoMBARDI et QUITTE 2011, II1.§4,
VIL.§4] ; voir aussi [BHARGAVA et SATRIANO 2014, §6]) que si A est un anneau et
f € A[t] est un polynome unitaire, on peut définir 'algebre de décomposition
universelle Adu,(f) de f, quotient de I’anneau A[y;,1 < i < deg(f)] par les
relations obtenues en imposant ’égalité Hi(t —y;) = f(t). Si P est une famille
finie de polynéme unitaires, on note Adu,(P) le produit tensoriel des Adu,(f),
pour f € P, au-dessus de A. Lorsque X = Spec(A), on note Sdu y(P) le schéma
de décomposition universel, spectre de cette algébre. Par construction, pour
tout point x” de Sduy(P) d’image x dans X, 'extension k(x")/k(x) est finie quasi-
galoisienne (=normale).

1.6.4.2. Lorsque dans 1.6.2 le schéma X est affine, le morphisme fini F' — F
correspond a un morphisme fini O(F) — O(F’) de O(X)-algébres. Choisissons
arbitrairement des générateurs ay, ..., a, de O(F') sur O(F) satisfaisant des équa-
tions unitaires ¢; € Q C O(F)[t], que 'on reléve (arbitrairement) en des équations
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unitaires p; € P C O(X)[t]. Soit X' := Sduy(P) le schéma de décomposition
universel associé ; le produit fibré Fy: := F Xy X' est alors Sdug(Q).

Soit x” un point de X’ d’image x € Fdans X. Pour tout point f’ de F’ au-dessus
de x, il existe par construction un x-morphisme x" — f’.

x' Fyr —+— X'
f' F’ O
X F— 1t X

Appliquant ceci aux points maximaux de Fy/, on observe que pour toute com-
posante irréductible T, de Fy- il existe un F-morphisme de son point générique
vers F'. Par construction également, ce morphisme s’étend, de fagon unique, a
la composante irréductible T, tout entiere (munie de la structure réduite). En ef-
fet, tout diagramme commutatif comme-ci dessous, ou K, K’ et K” sont les corps
des fractions d’anneaux intégres R, R’ et R”, se compléte par un R-morphisme
R - R".

K" R” Adug(qy, ..., q,)
K, — R, — R[XI, ~-~’xn]’ qi(xi) = O

1.6.4.3. Cas général : on ne suppose plus X affine, mais on se donne un recouvre-
ment fini par des ouverts affines U;. Posons F; := F Xy U,.

Lorsque F; est non vide, on considere un schéma de décomposition universel
U/ -» U, associé (non canoniquement) comme ci-dessus au diagramme F; -
F; & U; (ou F/ := F' Xp F;). Le morphisme U/ — U, s’étend en un morphisme
fini X/ » X : considérer le coproduit de X \ U; avec une approximation de la
normalisation de X dans U/, qui coincide avec U/ sur U;. (Ecrire la normalisation
comme une limite de X-schémas finis.)

Lorsque F; = @ (C’est-a-dire F N U; = @), on pose X/ = X.

Soit X' le produit fibré sur X des X/. La démonstration du paragraphe pré-
cédent s’applique mutatis mutandis, I'unicité susmentionnée des prolongements
nous permettant de se restreindre aux schémas affines U;.

1.6.5. La proposition 1.6.2, dans le cas particulier ou F = X, entraine qu’une fa-
mille constructible et modérée (resp. constructible et localement unipotente) pour
la topologie A l'est aussi pour la topologie des altérations.
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1.6.6. Remarque (O. Gabber). Bien que nous n’en ferons pas usage, observons que
si une famille est « modérée » (ou rendue localement unipotente) par une altéra-
tion, elle 'est aussi par une altération génériquement étale. Cela résulte de I'inva-
riance du topos étale par homéomorphisme universel ([SGA 4 VIII, §1]) et du fait
que toute altération X' — X se décompose en X' —» X" — X, ou X" — X est
une altération génériquement étale et X’ — X" est un morphisme fini radiciel.
En effet, si X’ — X est localement défini par une injection d’anneaux A < B,
avec A et B intégres, on peut factoriser cette injection en A < A[Bpn] < B cette
construction se recolle et, pour n grand, 'extension Frac(A[B""]) / Frac(A) ainsi
obtenue est étale (cf. p. ex. [Bourbaki A, V §7 n°7, cor. 2 (démonstration)]).

Terminons par une application, qui est une conséquence immédiate du lemme
de Gabber précédent et de la possibilité de trivialiser un faisceau lisse par un mor-
phisme fini étale.

1.6.7. Proposition. Tout faisceau constructible sur un schéma ncethérien est modéré
par un morphisme fini surjectif.

Démonstration. Quitte a plonger le faisceau, &, dans Z/nZ[% ] pour un entier n >
1, on peut supposer le faisceau abélien. (On utilise le fait que F +— Z/nZ[F]
commute aux fibres.) Par passage a la limite — utiliser par exemple [THOMASON
et TROBAUGH 1990, C.9] et [SGA 4 IX, 2.7.4] — et stabilité par image inverse, on

peut supposer le schéma ncethérien excellent. Par dévissage (triangle j,j* — Id —

.ok Tl " R , , .
i,i* —) et la proposition 1.6.2, on se raméne par récurrence ncethérienne sur X

au cas d’un faisceau de la forme j,&, ou j : U < X est une immersion ou-
verte d’image dense et Z est un faisceau lisse. Soit U’ — U un revétement étale
trivialisant &£ et considérons le normalisé X’ — X de X dans U’. Le faisceau
(X' = X)*(j, &) est modéré. O

1.7. Extensions ponctuelles.

1.7.1. Soient f : X — Y un morphisme de topos, {#;},c, des faisceaux abél-
iens sur X et N > 0 un entier. On dit qu’un faisceau & sur Y est N-extension
ponctuelle de sous-quotients des &, (resp. relativement a f) s’il existe pour
chaque point y de Y une filtration a N crans de la fibre &, dont les quotients suc-
cessifs sont des sous-quotients de fibres des &, en des points de X (resp. au-dessus
de y).

1.7.2. Sorites. Les faits suivants sont de vérification immédiate.

(i) Soient f : X — Y un morphisme, & un faisceau abélien sur X, un mor-
phisme 7 : X' — Xet f' : X' — Yle composé f o z. Si un faisceau &
sur Y est N-extension ponctuelle de sous-quotients de &' = 7*F rela-
tivement a f’, il est également N-extension ponctuelle de sous-quotients
de F relativement a f.

(ii) Soient f : X — Y un morphisme, k : Z < X une immersion, et # un
faisceau abélien sur Z. Un faisceau & sur Y est N-extension ponctuelle de
sous-quotients de F relativement au composé g := f o k si et seulement
si il est N-extension ponctuelle de k, relativement a f.
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(iii) Soient f : X — Y un morphisme, # un faisceau sur X,
+1
K| > K> Ty —

un triangle distingué de complexes sur Yet g un entier. Si chaque H/(%)),
A € {1,2}, est N,-extension ponctuelle de sous-quotients de F relative-
ment a f, le faisceau HY.% est (N| + N,)-extension ponctuelle de sous-
quotients de & relativement a f.
(On appliquera ceci au cas particulier ou les deux complexes K ; sont
obtenus par application du foncteur Rf, a une suite exacte 0 - %, —
F — Fo — 0 de faisceaux sur X.)
(iv) Soient f : X - Z =(g : Y - Z)o(h : X - Y) un morphisme,
% un faisceau sur X, € un faisceau sur Y et # un faisceau sur Z. Si &
est N;-extension ponctuelle de sous-quotients de F (relativement a h)
et # est N,-extension ponctuelle de sous-quotients de & (relativement
a g), alors # est (IN| X N,)-extension ponctuelle de sous-quotients de F
(relativement a f).
(On appliquera ceci au cas particulier ou & := R'h, Fet # = R/g, L)
(v) Soient

!/

X —5 x'

o

Ye——Y'

un carré commutatif avec g surjectif sur les points et & (resp. &) un fais-
ceau abélien sur X (resp. Y). Pour tout entier N > 0, le faisceau & est
N-extension ponctuelle de sous-quotients de F relativement a f si et
seulement si le faisceau g* ¥ est N-extension ponctuelle de sous-quotients
de g’ *F' relativement a f.

(On appliquera ceci au cas particulier d’'un carré cartésien de
morphismes munis de la topologie étale, f est un morphisme propre,
€ :=RIf,F,etg*% =Rig\.F')

2. LEMMES D’ABHYANKAR ET COURBES NODALES

2.1. Paires toriques et courbes nodales : rappels.

2.1.1. Rappelons que si X est un schémaet j : U & X est un ouvert dense, la
paire (X, U) est dite torique ([MocHIZUKI 1999, 1.2]) ou log-réguliére ([STG VI,
1.4]) si le schéma X muni de la log-structure® image directe Oy N j, O < Oy
est log-régulier et U est l'ouvert de trivialité de cette log-structure. (Par défini-
tion, un log-schéma log-régulier est fin et saturé [fs].) Tout log-schéma (X, M y)
log-régulier est de ce type; cf. p. ex. [GABBER et RAMERO 2016, 10.5.53]. L’exemple

®. Comme expliqué en [GABBER et RAMERO 2016, 7.2.12] cette log-structure sur X, muni de
la topologie étale, n’est pas nécessairement fine.
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typique d’une paire torique est constitué d'un schéma régulier X et du complé-
mentaire U du support d’un diviseur a croisements normaux (resp. a croisements
normaux strict). Une telle paire est dite réguliere (resp. strictement réguliére).
Réciproquement, toute paire torique (X, U) avec X régulier est une paire réguliere
au sens précédent. Nous commettrons I’abus de notation suivant : si (X, U) est to-
rique, on désignera également par (X, U) le log-schéma muni de la log-structure
introduite ci-dessus.

2.1.2. Soit maintenant X un schéma ncethérien. Rappelons qu'un X-schéma Y
est une courbe nodale si le morphisme structural 2 : Y — X est projectif, plat,
a fibres géométriques des courbes connexes ayant au pire des singularités quadra-
tiques ordinaires. Nous dirons d’une courbe nodale 2 : Y — X qu’elle est adaptée
a une paire (Y°, X°), ou Y° (resp. X°) est un ouvert dense de Y (resp. X) lorsque les
conditions suivantes sont satisfaites :

— le morphisme £ est lisse au-dessus de X°;

— il existe un diviseur D étale sur X contenu dans le lieu lisse de f tel que
Y°=h"'(X)n(Y - D).

.6 9.6)

-

D« Y
N}
—x— X

Un lien avec la géométrie logarithmique est donné par la proposition bien
connue suivante ([STG VI, 1.9], [MocHIZUKI 1999, 4.2] ou [SAI1TO 2004, 1.12]).

2.1.3. Proposition. Soith : Y — X une courbe nodale adaptée a une paire d’ouverts
denses (Y°, X°) telle que (X, X°) soit torique. Alors le morphisme (Y,Y°) — (X, X")
est log-lisse et la paire (Y, Y ") est torique.

(Voir aussi 2.3.6.)
2.2. Pureté.

2.2.1. Soient X un schéma régulier connexe, D un diviseur a croisements nor-
maux et U = X \ D. Pour tout faisceau Z lisse sur U = X \ D, il est équivalent
de demander que le prolongement par zéro j, & soit modéré au sens de 1.3.1 ou
bien que & soit modéré le long de D au sens usuel (c’est-a-dire : pour tout point
maximal d de D, I'inertie sauvage du corps discrétement valué Frac(Oy ,) agit tri-
vialement). Seule une implication est non triviale ; elle résulte immédiatement du
lemme d’Abhyankar usuel ([SGA 1 XIII, 5.2]).

2.2.2. Considérons maintenant une variante logarithmique du critére de modé-
ration précédent s’appuyant sur un théoréme de pureté logarithmique (Katé K.,
cf. p. ex. [MocHIZUKI 1999, 3.3]). On ne suppose plus la paire (X, U) réguliére
mais seulement torique. La condition de modération en les points maximaux du di-
viseur D garde un sens, car X est normal ([KATO 1994, 4.1] ou [GABBER et RAMERO
2016, 10.5.29]). Si un faisceau abélien £ de Z/nZ-modules, lisse sur U, satisfait
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cette condition, il existe un revétement étale U’ — U, modéré le long de D (au
sens usuel, [GABBER et RAMERO 2016, 11.3.16], [ILLUSIE 1981, 2.6]) trivialisant Z.
Soit X’ le normalisé de X dans U’ ; le morphisme X' — X est fini et surjectif.
D’aprés [GABBER et RAMERO 2016, 11.3.43], la paire (X', U") est torique et le mor-
phisme de log-schémas (X', U’) — (X, U) est un revétement log-étale, au sens
de [ibid., 11.3.13]. Lorsque X est strictement local d’exposant caractéristique rési-
duel p, le groupe fondamental logarithmique de la paire (X, U) est abélien d’ordre
profini premier a p ([ibid., 11.3.41]). Il en résulte formellement que le faisceau j, &
est modéré. Résumons ces observations sous la forme d’un lemme.

2.2.3. Lemme. Soient (X, U) une paire torique, j : U & X 'immersion ouverte et
& un faisceau abélien lisse sur U de Z/nZ-modules (n > 1). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) le prolongement par zéro j, & est modéré (au sens de 1.3.1);
(ii) & est modéré le long de D : pour tout point maximal d de D, l'inertie sau-
vage du corps discrétement valué Frac(Oy ,) agit trivialement sur la fibre
de & en un point géométrique au-dessus de d.
(iii) il existe un revétement log-étale (X',U") — (X, U) tel que Ly soit trivial.

2.2.4. Remarque. L’analogue de ce lemme pour 'unipotence est faux : il existe
par exemple une paire torique (X, U) avec X strictement local de dimension 2 et
un faisceau Zlisse sur U qui n’est pas unipotent (sur U) mais localement unipotent
en les points maximaux de X — U. En effet, comme expliqué en [ibid., 11.3.52-55],
on peut calculer le groupe fondamental du spectre épointé X * := X — {x} (pour X
de dimension quelconque) et en particulier ([ibid., 11.3.57]) construire une paire
comme ci-dessus telle que 7 (X*) = Z/2Z.

2.3. Image directe : courbe nodale. Faute de référence adéquate, ce paragraphe
est consacré a la démonstration de la proposition suivante. (Signalons cependant
que, dans le cas localement unipotent, cet énoncé et une esquisse de preuve — dif-
férente — figurent dans [PINKk 1995].)

2.3.1. Proposition. Soient X un schéma ncethérien, h : Y — X une courbe nodale
adaptée a une paire d’ouverts denses (Y°, X*°), avec X° normal, et & un faisceau lisse
de Z/nZ-modules sur Y°, ot n est un entier inversible sur X, tel que j, < soit modéré
(resp. localement unipotent le long de la stratification ) := {Y°,Y ~Y"} de Y), ou
j désigne U'immersion ouverte Y° < Y. Alors, les faisceaux R'h, (j,#) (0 < i < 2)
sont constructibles et modérés (resp. localement unipotents) le long de la stratification
X:={X, X X"} deX.

Nous traitons d’abord le cas ou la paire (X, X°) est torique : cela est suffisant
pour établir le théoreme de constructibilité uniforme pour les morphismes propres
dans le cas des schémas quasi-excellents. Le cas des schémas noethériens généraux
est ensuite esquissé.

Fixons un entier i € {0, 1,2}.

2.3.2. Constructibilité. Le faisceau R'h, (j,Z) est nul sur le fermé X \ X° : cela
résulte du théoréme de changement de base propre et du fait que 'ouvert Y° ne
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rencontre pas le fermé h~1(X \ X°). Montrons maintenant que R'A, (j, &) est lisse
sur 'ouvert X°. On peut supposer X = X°. Le lemme bien connu ci-dessous et
la propreté de A nous ramenent au cas ou X est un trait hensélien, qui résulte de
[SGA 7 XIII, 2.1.11].

(Le méme argument se trouve dans [PINK 1995, théoréme 4].)

Lemme. Soient X un schéma ncethérien, (f : Y — X,%) une paire cohomolo-
giquement propre et ¢ > 0 un entier tel que # := R f, F soit constructible. Alors,
Z est lisse si et seulement si pour tout X-trait strictement hensélien T, le faisceau
R fr«Fy, est lisse surT.

Démonstration. Par propreté cohomologique, il s’agit de montrer que le faisceau
constructible 7 est lisse si ses tirés en arriere sur tout X-trait strictement hensé-
lien le sont. Or, d’apres [SGA 4 IX, 2.13 (i)]), il faut montrer que pour toute spé-
cialisation b ~ a de points géométriques de X, le morphisme #, — #, est un
isomorphisme. D’apres [EGA I, 7.1.9], il existe un morphisme local T — X (@) 1D
duisant un isomorphisme sur les corps résiduels en les points fermés et envoyant
le point générique de T sur ('image de) b. Ceci suffit pour conclure. U

2.3.3. Modération : cas ot la paire (X, X°) est torique. Soitx : (Y',Y'") - (Y,Y")
un revétement log-étale tel que £}y = 7°* £ soit constant (2.2.3). La transitivi-
té des images directes et un dévissage classique (cf. par exemple [Th. finitude, A,
1.3.3]), reposant sur le fait que le prolongement par zéro du conoyau de la fleche
& o nix°* L est également modéré, nous raménent & montrer que pour tout
revétement log-étale 7 : (Y',Y’") - (Y,Y"), le faisceau R'(h o 1), (j| Z/nZ) est
modéré. (On note j’ le changement de base j Xy Y'.) D’apres les résultats rappelés
au paragraphe précédent, ce faisceau est le prolongement par zéro d’un faisceau
lisse sur X°. Le lemme d’Abhyankar logarithmique (2.2.3), nous permet de suppo-
ser dans le cas torique que X est un trait strictement hensélien, dont nous notons 7
le point générique de sorte que X° = {#}, sans quoi X = X° etiln’y a rien a dé-
montrer. Soit 7 un point géométrique au-dessus de 7 ; on veut montrer que l’action
de 7;(n,7) sur H, é(Yﬁ’ ", ZInZ) est modérée. Par lissité de V" sur 5 et dualité de
Poincaré, il suffit de démontrer la modération de la cohomologie sans support (en
degré cohomologique 2 —i). Ceci est un cas particulier du résultat suivant ([ILLUSIE
2002, 8.4.3]) :

Soient (W, 4 y,) un log-schéma fin et saturé, propre et log-lisse
sur (X, #n) d’ouvert de trivialité W° contenu dans VVH, et n un
entier inversible sur X. Alors I'action de 7;(n,7) sur chaque
H/(W;, ZInZ) est modérée.

2.3.4. Unipotence : cas d’un trait. Commencons par le cas ou X est un trait stric-
tement hensélien et X° = {#}. Notons s le point fermé de X et 7 un point géo-
métrique au-dessus de 7. On veut montrer que I’action de 7z, (n, ) sur H.(Y;>, &) =
H(Y,, ¥, Jy<Z) est unipotente. Il suffit de montrer que pour chaque a, I'action de
7y (n, 1) sur ¥} (j, ) est unipotente, c’est-a-dire (1.2.4) qu’il existe une filtration
de ce faisceau a gradué muni de I'action triviale. D’aprés 1.2.5, le probléme est
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local (pour la topologie étale) sur Y, (donc sur Y) et on peut alors supposer, par dé-
vissage, que le faisceau localement unipotent & est constant, de valeur Z/nZ pour
un entier n inversible sur X. Le triangle

¥, (j ZInZ) — PR(ZInZ) — ¥ liys ZInZ) = i, ¥ x(ZInZ) — +1,

ou i est 'immersion fermée du diviseur D dans Y (et I’égalité résulte de [SGA 7 XIII,
1.3.6.1]), nous ramene a démontrer I'unipotence des faisceaux ¥} (Z/nZ). Or, il est
bien connu que I’action de I'inertie sur ces faisceaux est triviale (voir par exemple
[ILLusik 2004, §3.3] et [SGA 71, 3.3]).

2.3.5. Unipotence : cas général. On procede par réduction au cas précédent. Le
théoréme de changement de base propre nous permet d’une part de supposer le
schéma de base X strictement local intégre, de point fermé x et de point géné-
rique n € X° — dont on note 77 — 7 un point générique géométrique — et d’autre
part d’exprimer la cohomologie RI'(Yz, j;Z£) de la fibre générique géométrique
comme la cohomologie RI'(Y,, ¥, 7(j, <)) dela fibre spéciale Y, a coefficients dans
un complexe naturellement muni d’une action de 7, (#, 77), calculant la cohomologie
des fibres de Milnor :

W= (Y, & Y)R(Y; = Y),.

(Sur la théorie de P. Deligne des cycles évanescents en dimension > 1, voir par
exemple [LAuMoON 1983].) D’apreés 1.2.3 et la normalité de X°, il suffit de montrer
que l'action du groupe de Galois 7 (n,7) sur chaque Hi(Yﬁ" ,Z) est unipotente. La
description précédente et le critére 1.2.5 nous rameénent a démontrer 1’énoncé lo-
cal suivant : pour tout entier 0 < a < 2 et tout point géométrique y de Y localisé
eny € (Y \Y°),, 'action du groupe de Galois 7;(#,7) sur le groupe de cohomo-
logie H“(I_/,j!g) = 'P;fﬁ(jlg)y de la fibre de Milnor V := Y5 Xx 7 est unipotente.
(Rappelons que j est 'immersion ouverte Y° < Y.) Par hypothése, la restriction
du faisceau £ a V' := Y5, Xy 1 est unipotente ; par dévissage, on peut donc sup-

poser le faisceau < constant de valeur L. Le triangle j,L — L — i, L 5 sur Y,
nous raméne 4 montrer que l'action de z,(n,7) sur H*(V, L) et H*~!(V'xy D, L)
est unipotente, ou D est le fermé de Y constitué des diviseurs horizontaux. Par lo-
cale acyclicité des morphismes lisses seul est a considérer le premier groupe, dans
le cas particulier o y est un point singulier du morphisme 4. Notons que le lieu
singulier du morphisme £ est fini sur la base : la proposition [EGA II, 7.1.7] nous
permet comme dans le lemme ci-dessus (et [OrRGOGOzO 2006, §7.1]) de supposer
que X est un trait, par comparaison avec la théorie classique des cycles évanes-
cents de Grothendieck. (On utilise ici un théoréme de P. Deligne de commutation
au changement de base, rappelé en [ibid., prop. 6.1].)

2.3.6. Modération : cas général (esquisse). Comme dans le paragraphe précédent,
on se ramene a démontrer I’énoncé local suivant (pour X strictement local, de point
fermé x) : pour tout point géométrique y de Y localisé en y € (Y \ Y°),, 'action
du groupe de Galois 7,(,7) sur les groupes de cohomologie H*(V, j, &) de la fibre
de Milnor V := Y5, Xx 7 est d’ordre premier a I'exposant caractéristique p de x.
Nous traitons icile cas ou Y — X n’est pas lisse en y, 'autre cas étant semblable et
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plus élémentaire. D’aprés [F. KaTo 2000, §2, p. 227]® (voir aussi [MoCHIZUKI 1995,
§3]), le morphisme 4 : Y — X est sous-jacent a un morphisme log-lisse saturé
Y, N) - (X, M) entre log-schémas fins et saturés (fs) tel que le lieu de trivialité
de (Y, V) (resp. de (X, #)) contienne la fibre Y, (resp. 17). Notons Vla fibre Y5 X x 7,
normale par [GABBER et RAMERO 2016, 10.7.17 (i)] ; la restriction a V' du faisceau &
correspond a une représentation de 7;(}"), qui — par hypothése de modération —
se factorise a travers son plus grand quotient ; (V') |, premier a p : le groupe fon-
damental du schéma V est un quotient du groupe de Galois du point générique v
de Vet l'action de ce dernier se factorise par hypotheése a travers un quotient pre-
mier a p. Les revétements d’ordre premier a p de V étant modérés, ils proviennent
de la log-structure d’apres le théoreme [ibid., 11.4.39] d’acyclicité des morphismes
log-lisses : il existe donc un morphisme Kummer-étale (Y', /") — (Y, /) tel que
la restriction de & a la fibre V' = Y(’y) X x n correspondante soit I'image inverse
d’un faisceau sur 7, de monodromie premiere a p. (On utilise ici le fait que le groupe
fondamental de V est extension de 7, (17,7) par le groupe fondamental de V.) Ceci
nous rameéne a démontrer la modération dans le cas particulier ou £ est un fais-
ceau constant. Par commutation des cycles proches aux changements de base dans
ce cas (rappelée en 2.3.5 supra), on peut supposer que X est un trait, de corps des
fractions x(1). La modération est connue dans ce cas (2.3.3).

2.4. Image directe : immersion ouverte réguliére. Ce paragraphe est consa-
cré a la démonstration de la proposition suivante, dont on trouvera une variante
en [GABBER et LOESER 1996, lemme 4.3.2], et notamment d’'un complément sur la
taille des images directes.

2.4.1. Proposition. Soient j : X° < X une immersion ouverte telle que la paire
(X, X°) soit strictement réguliére (2.1.1) et & un faisceau lisse de Z/nZ-modules
sur X°, ot n est un entier inversible sur X, tel que j, & soit modéré (resp. localement
unipotent le long de { X°, X~ X"}). Soit D la stratification de X définie par la fonction
semi-continue supérieurement associant a un point le nombre de branches de D :=
X ~ X° y passant. Alors, les faisceaux R°j, & (c € N) sont constructibles et modérés
(resp. localement unipotents) le long de la stratification D.

De plus :

(i) si X est lisse sur un schéma S et D = X \ X° est le complémentaire d’un
diviseur a croisements normaux relativement a S, la formation de R°j, &
commute aux changements de bases S’ — S;

(ii) sik : X < X est une immersion ouverte et k,j, modéré (resp. locale-
ment unipotent le long de la stratification {X°, X ~ X°} de X), le complexe
k\Rj,Z est a cohomologie modérée (resp. localement unipotente le long de
la stratification définie par D, et le fermé F = X ~ X).

«Nombre de branches » : c’est le rang des fibres de R!j, F,, pour £ inversible
sur X, ou encore le rang de la log-structure naturellement associée a (X, X°) — de
sorte que D est la stratification canonique ([STG VI, 1.5]) — : on choisit donc D de
sorte que le théoreme soit automatiquement vrai pour les faisceaux constants.

®. Je remercie Arthur Ogus de m’avoir communiqué cette référence.
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Traitons tout d’abord I’assertion principale dans le cas constructible modéré ; la
commutation au changement de base (i) est établie en 2.4.3 et le léger renforce-
ment (ii) en 2.4.4. Le cas unipotent, plus facile, est traité en 2.4.5, directement sous
la forme forte (ii).

2.4.2. Cas modéré. L’énoncé étant local pour la topologie étale, on peut suppo-
ser X strictement local. Le diviseur D est donc réunion transverse de diviseurs
réguliers D; = div(t;), ou les 7, ...,7, sont des éléments de I'(X, Oy). Comme
dans [DELIGNE 1980, §1.7.8], posons X, := X[(t,.)”’ : 1 < i < b] pour chaque
entier > 1. C’est un schéma régulier ([SGA 1 XIIL 4.1]) et X; = X° Xy X, est
le complémentaire d’un diviseur strictement a croisements normaux D,. Notons
7, le morphisme fini X, - X, z; : X; — X° le morphisme étale qui s’en déduit
par restriction a 'ouvert X° et j,. : X; < X, I'immersion ouverte. L’hypothése de
modération assure que pour chaque < comme dans I’énoncé il existe un entier r,
premier a la caractéristique résiduelle de X, tel que &, = z.* & soit un faisceau
constant sur X,, de fibre que nous notons L (droit).

L=2% X — X,
nrl O lﬂr
J

oL X —>eo—X

Le morphisme d’adjonction & —» &£’ := m; 2, €étant injectif de conoyau lisse
et modéré le long de D, il suffit — par récurrence sur le degré cohomologique —
d’établir la proposition pour le faisceau &’. (Comparer avec [Th. finitude, A, 1.3.3]
et 2.3.3.) Par transitivité des images directes, on aRj, &' = 7, Rj. Z,. Puisque
I'image directe par z, transforme un faisceau constructible modéré le long de D, en
un faisceau constructible modéré le long de 9, il suffit de traiter le cas r = 1, c’est-
a-dire < constant. Cela résulte de la pureté cohomologique absolue, démontrée
par O. Gabber (voir par exemple [STG XVI, 3.1.4]).

2.4.3. (i) : commutation au changement de base. La propreté cohomologique du
morphisme fini 7, nous permet, comme dans le paragraphe précédent, de nous
ramener au cas particulier ou le faisceau £ est constant : on veut montrer que le
faisceau R¢j, L commute aux changements de base S’ — S'lorsque L est constant,
fini, de torsion inversible sur S. Cela résulte de [Th. finitude, A, 1.3.3 (i)].

2.4.4. (ii) : étude a I'infini, cas modéré. On démontre maintenant I’énoncé 2.4.1 (ii)
dans le cas modéré, en « passant a la limite sur r ». (Cette présentation, plus élé-
gante que que l'originale, nous a été proposée par O. Gabber.?)

Fixons un entier ¢ > 0. Le probléme étant a nouveau local pour la topologie étale,
on peut supposer X strictement local, d’exposant caractéristique p > 1. Soit d un
point géométrique localisé en d € D := X \ X°, d’exposant caractéristique p, di-
visant p. (L’énoncé a démontrer est trivial si on se place en un point de X ~ X ou
de X°.) On veut montrer que I'action du groupe de Galois 7, (d, d) sur H°(X Eﬁ)’ <L)

@. Ci-dessous, comme ailleurs, 'auteur est bien s{ir seul responsable des erreurs.
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—ou X
by (d) 3 . by ’ 7’ . 7 14
a travers un quotient premier a p. Par pureté, les dévissages du paragraphe précé-

est 'ouvert normal X* Xy X 7 de 'hensélisé strict en d — se factorise

dent montrent que ce groupe de cohomologie est isomorphe a H“’(ﬂinOd(X 23), 1), L),
ou L est la fibre de £ en un point générique géométrique 77 de X EE) localisé en un

: ° mod o =
point 7 de X(E)’ et 7} (X(E)’ n

ou b est le nombre de branches de D en d. Le faisceau & étant modéré sur X, I’ac-

) est (non canoniquement) isomorphe a 2(”:1)(1)]’ ,

tion du quotient (X Ed)’ 1) de 7 (n,7) sur L se fait a travers un quotient d’ordre
premier a p. La conclusion résulte alors du lemme ci-dessous, appliqué a la suite

° @
téristique 1 (X°(d)) » ninOd(XE'g)) = ﬁl(XEE))/N, ou G est le groupe de Galois, A le
groupe fondamental modéré ﬂ{nOd(X ) et enfin 7 le quotient 7| (X ( d))/N . Notons

exacte déduite de 1 — 71(X>5) — ﬂl(ng)) — ﬂl(d,a) — 1 par le quotient carac-

()
que les groupes d’inertie modérés en les points maximaux de D engendrent A et

sont stables sous ’action naturelle de G car les branches sont définies sur I’hensé-
lisé (non strict) X¢,,.

Lemme. Soient p un nombre premier, nLp un entie,1 - A - 7 - G — 1 une
suite exacte de groupes profinis et L un Z/nZ-module fini muni d’une action continue
de & se factorisant a travers un quotient premier d p. On suppose de plus le groupe A
abélien et produit fini, comme G-module, de groupes procycliques sans torsion d’ordre
premier a p. Alors, pour tout entier ¢ > 0, laction de G sur H°(A, L) se factorise a
travers G | ,.

Démonstration. La décomposition G-équivariante de A en produit, la suite spec-
trale de Hochschild-Serre et 'hypothése nlp — garantissant la stabilité par exten-
sion de la propriété a démontrer — nous ramenent immédiatement au cas parti-
culier ou A est procyclique ; géométriquement, cela revient a supposer qu’il n’y a
qu’une branche (b = 1 avec les notations précédentes). Pour un tel A, il est bien
connu que la cohomologie de L est concentrée en degrés {0, 1} et H'(A, L) (resp.
H'(A, L(1))) sont respectivement les invariants et coinvariants de A C' L. (Voir par
exemple [STG XVII, §1.2] pour une discussion de ces isomorphismes, indépendants
du choix d’un progénérateur.) L’action de z sur L se factorisant par un quotient
d’ordre premier a p, il en est de méme de I’action de G sur ces sous-quotients.

O

2.4.5. (ii) : cas unipotent. Comme précédemment, on peut supposer X strictement
local et, par hypothése, & extension de faisceaux constants sur X° puis, par dévis-
sage immédiat, constant et méme isomorphe a Z/nZ quitte a remplacer n par un
diviseur. Il s’agit donc de montrer la locale unipotence des faisceaux k\Rj, Z/nZ,
pour 7 inversible sur X. Cela résulte immédiatement de la pureté cohomologique
absolue [STG XVI, 3.1.4].

Ceci achéve la démonstration de la proposition 2.4.1. Nous souhaitons maintenant
borner la taille des images directes par I'immersion ouverte j. (L’étude des fibres
de k\Rj, s’y rameéne immédiatement.)

2.4.6. Proposition. Soitc > 0 un entier. Il existe une fonction ¢, : N — N telle que
pour toute paire réguliéere et strictement locale (X, X°), tout entier n > 1 inversible
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sur X et tout faisceau lisse & de Z/nZ-modules sur X° constructible et modéré le
long de X ~ X° = Zle D, le groupe de cohomologie H*(X°, £) soit ¢.(b)-extension
ponctuelle de sous-quotients de &, ot b désigne le nombre de branches de D := X~ X".

« extension ponctuelle » : cf. 1.7.

Démonstration. Reprenons les notations du paragraphe 2.4.2. Soient r tel que
72* & soit constant, de fibre L, et 1, x le groupe cyclique d’ordre r des racines de
I'unité d’ordre divisant r dans I'(X, Oy). Le revétement X, — X° étant galoisien
de groupe uf’ x> le complexe RI'(X®, &) se réécrit RI’ (p.f, v-RI'(X}, L)). Rappelons
([SERRE 1968, VIII.§4]) que si G = (o) est un groupe cyclique et M un G-module,
la cohomologie de G a valeurs dans M est représentée par le complexe périodique

c—1 t c—1 t
0 M M M M

out = de c& et le premier M est placé en degré 0. Cette description, uniforme

en r, nous ramene au cas particulier ou r = 1, c’est-a-dire ou Z est constant, que

I'on peut alors supposer isomorphe a Z/nZ. Dans ce cas, la conclusion résulte de
C

la pureté : H(X*, Z/nZ) = /\ (Zb/an).
Alternativement, on aurait pu passer a la limite sur r et utiliser la description de

H¢(A, L) faite en 2.4.4. Ceci permet d’ailleurs d’établir immédiatement ’annulation
HY(X°,Z) =0 pour c > b. [l

3. IMAGE DIRECTE PAR UN MORPHISME PROPRE

Nous allons montrer que la propriété d'une famille d’étre constructible et mo-
dérée (resp. localement unipotente) pour la topologie des altérations est stable par
image directe propre. Cette stabilité est mise en défaut sil’on considere la topologie
finie au lieu de la topologie des altérations (voir 3.2).

Ces résultats sont connus de longue date d’Ofer Gabber.

3.1. Enoncés.

3.1.1. Théoréme (d’uniformité propre). Soient S un schéma ncethérien
quasi-excellent, f : X — S un morphisme propre, « : X' - X une altération
et X une stratification de X'. Il existe une altération f : S’ - S et une
stratification © de S’ telles que pour tout entiern > 1, touti > 0 et tout faisceau F
de Z/InZ-modules sur X[1/n] dont I'image inverse a[1/n]*F est constructible et
modeérée (resp. constructible et localement unipotente) le long de X[1/n] (au sens
de 1.1.3, 1.3.1, 1.2.1) alors chaque ﬁ’[l/n]"(R"f[1/}1],‘,(9T est constructible et modéré
(resp. constructible et localement unipotent) le long de ©[1/n].
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90{ k. 4
X «— X'

|
l)
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Ele

De plus, il existe un entier N, dépendant uniquement du triplet (f, a, X), tel que
chaque R! f[1/n], F comme ci-dessus soit N-extension ponctuelle de sous-quotients
de F relativement a f (au sens de 1.7).

3.1.2. Tout faisceau abélien constructible sur un schéma ncethérien étant modé-
ré par un morphisme fini surjectif (cf. 1.6.7), on peut voir ’énoncé 3.1.1 comme
une amélioration du théoréme classique de constructibilité des images directes par
un morphisme propre ([SGA 4 XIV, 1.1]), du moins lorsque 'on suppose la base
neethérienne quasi-excellente. (L’hypothése d’excellence est d’ailleurs superflue ;
voir 3.5.5 pour une esquisse d’argument, dont les détails sont laissés au lecteur.)

Il est également naturel d’exprimer le théoréme précédent sous forme « déri-
vée ».

3.1.3. Soient «,X comme ci-dessus et n inversible sur X. Notons
Dg;Od(X ,ZInZ) la sous-catégorie triangulée de Df(X ,Z/nZ) des com-
plexes a cohomologie constructible le long de X et modérée par a. Il existe
p,© tels que Rf, Dé’(X ,ZInZ) — Db(S Z/nZ) induise un foncteur entre
les sous-catégories DZ";"d(X,Z/nZ) - Dmed(S Z/nZ). (Comparer avec
[BEILINSON, BERNSTEIN et DELIGNE 1982, §2.2.10 17].) Soit maintenant n = (n;);cy
une famille d’entiers. Notons Dg,"xlOd(X ,Z/nZ) la catégorie triangulée produit
H Dmed(X[I/ni],Z/niZ) et Dmed(X,Z/QZ)h la colimite sur (a,X), des
catégories triangulées DS&Od(X ,ZInZ).

Si f : X — S est un morphisme propre, le théoréme ci-dessus affirme que les
foncteurs Rf, : DE(X[1/n;],Z/n;Z) — D5(S[1/n;], Z/n;Z) induisent un foncteur

DEmod( X 7/nZ), — DE™OY(S, ZInZ),,.

Mémes énoncés pour les catégories Dz 1;ﬁp(X ,ZInZ) et Df P (x| 7ZInZ) 5> définies
de maniére évidente.

Ces énoncés sont non triviaux méme lorsque tous les n; sont égaux : si I'on ne
consideére par exemple que des [)-faisceaux dans le théoréme 3.1.1 (pour un ¢ fixé),
la conclusion ne résulte pas directement, pour I de cardinal > 1, du théoréme de
constructibilité usuel et fixer un ¢ ne semble d’ailleurs pas simplifier la démons-
tration. Notons cependant que si les entiers n; sont des puissances d’'un méme
nombre premier /, la généralité apportée par I’ensemble d’indices I est illusoire :
un Z/{" Z-faisceau constructible & est muni d’une filtration %, := (* de gradués
des [Fy-faisceaux constructibles, lisses (resp. modérés, localement unipotents) si et
seulement si il en est ainsi de #. (51 F est méme plat, les gradués non nuls sont
isomorphes a F/{F.)
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3.1.4. Remarque. Soient X un schéma propre et lisse sur un corps algébriquement
clos k de caractéristique p > 0, D un diviseur a croisements normaux et U 'ouvert
complémentaire. Il résulte du théoréme précédent qu’il existe une constante Cy
telle que pour tout ¢ # p et tout Fy-faisceau lisse & sur U, modéré le long de D,
on ait hi(U, Z) < Cx p - rang(Z). Comme I'a expliqué Claude Sabbah a I'auteur,
on peut en donner la démonstration suivante lorsque k est le corps C de nombres
complexes. Soit T un voisinage tubulaire ouvert de D(C) tel que I'inclusion du
compact K = X(C)—T dans U (C) soit une équivalence d’homotopie ; le groupe de
cohomologie Hﬁem’ LU(C), Z) est donc isomorphe a ngm, (K, Z). Par compacité,
il existe un recouvrement fini V; de K par des ouverts simplement connexes. Il en
résulte que la cohomologie de U(C) a valeurs dans & est ’aboutissement d’une
suite spectrale dont les objets de la premiere « page » ne dépendent que des V;
et du rang de Z. On conclut par le théoreme de comparaison Betti-étale d’Artin-
Grothendieck. Il serait sans doute intéressant d’adapter cet argument au cas d'un
corps quelconque a ’aide d’un voisinage tubulaire adéquat.

3.2. Un exemple. L'objet de cette section est de montrer que I'image directe
d’une famille de faisceaux constants constructibles (donc, a fortiori, constructible
et modérée pour la topologie grossiere) n’est pas nécessairement modérée pour la
topologie finie. Il est pour cela nécessaire de considérer une base de dimension > 1.
On commence par rappeler une construction exprimant un groupe de monodro-
mie locale, en dimension 2, comme un groupe de monodromie globale en dimen-
sion 1. (Ce résultat est bien connu ; cf. par exemple [KaTo et SarTo 2013, 2.6.3.1].)
On rappelle ensuite un résultat de Igusa garantissant I’existence de familles a un
paramétre a grosse monodromie.

3.2.1. Soient k un corps algébriquement clos, U, un ouvert de X, = P! et
X = A%. On considére I'application rationnelle XX, (u,v) = t = u/v et l'on
note U C X l'ouvert complémentaire des droites u = Av pour 4 € X, — U,.
Notons O € X lorigine, X, I'hensélisé (strict) et U le produit fibré
X0y Xx U. Le morphisme U — U, induit un morphisme entre les groupes
fondamentaux, de méme que Uy — U. Par composition, on en déduit un
morphisme 7;(Ug)) — 7;(Up); nous allons voir que ce dernier morphisme est
surjectif. (La surjectivité de 7;(U) — m;(U,) est quant a elle triviale, U — U,
ayant une section.)

Soit V) un revétement fini étale connexe de U, ; on veut montrer que le produit
fibré Vy Xy, U o) est également connexe. Notons ¥ la normalisation de X, dans V;,
et ¥ celle de X dans I'image inverse V' := ¥, Xy, U. Montrons que la fibre de
Y — X au-dessus de lorigine O est connexe, c’est-a-dire est un point. Soit X'’
I’éclatement de X en l'origine ; c’est un fibré en Al sur X, o- Il en est donc de méme
du produit fibré Y’ := X' XX, Y, sur Y;. De la normalité de Y’, donc de O(Y"), et
de I'égalité Y, = V, on tire que le morphisme Y — X est la factorisation de Stein
du morphisme Y’ — X. La fibre de Y’ — X au-dessus de l'origine étant Y;), donc
connexe, il en est de méme de celle de Y — X©.

®. L’auteur remercie Takeshi Saito de son aide dans la rédaction de cet argument.
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3.2.2. Soient maintenant p un nombre premier impair, k = [Fp, g=letf € k[x]
un polynéme de degré 2g sans facteur carré. Notons U, I'ouvert Spec(k[t][ f ®~ 1)
de Alk ety : € — U, lacourbe projective lisse d’équation affine V= f(x)(t—x).
Pour chaque nombre premier impair £ # p, notons % le F-faisceau lisse R! my,Fe
sur Uj. D’aprées [Icusa 1959] lorsque g = 1 et [Yu 1995] en général, le groupe
de monodromie géométrique de F, est tout le groupe symplectique Sp(2g, ).
Rappelons rapidement un argument possible : le prolongement par zéro de #, a
Alk étant convolution additive de deux faisceaux de Kummer (quadratiques) expli-
cites (voir [KATz et SARNAK 1999, 10.1.17]), les résultats généraux de [KaTz 1988,
chap. 8] entrainent que le faisceau F, est « Fourier-irréductible » au sens d’op.
cit. La conclusion résulte alors de la théorie de Picard-Lefschetz — la monodromie
est engendrée par des transvections — et d'un théoreme de théorie des groupes
([ZaLEsskIi et SEREZKIN 1976]). (Voir aussi [KATz et SARNAK 1999, p. 293—300]
ainsi que [DELIGNE 1974a, 5.11] pour des variantes /-adiques.)

3.2.3. Soit Ul'ouvert de X = A% défini & partir de U, comme en 3.2.1. On étend
la courbe 7y = 7y, Xy, U en une courbe propre 7y au-dessus de X par normali-
sation, en voyant € Xy, U comme un revétement double de P[}. Pour chaque ¢ # p
impair, la monodromie locale en I'origine O € X du faisceau lisse Rl 7z, F, sur U
est, d’apres les résultats des deux paragraphes précédents, le groupe Sp(2g, [F)).
Rappelons® que son cardinal est le produit (8’ Hf (¢% — 1). 11 en résulte que lors-
qu’une puissance p” de p divise £ — 1 — ce qui se produit pour une infinité de
nombres premiers ¢ — les p-Sylow de la monodromie locale en I'origine sont de
cardinal au moins p".

Ceci a pour conséquence qu’il n’existe pas de X-morphisme fini surjectif mo-
dérant simultanément tous les faisceaux R' 7y, [F,, pour £ # p impair. Par contre,
I’éclatement X’ — X convient car chaque RlnXU*[Fg est modéré sur X, de méme
que son tiré en arriere par X' — X|,.

3.3. Premieres réductions. Nous commencons la démonstration du théoréeme
3.1.1 — dont nous reprenons les notations — par des réductions diverses. Le com-
plément sur la majoration des fibres est traité en 3.6.

®©. Voir par exemple [E. ARTIN 1957, chap. III], ou [SERRE 2007, 6.5.1] et [STEINBERG 1968, §9,
th. 25] pour des résultats plus généraux.
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3.3.1. Réduction au cas ou X' = X. Nous vérifions ici que le théoréme d’unifor-
mité propre découle du cas particulier ou 'altération @ : X' — X de la source est
I'identité. Soit X, le cosquelette de @ — c’est un hyperrecouvrement propre de X
([SGA 4 Vbis], [DELIGNE 1974b, 5.3.8]) — et notons X; (j > 0) les stratifications
déduites de X sur X’ = X, par image inverse sur chaque X ;. Pour tout faisceau #
sur X[1/n] comme dans I'énoncé, on a Rf[1/n], F = Rf,[1/n], F,, ou f, est le
morphisme X, — S et #, le tiré en arriére de F sur (le topos total du schéma
simplicial) X,[1/n].

Si F est constructible et localement unipotent le long de X[1/n], il en est de
méme de chaque F; le long des X;[1/n] (1.4). De méme, si F est modéré par a[1/n],
chaque faisceau F; sur X;[1/n] est modéré.

Soit d un majorant de la dimension des fibres de f. Supposons que pour chaque
J < 2d, le théoreme soit démontré pour le morphisme propre f; : X; — S, I'al-
tération identité et la stratification X ; de X ;- Notons f.,© ; et N ; respectivement
les altérations de .S, stratifications et entiers associés.

Xj,BE,-\
X', X
a
Jj
X
/ g G @
S-S
5

Par stabilité par image inverse des propriétés considérées on peut supposer les
morphismes f; tous égaux a un méme morphisme f : S’ — S. (L’ensemble par-
tiellement ordonné des altérations de S est filtrant [a droite].) Quitte a raffiner les
stratifications &, on peut également supposer qu’elles sont toutes égales a une
méme stratification © de S’. (Méme argument.) D’apreés la suite spectrale de des-
cente ([ibid., 5.2.7.1], [SGA 4 Vbis, 3.3.3])

El' =R f;[Un] F; = R f[1Un], F

chaque R¥ f[1/n], F est extension itérée de sous-quotients des R’ f ;[1/n] F; pour
i+j = k et, par hypothése, nul pour k > 2d. La constructibilité et locale unipotence
(resp. modération) le long de © des images directes par f d’un faisceau comme dans
I'énoncé sont alors conséquence de I'hypothese sur (§, ©) relativement aux f; et
de la stabilité par extension de ces propriétés.

3.3.2. Réduction au cas ou la base S est intégre. Les réductions au cas connexe et
réduit sont immédiates. On peut également supposer .S intégre car le coproduit de
ses composantes irréductibles en est une altération.
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3.3.3. Réduction au cas ou les faisceaux sont le prolongementpar zéro de faisceaux
lisses sur une méme strate dense. Soient n > 1 un entier et & un faisceau de
Z/nZ-modules sur X' := X[1/n] (notation de 1.5.2). Si F est constructible le long
de la stratification X7 — que I'on peut supposer bonne quitte a la raffiner —, il est
d’apres 1.1.4 extension successive de faisceaux i’ iy ,TSZ ou :

— j est 'immersion ouverte d’une strate W de X dans son adhérence Y :=

W;
— i est 'immersion fermée de Y dans X ;
— Pest un faisceau abélien lisse de Z/nZ-modules sur W .

< . . F

— 1
weJo y-w— 4 . x

Les faisceaux i | iy ,TZ sont constructibles (resp. modérés, localement unipotents)
le long de %7.

Réciproquement, la stabilité par extension de ces mémes propriétés et la
suite exacte longue de cohomologie associée a une extension de faisceaux nous
rameénent a démontrer le théoréme pour les faisceaux F = *J| ' comme
ci-dessus. Par finitude du nombre de strates et la propriété des altérations d’étre
filtrantes a droite (cf. 3.3.1), on peut supposer les immersions i et j fixées.
Posons 9 := i*X%, la stratification déduite de X par restriction au fermé Y, et
g:= fei Y — Sle morphisme composé. Le faisceau jTg = iT*' ,Tg étant
modéré (resp. localement unipotent) le long de 97 si l* Ji T est le long de X7,
il résulte de la formule Rg*( Ji T )=R f*(l ,T Z), que 'on peut faire ’hypothése
supplémentaire que Y = X, c’est-a-dire que & est de la forme j, '

3.4. Enoncé de la récurrence noethérienne.

3.4.1. Pour chaque triplet (.S, p, d), ou S est un schéma ncethérien quasi-excellent
integre ou vide et p > —1, d > —1 sont des entiers, on considere les deux énoncés
suivants :

Mod(S, p,d) : pour toute altération integre T de S, tout
T-schéma propre f : Y — T de fibre générique de dimension
au plus d et toute stratification g) de Y, il existe une altération
p : T’ — T, une stratification T de T et un entier N tels que
pour tout entier n > 1 et tout faisceau F de Z/nZ-modules
sur Y[1/n] constructible le long de §[1/n] et modéré, chaque
image directe RK f[1/n], F est, pour k < p, constructible le long
de ¥[1/n], modérée par f[1/n] et N-extension ponctuelle de F
relativement a f[1/n];

et

Unip(S, p,d) : pour toute altération integre 7T de .S, tout
T-schéma propre f : Y — T de fibre générique de dimension
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au plus d et toute stratification %) de Y, il existe une altération
p : T' — T et une stratification T de T" telles que pour tout
entier n > 1 et tout faisceau & de Z/nZ-modules sur Y|[1/n]
constructible et localement unipotent le long de 9[1/n], chaque
image directe Rk f[1/n] & est, pour k < p, constructible et
localement unipotente le long de E[1/n].

altération
Commencons par quelques remarques sur ces énoncés.

3.4.2. Le premier énoncé (Mod) affirme l'existence d’une stratification de T et
non de T’ : cela revient au méme d’aprés le résultat de descente de stratification
1.5.4. Dans Unip, le complément sur les extensions ponctuelles n’est pas inclus;
d’apres 'observation 1.3.3, cela résulte du cas modéré.

Si T est une altération intégre d’un schéma .S comme ci-dessus, les proprié-
tés Mod(T', p, d) et Mod(SS, p, d) sont équivalentes; de méme pour la variante (lo-
calement) unipotente : on démontre une propriété de 'espace de Zariski-Riemann.

Enfin, notons que ces énoncés sont trivialement vrais pour S = @oup = —1;
ce n’est pas le cas pour d = —1 (morphisme non dominant).

3.4.3. Fixons (S, p, d) et précisons la différence entre I’énonce Mod(S, p, d) ci-
dessus et I’énoncé analogue ou 'on considére plus généralement des faisceaux F
de Z/nZ-modules constructibles modérés le long d’une stratification non pas de Y
mais d'une (méme) altération a : Y’ — Y. La formule de descente cohomologique
Rf, =R fl%, ou la source de f, est le 0-cosquelette de a, raméne (comme

en 3.3.1) cet énoncé a priori plus général a la conjonction de Mod(S, p, d) et de
Mod(S, p — 1, %) c’est-a-dire des Mod(SS, p — 1,d’) pourd’ > —1.

Méme résultat pour Unip, mutatis mutandis.

3.4.4. Nous allons démontrer le théoréme 3.1.1 par récurrence noethérienne en
considérant la relation bien fondée (=ncethérienne) < sur les triplets (S, p, d) lexi-
cographiquement déduite des relations d’ordre usuelles sur les entiers p et d et de
la relation binaire : S’ < .S si et seulement si S’ est (isomorphe &) un fermé strict
d’une altération intégre de .S.

Notons tout de suite qu’il résulte du « lemme de Gabber » (1.6.2) que la propriété
Mod ou Unip d’un triplet (S, p, —1) est conséquence de cette méme propriété pour
les triplets (x < .S, p, *).

Lemme. La relation S’ < S précédente est bien fondée : il n’existe pas de suite
infinie (.S,,) de schémas ncethériens intégres telle que S, soit un fermé strict d’une
altération S, de S,,.
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Démonstration. On raisonne par 1’absurde, en supposant qu’il existe une suite in-
finie -+ - S, < S, = S, & - (n = 0), ou chaque S, — S, est une al-
tération et chaque S,,; & S, est une immersion fermée stricte. Les images F,
des S, dans § := S, forment une suite décroissante, donc stationnaire, de fer-
més de S. Il existe donc un entier N tel que les points génériques des schémas .S,,,
pour n > N, soient tous d’image un méme point 7 € .S. Pour chaque tel », la res-
triction de S, — S, (resp. S,.; < S,) aux fibres au-dessus de 7 est encore une
altération (resp. une immersion fermée stricte). Ceci nous ramene au cas particu-
lier ou les .S, sont des schémas algébriques sur un corps, auquel cas la conclusion
résulte des inégalités dim(.5,, ) < dim(S,,) < 400 pour chaque n > 0. O

3.4.5. Il résulte des dévissages précédents (§3.3) et de la nullité des R’ £, pour i
grand que la conjonction des énoncés Mod(.S, p, d) et Unip(S, p, d) pour S ncethé-
rien intégre quasi-excellent, p > —1 et d > —1 entraine le théoréme d’uniformité
propre 3.1.1. La fin de cette section 3 est donc consacrée a la démonstration par
récurrence de ces énoncés. A cet effet, on fixe un schéma noethérien .S, des entiers
p > —1,d > —1 — que on peut supposer > 0 par récurrence et le lemme de Gab-
ber — et 'on considére une altération integre 7'de .S, un morphisme propre (domi-
nant) f : Y — T de fibre générique de dimension au plus d et une stratification %)
de Y. D’apreés 3.3.3 (démonstration), on peut supposer que chaque faisceau test #
des énoncés Mod(.S, p, d) et Unip(S, p, d) est le prolongement par zéro d’un fais-
ceau lisse de Z/nZ-modules sur la strate ouverte dense Y°[1/n] de Y[1/n], pour un
entier n > 1 (dépendant du faisceau).

3.5. Réduction au cas des courbes.

3.5.1. Morphismes plurinodaux ([DE JoNG 1997, 5.8]) : définitions et ubiquité. Soit
f Y — Tun morphisme entre schémas intégres et soit Y° (resp. T°) un ouvert
dense de Y (resp. 7). On dit que f est plurinodal adapté a (Y*°,T°) s’il existe :

— une factorisation
=g Yy =Yoo (f) 1 Y] = Yp),

ouYy=TetY;=Y,d eN;
— des ouverts denses Y C Y,,ou Yy =T etY; =Y",

tels que chaque f; soit une courbe nodale adaptée a (¥;",Y;” ;) au sens de 2.1.2.
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Un morphisme f : Y — T est plurinodal (resp. plurinodal adapté a un
ouvert dense Y° de Y) s’il existe des ouverts denses Y° et T° (resp. un ouvert dense
T°) de sorte que f soit adapté a (Y*°,T°).

Un morphisme non nécessairement dominant f : Y — T est dit presque plu-
rinodal (resp. presque plurinodal adapté a un ouvert dense Y° de Y) s’il est
somme de morphismes plurinodaux entre schémas intégres et d'un morphisme
non dominant (resp. et si pour chaque composante connexe Z de Y dominant 7, le
morphisme composé Z — T est plurinodal adapté a Z° := Y° n Z).

L’ubiquité de ces morphismes est assurée par le théoréme suivant ([DE JoNG
1997, corollaire 5.10]).

Théoréme (de Jong). Soient f : Y — T un morphisme propre, ou T est un schéma
intégre ncethérien quasi-excellent, et Y° un ouvert dense de Y. Il existe une altération
T' — T et un hyperrecouvrement propreY, — Y XT"' tel que Yy — T' soit presque
plurinodal adapté a un ouvert Y~ contenu dansYy" := Y* Xy Y.

(L’énoncé original est légerement différent; voir [ORGoGozO 2006, §4.3] si né-
cessaire pour une discussion.)

Comme expliqué en [DE JoNG 1997, 5.16], I’hypothése d’excellence n’est pas né-
cessaire : on peut s’en affranchir par passage a la limite.

3.5.2. Reprenons les notations et hypotheses de la fin du paragraphe 3.4.5 et
montrons que ’on peut supposer le morphisme f : Y — T plurinodal adapté a la
strate dense. On peut supposer que I'altération T’ — T du théoréme précédent est
I'identité car I’énoncé que I'on souhaite démontrer est local en bas pour la topologie
des altérations ; il est méme local en haut pour cette topologie, de facon compatible
a la récurrence, cf. 3.4.3. La descente cohomologique (cf. 3.3.1) et ’'hypothése de
récurrence pour les triplets (.5, p — 1, %) nous permettent alors de supposer de plus
le morphisme f presque plurinodal : f = f LI f_, ou f, est plurinodal adapté a un
ouvert Y°° de la strate dense Y° C Yet f_ est un morphisme propre non surjectif,
d’image F C T. Il résulte de I'hypothése de récurrence pour les triplets (F, p, *)
—avec F' < §' — et du lemme de Gabber 1.6.2 que I'on peut supposer f = f,.
Notons respectivement j° et j°° les immersions ouvertes de Y° et Y°° dans Y, et
fixons un entier n > 1. Pour tout faisceau test = j‘“fg °, ou &Z° est un faisceau

lisse de Z/nZ-modules sur Y“T, on a une suite exacte

0-— j°°?$°° - j°;f$° > Z -0,

fermé strict Z7 := (Y —Y°°)T de Y. Pour Z° variable — mais astreint aux conditions
déduites de celles sur % comme ci-dessus —, les & forment une famille (uniformé-
ment) constructible (quitte a raffiner %)) ; modérée (resp. localement unipotente)
si la famille des faisceaux j°] Z° Dest : cela résulte de la stabilité par quotient (cf.
1.4). La suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte précédente
et la stabilité par extension, maintes fois utilisée, nous raménent a considérer des
faisceaux test de la forme ],}Z °° ou bien &, Dans ce dernier cas, on peut utiliser

I’hypothese de récurrence pour le triplet (.S, p,d — 1) car la dimension de la fibre
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générique de Z sur T est strictement inférieure a celle de Y. (On rappelle que 'on
a supposé d > 0, c’est-a-dire f dominant.)

Comme annoncé, on peut donc supposer — quitte a raffiner §) a nouveau — que
lon a I’égalité Y°° = Y°, c’est-a-dire que le morphisme f est plurinodal adapté a
une strate dense Y*° de ¥). On peut également supposer Y integre.

3.5.3. Sous les hypothéses en vigueur, on peut factoriser le morphisme f : ¥ —
Tenf =geoeh,ouh : (Y,Y’) - (X,X°) est une courbe nodale adaptée et
g (X,X°) — (T, T°) est un morphisme plurinodal adapté.

Y
h

(s
gg

D’apres le théoréme de résolution par altération des singularités des schémas
quasi-excellents d’O. Gabber (voir [STG VII, 1.1] et [STG 1I, 3.2.1]), il existe des
diagrammes commutatifs indicés par i

T«——— T’ régulier
altérationT T

Te—o— Ti/

ou T est une méme altération de T, les T; forment un recouvrement fini de Zariski
de T, et la paire (T', T'" := T' xT°) est réguliére (2.1). D’aprés 2.3.1, appliqué au
morphisme A’ := hx;T' 1 Y' — X' etauxouverts Y’ := Y° X, T', X'* := X° Xy
T',pour chaque k € {0, 1,2} la famille des R*A’ 1(9 ") est constructible et modérée
(resp. localement unipotente) sur X', lorsque & parcourt les faisceaux test du type
considéré : prolongement par zéro d’un faisceau lisse, modéré (resp. localement
unipotent). (Notons que par hypothese sur g et d’apres la proposition 2.1.3 la paire
(X', X"°) est torique.)

h

T £ x Y

[ o ] e ]
h’

T X' Y’

[
h

Ty b v
O O

}i }; i %

7 X Ve

Par stabilité par image inverse et théoréme de changement de base propre, il en
est de méme des R*A] 1(9/71.’ ). Enfin, la propriété d'une famille d’étre constructible
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et modérée (resp. localement unipotente) étant Zariski locale, on a constructibilité
et modération (resp. locale unipotence) des Rk7l1 (F).

Quitte a remplacer T par T, on peut donc supposer la famille des Rkhlg
constructible et modérée (resp. localement unipotente) sur X. (Notons que cela
est plus fort que de supposer le résultat apreés altération de X.) La formule
Rf, = Rg, o Rh, (et ses variantes au-dessus des ouverts T' = T[1/n]) nous
permet, via la suite spectrale associée, d’utiliser ’hypothése de récurrence pour
le triplet (S, p,d — 1) : la dimension de la fibre générique de g est strictement
inférieure a celle de f.

Ceci acheve la démonstration du théoréme 3.1.1, excepté le complément sur la
majoration des fibres : on a montré que les énoncés pour les triplets (S, p,d — 1),
(S,p,—1,%), (x < S, p,*) entrainent I’énoncé correspondant de modération ou
locale unipotence pour le triplet (S, p, d). On peut donc conclure par récurrence
grace au lemme du paragraphe 3.4.4. Initialisation : on rappelle que les énoncés
sont trivialement vrais pour S = @ ou p = —1 et que I'énoncé pour un triplet
(S’, p’,—1) est également conséquence des (x < S, p’, *).

3.5.4. Notons que la démonstration du théoreme 3.1.1 donne plus : pour tout
changement de base lisse R — S, lapaire (f : S’ » S, &)X g R — obtenue en pre-
nant I'image inverse des données obtenues par la démonstration que nous avons
suivie — convient pour le triplet (f, &, X) X g R. Ceci résulte de la récurrence et du
fait que si (T, T°) est une paire réguliére et Q — T'lisse, la paire (Q, Q° = T° X7 Q)
est encore réguliére.

3.5.5. Mieux : la proposition 2.3.1 sous la forme la plus générale, dont la dé-
monstration a été seulement esquissée en 2.3.6 dans le cas d’une base non néces-
sairement torique, permet d’établir le théoreme d’uniformité propre dans le cas
ou S est seulement noethérien (et pas nécessairement quasi-excellent), et ce de
facon compatible a tout changement de base (et pas seulement aux changements
de base lisses). Ce raffinement sur les changements de base autorisés nous per-
met par descente des objets (morphismes, faisceaux, et stratifications) de suppo-
ser la base de type fini sur Spec(Z) donc en particulier excellente. Par normali-
sation (finie), on peut également la supposer normale. Les dévissages précédents
s’appliquent sans changement et nous rameénent a la proposition susmentionnée
pour les courbes nodales, sans utiliser le théoréme de résolution par altération des
singularités d’O. Gabber mais seulement le théoréme de A. J. de Jong. (La récur-
rence 3.5.3 devient alors significativement plus simple : il s’agit seulement d’une
récurrence sur la dimension relative dans le cas plurinodal.)

3.6. Majoration des fibres. Signalons rapidement en quoi la méthode suivie en-
traine le complément, énoncé en 3.1.1, sur la « majoration » uniforme des fibres
des images directes propres.

3.6.1. Réduction au cas ¢ = Id («> 3.3.1): observer que si chaque R'f JT*FZJ-

est N;-extension ponctuelle de &; relativement a f ' le faisceau RF [+ F est

N-extension ponctuelle de F relativement a f T pour N :=(k+1)X max N,
0<j<2d+1
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3.6.2. Réduction au cas F = j73(<—> 3.3.3, 3.4.5) : d’'une part, d’apres 1.1.4, on
a une borne a priori sur la longueur d’une filtration a gradués des prolongements
par zéro de lisses et, d’autre part, la réduction au cas d’une strate ouverte est licite
d’apres 1.7.2 (ii).

3.6.3. Réduction au cas plurinodal (<> 3.5.2) : utiliser (la récurrence et) la stabi-
lité par extension, 1.7.2 (iii).

3.6.4. Réduction au cas nodal (<> 3.5.3) : la propriété a démontrer est Zariski
locale sur la source, stable par changement de base d’aprés 1.7.2 (v), et compatible
a la factorisation f = g h au sens de 1.7.2 (iv).

3.6.5. Il reste a montrer que sous les hypotheses de la proposition 2.3.1, les fais-
ceaux R’ h, (/1<) (0 < i < 2) sont N-extensions ponctuelles de sous-quotients
de & pour un entier N ne dépendant que du morphisme 2 : Y — X et de I'im-
mersion ouverte j : Y° < Y. Il suffit pour cela de vérifier que si U est un ouvert
d’une courbe projective lisse connexe C sur un corps algébriquement clos, et &
abélien lisse (de torsion inversible sur C) et modéré sur U, les groupes HZ(U, <L)
sont N-extensions ponctuelles de sous-quotients de & pour un entier N ne dépen-
dant que du genre de C et du cardinal de C — U, qui varient 'un comme 'autre de
facon constructible en famille. C’est évident pour i = 0, également vrai pour i = 2
par dualité et conséquence de la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi¢ [SGA 5
X, 7.1] pour i = 1. (Noter que l'on utilise cette formule dans le cas modéré, bien
plus élémentaire ; cf. [OGG 1962, prop. 6, p. 199] ou [SAFAREVIC 1961, th. 3, p- 337].)

4. IMAGE DIRECTE PAR UNE IMMERSION OUVERTE
4.1. Enoncé et stratégie. Le but de cette section est d’établir le théoréme suivant.

4.1.1. Théoreme. Soient X un schéma ncethérien quasi-excellentet j : U < X une
immersion ouverte. La propriété d’une famille [ de faisceaux sur X d’étre construc-
tible et modérée (resp. constructible et localement unipotente) pour la topologie des
altérations est préservée par le foncteur Rj, j*.

En d’autres termes, et plus précisément, pour tout entier c > —1, toute altération
a . X, — X et toute stratification X de X, il existe une altération f : X, - X
et une stratification X, de X, telles que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F
de ZInZ-modules sur X© = X[1/n] constructible et modéré (resp. constructible et
localement unipotent) le long de xI alors chijdf*gest constructible et modéré (resp.
constructible et localement unipotent) le long de x;

De plus :

(a) il existe un entier N, dépendant uniquement du quadruplet (j, a, X, c), tel que
chaque R¢ jI jT*F comme ci-dessus soit N-extension ponctuelle de sous-quotients
de F au sens de 1.7 ;

(b) si X est de type fini sur un schéma S, il existe un ouvert dense S° de S tel que la
formation de chaque chijT*,%” comme ci-dessus commute aux changements de
base S" — S°.

4.1.2. Remarques.
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(i) Si X est de dimension finie, il résulte de [STG-XVIIIA] qu’il existe un en-
tier C tel que les R¢ ji j T F comme ci-dessus soient nuls pour chaque ¢ >
C. On peut donc trouver des données f, X, et N qui conviennent pour
tout c. Il est vraisemblable qu’en adaptant la méthode de [STG XV], on
puisse s’affranchir de cette hypothese supplémentaire sur X. (Un point
de départ possible est 'observation que [STG XV, 2.1.7] est valable plus
généralement pour des coefficients lisses modérés.)

(ii) A priori, méme si a = Id, on ne peut pas nécessairement prendre f = Id.

4.1.3. Stratégie. On procéde par récurrence sur 'entier c¢. La premiére des deux
méthodes d’O. Gabber, exposée en [STG XIII, §2], s’adapte sans difficulté particu-
liere si ce n’est qu’il nous faut établir un analogue du théoreme de constructibilité
générique [Th. finitude, 1.9 (i)] de P. Deligne sous une forme légerement renforcée.
(Voir la mise en garde 1.4.9, et 4.5 infra pour I'énoncé précis.)

4.2. Dévissages.

4.2.1. Pour alléger I'exposition, on ne fera en général pas mention des entiers
n > 1, et on omet les foncteurs —[1/n] = —% . on note J pour jT = j[1/n], etc., et A
pour Z/nZ.

Rappelons que I'on procéde par récurrence sur le degré cohomologique < ¢, ou
c est un entier > —1, en s’autorisant a changer X. Le cas ¢ = —1 est tautologique-
ment vrai.

4.2.2. (Réduction au cas X|; = X.) Cela résulte du théoreme d’uniformité propre
(3.1.1) et de la descente cohomologique, sous la forme Rj, j* = Re, Rj.,j*, ou
€ : X, = X est le O-cosquelette de 'altération a : X; — Xetj, : U, & X, estle
morphisme déduit de j par changement de base X, — X (cf. 3.3.1),

Ce méme argument nous permet de supposer que X est un coproduit fini de
schémas integres et, finalement, que X est integre (cf. 3.3.2).

4.2.3. (Réduction au cas ou les faisceaux sont des prolongements par zéro de fais-
ceaux lisses sur la strate ouverte V€ X de X.) Elle est entierement semblable a la
réduction effectuée en 3.3.3, une fois constaté que sii : F < X est une immersion
fermée, onaRj, j* oi, =i, oR(j Xx i), (j Xx D)*.

4.2.4. (Réduction au cas ou la strate ouverte V est contenue dans U.) D’apres la ré-
duction précédente, on peut supposer le faisceau & de la forme 4, < ou h est I'im-
mersion ouverte de la strate ouverte V' dans X et £ est un faisceau lisse sur V de
A-modules. Notons U° 'ouvert V' N U.

Z  p

Ve o X

I

U ——o——>U
go = gluo
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Le complexe Rj, j*(h)&) = Rj, (h}ZL") se réécrit Rj, j*(jih}Z"). Quitte a raffiner
la stratification, le sous-faisceau j h|Z° de h,Z est constructible et modéré (resp.
constructible et localement unipotent) le long de X ; on peut donc supposer V' C
U, c’est-a-dire V = U".

4.2.5. (Réduction au cas ou j*F est lisse, c’est-d-dire V. = U.) Sous I'’hypothése
précédente, le morphisme 4 se factorise a travers j selon le diagramme suivant :

&z Y = j*F F=n&
h° J
h

On veut montrer que, sous nos hypotheses, les faisceaux R¢j, (h]Z) sont unifor-
mément constructibles et modérés (resp. constructibles et localement unipotents)
pour la topologie des altérations. Soient Fle fermé U — U° de U,i : F < U
I'immersion fermée et considérons I’adhérence F de F dans X, j F. Fo Flim-
mersion ouverte correspondante et enfin i 'immersion fermée de F dans X.

i
F——U

[ B |
jr| iE=gi|J
™~

F——— X

i
Le triangle distingué

B} B} +1
Rjx(hi %) —— Ry L —— Rj iy i*j*Rh, & = i, Rjp jf ("R &) —

(déduit par application de Rj, au triangle h‘!’h°* — Id - i, i* évalué en Rh, & =
j*Rh, &) nous raméne a montrer I'uniformité (resp. la commutation générique aux
changements de base) en degré ¢ du second terme et en degré c—1 du troisiéme. Par
récurrence sur c, il suffit étudier le seul terme central : on peut donc dorénavant
supposer que j = h, c’est-a-dire que j* F est égal au faisceau Z, lisse sur U° = U.

4.3. Cas d’'un «bon » schéma. Dans le cas particulier, souvent suffisant en pra-
tique, ou X est de type fini sur un corps ou un schéma de Dedekind, la démonstra-
tion du théoréme 4.1.1 est immédiate a partir de ce qui précede, et ne fait donc pas
appel aux résultats génériques des paragraphes suivants. (On ne considére pas les
compléments dans 'esquisse qui suit et renvoyons le lecteur a la démonstration
donnée dans le cas général.)

En effet, d’apres [DE JoNG 1996, 4.1 et 8.2], il existe pour un tel X un hyperrecou-
vrement propre X, — X tel que la paire (X,, U,) soit réguliere, étage par étage. La
descente cohomologique et le théoréme d’uniformité dans le cas propre nous per-
mettent donc de supposer la paire (X, U) réguliere. Or, il résulte de 2.4.1 queRj, &
est a cohomologie uniformément constructible et modérée (resp. constructible et
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localement unipotente) sur X. (Noter qu’il n’est pas nécessaire d’avoir recourt a
une altération du but.)

4.4. Cas général : réduction a I'uniformité générique. Traitons maintenant
le cas modéré, sans supposer le schéma X de type fini sur un corps ou un schéma
de Dedekind. Le cas localement unipotent est semblable et laissé au lecteur ; la ma-
joration des fibres sera briévement traitée ci-apres (4.5.7). Quant a la propreté co-
homologique générique, elle résulte immédiatement du théoréme de changement
de base propre et de 4.5.3 (ii).

Une récurrence noethérienne sur (les fermés de) X, le lemme de Gabber 1.6.2
et observation 1.4.10 appliquée aux faisceaux # := R°j, & (pour Z lisse sur U
comme précédemment) nous rameénent a montrer que sii : F & X est un fer-
mé contenu dans X \ U, il existe une immersion ouverte k : F° < F d’image
dense, une altération a : F’ — F et enfin une stratification & de F telles que
les faisceaux k k* (55’ | F) soient constructibles et modérés le long de &. D’apres le
théoréme de résolution des singularités d’O. Gabber ([STG VII, 1.1]), il existe un
hyperrecouvrement ey : X, — X pour la topologie & tel qu’a chaque étage n, le
schéma X, soit régulier, F, := F Xy X, un diviseur a croisements normaux strict
et U, = U Xy X, le complémentaire d’un tel diviseur. D’aprés la formule d’hyper-
changement de base ([STG XII,, 2.2.5],[STG XIIz]) d’O. Gabber, le morphisme

i*Rj, & = Rep, (ifRj. L)

est un isomorphisme. Les morphismes €, : F, — F n’étant pas nécessaire-
ment propres, on ne peut appliquer directement le théoréme d’uniformité propre.
Cependant, la proposition 4.5.1 ci-dessous. appliquée pour n variable aux mor-
phismes f := £, (dans le cas particulier S = Y), nous raméne a démontrer le fait
suivant, lorsque X' = X,, F' = F,,etU’' =U,,.

Lemme. Soient
./ ./

/
UI c JG Xl l{ )F/ L*lf**>FJ

l _ l - ”ﬁ;opre

. l /
Ut s xet—F"

un diagramme commutatif a carrés cartésiens et traits pleins, ot :
— X' est régulier, séparé de type fini sur X ;

— F' est un diviseur a croisements normaux strict;

— U’ est le complémentaire d’un tel diviseur.

Alors, il existe une F-compactification k' : F' < F de F' telle que pour tout fais-
ceau lisse & de ZInZ-modules sur U tel que j, < soit modéré (resp. localement unipo-
tents) etn > 1 inversible sur X, les faisceaux k{i/*Rc,j,’kg, pourc’ < ¢, sont modérés
et constructibles (resp. localement unipotents) le long d’une stratification de F.

Démonstration du lemme. 1l suffit de considérer une compactification de X’ — X
— a l'infini de laquelle le faisceau j{ Z est automatiquement modéré car j, Z I'est
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sur X — et la compactification induite de F’ par changement de base F & X. La
conclusion résulte de 2.4.1 (ii). ([l

4.5. Enoncés génériques. Le but de ce paragraphe est d’établir la proposition
suivante et d’achever ainsi la démonstration de 4.1.1 (excepté le (a), traité ulté-
rieurement). Pour alléger les énoncés, on fixe l'entier c et le schéma ncethérien
quasi-excellent .S.

4.5.1. Proposition. Soient f : X — Y un morphisme séparé de type fini entre
S-schémas de type finiet j : X < X une Y-compactification de f. Alors, siF est une
famille sur X telle que j [ soit constructible modérée (resp. localement unipotente)
sur X, il existe une immersion ouverte dominante kg : S° < S telle que ky R f3F
soit constructible modérée (resp. localement unipotente) pour la topologie des altéra-
tions sur S, ou f° == f XgS° etky =k XgY.

Plus précisément, pour toute stratification X de X, il existe une altérationf : Y' —
Y et une stratification ) de Y' telles que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F
de Z/nZ-modules sur X* = X[1/n] tel que Ji F soit constructible et modéré (resp.
constructible et localement unipotent) le long de X7 alors chaque p™ k;!Rcf;'{'f%‘est
constructible et modéré (resp. constructible et localement unipotent) le long de 7.
(On note abusivement & pour sa restriction a X7

De plus, la formation de R¢ 37 F commute aux changements de base S’ — S°.

4.5.2. Remarques.

(a) L’énoncé ne dit pas que si F est une famille constructible modérée (resp. loca-
lement unipotente) sur X, il existe une immersion ouverte dominante Y* < Y
provenant de S telle que Rf [ soit constructible modérée (resp. localement
unipotente) sur S° : on fait une hypothese a l'infini (relativement a Y). (Voir
0.3 pour un contre-exemple a un tel énoncé.)

(b) Insistons sur le fait que cet énoncé est un corollaire du théoréme 4.1.1, d’apres
lequel on peut prendre S° = .S (c’est-a-dire k = Id).

En particulier :

4.5.3. Corollaire. Soient X un S-schéma de type finiet j : U < X une immersion
ouverte. Pour toute stratification X, de X, il existe une altération f : X, — X, une
stratification X, de X, et une immersion ouverte dominante kg : S° < .S telles
que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F de Z/nZ-modules sur X' = X[1/n]
constructible et modéré (resp. constructible et localement unipotent) le long de x]f
alors :

(i) chaque k}!k}*Rc ji JT*F est constructible et modéré (resp. constructible et
localement unipotent) le long de %;, ou k y est 'immersion ouvertek gX g X ;

(ii) la formation de chaque RCjIjT*gcommute aux changements de base S’ —
S°.

4.5.4. Montrons que, réciproquement, le cas particulier d'une immersion ouverte
entraine la proposition 4.5.1, dont nous reprenons les notations. Soit kg : S° < .S
une immersion ouverte comme en 4.5.3 associée a I'immersion ouverte j : X &
X. Par changement de base, on obtient la moitié droite du diagramme commutatif
ci-dessous.
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ks
S «—— 5

On s’intéresse au foncteur ky, f3 k% (ot I'on omet les R). Compte tenu des iso-
morphismes f; = 7* J% (transitivité), kYJ‘; =f k¥ (propreté de et k%j* =

Jj%k% (changement de base trivial), on a donc
kY!f;k* = 7* o kY!k§°j*~

La conclusion résulte aussitot de I’hypothese sur ky,k%j* et du théoréeme d’uni-
formité propre (3.1.1).

La commutation aux changements de base de f, = 7* J% résulte du théoréme
de changement de base propre pour f et de la propreté cohomologique de j° (re-

lativement aux faisceaux considérés).

La suite de ce 4.5 est donc consacrée a la démonstration du corollaire 4.5.3.

4.5.5. Dévissages.
Mutatis mutandis, les réductions suivant 4.2.2 s’appliquent dans ce cadre géné-
rique. Pour la derniére, au cas du prolongement par zéro d’un faisceau lisse sur la
strate dense, on utilise I’hypothese de récurrence selon laquelle I'énoncé 4.1.1 est
vrai pour l'entier ¢ — 1.

(On aurait pu faire intervenir dans 1’énoncé du corollaire une altération «
X| — X non nécessairement identité ; la réduction au cas a = Id aurait alors été
possible par commutation de k k* aux images directes propres.)

4.5.6.

4.5.6.1. Démontrons 4.5.3, dans le cas particulier — suffisant d’apres ce qui pré-
cede — ou les faisceaux test F sont de la forme j, &, avec £ lisse sur U (ou plus
précisément UT). Nous allons faire un usage relatif de [DE JoNG 1996] nous per-
mettant — a 'instar de [ILLUSIE 2010, §3] et [ORGOGOZO 2003, §2] — de supposer
que U est génériquement le complémentaire d’un diviseur a croisements normaux
(relatif) dans un S-schéma lisse, comme nous allons maintenant 'expliquer. Com-
mencons par observer que le probléme étant local sur X et .S, on peut supposer le
morphisme de type fini X — S séparé, et S = Spec(A) integre, de point générique
n = Spec(K). Comme expliqué dans les deux références ci-dessus, on contourne
la difficulté due au fait que K n’est pas parfait par passage a la limite. Soit la per-
fection « générique » T'de S : si car. (K) = p > 0, c’est le spectre de la [,-algebre
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Aparf — colim,,,,» A parfaite, ainsi que ses localisés ; sinon, T" := S. Les construc-
tions géométriques (en nombre fini) suivantes, a priori faites sur T pour pouvoir
appliquer le théoréme de résolution des singularités de A. J. de Jong ([DE JonG
1996, 4.1-2]) au-dessus de son point générique parfait, se descendent a un sché-
ma S’ = Spec(B) universellement homéomorphe a S. Un tel morphisme est inno-
cent ; on peut donc supposer abusivement que S = T (et en particulier K = KPT)
pour simplifier les notations.

4.5.6.2. Latechnique de [ILLUSIE 2010] et [ORGOGOZO 2003] conduit pour chaque
entier N aun « bon » hyperrecouvrement propre (tronqué) X;cy = X = XXgS”
au-dessus d’'un ouvert dense S° de S. « Bon » signifie ici : lisse sur .S°, étage par
étage, et tel que les U, := U Xy X, soient complémentaires d’un diviseur a croi-
sements normaux strict relativement a .S°. On souhaite ici un hyperrecouvrement
propre X,y — X induisant sur un ouvert dense $° un hyperrecouvrement du
type précédent. Commencons par énoncer un lemme, conséquence immédiate du
théoréme [DE JoNG 1996, 4.1] susmentionné.

Lemme. Soit le diagramme cartésien a traits pleins ci-dessous.

Wyoo 2y 2

Voot Y

| ! |

Un( o X,I X > U
| |
n——— S8

I existe un morphisme propre et surjectif Z — Y induisant les carrés cartésiens su-
périeurs tel que Z, soit lisse sur n et que Uouvert W, C Z,, en soit le complémentaire
d’un diviseur a croisements normaux strict.

(Prendre pour Z une Y-compactification d’une résolution de Y, adaptée a I'ou-
vert V)

Les techniques classiques de construction d’hyperrecouvrements — voir aussi
[GILLET et SOULE 2009, §2.4] pour un probleme semblable — nous permettent de
déduire de ce lemme une construction étage par étage d’'un hyperrecouvrement
propre tronqué X,y — X tel que les paires (X,,U,) soient génériquement ré-
gulieres : X,¢, étant construit, on pose Y := cosq(X.g,),+1 €t X, est alors le
Y-schéma propre Z fourni par le lemme. La lissité au-dessus de 7 des schémas X,
et des branches des diviseurs X, \ U, ainsi construits pour n < N s’étend a un
ouvert dense S° de .S.
4.5.6.3. Enomettant les troncations, on a donc un diagramme commutatif a carrés
cartésiens

®. Mais pas nécessairement ncethérienne.
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. . .

vr et xS x ) g

\L Eo 6 J/
. .

U° - x X, x?! .y

N L7

Se— 8

Par descente cohomologique, on peut réécrire le foncteur étudié :
kX!k;(( °j*j* =&y kX.!k§(_ © Juxdd © £ = Ex© k)(.!j:* o (U, = X)*.

Or, il résulte de 2.4.1 (ii) que pour Z lisse sur U tel que j, & soit modéré (resp.
localement unipotent), les faisceaux k y \R°j5 Z° le sont également. L’énoncé 4.5.3
(i) résulte alors du théoréme d’uniformité propre pour les €,, n < ¢ < N. Enfin,
la propreté cohomologique des j, relativement a .S° ayant été établie en 2.4.1 (cf.
2.4.3), I'énoncé 4.5.3 (ii) résulte du théoréme de changement de base propre (pour
les €;).

4.5.7. Majoration des fibres. Pour établir 4.1.1 (a), la démonstration précédente
nous ramene sans difficulté a la proposition 2.4.6, déja établie et a I’énoncé dans le
cas propre. Dans le cas « absolu », passant par les énoncés génériques, on procede
a nouveau par récurrence sur les fermés de X \ U; la mise en garde 1.4.9 sur la
nécessité de considérer des prolongements par zéro n’a par contre trivialement pas
lieu d’étre.

5. SIX OPERATIONS

5.1. Image directe par un morphisme non nécessairement propre. Le théo-
réme suivant résulte immédiatement, par composition, des énoncés 3.1.1 (cas d'un
morphisme propre) et 4.1.1 (cas d’'une immersion ouverte).

Théoréme. Soient S un schéma ncethérien quasi-excellent, f : X — S un mor-
phisme de type fini, j © X < X une S-compactification de X et F une famille de
faisceaux sur X telle que la famille j,[ soit constructible et modérée (resp. construc-
tible et localement unipotente) pour la topologie des altérations. Alors, la famille des
complexes Rf , [F sur S est constructible et modérée (resp. constructible et localement
unipotente) pour la topologie des altérations.

X

~

x|
IS

X%)_(
14
S ----- S’
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En d’autres termes, et plus précisément, pour tout entier ¢ > 0, toute altération
a: X = X et toute stratification X de )_(,, il existe une altération f . S’ — S
et une stratification © de S’ telles que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F
de Z/nZ-modules sur X© = X[1/n] tel que ar“‘j?f/T soit constructible et modérée

(resp. constructible et localement unipotent) le long de fT alors chaque ﬂT*R"fig
est constructible et modéré (resp. constructible et localement unipotent) le long de &

De plus, il existe un entier N et un ouvert dense S° C S, dépendant uniquement
du quadruplet (f, a, x, c)), tels que chaque Rcf;go” comme ci-dessus

(i) soit N-extension ponctuelle de sous-quotients de F ;
(ii) commute aux changements de base T — S°.

Remarques.

(a) L’hypothése d’excellence est ici essentielle.

(b) Pour la dépendance en c, voir 4.1.2 (i).

(c) On dit pas que R¢ flf;‘7 est N-extension ponctuelle de F relativement a f (au
sens de 1.7) : C’est trivialement faux lorsque f = j # Id par exemple.

5.2. Autres opérations.

5.2.1. Nous avons établi un résultat de stabilité par f,, en faisant une hypothese
— dont on ne peut totalement s’affranchir — sur le comportement des faisceaux a
I'infini d’'une méme compactification.

5.2.2. Cette méme hypothése rend tautologique la stabilité par f, a partir du
théoréme d’uniformité propre.

Considérons maintenant brievement les 4 des 6-opérations restantes.
5.2.3. La stabilité par f* est tautologique.

5.2.4. Comme expliqué en [BEILINSON, BERNSTEIN et DELIGNE 1982, p. 151] ou
[Th. finitude, 1.5], la stabilité par f' se raméne 4 la stabilité par Rj, j*, déja établie :
le théoréme ci-dessous résulte des faits suivants :

— la propriété a démontrer est locale pour la topologie de Zariski (en haut et en
bas);
— un morphisme affine est lissifiable ;
— si 8" — S est une altération, il en est de méme de A%, — A4 ;
— dualité de Poincaré et innocuité de la torsion a la Tate ;
— existence d’un triangle distingué i*i! - 1d— j, j* ﬂ
Théoréme. Soient S un schéma ncethérien quasi-excellent et f : X — S un mor-
phisme de type fini. La propriété d’une famille F de faisceaux (sur S) d’étre construc-
tible et modérée (resp. constructible et localement unipotente) pour la topologie des
altérations est préservée par le foncteur f*.
En d’autres termes, et plus précisément, pour tout entier ¢ > 0, toute altération
a : S’ — S et toute stratification © de S’, il existe une altération f : X' - X
et une stratification X de X' telles que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F
de ZInZ-modules sur ST = S[1/n] tel que a™ F soit constructible et modérée (resp.
constructible et localement unipotent) le long de &, chaque p™*R¢ f 7' F est construc-
tible et modéré (resp. constructible et localement unipotent) le long de X7.
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5.2.5. Stabilité par ®". On souhaite montrer que si (X, ¥) est un schéma ncethé-
rien stratifié alors pour tout n > 1 et toute paire &/, % € Ob Dy mod( X[1/n], Z/nZ)
(variante évidente de la notation introduite en 3.1.3) le produit tensor1e1 AR Zinz B
appartient également a Dy mod( X [1/n], ZInZ)® et de méme pour les complexes a
cohomologie localement unipotente le long de X.

Par dévissage des complexes, on peut supposer que & et 9B sont des faisceaux
placés en degré nul. Par dévissage (1.1.4) des faisceaux constructibles le long de X
— ou plutét X7 = X[1/n] mais nous ignorons cette subtilité pour simplifier les
notations —, de I'entier n (voir par exemple [Th. finitude, A, 2.2 b)] ou [STG XVII,
7.4.6] pour un raffinement), et grace a la formule de projection triviale (pour une
immersion ouverte ou fermée), on se ramene a 1’étude des produits tensoriels
e4 ®%/érz M), ou L, M sont des faisceaux lisses de [F,-espaces vectoriels sur
une méme strate ouverte dense U C X = X[1//]. (Cette réduction n’utilise pas
le théoréme d’uniformité propre pour une immersion fermée — c’est-a-dire essen-
tiellement le lemme de Gabber — car il n’est pas nécessaire d’avoir recours a une
altération.)

Comme d’autre part & ®"2/£,Z M=(ZL ®"2/€,Z Fp) ®h A est représenté (pour
r > 1) par le complexe (concentré en degrés < 0)

[ > L@y, M > F @y, M F @, M F @, M),

il suffit d’observer que si j,Z et j,.# sont modérés (resp. localement unipotents le
long d’une stratification X), il en est de méme de j,(Z &, ).

5.2.6. Stabilité par RHom. On suppose X de dimension finie, pour éviter d’avoir
a priori besoin de tronquer (cf. 4.1.2). Soient @ : X; — X une altération et X,
une stratification de X;. On veut montrer qu’il existe une altération f : X, —
X et une stratification X, de X, telles que pour chaque n, le foncteur RHom :
D(X[1/n], ZInZ)°® x D(X|[1/n], ZInZ) — D(X[1/n], Z/nZ) induise un foncteur

—mod(X[l/n] ZInZ)°P ><D+m°d(X[l/n],Z/nZ) D+m°d(X[1/n] ZInZ).

On procede a nouveau comme dans [BEILINSON, BERNSTEIN et DELIGNE 1982, 6.1.2,
p. 151]. (Voir aussi [Th. finitude, A, 1.6], [SGA 5 1, §3.3] ou [STG XVII, §7.6].) La
formule

Rf, RHom(A, f'B) = RHom(f, A, B)
pour une immersion f nous ramene par dévissages et stabilité par Rj, (4.1.1) — né-
cessitant peut-étre de grossir X et raffiner X; — a montrer que si £ est un faisceau

@. On ne peut, bien sir, se limiter aux catégories dérivées bornées : si r > 1, le complexe
F, ®%,,., Fy est dans D™(Z/¢"Z) mais pas D*(Z/¢"Z).
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lisse sur un ouvertdense j : U < X tel que j, & soit modéré (resp. localement uni-
potent) le long de X, et & est également constructible et modéré (resp. localement
unipotent) le long de X, alors il en est de méme des faisceaux j, Ext'(Z, j*©)
(i = 0). Or, sous I’hypothése faite sur Z, il existe un carré cartésien

y
U’;JeHX’

L,

U—o— X

avec X' — X fini surjectif, U’ — U fini étale tel que £y, soit trivial et si Z
est un faisceau sur U; := U Xy X, la constructibilité et modération (resp. locale
unipotence) de jj,#] (sur X| := X| Xy X') le long de X/ entraine la constructi-
bilité et modération (resp. locale unipotence) de j;,# le long de X,. (Dans le cas
unipotent, on utilise le fait que si un groupe G agit sur un F,-module M de sorte
que la restriction a H < G soit unipotente alors I’action de G est également uni-
potente si le quotient G/H est un /-groupe.?) Ecrivant & comme un quotient de
(U - U), (U - U)*Zet utilisant la formule d’adjonction rappelée ci-dessus
(pour f le morphisme étale U’ — U), ceci nous ramene au cas particulier ou &
est méme trivial, puis par résolution projective au cas & = A. Pour conclure, il ne

reste plus qu’a utiliser le fait que RHom (A, j* &) = j* &.
6. APPLICATIONS

6.1. Représentations /-adiques. Dans [BOCKLE, GAJDA et PETERSEN 2015], les
auteurs démontrent une conjecture de presque indépendance des représentations
l-adiques associées a un schéma algébrique, due a J.-P. Serre en caractéristique
nulle ([SERRE 2013, §3.2]). Un des ingrédients de leur démonstration est le fait sui-
vant ([BOCKLE, GAJDA et PETERSEN 2015, 6.3, 7.4]), que les auteurs démontrent par
réduction au cas des courbes (a la Wiesend) et en utilisant [DELIGNE 1973, 9.8] :

Proposition. Soit k un corps parfait, K / k une extension de type finie et X  un
K-schéma algébrique. 1l existe une extension finie étale L / K, un k-schéma propre
et lisse T de corps des fractions L et un diviseur a croisements normaux D dans T tels
que pour chaque nombre premier ¢ inversible sur k,

(i) laction du groupe de Galois G sur H*(X%, Q) se factorise a travers le
groupe fondamental modéré ﬂ{nOd(T, D);

(ii) pour chaque point maximal d de D, action sur H*(Xg, Q,) du groupe
d’inertie correspondant soit unipotente.

C’est également un corollaire immédiat de nos résultats.

Démonstration. Par déploiement, il existe un k-schéma de type fini U de corps des
fractions K, et un morphisme de type fini X — U de fibré générique X g. Soit .S une
k-compactification de U et notons f : X — .S'le morphisme composé. D’apres 5.1,
il existe une altération f : T — S'et une stratification T de T'telle que les faisceaux

®@. En effet, Fix(H C' M) # 0 est stable par G donc muni d’une action du ¢-groupe fini G/H.
Une telle action a un point fixe non trivial.
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¥R f+Qy, pour £ # car. (k) et i € N, soient constructibles, modérés et localement
unipotents le long de T. Quitte a rétrécir U, on peut supposer ces faisceaux lisses
sur cet ouvert et que V' := ﬁ_l(W) est la strate ouverte dense de 7. Comme re-
marqué en 1.6.6, on peut supposer 'altération f génériquement étale. D’apreés [DE
JoNG 1996, 4.1], on peut également supposer le morphisme T' — Spec(k) lisse et
louvert V étre le complémentaire d’un diviseur a croisements normaux D. U

Remarque. Le résultat de P. Deligne ([BERTHELOT 1997, 6.3.2]) d’indépendance
de ¢ dans le théoréme de monodromie de Grothendieck est également un corollaire
immédiat de 5.1, du moins pour un trait excellent. Pour des précisions numériques
dans cette direction, voir [UMEZAKI 2016].

6.2. Lien avec la torsion. Soient k un corps algébriquement clos d’exposant ca-
ractéristique p > 1 et X un schéma projectif et lisse sur k. Pour chaque nombre
premier ¢ différent de p et chaque entier i > 0 les Z,-modules H(X, Z,) =
lim, H' (X, Z/¢") sont de type fini ([SGA 5 VI, 2.2]). D’aprés [GABBER 1983, théo-
réme], ils sont sans torsion pour presque tout £. Si p = 1, cela résulte du théoreme
de comparaison Betti-étale d’Artin-Grothendieck ([SGA 4 XI, 4.4]);si p > 1, un
ingrédient clef de sa démonstration est le théoréme du pged ([DELIGNE 1980, §4.5]).

L’objet de ce paragraphe est d’expliquer une approche alternative — qui nous a
été communiquée par N. Katz — au théoréme susmentionné d’O. Gabber (6.2.2).
Signalons cependant qu’elle repose aussi, quoique indirectement, sur le théoreme

du pged.

6.2.1. Soient R un ultrafiltre non principal sur 'ensemble des nombres premiers
différents de p ([Bourbaki TG, 1.§4]), mgq = {a = (ay), {¢ : a, = 0} € R} I'idéal
maximal de I'anneau A = [] v F, associé et Fq = A/mg son corps résiduel,
de caractéristique nulle. Supposons k algébrique sur un corps fini — c’est le cas
crucial — et admettons un instant (voir 6.2.3) que le foncteur X — H*(X,Fg) =
(Hﬁaép H*(X,F))) ® 4 Fq définisse une cohomologie de Weil ((KLEIMAN 1968, §1.2]);
pour notre propos, finitude, dualité de Poincaré, théoréme de Lefschetz faible pour
les sections hyperplanes lisses et interprétation cohomologique de la fonction ¢
suffisent. Comme démontré dans [KATz et MESSING 1974, II, corollaire 1], il résulte
alors de [DELIGNE 1980] que 'on a pour chaque i > 0 I'égalité

dimg,, H(X,Fq) = b'(X),

ot b'(X) est le i-éme nombre de Betti de X, nombre que l'on lit par exemple sur
la fonction zéta d'un « modele » de X sur un corps fini. Le groupe de cohomologie
H (X, Fg) étant un ultraproduit des H (X, F,) sa dimension est la limite, suivant
l'ultrafiltre &, de la fonction ¢ — h'(X, Fy) :== dimp , H(X, F,), bornée d’apres le
théoréeme d’uniformité propre 3.1.1. (Voir aussi infra pour un argument plus direct
dans ce cas particulier.) En symboles :

lim A{(X,F)) = b (X).
Zl’rg( ) (X)

Le résultat précédent étant vrai pour tout ultrafiltre non principal &, on en déduit
I’égalité h'(X,F,) = b'(X) pour tous les £ sauf au plus un nombre fini d’entre eux.
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D’autre part, on a I’égalité
dimg, H' (X, Q) = b'(X)

pour tout £ # p, de sorte que I’on a finalement A'(X, k) = h(X, Q) pour presque
tout £. La suite exacte des coeflicients universels,

0-H(X,Z,)®F - H(X,F) - H*\(X,Z,)[¢] - 0,

permet alors de conclure, c’est-a-dire de retrouver le théoréme d’O. Gab-
ber sur labsence de torsion pour presque tout /¢. (L’injectivité de
H(X,Z,) ® F, - H(X,F,) suffirait.)

6.2.2. Théoreme (O. Gabber ; J. Suh). Soit X un schéma propre et lisse sur un corps
algébriquement clos. Alors pour presque tout nombre premier ¢, les groupes H (X, Z )
sont sans torsion.

Le cas projectif est bien connu ([GABBER 1983, théoréme]) ; comme l'ont indé-
pendamment observé O. Gabber et J. Suh ([Sun 2012, §1]), le cas propre s’y raméne.

Démonstration (esquisse).
Cas projectif. Comme expliqué ci-dessus, cela résulte immédiatement des théo-
remes de Katz-Messing et d'uniformité, ce dernier sous la forme faible présentée
dans le paragraphe 6.2.4 ci-dessous.
Réduction du cas propre au cas projectif. D’apres [DE JONG 1996, 4.1], il existe une
altération génériquement étale a : X’ — X de degré d avec X' projectif et lisse
sur le corps de base. Fixons un entier # inversible sur X et notons A = Z/nZ. Le
morphisme a est d’intersection compléte car X et X’ sont réguliers; on peut donc
construire un morphisme A — a'A dans la catégorie dérivée positive des faisceaux
de A-modules, défini par la classe de Gysin ([STG XVI, 2.5.11)). Il induit par ad-
jonction un morphisme a, a* A = aja* A — A etle composé A — a,a*A — Aest
la multiplication par le degré d : comme expliqué en [STG XVI, 3.5.9, démonstra-
tion], on se raméne par restriction a un ouvert dense au cas particulier élémentaire
ou a est fini étale.

Passant a la limite sur n = ¢, on en déduit qu’il existe pour chaque ¢ un mor-
phisme trace Ra,Z, — Z, tel que les morphismes composés

H(X,Z,) - H(X,Ra,Z,) =H(X',Z,) - H(X,Z,)

coincident avec la multiplication par d pour chaque i. En particulier, si H (X', Z,)
est sans torsion et /1d, il en est de méme de H'(X, Z ¢)- Ceci nous ramene au cas
projectif. 0

D’aprés [MADORE et ORGOGOZO 2015, 0.8], on peut en principe vérifier si un ¢
donné est exceptionnel. Il serait intéressant de savoir borner a priori leur nombre.

6.2.3. Vérifions maintenant briévement que la «cohomologie modulo & »,
H* (-, Fg), est une cohomologie de Weil. Ceci est expliqué par Ivan Tomasi¢ dans
[ToMASIC 2004]; on constate que le seul point ne résultant pas immédiatement
des énoncés classiques sur la cohomologie modulo / est la finitude de ces espaces
vectoriels sur Fq. Dans [ibid., 3.2 (i), démonstration], ceci est présenté comme
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un corollaire du théoreme d’O. Gabber, ce qui rendrait 'argument précédent
circulaire. Cependant, notre théoréme 3.1.1 en donne une démonstration
indépendante.

6.2.4. Signalons qu’il n’est pas difficile de majorer uniformément en ¢ les
nombres de Betti (avec ou sans support) d'un schéma algébrique sur un corps
algébriquement clos k (sans utiliser le théoreme sur ’absence de torsion), par des
arguments proches de ceux de [Katz 2001]. (Comparer également avec [ILLUSIE
2010, §1].)

Esquissons un argument.

(i) On souhaite montrer que si X est un k-schéma propre, il existe une
constante Cy telle que pour tout nombre premier ¢ # p et tout
[F,-faisceau lisse & sur X, on ait dim[Fz H(X,%) < Cy - rang(Z).

On se ramene par [DE JoNG 1996] et descente cohomologique au cas
projectif lisse et on procéde ensuite par récurrence. La dualité de Poincaré
et le théoreme de Lefschetz nous ramenent, par ’hypothése de récurrence,
a I’étude de la cohomologie en degré médian. Ou, de fagon équivalente, a
la majoration uniforme des caractéristiques d’Euler-Poincaré y(X, <).

(ii) On montre alors que si X un k-schéma projectif et lisse, il existe une
constante Cy telle que |y(X,Z)| < Cy - rang(Z) pour tout nombre
premier ¢ # p et tout [F,-faisceau lisse Z.

On procéde a nouveau par récurrence sur dim(X). Pour une courbe,
c’est un corollaire de 'égalité y(X,Z) = rang(Z) - y(X). En géné-
ral, considérons un diagramme Pk1 «— X' - Xou X' — X est bira-
tionnel et X' — Pk1 est un pinceau de Lefschetz. Par récurrence, il suf-
fit de démontrer le résultat pour X’ car si F est un fermé de X, on a
X, &)= y.(U,ZL)+ y(F, <) et de méme pour X'. On peut donc sup-
poser X = X'.D’aprés la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi¢ sur Pkl
et égalité y(X, %) = y(PL,Rf,Z), il suffit de démontrer que les R f, &
sont modérés (Picard-Lefschetz), de rangs génériques uniformément bor-
nés par une fonction linéaire en le rang (récurrence) et qu’il en est de
méme du rang h'(X,, Z) des fibres en les points singuliers t € P!. Ceci
résulte du fait que I’écart avec le rang générique est controlé par les cycles
évanescents (de nature locale) : les fibres des T}([Fg) sont de rang au plus 1
et & ~ [ sur les hensélisés stricts.

(iii) Montrons maintenant que si X un k-schéma algébrique, il existe une
constante Cy telle que pour tout nombre premier £ # p et tout entier i
on ait

dimg, HyY(X, ) < Ck,

ou?e {d,c}.

Par altération et descente cohomologique, on peut supposer que X est
le complémentaire d’un diviseur a croisements normaux dans un schéma
lisse. Le cas de la cohomologie a support compact d'un tel X se ramene,
par récurrence sur la dimension, au cas propre et lisse déja traité. Le cas



CONSTRUCTIBILITE ET MODERATION UNIFORMES EN COHOMOLOGIE ETALE 47

de la cohomologie usuelle d’'un schéma lisse se raméne au cas précédent
par dualité de Poincaré.

6.2.5. Remarque. Signalons que par comparaison a la caractéristique nulle le
théoréme d’uniformité propre — sous la forme déja établie dans [KaTz et LAUMON
1985] — entraine également des résultats d’indépendance de ¢ en grande caractéris-
tique. A titre d’exemple, voici un énoncé dont on trouvera une autre démonstration
dans [BRUNJESs et SERPE 2008, 3.4].

Proposition. Soient n et d des entiers. Il existe une constante C, , telle que pour tout
corps algébriquement clos k de caractéristique p > C, ;4 et toute hypersurface H de
degréd de P, on ait ’égalité des nombres de Betti b;(H,Q,) = b;,(H, Q) pour tout
entier i et toute paire de nombres premiers { et {' distincts de p.

Il serait intéressant de savoir si I’on peut, ne serait-ce qu’en principe, calculer
une telle constante C, ;.



48

CONSTRUCTIBILITE ET MODERATION UNIFORMES EN COHOMOLOGIE ETALE

Bibliographie

SIGLES

Eléments de mathématique

Bourbaki A

Nicolas BOURBAKI (1959-2012). Eléments de mathématique. Algébre. Chap. 1 a 3
(1970), chap. 4 a 7 (1981), chap. 8 (2012), chap. 9 (1959), chap. 10 (1980). Springer-
Verlag.

Bourbaki TG Nicolas BourBak1 (1971-1974). Eléments de mathématique. Topologie générale.

Chap. 1 a 4 (1971), chap. 5 a 10 (1974). Springer-Verlag.

Eléments de géométrie algébrique

EGAII

Alexander GROTHENDIECK (1961). « Eléments de géométrie algébrique. II. Etude
globale élémentaire de quelques classes de morphismes ». Publications mathéma-
tiques de I'IHES 8. Rédigés avec la collaboration de Jean Dieudonné, 5-222.

Séminaires de géomeétrie algébrique

SGA 1

SGA 1 XIII

SGA 4

SGA 4 IX

SGA 4 Vbis
SGA 4 VIII

SGA 4 XI

SGA 4 XIV

SGA 4 XVI

SGA 4%

Th. finitude, A

Th. finitude
SGA 5

SGA 51
SGA 5 VI
SGA5X
SGA 7

SGA 71
SGA 7 XIII

Alexander GROTHENDIECK (2003). Revétements étales et groupe fondamental. Sémi-
naire de géométrie algébrique du Bois-Marie, 1960—1961. Documents mathématiques
3. Réédition LNM 224. Soc. math. France.

Michele RAYNAUD. « Propreté cohomologique des faisceaux d’ensembles et des fais-
ceaux en groupes non commutatifs ».

Alexander GROTHENDIECK, Michael ARTIN et Jean-Louis VERDIER (1972—1973).
Théorie des topos et cohomologie étale des schémas. Séminaire de géométrie
algébrique du Bois-Marie, 1963—1964. Lecture Notes in Mathematics 269, 270, 305.
Springer-Verlag.
Michael ARTIN.
algébrique ».
Bernard SAINT-DONAT. « Technique de descente cohomologique ».

Alexander GROTHENDIECK. « Foncteurs fibres, supports, étude cohomologique des
morphismes finis ».

Michael ArTIN. « Comparaison avec la cohomologique classique : cas d’un schéma
lisse ».

Michael ARTIN. « Théoréme de finitude pour un morphisme propre ; dimension co-
homologique des schémas algébriques affines ».

Michael ARTIN. « Théoréme de changement de base par un morphisme lisse, et ap-
plications ».

Pierre DELIGNE (1977). Cohomologie étale. Lecture Notes in Mathematics 569. Avec
la collaboration de J.-F. Boutot, A. Grothendieck, L. Illusie et J.-L. Verdier. Springer-
Verlag, iv+312 pages.

Luc ILLUSIE. « Appendice a [Th. finitude] ».

Pierre DELIGNE. « Théorémes de finitude en cohomologie ¢-adique ».

Alexander GROTHENDIECK (1977). Cohomologie (-adique et fonctions L. Séminaire de
géometrie algébrique du Bois-Marie, 1965—1966. Lecture Notes in Mathematics 589.
Springer-Verlag, xii+484 pages.

Luc ILLUsIE. « Complexes dualisants ».

Jean-Pierre JouanoLou. « Cohomologie ¢-adique ».

Alexander GROTHENDIECK. « Formule d’Euler-Poincaré en cohomologie étale ».
Alexander GROTHENDIECK, Pierre DELIGNE et Nicholas M. Katz (1972). Groupes
de monodromie en géométrie algébrique. Séminaire de géométrie algébrique du Bois-
Marie, 1967—1969. Lecture Notes in Mathematics 288, 340. Avec la collaboration de
M. Raynaud et D. S. Rim. Springer-Verlag, viii+523 pages.

Pierre DELIGNE. « Résumé des premiers exposés de A. Grothendieck ».

Pierre DELIGNE. « Le formalisme des cycles évanescents ».

« Faisceaux constructibles. Cohomologie d'une courbe


http://www.numdam.org/article/PMIHES_1961__8__5_0.pdf
http://www.numdam.org/article/PMIHES_1961__8__5_0.pdf
https://arxiv.org/pdf/math/0206203.pdf
https://arxiv.org/pdf/math/0206203.pdf
http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/SGA4/index.html
http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/SGA4/index.html
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/09/09.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/09/09.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/05bis/05bis.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/08/08.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/08/08.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/11/11.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/11/11.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/14/14.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/14/14.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/16/16.pdf
http://www.normalesup.org/~forgogozo/SGA4/16/16.pdf

CONSTRUCTIBILITE ET MODERATION UNIFORMES EN COHOMOLOGIE ETALE 49

Séminaire sur les travaux de Gabber

STG Luc ILLUsIE, Yves Laszro et Fabrice ORGoGozo (2014). Travaux de Gabber sur l'uni-
formisation locale et la cohomologie étale des schémas quasi-excellents. Séminaire a
I’Ecole polytechnique 2006—2008. Astérisque 363—364. Avec la collaboration de Fré-
déric Déglise, Alban Moreau, Vincent Pilloni, Michel Raynaud, Joél Riou, Benoit
Stroh, Michael Temkin et Weizhe Zheng. Société mathématique de France, xxiv+627

pages.
STGII Fabrice OrGoGozo. « Topologies adaptées a 'uniformisation locale ».
STG VI Luc ILLUSIE. « Log régularité, actions trés modérées ».
STG VII Fabrice OrRG0GOz0. « Démonstration du théoreme d’uniformisation locale (faible) ».
STG XII, Fabrice ORGOGOz0. « Descente cohomologique orientée ».
STG Xl Weizhe ZHENG [ 42#%]. « On hyper base change ».
STG XIII Fabrice ORGOGOZO. « Le théoréme de finitude ».
STG XV Vincent P1LLONI et Benoit STROH. « Théoreme de Lefschetz affine ».
STG XVI Joél Riou. « Classes de Chern, morphismes de Gysin, pureté absolue ».
STG XVII Joél Riou. « Dualité ».

AUTRES REFERENCES

ARTIN, Emil (1957). Geometric algebra. Interscience Publishers, x+214 pages ( p. 25).

BEeILINSON, Alexander A., Joseph BERNSTEIN et Pierre DELIGNE (1982). Faisceaux pervers. Astérisque
100. Analyse et topologie sur les espaces singuliers I. Société mathématique de France ( p. 2, 23,
41, 42).

BERTHELOT, Pierre (1997). « Altérations de variétés algébriques (d’aprés A. J. de Jong) ». Séminaire
Bourbaki. Astérisque 241, exp. n° 815, 273-311 (] p. 44).

BHARGAVA, Manjul et Matthew SATRIANO (2014). « On a notion of “Galois closure” for extensions of
rings ». J. Eur. Math. Soc. (JEMS) 16.(9), 1881-1913 (T p. 11).

BoOckLE, Gebhard, Wojciech GAJpA et Sebastian PETERSEN (2015). « Independence of /-adic repre-
sentations of geometric Galois groups ». J. reine angew. Math. (] p. 43).

Borer, Armand et collab. (1984). Intersection cohomology. Progress in Mathematics 50. Birkhauser
Boston, x+234 pages (] p. 2).

BrUNJES, Lars et Christian SErRPE (2008). « Etale and motivic cohomology and ultraproducts of
schemes ». Prépublication, arXiv (] p. 47).

DE JONG, Aise Johan (1996). « Smoothness, semi-stability and alterations ». Publications mathéma-
tiques de I'IHES 83, 51-93 (T p. 3, 4, 35, 38, 39, 44-46).

— (1997). « Families of curves and alterations ». Ann. Inst. Fourier 47.(2), 599-621 (] p. 3, 29, 30).

DELIGNE, Pierre (1973). « Les constantes des équations fonctionnelles des fonctions L ». Modular
functions of one variable, II (Anvers, 1972). Springer, 501-597. Lecture Notes in Math., vol. 349 (]
p- 43).

— (1974a). « La conjecture de Weil. I ». Publications mathématiques de I'THES 43, 273-307 (] p. 25).

— (1974b). « Théorie de Hodge. III ». Publications mathématiques de I'IHES 44, 5-77 (1 p. 26).

— (1980). « La conjecture de Weil. I ». Publications mathématiques de I'THES 52, 137-252 (] p. 20, 44).

FouvRy, Etienne et Nicholas M. KaTz (2001). « A general stratification theorem for exponential sums,
and applications ». J. reine angew. Math. 540, 115-166 (T p. 3).

GABBER, Ofer (1983). « Sur la torsion dans la cohomologie ¢-adique d’une variété ». C. R. Acad. sci.
Paris Sér. I Math. 297.(3), 179-182 (] p. 44, 45).

GABBER, Ofer et Frangois LOESER (1996). « Faisceaux pervers /-adiques sur un tore ». Duke Math. .
83.(3), 501-606 (T p. 19).

GABBER, Ofer et Lorenzo RAMERO (2016). « Foundations for almost ring theory ». Prépublication,
arXiv (version 9) (] p. 14-16, 19).

GILLET, Henri et Christophe SoULE (2009). « Motivic weight complexes for arithmetic varieties ». 7.
Algebra 322.(9), 3088-3141 (] p. 39).


http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/GTG/GTG.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/GTG/GTG.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/GTG/GTG.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/02-topologies/topologies.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/06-log-lissite/log.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/07-uniformisation-locale/uniformisation-faible.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/12-descente-cohomologique-orientee/descente-orientee.pdf
http://www.cmls.polytechnique.fr/perso/orgogozo/travaux_de_Gabber/12B-hyper-base-change/hyper-base-change.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/13-theoreme-de-finitude/finitude.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/15-Lefschetz-affine/Lefschetz-affine.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/16-classes-de-Chern/gysin.pdf
http://www.math.polytechnique.fr/~orgogozo/travaux_de_Gabber/17-complexes-dualisants/dualite.pdf
http://www.numdam.org/article/SB_1995-1996__38__273_0.pdf
https://arxiv.org/pdf/1006.2562v3
https://arxiv.org/pdf/1006.2562v3
http://arxiv.org/abs/0807.1007v1
http://arxiv.org/abs/0807.1007v1
http://www.numdam.org/article/PMIHES_1996__83__51_0.pdf
http://www.numdam.org/article/AIF_1997__47_2_599_0.pdf
http://www.numdam.org/article/PMIHES_1974__43__273_0.pdf
http://www.numdam.org/article/PMIHES_1974__44__5_0.pdf
http://www.numdam.org/article/PMIHES_1980__52__137_0.pdf
https://web.math.princeton.edu/~nmk/katzFouvry.pdf
https://web.math.princeton.edu/~nmk/katzFouvry.pdf
http://arxiv.org/abs/math/0409584v9
https://arxiv.org/pdf/0804.4853.pdf

50 CONSTRUCTIBILITE ET MODERATION UNIFORMES EN COHOMOLOGIE ETALE

Icusa, Jun’ichi [F:F#E—] (1959). « Fibre systems of Jacobian varieties. III. Fibre systems of elliptic
curves ». Amer. J. Math. 81, 453-476 (] p. 25).

ILLusik, Luc (1981). « Théorie de Brauer et caractéristique d’Euler-Poincaré (d’apres P. Deligne) ».
Astérisque 82. Société mathématique de France, 161-172 (] p. 16).

- (2002). « An overview of the work of K. Fujiwara, K. Kato, and C. Nakayama on logarithmic étale
cohomology ». Astérisque 279. Société mathématique de France, 271-322 (T p. 17).

- (2004). « On semistable reduction and the calculation of nearby cycles ». Geometric aspects of
Dwork theory, vol. II. de Gruyter, 785-803 (] p. 18).

- (2010). « Constructibilité générique et uniformité en £ ». Prépublication (] p. 3, 38, 39, 46).

Karo, Fumiharu [/l 3CJt] (2000). « Log smooth deformation and moduli of log smooth curves ».
Internat. J. Math. 11.(2), 215-232 (1 p. 19).

Karo, Kazuya [JHEEFIH ] (1994). « Toric singularities ». Amer. . Math. 116.(5), 1073-1099 (1 p. 15).

Karo, Kazuya [JIEEFI ] et Takeshi Sarto [7%%%] (2013). « Ramification theory for varieties over
a local field ». Publications mathématiques de I'THES 117, 1-178 (] p. 4, 24).

Katz, Nicholas M. (1988). Gauss sums, Kloosterman sums, and monodromy groups. Annals of Mathe-
matics Studies 116. Princeton University Press, x+246 pages (] p. 25).

- (1990). Exponential sums and differential equations. Annals of Mathematics Studies 124. Princeton
University Press, xii+430 pages (T p. 3).

- (2001). « Sums of Betti numbers in arbitrary characteristic ». Finite Fields and Their Applications
7.(1), 29-44 (1 p. 46).

KaTtz, Nicholas M. et Gérard LAuMON (1985). « Transformation de Fourier et majoration de sommes
exponentielles ». Publications mathématiques de 'IHES 62, 361-418 (1 p. 3, 5, 9, 47).

Katz, Nicholas M. et William MESSING (1974). « Some consequences of the Riemann hypothesis for
varieties over finite fields ». Invent. math. 23, 73-77 (] p. 44).

Katz, Nicholas M. et Peter SARNAK (1999). Random matrices, Frobenius eigenvalues, and monodromy.
American Mathematical Society Colloquium Publications 45. American Mathematical Society,
xii+419 pages (] p. 25, 51).

KLEIMAN, Steven L. (1968). « Algebraic cycles and the Weil conjectures ». Dix exposés sur la cohomo-
logie des schémas. 3. Adv. Stud. Pure Math. North-Holland, 359-386 (] p. 44).

LAaumoN, Gérard (1983). « Vanishing cycles over a base of dimension > 1 ». Algebraic geometry (To-
kyo/Kyoto, 1982). Lecture Notes in Math. 1016. Springer, 143-150 ( p. 18).

— (1987). « Transformation de Fourier, constantes d’équations fonctionnelles et conjecture de Weil ».
Publications mathématiques de I'THES 65, 131-210 (1 p. 2).

LoMBARDI, Henri et Claude QUITTE (2011). Algébre commutative (Méthodes constructives). Mathéma-
tiques en devenir. Calvage & Mounet, xxxi+991 pages (] p. 11).

MADORE, David et Fabrice OrRcoGozo (2015). « Calculabilité de la cohomologie étale modulo £ ».
Algebra & Number Theory 9-7, 1647-1739 (1 p. 4, 45).

Mocuizuki, Shin’ichi [S€ H#7—] (1995). « The geometry of the compactification of the Hurwitz
scheme ». Publ. Res. Inst. Math. Sci. 31.(3), 355-441 (T p. 19).

- (1999). « Extending families of curves over log regular schemes ». J. reine angew. Math. 511, 43-71
(] p. 14, 15).

0OGG, Andrew Pollard (1962). « Cohomology of abelian varieties over function fields ». Ann. of Math.
76, 185-212 (1 p. 33).

OrGoG0z0, Fabrice (2003). « Altérations et groupe fondamental premier a p ». Bull. Soc. math. France
131.(1), 123-147 (] p. 2, 38, 39).

- (2006). « Modifications et cycles proches sur une base générale ». Int. Math. Res. Not. Art. ID 25315,
38 (] p. 9, 11, 18, 30).

PINK, Richard (1995). Lettre a N. Katz (26 mai 1995) (] p. 3, 6, 16, 17).

Sararevic, Igor R. [W. P. Illadapesmu] (1961). «InaBHble ONHOPOMAHBIE ITPOCTPAHCTEA,
omnpeneneHHble Hap moseM ¢yHkimit [Espaces principaux homogénes définis sur un corps de
fonctions] ». Trudy Mat. Inst. Steklov. 64, 316-346 (T p. 33).


http://www.math.u-psud.fr/~illusie/constructible3.pdf
https://web.math.princeton.edu/~nmk/Katz-GKM.pdf
https://web.math.princeton.edu/~nmk/wholebookcorrms.pdf
http://www.numdam.org/article/PMIHES_1985__62__145_0.pdf
http://www.numdam.org/article/PMIHES_1985__62__145_0.pdf
http://www.digizeitschriften.de/dms/resolveppn/?PID=GDZPPN002090902
http://www.digizeitschriften.de/dms/resolveppn/?PID=GDZPPN002090902
https://web.math.princeton.edu/~nmk/RMFEM.pdf
http://www.numdam.org/article/PMIHES_1987__65__131_0.pdf
http://hlombardi.free.fr/ACMC-1.pdf
http://arxiv.org/pdf/1304.5376v3.pdf
https://web.archive.org/web/20160308065824/http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~motizuki/The%20Geometry%20of%20the%20Compactification%20of%20the%20Hurwitz%20Scheme.pdf
https://web.archive.org/web/20160308065824/http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~motizuki/The%20Geometry%20of%20the%20Compactification%20of%20the%20Hurwitz%20Scheme.pdf
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00196631
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00007633/document
http://mi.mathnet.ru/tm1734
http://mi.mathnet.ru/tm1734
http://mi.mathnet.ru/tm1734

CONSTRUCTIBILITE ET MODERATION UNIFORMES EN COHOMOLOGIE ETALE 51

Sarto, Takeshi [77#E%%¢] (2004). « Log smooth extension of a family of curves and semi-stable re-
duction ». J. Algebraic Geom. 13.(2), 287-321 (] p. 15).

SERRE, Jean-Pierre (1968). Corps locaux. 2¢ éd. Publications de I'Université de Nancago, n° VIIL. Her-
mann, 245 pages (] p. 22).

- (2007). « Bounds for the orders of the finite subgroups of G(k) ». Group representation theory. EPFL
Press, 405-450 (T p. 25).

- (2013). « Un critére d’indépendance pour une famille de représentations ¢-adiques ». Comment.
Math. Helv. 88.(3), 541-554 (T p. 43).

THE STACKS PROJECT AUTHORS (2017). « Stacks Project » (T p. 4).

STEINBERG, Robert (1968). Lectures on Chevalley groups. Yale University, iii+277 pages (T p. 25).

SuH, Junecue (2012). « Symmetry and parity in Frobenius action on cohomology ». Compos. Math.
148.(1), 295-303 (7 p. 45).

THOMASON, R. W. et Thomas TROBAUGH (1990). « Higher algebraic K-theory of schemes and of deri-
ved categories ». The Grothendieck Festschrift IIl. Progress in Mathematics 88. Birkhéuser, 247-435
(T p. 13).

ToMASI¢, Ivan (2004). « A new Weil cohomology theory ». Bull. London Math. Soc. 36.(5), 663-670 (1
p- 45).

UMEzAKI, Naoya [MEIRE ] (2016). « A uniform bound for the order of monodromy ». Math. Res.
Lett. 23.(3), 929-937 (] p. 44).

Yu, Jia-Kang [ T 4= F] (1995). « Exposés a I'université de Princeton, février 1995 ». Cités dans [KaTz
et SARNAK 1999] (] p. 25).

ZALEsSKIL, AL E. [A. E. 3amecckuit] et V. N. SEREZKIN [B. H. Cepesxxkn] (1976). « JIuHeltHbIe IPYIIIBL,
OpOKAeHHbIe TpaHcBekuaMu [Groupes linéaires engendrés par des transvections] ». 36. AH
CCCP. Cep. mamem. [Math. USSR-Izv.] 10 (1), 26-49 (T p. 25).


https://arxiv.org/pdf/1011.0346.pdf
http://www.e-periodica.ch/digbib/view?pid=com-001:2013:88::537
http://stacks.math.columbia.edu
http://web.archive.org/web/20150322055229/http://www.math.harvard.edu/~jsuh/symmetry.pdf
https://arxiv.org/pdf/1402.5707.pdf
http://mi.mathnet.ru/izv1762
http://mi.mathnet.ru/izv1762

	Introduction
	2. Lemmes d'Abhyankar et courbes nodales
	3. Image directe par un morphisme propre
	4. Image directe par une immersion ouverte
	5. Six opérations
	6. Applications

