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1. L’ANNEAU Z/nZ
1.1. Définition et premiéres propriétés.

1.1.1. Soitn € N = {0,1,2,3,...} un entier naturel. On dit que deux entiers
relatifs x,y € Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...} sont congrus modulo n, et on
note® x = y (mod n), si leur différence est divisible par n. (Par exemple, deux
entiers sont congrus modulo 2 si et seulement si ils ont méme parité.) On dit aussi
que x et y sont dans la méme classe de congruence (modulo »), la classe de
congruence d’un entier relatif x étant, par définition,

x:={yeZ:y=x (modn)}={x+knkeZ}.

Sin > 1, tout entier x € Z s’écrit de fagon unique sous la forme x = an + b avec
a € Zet0 < b < nentier : il est donc congru a un unique entier dans ’ensemble
{0,1,...,n — 1} ; autrement dit, il y a n classes de congruence : 0,1,....n—1.La
structure d’anneau sur Z, définie par I’addition et la multiplication des entiers
relatifs induit de telles opérations sur 'ensemble Z/nZ (lire : « Z modulo n Z »)
des classes de congruences : il suffit de poser

X+y=xtyetx -y=X-y,

oul’addition (resp. la multiplication) a droite du signe « := » est 'opération usuelle,
celle a gauche étant 'opération a définir.

1.1.2. Notons que ces définitions n’ont de sens que si 'on vérifie que, si x = x’
(mod n) et y = y' (mod n), alors x + y (resp. x - y) est congru a x" + y’ (resp.
x" - y") modulo n. Ceci est vrai et résulte immédiatement des faits suivants : (a) la
somme de deux entiers relatifs multiples de n est un multiple de n (b) le produit
d’un multiple de n par un entier relatif quelconque est un multiple de n.

Non seulement 'ensemble Z/nZ est ainsi équipé d’une structure d’anneau mais
cette structure est compatible, par définition, avec celle de Z : 'application

Z » ZInZ, x > x

est un morphisme d’anneaux (c’est-a-dire : transforme somme en somme, produit
en produit et envoie 'unité [pour la multiplication] sur I'unité). (L’application [en-
sembliste] Z — Z/nZ étant surjective — d’ou 'usage du symbole « » » —, c’est
méme la seule structure d’anneau sur Z/nZ compatible au sens précédent avec
celle de Z.)

1.1.3. Insistons sur le fait que I'ensemble Z/nZ est (pour n > 1) en bijection avec
I'ensemble {0, ...,n — 1} des restes de divisions euclidiennes [ /U Z4F 4 % ou
4R %% 48 IR 7K par n mais que ce choix de représentants des classes de congruence

e . . . . . n—1
est arbitraire : on aurait par exemple pu choisir les entiers relatifs 1, ..., nou — [TJ s

D’ailleurs, on ne peut se contenter de manipuler ces seuls représentants lorsque
I’on fait des calculs algébriques : par exemple, pour calculer 2 - 3 = 1 dans Z/5Z,
on consideére la classe de 'entier 2x3 = 6 & {0, ...,4}, quiest congrua 1 (mod 5).

@. On s’autorise a écrire simplement x = y s’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de n.
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1.1.4. Etudions maintenant quelques propriétés de I'anneau Z/nZ, ot n > 1 est
un entier fixé. Tout d’abord, il hérite de Z la propriété d’étre commutatif : ab = ba
pour toute paire a, b € Z/nZ.Par contre, il n’est en général pas intégre : le produit
de deux éléments non nul peut étre nul. Par exemple, 2 - 2 = 0 dans Z/4Z.

Il est ici utile d’introduire le vocabulaire suivant : un élément a d'un anneau A
est dit diviseur de zéro (resp. inversible) s’il existe b # O tel que ab = 0 (resp.
s’il existe b tel que ab = 1; on écrit alors : a € A*). Un diviseur de zéro n’est
jamais inversible. La réciproque est fausse : un élément non diviseur de zéro n’est
pas forcément inversible, par exemple 2 € Z n’est pas inversible (dans Z).

Cependant, dans un anneau fini A — et c’est le cas de Z/nZ — un élément a qui
n’est pas diviseur de zéro est automatiquement inversible : cela résulte du fait que
lapplication de multiplication x — ax, A — A est alors injective donc bijective ;
en particulier 'unité 14 de A est dans I'image.

1.2. Inversibles de Z/nZ.

1.2.1. Soit a € Z un entier. Il est clair que si a est inversible dans Z/nZ — c’est-
a-dire si son image a € Z/nZ Test — alors l'entier a est premier a n. En effet,
I'existence dun b € Z tel que @ - b = 1,7 est équivalente a I'existence d’une
paire (b, k) € 72 telle que ab = 1 + kn et tout diviseur commun a a et n divise
alors 1.

Réciproquement, si a et n sont premiers entre eux [ Z %] — ce que 'on note
classiquement « (a, n) = 1 » mais que nous noterons « aln» — il existe une rela-
tion de Bézout (produite par I’algorithme d’Euclide rappelé plus bas)

au+nv =1

entrainant I'égalité @ - u = 1(= 1z/,2).

1.2.2. Exemple : dans Z/10Z, les éléments 1,3,7,9 sont inversibles, et leurs in-
verses sont 171 =1,371=7,771=3,971 =9,

1.2.3. En général, on a l'inclusion (Z/nZ)* C Z/nZ ~ {0} des inversibles dans
I’ensemble des éléments non nuls. S’il y a égalité, on dit que I’anneau est un corps :
les éléments non nuls sont inversibles®. D’apreés ce qui précéde, Z/nZ est un corps
(ou, de maniére équivalente ici, intégre) si et seulement si tous les entiers 0 < a < n
sont premiers a n, ce qui se produit si et seulement si n est un nombre premier.

Si p est un nombre premier, on note [, le corps Z/pZ a p éléments. L'objet de ces
notes est d’étudier de tels corps et de présenter quelques-unes de leurs applications.

1.3. Le théoréme chinois. Comme on ’a vu, la structure de I’anneau Z/nZ dé-

pend des propriétés arithmétiques de I'entier n ; ce lien est précisé par le théoreme
(des restes) chinois [ E %] & T 2],

@. Un corps [#4] est un anneau (commutatif) k # O tel que tout élément non nul soit inver-
sible : kX =k — {0, }.
®. Voir note 1.7.1.



3

1.3.1. Soient n; et n, deux entiers > 1 et n := nyn,. On dispose de deux mor-
phismes d’anneaux Z/nZ — Z/n|Z et ZInZ — Z/nyZ : si deux entiers sont
congrus modulo #, ils sont alors congrus modulo tout diviseur de n, par exemple n;
et n,. Le morphisme induit

w ZInZ = ZInyZ X ZIn,Z,

n’est en général pas un isomorphisme d’anneaux (c’est-a-dire : une bijection). Pré-
cisons que la structure d’anneau sur le produit cartésien Z/n; ZXxXZ/n,Z des couples
(x,y),avec x € Z/n|Z ety € Z/n,Z, est la structure évidente : la somme et le pro-
duit se font coordonnée par coordonnée. Les deux anneaux ayant méme cardinal,
a savoir n = n;n,, ce morphisme est injectif si et seulement si il est bijectif. Or, de
méme qu’une application linéaire est injective si et seulement si son noyau — les
antécédents de {0} — est réduit au vecteur nul, un morphisme d’anneaux est in-
jectif si son noyau est réduit au singleton {0} : la méme démonstration s’applique
(mutatis mutandis). Pour étudier ce noyau Ker(x), soit a € Z tel que

7(a) = 0z, zxzimyz = Oz, 2,021, 2)-
Par hypothése, on a donc n;|a et n,|a et on se demande si @ = 0 c’est-a-dire si n
divise a. D’aprés le lemme de Gauf, il en est ainsi dés que n; et n, sont premiers

entre eux. On a donc démontré le théoréme chinois, dans le cas de deux facteurs.
Par récurrence on démontre le cas général :

Théoréme. Soient ny,...,n, > 1 des entiers supposés premiers entre eux deux a
deux : pour toute paire | <i# j<r,ona n,-J_nj. Alors, le morphisme canonique

Zny-nZ — ZlnyZ X -+ X ZIn,Z,

a (modn;--n.) (a (mod ny),...,a (mod n,))

est un isomorphisme.

1.3.2. Dansl’exemple « historique » (1.7.1), datant de plus de 1700 ans, on cherche
un antécédent de (2, 3,2) par la surjection Z » Z/3Z X ZI5SZ X ZI1Z ; d’apres le
théoréme chinois, il en existe. (Une infinité : si x est solution, x+3-5-7 aussi.) Dans
le paragraphe suivant, nous avons voir comment I’algorithme d’Euclide permet de
calculer un inverse explicite a 'isomorphisme du théoréme précédent.

1.4. Algorithme d’Euclide 1.

1.4.1. Soit a calculer le plus grand commun diviseur (PGCD) [z K2 F 4]
de deux entiers a et b. L’algorithme d’Euclide pour ce faire est le suivant :
— Initialiser : (m, n) < (|al, |b]).
— Tant que n # 0, répéter:
¢ Faire (m,n) <« (n,r) ou r est le reste de la division euclidienne
m = nq + r de m par n.
— Renvoyer m (le PGCD recherché).

Invariant : PGCD(m, n) = PGCD(a, b) (constant) ; I’algorithme termine car n dé-
croit strictement a chaque étape (et reste un entier naturel).



A titre d’exemple, calculons le PGCD de a = 98 et b = 77 :
— (m,n) = (98,77); division euclidienne 98 = 77 X 1 + 21;
— (m,n) = (77,21) ; division euclidienne 77 = 21 X 3 + 14;
— (m,n) = (21, 14) ; division euclidienne 21 = 14 X 1+ 7;
— (m,n) = (14,7); division euclidienne 14 =7x2+0;
— (m,n) = (7,0); on renvoie PGCD(98,77) = 7.

1.4.2. Si alb, c’est-a-dire PGCD(a, b) = 1, il existe des entiers u et v tels que
au + bv = 1 on appelle cette égalité une relation de Bézout® entre a et b. Une
telle paire (u, v) est fournie par 'algorithme d’Euclide étendu, qui consiste a
« remonter » les coefficients dans I’algorithme d’Euclide : la derniére division m =
nqg + 1 donne une relation 1 = m — nq puis on remplace n (qui est lui-méme un
reste de division euclidienne) et ainsi de suite jusqu’a trouver une relation entre
les entiers a et b de départ.
Formellement, on procede ainsi :

— (myn,u,v,u’,0") < (|al, |b|, signe(a), 0,0, signe(b)).
— Tant que n # 0, répéter:
¢ Division euclidienne de m par n: soit m = nq +r.
¢ Remplacer (m,n,u,v,u’,v'") < (n,r,u’,v',u—qu',v—qv").
— Vérifier m =1 (le PGCD est bien 1).
— Les coefficients recherchés sont u et v (on a au + bv = 1).

Invariants : a chaque étape, on a au + bv = met au’ + bv’ = n.

1.4.3. Dans la pratique, a la main, on procede ainsi : pour calculer une relation de Bézout
entre 64 et 47, on effectue les divisions euclidiennes successives 64 = 1 X 47 + 17,47 =
2x17+13,17=1x13+4,13 =3Xx4+1 jusqu’a tomber sur le reste 1. Puis on réécrit ce
reste en partant de la derniére division 1 = 13 — 3 X 4 et en remplacant successivement le
reste de chaque division (lue a I’envers) par une combinaison du dividende et du diviseur :
4=17-1%x13donc1=13-3x(17-1x13)=4%x13-3X 17 puis 13 =47-2x 17
donc1 =4x@47-2%x17)—3x17=4x47 - 11 x 17 etenfin 17 = 1 X 64 — 47 donc
1 =4%47-11x(1xX64—-47)=15%x47 - 11 X 64.

1.4.4. Remarques.

(i) Naturellement, ajouter b a u et —a a v donne une nouvelle relation de
Bézout entre a et b. Donc il n’y a pas unicité.

(ii) Plus généralement, si PGCD(a, b) = d, on peut trouver u et v tels que
au+bv=d:ona PGCD(%, g) =1, etsi %u + C—biv = 1 est une relation de
Bézout entre eux, alors on a au + bv = d.

1.4.5. Siau+ bv =1, et si a et ff sont deux entiers relatifs, la somme fau — abv
est un entier congru a « modulo a et a f modulo b : on a construit un inverse a
lisomorphisme Z/abZ ~ Z/aZ X Z/bZ. (Notons que 'on peut également voir ce
qui précéde comme un algorithme de calcul de I'inverse de a dans Z/bZ.)

®@. Etienne Bézout (1730-1783), avec un accent aigu.
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1.4.6. 9 L’algorithme d’Euclide étendu pour a, b s’effectue en O(nm) opérations
élémentaires sur les bits, si a et b ont respectivement n et m bits : cf. [von zur
GATHEN 2015, 15.33 p. 763]. La recherche d’algorithmes efficaces fait 'objet de
nombreuses recherches; par exemple I’algorithme naif de multiplication de deux
entiers a n chiffres, présenté par exemple en [TAOCP 2, §4.3.1], est en O(n2) tandis
que des algorithmes significativement plus efficaces ont été trouvés relativement
récemment (cf. [TAOCP 2, §4.3.3]; voir aussi [DEMAZURE 2008, §1.3], [BRENT et
ZIMMERMANN 2011, §1.3] ou [MULLEN et PANARIO 2013, §11.1.5.1]).

Esquissons I'un d’eux. Soit # un entier naturel. Un entier naturel a n bits — c’est-
a-dire ayant au plus n chiffres écrit en base 2 — est un entier compris entre O et

2" — 1 : on le représente par le n-uplet (b
n—1
i=0
(le résultat a au plus 2n bits).

u—1s ---» by) d’entiers valant 0 ou 1 tel que

cet entier soit >, b,2". On cherche a calculer le produit de deux entiers a n bits

Théoréeme (Karatsuba=Kapairy6a). On peut multiplier deux entiers a n bits en o8y =

O(n1~8496--) opérations élémentaires sur les bits.

Démonstration. Soit m un entier. Des entiers a 2m bits x et y peuvent étre représen-
tés sous la forme x = a2™ + bet y = ¢2™ + d ou a, b, ¢, d sont des entiers naturels
a au plus m bits. On a

xy =ac-2*" + (ad + bc) - 2™ + bd.

Un algorithme possible pour faire la multiplication consiste a calculer les quatre
produits ac, ad, bc et bd d’entiers a m chiffres, puis faire les opérations faciles (dé-
calage et additions) pour obtenir le résultat xy. Notons ¢, le colit en opérations
par bits de la multiplication de deux entiers a 2* bits. En appliquant récursivement
la méthode ci-dessus, on obtient une relation de récurrence ¢, = 4c; + O(2%).
Le quotient d), := c¢;,/4* vérifie une relation d,,, = d, + O(27%) dont on déduit
que la suite (d,) converge, ainsi ¢, = O(4%). Finalement, on peut en conclure que
I'on peut faire le produit d’entiers & n bits en O(n®) opérations, comme annoncé
plus haut. L’algorithme de Karatsuba s’appuie sur le fait que I'on peut déterminer
ac,ad + bc et bd en faisant quelques additions et surtout trois multiplications au
lieu de quatre. En effet, on peut calculer N := (a+b)-(c+d), ac et bd, et en déduire
ad + bc puisqu'on a ad + bc = N — ac — bd. Notons c;, le cotit de la multiplication
de deux entiers a 2% bits pour cette méthode. On a cette fois-ci ¢; | = 3¢, + 025,
dont on déduit ¢, = O(3¥). Si n est un entier naturel non nul, on peut considérer
la plus petite puissance 2% de 2 qui lui est supérieure, on a alors k < log,n+ 1.
Comme 382" = p!°&3 on peut multiplier deux entiers & n bits en O(1'°82°) (et
donc O(n!»8)). O

(On peut améliorer I'exposant log,(3) = 1,5849625007211 en n’importe quel
nombre > 1.)
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1.5. Groupes cycliques.

1.5.1. Un groupe® G est dit cyclique [# - ##] s’il existe un élément g € G
d’ordre fini tel que G coincide avec le sous-groupe (g) engendré par g°. Si g est
d’ordre n, c’est-a-dire si G est de cardinal n, on a un isomorphisme Z/nZ = G,
r mod n — g". (Ici, Z/nZ désigne le groupe additif (Z/nZ,+) : on oublie momen-
tanément la structure d’anneau.)

Pour tout 7 € G, on a donc h" = e et ordre de h, c’est-a-dire le plus petit entier
r > 0 tel que h" = e, est un diviseur de n.

Prendre garde au fait que le choix de g n’est pas canonique/intrinseque : il y a
d’autres générateurs de G (sauf si |G| < 2). Précisément, on a (g) = (g") si et
seulement si g € (g"), si et seulement si il existe un entier s tel que g = g’*, ce
qui se produit si et seulement si s = 1 mod n. Il est clairement nécessaire que s
soit premier avec n. Réciproquement, il résulte du lemme de Bézout que si sLn, il
existe r tel que rs =1 mod n. En d’autres termes :

1.5.2. Proposition. Soit G = (g) un groupe cyclique d’ordre n. L’application s
g® induit une bijection entre l’ensemble des entiers 1 < sln < n et ’'ensemble des
générateurs de G.

Leur nombre est noté @(n); la fonction ¢ : n — @(n) est appelée indicatrice
d’Euler [ 4% % 44]. Puisqu’un entier a est inversible modulo # si et seulement si
il est premier a n, on en déduit que ¢@(n) est aussi le cardinal du groupe (Z/nZ)*
des unités (=éléments inversibles) de I’anneau Z/nZ.

1.5.3. Proposition.
(i) (multiplicativité) si nLm, on a p(nm) = @(n)p(m) ;
(ii) si p est un nombre premier, (p) = p — 1 et, plus généralement, p(p*) =
plp=1=p"A-ph);
(iii) (comportement asymptotique) p(n) — +oo lorsque n — +oo.

I en résulte que 'on a I'égalité :

pm =nx ][]0 - 1).
pln P
Démonstration. Le plus simple est probablement d’observer que, comme on vient
de le rappeler, les générateurs du groupe Z/nZ sont exactement les éléments inver-
sibles (unités) de I’anneau Z/nZ. (i) La multiplicativité résulte alors du théoreme
chinois : on a Z/nmZ = Z/nZ X ZImZ d’ov (Z/InmZ)* = (ZInZ)* X (ZImZ)*.
(Voir aussi [HARDY et WRIGHT 2007, 16.1], par exemple, pour une démonstration
plus élémentaire.) (ii) Il est clair qu’un entier est premier a p* si et seulement si il
n’est pas multiple de p. Le nombre de ces multiples inférieurs a p® est p*!. (iii)
Remarquons que si n est une puissance de 2, on a ¢(n) = n/2 > \/5/2. D’autre
part, si p > 3 est un entier,onap—1 > \/ﬁ si bien que p*(1 —p_l) > p“‘_”2 > p‘)‘/2

@. Nous supposons cette notion connue et renvoyons a [SERRE 1979], [SAFAREVIC 1997] (ma-
gnifique survol), [ROTMAN 1995], [PERRIN 1996] pour des rappels et compléments.
®@. Cette définition n’est pas universelle : certains auteurs ne supposent pas g d’ordre fini.
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pour tout a > 1. Par multiplicativité de ¢, on a donc la minoration ¢(n) > \/5/2
pour tout n et, en particulier, ¢ — +o00. Des résultats bien plus précis sont établis
dans [ibid., 18.4]. O

1.5.4. Proposition. Soit n > 0 un entier. Pour tout xLn, on a
x?™ =1 (mod n).
En particulier, pour tout nombre premier p, on a x*~! = 1 (mod p) lorsque xLp et

xP = x (mod p) pour tout x.

Cela résulte du fait que dans un groupe de cardinal N, Pordre des éléments di-
vise N. (Siledit groupe — disons G — est abélien, cela résulte du fait que pour tout
_ — N N

x € G, onangGg = ngG(xg) =x ngGg, donc x
Notons que le produit a un sens car G est commutatif et que la premieére égalité

= e par simplification.

résulte du fait que la translation multiplicative g = xg est une bijection.)
1.6. RSA.

1.6.1. Principe (de la cryptographie a clef publique). Supposons qu'un individu B
souhaite communiquer de facon secréte une information a la personne A : on ai-
merait qu'un observateur/espion (autre que A) du message transmis par B a A ne
puisse pas le décoder en un temps raisonnable mais qu’il soit facile pour A de le
faire. On peut formaliser un tel protocole de la fagon suivante : A crée une « clef
publique » P, et une « clef privée » S,. Chaque clef définit une fonction X — X,
ou X est un certain ensemble fini. A rend la clef P, publique — par exemple en la
publiant sur sa page internet — mais garde secrete la clef S,. Si B veut envoyer un
message a A sous la forme d’une suite d’éléments de X, il applique P, a chaque
élément x de son message, et envoie les résultats y := P,(x) a A, qui applique
alors S, a ces y. Bien sur, il faut que pour tout x € X, on ait S, (P,(x)) = x, c’est-
a-dire que S 4 et P4 sont des fonctions inverses 'une de 'autre. Pour que cela entre
dans le domaine de la cryptographie, il faut qu’il soit tres difficile de déterminer la
fonction S 4 connaissant la fonction P, (mais que le calcul de cette derniére soit
relativement rapide).

1.6.2. Le cryptosysteme RSA. Décrivons les ensembles X, les clefs P, et Sy, et
les fonctions P4(—) et S 4(—) associées. L’individu A choisit deux grands nombres
entiers premiers p et £ # p, puis pose n := pl. L’ensemble X sera Z/nZ. 1l choisit
alors un entier naturel d Lp(n) = (p — 1)(¢ — 1) et détermine un entier naturel e
inverse de d modulo @(n) par I’algorithme d’Euclide étendu. La clef publique P4 est
le couple (e, n) et la clef privée S 4 est (d, n). Lafonction P,(—) : Z/nZ — Z/nZ est
I’élévation x — x° ala puissance e et, de méme, la fonction Sy (-) : Z/nZ — Z/nZ

est x — xd.

1.6.3. Voici un exemple, tiré de [HOFFSTEIN, PIPHER et SILVERMAN 2014, §3.2] ; il est aisé
d’en produire a I’aide d’un ordinateur.
création des clefs A choisit deux nombres premiers secrets p = 1223 and ¢ = 1987. 1l calcule le

nombre n = p¢ = 2430101 puis 'exposant de chiffrement, e = 948047 premier
avec (p—1)(¢—1) = 2426892 ; il rend ces deux informations (e, n) = P, publiques.



Connaissant g(n) = (p — 1)({ — 1), il peut trouver un inverse d de e modulo ¢(n)
c’est-a-dire un d tel que de = 1 (mod 2426892). 1l trouve d = 1051235.

chiffrement B convertit son message texte en un entier, disons x = 1070777 satisfaisant
1 < x < n (sinon, couper le message en morceaux). Il utilise la clef publique P,
pour calculer y = x¢ (mod n) : il trouve y = 1070777°%8047 = 1473513 et envoie
cette derniére valeur a A.

décodage A applique S, au message chiffré y = P,(1070777) = 1473513 et calcule y* =

14735131051235 = 1070777. C’est le message que B souhaitait lui envoyer secré-
tement.

1.6.4. Implicitement, nous supposons que calculer une racine e-iéme dans Z/nZ
est plus difficile que de calculer une puissance e-ieme ou d-ieme. Méme s’il reste
a prouver que le premier probleme est difficile, on peut au moins montrer que
le second est (comparativement) facile, par le procédé d’exponentiation rapide.
Nous renvoyons a [TAOCP 2, 4.6.3] pour une discussion détaillée mais signalons
simplement qu’en exploitant les égalités

x2n — (xn)2 et x2n+1 — (xn)Zx’
on montre immédiatement que le calcul d’une puissance x" peut se faire en

[Log, (n)] + v(n) - 1
multiplications, ou v(n) est le nombre de 1 dans I’écriture de n en base 2.

Pour l'exposant e = (948047),, = (11100111011101001111),, ayant 20 chiffres en
base 2, on voit que le calcul de x° peut se faire en au plus 19+ 14 — 1 = 32 multiplications,
et non 948046. Explicitement,

x¢ =xCTCTCCCTCTCTCCTCTCTCCTCCCTCTCTCT,

ou C est 'opération d’élévation au carré et T est I'opération de multiplication par x. L’ex-
pression ci-dessus a été obtenue en remplacant les 1 (resp. 0) par « CT» (resp. « C») et
suppression du CT de gauche. Pour démontrer que ce procédé calcule bien x", procéder
par récurrence en écrivant e = 2¢’ + ¢, avec ¢ € {0, 1}. La formule sur le nombre de

multiplications ci-dessus en résulte aussitot.
1.7. Notes.

1.7.1. La dénomination « théoréme chinois » a pour origine le traitement d’un
probléme d’arithmétique élémentaire dans le Stinzi Suanjing [#F 5 — 24 T H =+ /]
dont nous citons le passage pertinent :

SR A SRR ZZHX Mo AR BE LR =
Bl AT ?
XKeg . =—+=o
e 22 = B80T A AR B BN TS b LB RS BT
CI s < e RN Y Sy <[ o
LE=ZHZ h— MEL T A — B E—+— bt — AE+TA -
—BNUALE, A—BAE B, BT

Voir [NEEDHAM 1959, p. 119-122] et [TAOCP 2, §4.3.2] pour un historique rapide.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Sunzi_Suanjing
https://zh.wikisource.org/wiki/%E5%AD%AB%E5%AD%90%E7%AE%97%E7%B6%93#%E5%8D%B7%E4%B8%8B

1.7.2. Faisons quelques remarques sur le crypto-systeme RSA.
Si 3 } n, on pourrait méme prendre pour exposant publique 'entier e = 3 et

obtenir un crypto-systéme réputé fiable, du moins si 'entier y = x>

est > n,
sans quoi calculer une racine cubique de y modulo n est trivial : prendre la ra-
cine cubique usuelle. (Voir [TAOCP 2, p. 404]] pour une discussion et [TAOCP 2,
exercice 4.5.4-32] pour un moyen de contourner ce probléme apparent.) Les per-
sonnes inquietent que e = 3 ne soit pas un choix siir semblent préférer en pratique
e =294 1 = 65537 (cf. [HOFFSTEIN, PIPHER et SILVERMAN 2014, p.125]).

On suppose implicitement ici 'existence d’une infinité de nombres premiers, fait
connu depuis Euclide (au plus tard) : si py, ..., p, sont des nombres premiers, tout
facteur premier de 1+ Hi p; est différent des p;. En réalité, on veut plus : que p et ¢
satisfassent quelques conditions arithmétiques — la remarque précédente suppose
par exemple I'existence de grands nombres premiers # 1 (mod 3)® — et ainsi que
des conditions archimédiennes : par exemple, p et £ doivent étre grands (disons au
moins 100 chiffres en bases 10) et pas trop proches®.

Enfin, on conjecture qu’il est algorithmiquement difficile — en un sens que nous
ne précisons pas — de « casser » ce crypto-systéme. Comme on le verra dans I’exer-
cice 1.8.10 infra, on peut au moins montrer que la question — supposée difficile —
de factoriser n est essentiellement équivalente a celle du calcul de ¢(n) (utile au
calcul de 'exposant secret d connaissant I’exposant public e).

1.8. Exercices.

1.8.1.

(i) Retrouver, en travaillant dans Z/9Z et Z/11Z, les critéres classiques de
divisibilité par 9 ou 11 d’un entier a en fonction de son écriture décimale

a=>" 104,00 < g; < 10,

G

(i) g Comlm%nt reconnaitre, a partir de son écriture décimale en base 10, si

un entier est divisible par 7 ? Plus précisément, peut-on les caractériser

par une « expression réguliére »®? (On pourra commencer par le cas, plus
facile, de la divisibilité par 3 d’un nombre écrit en base 10, ou méme 2.)

O
(i) Soitb > 1 enentier. Onan = Zi ¢;10" divisible par b si et seulement si n = 0

(mod b); c’est tautologique. On réécrit cette condition sous la forme Zi ¢;100 =0

@. [SERRE 1977, chap. VI] pour un résultat plus général dans ce sens, di a Dirichlet, et par
exemple le paragraphe 7.3.5 des notes de cours de 2016-2017 pour une démonstration, beaucoup
plus élémentaire, du fait qu’il existe une infinité de nombres premiers = 1 (mod N) pour tout
entier N > 1.

®. Voir [TAOCP 2, p. 405], [von zur GATHEN 2015, §3.4] et, moins formellement, [SCHROEDER
2006, §9] pour une discussion de cet aspect.

®. C’est-a-dire une recherche de « mots », en utilisant les 14 caractéres 0,1,...,9,(,), +, *
comme peut le faire avec un éditeur de texte. Ici, * (étoile de Kleene) correspond a la concaténation
d’un nombre arbitraire (éventuellement nul) de mots (éventuellement distincts) du type de ceux
précédant ce symbole — qui est prioritaire sur les autres —, la concaténation est représentée par
simple juxtaposition, et + est la disjonction (réunion ensembliste, généralement notée | sous Unix).
Les parentheéses sont la pour regrouper.


http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/Shanghai2.pdf
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dans Z/bZ. La réduction modulo b étant un morphisme d’anneaux, on ¢;10/ =
c_iml ; C’est le point clef. Si b = 9 (resp. 11), on a 10 = 1 (resp. 10 = —1) de sorte
que b | n si et seulement si Zl_ ¢; (resp. Z[(—l)ic_i) est nul dans Z/bZ. Finalement,
n est divisible par 9 (resp. par 11) si et seulement si la somme (resp. la somme
alternée) de ses chiffres lest.

(ii) Considérons d’abord le cas de la divisibilité par 3 d’un nombre binaire®. On
remarque que si ¥ = (a,...a;), est congru a x modulo 3, le nombre 2r + q;, =
(a,...ayag)y, ou ay € {0, 1}, est congru a 2x + a5 = ag — x (mod 3). En d’autres
termes, un nombre (a,...a,), est divisible par 3 si et seulement si lu de gauche a
droite et partant de I’état « g, », on termine sur le méme état g, en appliquant I’au-
tomate ci-dessous, dont les fleches correspondent aux changements d’états (ici :
de reste modulo 3) a la lecture du chiffre suivant (a droite).

(Une variante d'une telle idée se trouve déja dans les écrits de Pascal (cf. [SAkAROVITCH
2009, prologue]).)

Par exemple, 2019 = (11111100011), est divisible par 3 et correspond au chemin

do ™~ q1 ™ 4o ™ 91 ™ 4o ™ 41 ™ 40 ™ 490 ™ G0 ™ G0 ™ 41 ™ qo, et
21 = (10101), l'est également, correspondant au chemin g, ~ ¢q; ~ g, ~ g, ~

a; ™ do-

Il est alors clair que I'expression réguliére

(0+(1(01%0)%1))x

convient ; elle décrit les mots
£,0,00,11,000,011,110,0000,0011,0110,1001,1100,1111, 00000, ...

De méme, il existe un automate semblable, dont les états gy, ..., g correspondent
aux restes modulo 7, qui, donné en entrée un nombre r = (b,...by);( écrit en
base 10 et lu de gauche a droite (comme pour la division euclidienne classique),
termine sur I'état g si et seulement si r est divisible par 7. La difficulté est de
comprendre comment transformer un tel automate (déterministe) en une expres-
sion réguliere. On trouvera différents algorithmes dans [ibid., §2.4], notamment en
§2.4.3 qui en présente un algorithme du pivot de Gauf3, reposant sur le « lemme de
Arden ». (Pour une autre discussion, voir par exemple [ ALLOUCHE et SHALLIT 2003,
4.1.5].) Malheureusement, la taille de 'expression réguliére est exponentielle en le
nombre d’états (ici : 7), comme expliqué par exemple en [ELLUL et collab. 2004,
th. 17] ou dans [GRUBER et HoLzER 2015]. Plus précisément, une telle méthode

@. Bien entendu, c’est le cas si et seulement si la somme alternée de ses chiffres [en base 2]
est divisible par 3. Malgré tout, il n’est pas clair que cette condition puisse étre caractérisée par une
expression réguliére (« regex »).
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donne une expression d’environ 15000 caracteres ; voir 'entrée « Une expression
réguliére pour les multiples de 7 », du blog de David Madore.

On peut par contre montrer ([R1co 2014, cor. 1.43]) qu’il n’existe pas d’automate
détectant les nombres premiers (pour toute base d’écriture). o

1.8.2. Calculer a la main 31990003 m6dulo 101.

oLe nombre 101 étant premier, on a @(101) = 100 et al® =1 pour tout a €
ZN01Z% = ZN01Z ~ {0}. Ainsi, 3'% = 3200 = = 31000000 = 1 dans 7/101Z.
L’entier considéré est donc congru a 3° = 27 modulo 101.o

1.8.3. Quelle est la forme simplifiée du caractére traditionnel & ?

OLe caractére it a pour forme simplifiée #| [sheng]. D’aprés le Dictionnaire
Ricci de caractéres chinois ) K72 % K 5 ¥ ses sens anciens sont « offert en dot
(vase rituel) » et « avantage que chacun tire d’'un échange de présents ; reconduire
rituellement quelqu’un qui prend congé ». Ses sens modernes sont « augmenter »,
«nombreux », «trés», « vraiment » mais aussi — et c’est son sens ici — « reste;
résidu ; surplus; excédent... ».0

1.8.4. Nombre de Carmichael.

(i) Soit n un entier > 1 tel que pour tout entier a, on ait " = a (mod n).
Montrer que n est sans facteur carré.

(ii) q L’entier n est-il premier ? En d’autres termes : la congruence a”" = a
(pour tout a) peut-elle servir de test de primalité ?

O
(i) Commencons par montrer que 1 est sans facteur carré. Si n = p*n’, I'élément
a=1+pn" =1+ % est d’ordre p dans le groupe multiplicatif de Z/nZ : calculer
a? =1+ g)l’ par la formule du binéme par exemple. Or, p ne divise pas n — 1;
on ne peut donc avoir a"~! = 1 dans (Z/nZ)*. (On peut également montrer que
pour tout p premier divisant n, on a p — 1|n — 1 : cela résulte immédiatement du
théoréme chinois et du fait que (Z/pZ)* est cyclique, établi en 4.2.)

(i) Comme I’a montré Carmichael en 1910, Pentier 561 = 3 - 11 - 17 satisfait
I’hypothése, car 3 — 1 = 2,11 — 1 = 10 et 17 — 1 = 16 divisent 561 — 1 =
560 = 2* -5 - 7. Les deux suivants (non premiers) sont 1105 et 1729 ; cf. la suite
A002997 de 'OEIS. Voir [DEMAZURE 2008, §3.3] et [PERRIN-RIOU 2000, p. 26] pour
des compléments permettant d’éviter le recours a un ordinateur. o

1.8.5.

(i) Un nombre composé n > 2 est dit pseudo-premier [ % %%] en base b
(ou b-pseudo-premier) si "~! est congru a 1 modulo n. Montrer que p?
est pseudo-premier en base b si et seulement si =1 =1 (mod p?).

(ii) Montrer que si n est 2-pseudo-premier, 'entier 2" — 1 aussi.


http://www.madore.org/~david/weblog/d.2011-04-25.1871.html
http://www.madore.org/~david/weblog/d.2011-04-25.1871.html
https://oeis.org/A002997
http://oeis.org/
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(i) Résulte du fait que le PGCD de @(p?) = p(p—Detp> =1 =(p+ D(p—-1)
est p — 1. (Ou, plus simplement peut-étre, p> — 1 — @(p) = p — 1 donc
p”’~1 = | entraine "~ = 1.)

(ii) En utilisant x> — I = (x — 1)(x + 1), on voit que 22"=2 _ 1 est divisible
par 22"'=1 _ 1. Comme I'exposant 2”1 — | est un multiple de n, I'entier

on—1_1

x" —1 divise x — 1 pour tout x. En particulier pour x = 2. Noter que

2" — 1 est bien composé (=non premier) car n lest.

O

1.8.6. Soit p un nombre premier. Considérons le corps [, := Z/pZ et 'ensemble
S, = F de ses éléments inversibles. Pour tout entier r, on considere le graphe
orienté G,, dont 'ensemble des sommets est .S, d’arétes les couples (x, y) tels
que y = x". Dessiner les graphes G5 5, G5 3, et G5 5 et expliquer quelques les dif-
férences observées. (Par exemple sur la longueur des cycles, le nombre de sommets

étant le but d’une aréte, etc.)

0On obtient les graphes suivants :

oS o0

o So—e)

ONORORORO -

Le cardinal de I'image de I’élévation a la puissance r est égal a (p — 1)/#u,(F,);
pourp = 13,etr € {2,3,5},I'ensemble y,(IF,) vaut, respectivement, (+1},{1,3, 9}
{1}.

Une autre facon de voir les choses est de constater que le groupe F)* étant cyclique,
donc isomorphe a Z/(p — 1)Z, les graphes ci-dessus sont les mémes que ceux obtenus en
considérant non pas S, mais Z/(p— 1)Z et non pas 'application x — x" mais I'application
x + rx. Pour p = 13, on considére donc la multiplication par r € {2,3,5} sur Z/12Z =
Z/47Z X Z/3Z. La multiplication par 2 étant une bijection sur le second facteur, et d’'image
27147 C Z/AZ dans le premier, on comprend que les fleches touchent la moitié [= 6] des

sommets. De méme, la multiplication par 3 touche un tiers [= 4] des sommets tandis que

la multiplication par 5 étant bijective (car 513 et 514) on obtient tous les sommets.
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Il résulte des congruences 24 = 22 (mod 12), 3° = 3 (mod 12) et 52 = 1
(mod 12) que 'on a [x + X1t =[x - X212 [x ~ X0 = [x » X7, et
[x — x°]°* = Id. En conséquence, on obtient des cycles de longueur [au plus] 2,
en appliquant respectivement 2, 1 ou 0 fois I’élévation a la puissance considérée.

O

1.8.7. Soient a, b deux entiers < n. Donner un majorant du nombre maximal de
boucles effectuées dans ’algorithme d’Euclide pour calculer le PGCD de a et b.

oL’idée est simple : le pire cas correspond a la division euclidienne d'un nombre
de Fibonacci par son prédécesseur?, et on en déduit une majoration en [log(p ((3 — (p)n)J ,
ou @ est le nombre d’or, soit, plus concretement, une majoration en [4, 8 log | 0(n) -0,32].
Plus précisément, on montre par une récurrence immeédiate (sur r) que si0 < y < x
sont deux entiers de PGCD égal a d et si I’algorithme d’Euclide s’arréte au bout de
r étapes, alors x > dF, , ety > dF,,;. Il y adonc au plus %log(y) + 1 pas. (Et,
dans le cas du calcul du PGCD de F,; et F,,, il y a exactement r étapes.) Pour
les détails, si nécessaire, sur ce « pire cas », voir [DEMAZURE 2008, 1.4.4]. On trou-
vera également dans [TAOCP 2, 4.5.3] une analyse plus délicate, « en moyenne » :
si deux entiers a, b sont pris uniformément dans un intervalle [1, n], le nombre

moyen d’étapes est
121og(2
121082 1 06n) + € + o(1),
T
ou C est une constante non nulle (explicitée dans [FincH 2003, §2.18]). (Nous ren-
voyons a [FLAJOLET et SEDGEWICK 2009, prop. IX.12] ou I'exercice 3.4.6 des notes
de cours de 2018-2019 pour une discussion du probléme analogue — mais plus

simple — sur [Fp[T].)D

1.8.8. Vérifier qu’avec les notations du 1.6.2, on a bien S P5(x) = x.

oD’apres le théoréme chinois, il s’agit de vérifier que pour tout entier x, on a

x% = x (mod p) (et, de facon équivalente, x?¢ = x (mod £)). Deux cas se pré-

sentent : x = 0 (mod p), et le résultat est trivial, ou bien xLp et alors x9¢ = x! car

de=1 (mod p—1)etx’~! =1 (mod p).o

1.8.9. Pile ou face a distance. Soient p, ¢ deux nombres premiers distincts, congrus
a3 (mod 4)° ethe Z.

(i) Montrer que si b est un carré modulo p, alors 5#*1* en est une racine
carrée modulo p.

(ii) Montrer que si b un carré modulo n := pl et bLn, alors b a exactement 4
racines carrées modulo » et que leur connaissance permet de factoriser
rapidement n.

(iii) En déduire que le protocole suivant permet a deux personnes A et B de
jouer a pile ou face, sans pouvoir tricher, a distance :

@. Fait observé par Lamé en 1844.

®@. Il en existe une infinité : si py, ..., p, sont des nombres premiers et £ est un nombre premier
divisant N := 4p,---p, — 1, il est différent des p;. D’autre parts, de tels £ ne peuvent étre tous = 1
(mod 4) sans quoi il en serait de méme de leur produit N, visiblement congru a —1 (mod 4).


http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/Shanghai4.pdf
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(a) A choisit p, ¢/ comme ci-dessus et communique a B le produit n.

(b) B choisit un entier I € a < n — 1 au hasard (mais premier a n) et
calcule b := a® qu’il communique modulo n i A.

(c) A envoie a B 'une des 4 racines carrées de b (mod n), qu’il sait cal-
culer rapidement par ce qui précede.

(d) Si Bsait calculer p et/ [etles donner a A], il a gagné ; sinon, il a perdu.

O
(i) En effet, (BPHD/*)2 = pp+/2 — yp+l — xp=142 — 2 — p dés lors que x> = b.
(Par hypotheése, il existe un tel x.) Voir [MULLEN et PANARIO 2013, §11.1.116-117]
pour d’autres formules et [TAOCP 2, exercice 4.6.2-15] ou [ScHOOF 1985, §4]. No-
tons également que trouver une racine carré de b (mod p) revient a factoriser le
polynéme T2 — (b (mod p)) € F,[T] : on peut donc appliquer les techniques géné-
rales, et efficaces, de factorisation ([von zur GATHEN et GERHARD 2003, chap. 14]
et 5.3.1).

(ii) Résoudre I'équation x> = b dans Z/nZ revient a résoudre les deux équations
x2 = b (mod p) et x> = b (mod ¢) dans F, et I, respectivement : ilyadonc2x?2
solutions : si (x,, xy) est une telle solution de x? = b dans F, X Fy, I'ensemble
des racines carrées est {(ixp,
(-=1,1) € F,x[Fy, onen déduit que si A a calculé une racine carré x de b (mod n), les

+x,)}. (L’entier € := pt=1 — =1 étant envoyeé sur

autres sont —x, ex et —ex.) Il résulte de ce qui précede que parmi les entiers x € Z
tels que x> = b (mod n), il y a en a deux dont la somme x + x’ est divisible par p
mais pas par ¢ : il s’agit des entiers correspondant a une paire { (xp, Xp), (=X, Xp)}
—vue dans [, X, —ou {x,x’ = ex} — vue dans Z —. Ainsi, PGCD(x + x',n) = p
[et PGCD(x — x",n) = /].

(iii)Si A a envoyé +a (mod n) a B, cela ne ’avance en rien : il n’obtient aucune
information lui permettant de factoriser n, ce que 'on suppose étre difficile. Par
contre, si A a envoyé une des deux autres racines carrées de b (mod n) — ce qui
arrive avec probabilité % —, ce qui précede montre que B peut s’en servir pour
calculer rapidement p et . (Pour une discussion des résidus quadratiques modulo
un entier quelconque, et du calcul des racines carrées dans ce cadre plus général,
voir par exemple [SHOUP 2009, §2.8.3 et §12.5].)

(iv) Voici une autre méthode « arithmétique » de tirer a pile ou face : A choisit p, /,
premiers, respectivement congrus a 1 et —1 modulo 4. Il transmet »n := p{ a B qui
doit déterminer si le premier le plus grand est congru a 1 ou non. (Si B se trompe,
A peut le prouver.)

Remarques. (a) Une autre facon de formuler ce qui précéde est de dire qu’il est
aussi difficile de calculer les racines carrées modulo n que de factoriser # ; voir [von
zur GATHEN 2015, exercices 15.20-21]. (b) 9 Pour une discussion de ce protocole,
voir par exemple [SCHROEDER 2006, §19.3], et [ARORA et BARAK 2009, §9.5.3] ou
[BoNEH et SHOUP 2017, 3.12] pour une présentation générale de variantes, plus
utilisées en pratique.
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Exemple :

A choisit p = 103, ¢ = 107 — par exemple en consultant la suite A002145 de 'OEIS —
de sorte que n = 11021. B tire au hasard le nombre a = 1234 et calcule b := a* (mod n),
soit [la classe de] 1858, qu’il communique a A. A T'aide de la factorisation de n, ce der-
nier trouve rapidement, en plus de +£1234 (mod n) [que B connaissait déja mais que A
ignorait], les racines carrées +1341 (mod n). Précisément : A calcule b modulo p et ¢ [ici :
1858 (mod 103) = 4 et 1858 (mod 107) = 39], calcule ensuite dans F, et [, les racines
carrées par élévation a la puissance [ici: 4°° = 2 =: x;o; et 3927 = 57 = x,] et re-
leve (£x,, £x,) en x,v0f + x,up ol u, v satisfait une relation de Bézout up + vl = 1 [ici :
—27%1034+26x% 107 = 1; on trouve notamment 2X26 X 107 —-57x27x 103 = —152953 =
1341 (mod 11021)].

A choisit une de ces 4 racines, qu’elle donne a B : si elle a choisi 1234, B ne peut rien
dire d’intéressant sur n = 11021 mais si elle a choisi +1341, B calcule 1341 + 1234 =
2575 = 5% . 103 et 1341 — 1234 = 107, dont les PGCD avec n sont respectivement... 103
et 107. Dans ce cas, B communique ces deux facteurs premiers de n a A, qui reconnait
avoir perdu. [Bien entendu, il faut utiliser des nombres premiers beaucoup plus grands,

sans quoi le calcul des racines carrées par force brute est instantané.]o

1.8.10. Soient n = pl,d, e comme en 1.6.2. Montrer que la connaissance de ¢(n)
permet de factoriser n, c’est-a-dire de trouver rapidement p et /.

oOna@(n) =pl—(p+0)+1 =(x+1)—0,oun = netosont respectivement le
produit et la somme de p et g, qui sont donc les racines d’'un polynéme unitaire de
degré 2 connu : X% — X + 7. Ainsi, les problémes de factoriser n [réputer difficile]
et calculer @(n) sont essentiellement équivalents. (Mais il n’est pas exclu que 'on
puisse casser RSA, c’est-a-dire calculer des racines d-iémes, sans calculer ¢(n).)

Pour une discussion de la sécurité de RSA, voir par exemple [von zur GATHEN
2015, §3.5]. [TAOCP 2, §4.5]. Pour d’autres exercices, voir par exemple [HOFFSTEIN,
PIPHER et SILVERMAN 2014, ex. 3.10, p. 182] ou [von zur GATHEN et GERHARD 2003,
20.6, p. 582].0

1.8.11. Soientny,...,n.etmy, ..., mdesentiers > 2. A quelle condition les groupes
ZIn|Z X - X ZIn,Z et ZImZ X -+ X ZIm Z sont-ils isomorphes ?

oOn se ramene immédiatement, par le théoréme chinois au cas particulier ou
les n; et les m; sont des puissances d’un méme nombre premier p : c’est-a-dire
n, = pietm; = p’i. Les groupes sont alors isomorphes si et seulement si pour
tout entier e > 1, les ensembles {i : e; = e} et {j : f; = e} sont de méme
cardinal. En d’autres termes, ils sont isomorphes si et seulement si pour tout p et
tout e, les ensembles {i : v,(n;) = e} et {j : v,(m;) = e} sont égaux, ou v,(n)
désigne I'exposant de la plus grande puissance de p divisant n.

Voir aussi la suite A060689 de I’OEIS.o


http://oeis.org/A002145
http://oeis.org/
http://oeis.org/A060689
http://oeis.org/
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2. CoRps FINIS I
2.1. Généralités.

2.1.1. Nous avons vu qu’il existe pour chaque nombre premier p un corps a p
éléments : [, :== Z/pZ. Plusieurs questions se posent :

(i) Est-ce le « seul » corps a p éléments ? [En un sens a préciser.]

(ii) Pour quels entiers n existe-t-il (au moins) un corps a n éléments ?

(iii) Pour de tels n, comment les « construire », de sorte que ’on puisse notam-
ment faire des calculs, a la main ou sur ordinateur, dans un tel corps ?

(iv) Quel est’'intérét de construire ces corps possiblement « exotiques » pour n
non premier ?

Nous allons répondre briévement a ces questions, en renvoyant généralement
aux sections suivantes pour les démonstrations et exemples d’applications.

2.1.2. Soit k un corps, c’est-a-dire un anneau commutatif dans lequel tout élé-
ment non nul est inversible (pour le produit). Supposons le fini. Il existe un unique
morphisme d’anneaux Z — k, envoyantn € Nsurn- 1, = 1; + -+ + 1, (n fois) et
—n sur 'opposé de n - 1,. Puisque k est fini, ce morphisme ne peut étre injectif et
son noyau est engendré par un nombre premier p, appelé caractéristique [4F4E]
de k, noté car. (k). (Voir I'exercice 2.4.1 ou le paragraphe 3.2.1 pour les détails.)

Il en résulte immédiatement que k contient naturellement le corps [, (on dit que
s’en est un sous-corps) [T #4] : F, C k, de sorte que k est muni d’une structure
de [Fp—espace vectoriel : si A € [Fp et v € k, poser Av := A - v, ou le terme de droite
est le produit dans k égal a v + -+ + v (n fois), ou 0 < n < p est un représentant
de A. Par finitude de k, sa dimension d := dim[Fp (k) en tant que [,-espace vectoriel

est un entier < +o00. En identifiant, non canoniquement, k a [Flfj , on voit que
#k = p?.
Ceci montre que :

(i) si k est de cardinal un nombre premier, alors il est canoniquement iso-
morphe a F,, pour p = car. (k) ;
(ii) si k est de cardinal n, il existe un (unique) nombre premier p, sa caracté-

ristique, et un entier d > 1 tels que n = pd.

2.1.3. L’observation précédente ne montre pas que pour chaque puissance g d’'un
nombre premier il existe un corps de cardinal g : la condition que #k soit de cette
forme est, a priori, seulement une condition nécessaire. Nous verrons en 2.2 ci-
dessous qu’elle est également suffisante. A titre d’exemple, contentons-nous ici de
construire un corps a ¢ = 2% = 8 éléments.

Soit f(T) := T>+T +1 le polyndome de degré 3 & coefficients dans [, = Z/2Z.De
méme que l'on a construit Z/nZ a partir de Z et I'entier n, on peut construire I’an-
neau A = K [T']/(f) des classes de congruence modulo f ®.La division euclidienne

®@. Soit I un idéal [*£#2] d’un anneau (commutatif) A, c’est-a-dire un sous-ensemble de A
stable par addition, et par multiplication par les éléments de A:sii € Ieta € A,onaai € I.
On peut définir le quotient A/l en identifiant deux éléments de A égaux d translation par un
élément de I prés et vérifier qu’il existe une unique structure d’anneau sur A/I telle que la surjection
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des polyndmes — sur laquelle nous reviendrons en 3.1 — nous assure que chaque
classe g € A est représentée par un unique polynéme de degré < 3, le reste de la
division euclidienne de g par f. Les tables d’addition et de multiplication, héritées
de [, [T'], sont les suivantes, ou I'on note ¢ = Tla classe de T dans le quotient :

+]0=1{000} 1={001} 2=1{010} 3={011} 4={100} 5={101} 6= {110}

= {000} | 0= {000} 1={001} 2={010} 3={011} 4={100} 5={101} 6= {110}
= {001} | 1={001} O={000} 3={011} 2={010} 5={101} 4={100} 7={111}
= {010} | 2= {010} 3={011} 0={000} 1={001} 6={110} 7={111} 4= {100}
= {011} | 3={011} 2=1{010} 1={001} 0={000} 7={111} 6={110} 5={101}
{100} | 4= {100} 5={101} 6={110} 7={111} 0={000} 1={001} 2={010}
{101} | 5={101} 4={100} 7={111} 6={110} 1={001} O={000} 3={011}
(110} | 6= {110} 7={111} 4={100} 5={101} 2={010} 3={011} 0= {000}
(111} | 7= {111} 6={110} 5={101} 4={100} 3={011} 2={010} 1= {001}

x | 0={000} 1=1{001} 2={010} 3={011} 4={100} 5={101} 6={110}

= {000} | 0= {000} 0= {000} O={000} O={000} O={000} O={000} O= {000}
= {001} | 0={000} 1={001} 2={010} 3={011} 4={100} 5={101} 6= {110}
= {010} | 0= {000} 2={010} 4={100} 6={110} 3={011} 1={001} 7={111}
= {011} | 0= {000} 3={011} 6={110} 5={101} 7={111} 4={100} 1= {001}
{100} | 0= {000} 4={100} 3={011} 7={111} 6={(110} 2={010} 5={101}
{101} | 0= {000} 5={101} 1={001} 4={100} 2={010} 7={111} 3={011}
{110} | 0= {000} 6={110} 7={111} 1={001} 5={101} 3={011} 2= {010}
(111} | 0= {000} 7={111} 5={101} 2={010} 1={001} 6={110} 4= {100}

La vérification de ces tableaux est immédiate : pour I’addition, il suffit d’addi-
tionner les 3 coordonnées bit par bit; pour la multiplication, on calcule le pro-
duit des polynémes puis on effectue la division euclidienne par f s’il est de degré
> 3. (La numérotation 0,1, ..., 7 correspond a l'ordre lexicographique sur les po-
lynéme ; elle n’en est reste pas moins arbitraire.) On observe que I’anneau ainsi
obtenu est un corps : tout élément # 0 a un inverse ; comme nous le verrons, cela
résulte formellement de I'irréductibilité du polynéme f dans [,[7T']. Nous donne-
rons par la suite (4.2.2) une démonstration (parmi d’autres) du fait que pour chaque
nombre premier p et chaque entier d il existe un polyndme irréductible de degré d
dans F,[T]; cela nous permettra d’étendre la construction précédente a toutes les
valeurs possibles de g et de répondre positivement a la question (iii) ci-dessus.

Signalons cependant que d’autres constructions sont possibles : voir par exemple
la construction d’un corps 4 4 éléments, ou plus généralement 22" éléments (voire
méme p?", pour p premier), esquissée dans 'exercice 2.4.9.

canonique A » A/I, envoyant a sur sa classe @, soit un morphisme d’anneaux. Formellement, A/I
est Pensemble quotient de A par la relation d’équivalence % définie par : x%&y si et seulement si
x —y € I. On dit que %, est la relation de congruence modulo I [#£1F] & (5% %4 )] et on note en
général x =y mod I. L’importance de cette construction vient notamment du slogan suivant :

quotienter, c’est forcer des égalités.

Par exemple, on a2 # 0 dans Z mais dans Z/2Z on a « forcé » I’égalité 2 = 0 : on a, dans le quotient,
2 =0.De méme, T% + 1 # 0 dans R[T'] mais dans R[T]/(T? + 1) on a « forcé » légalité T?+1=0,
au sens ou 12 + 1 = 0, avec ¢ la classe de T Dans ce dernier cas, on voit que l'on a formellement
ajouté a R une racine carrée de —1.

7={111}
7=(111}
6={110}
5={101}
4 = {100}
3= {011}
2 = {010}
1= {001}
0 = {000}
7={111}
0 = {000}
7={111}
5={101}
2 = {010}
1= {001}
6= {110}
4= {100}
3=1{011}
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2.1.4. Dans la discussion précédente, nous avons omis la discussion de la pos-
sible « unicité » des corps a g éléments, pour g non premier. A priori, ce n’est pas
évident : pour construire par exemple un corps a 49 = 72 éléments, on a plutot
«trop » de choix. En effet, pour chaque élément x € [F; qui n’est pas un carré
— clest-a-direx € {3,5,6 = -1} —, le quotient [ [T]/(T2 — x) convient. Ainsi, par
exemple,

FIV=1]=F[TWT?*+1)={a+V-1b: a,beF}
et
F[V3]:=F[TIT? - 3) = {a+V3b: abeF}

sont deux corps a 49 éléments, isomorphes si et seulement si 3 est un carré dans
[F7[\/——1 ] (ou —1 un carré dans [F7[\/§]). La théorie générale nous dira qu’il doit
en étre ainsi mais ne donne pas de recette® pour construire [F7[\/§] = F7[\/—_1].
(Ici, comme 3 = —4 = 22. (—1), le morphisme \/5 - 2\/—_1 convient.) Par contre,
on verra qu une fois un tel isomorphisme construit, on en déduit immédiatement
tous les autres. (Ici, c’est évidemment \/5 — —2\/——1 )

2.1.5. Laquestion (iv) de I'intérét de construire des corps finis plus généraux que
les corps premiers [ % ] [, est, évidemment, celle a laquelle il est le plus difficile
de répondre, tant les applications, théoriques ou technologiques, de ces corps sont
nombreuses. Certaines font ’'objet de ces notes mais, pour motiver ce qui va suivre,
mentionnons d’ores et déja les faits suivants.

a) De méme que ’étude de phénomeénes réels — par exemple, la compréhension
d’équations différentielles linéaires a coefficients dans R — est grandement sim-
plifiée par I’adjonction de nombres non réels (ici : 'adjonction a R de \/—_1
obtenant ainsi le corps C dans lequel toutes les valeurs propres des matrices
sont présentes), I'étude de I'arithmétique/algebre/dynamique/géométrie sur F,
est grandement simplifiée par I'introduction de corps [, 2 F,. Les applications
sont innombrables : voir par exemple 4.3.7 pour un exemple en arithmétique
ou 4.3.5 en combinatoire/algebre linéaire.

b) La géométrie sur les corps finis est une source, qui semble inépuisable, d’ob-
jets remarquables — qu’il s’agisse par exemple de groupes finis ou de structures
combinatoires — : se restreindre aux seuls corps ayant un nombre premier d’élé-
ments nous ferait perdre une grande partie de cette richesse. Comme construc-
tion géométrico-combinatoire élémentaire, signalons le plan projectif® P?(k)
sur un corps k : c’est 'ensemble a n := (#k)? + #k + 1 éléments des droites
dans l'espace affine A3(k) = k3. Pour k de cardinal 2, on obtient le plan de
Fano, dont on représente ci-dessous les 7 points et 7 droites (dont une d’allure
courbe).

@. Voir [de SMIT et LENSTRA 2013, théoréme 11.7.5] ou 5.2.2 infra pour une breve discussion
et des références sur cette question.
®@. Voir par exemple [DEMAZURE 2008, 7.4] pour une bréve discussion.
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(1:0:0)

Pour k de cardinal 7 on obtient une structure combinatoire a 'origine du jeu
Dobble™®, 1l est probablement clair & ce stade de la discussion qu’il serait in-
utilement restrictif de se restreindre aux corps de cardinal un nombre premier.

2.2. Existence et construction I.

2.2.1. Soient p un nombre premier et d > 1 un entier. Une condition suffisante
pour P’existence d’un corps fini 4 ¢ = p? éléments est ’existence d’un polynéme
unitaire [ — %A X] f € F,[T] qui soit irréductible [ T £7], c’est-a-dire
tel que toute factorisation /' = gh, ou g,h € F,[T], soit «triviale » : I'un des
facteurs g, h est une constante (c’est-a-dire un polyndme de degré 0). Ceci entraine
en effet que 'anneau quotient F,[T1/(f), construit de maniére semblable au corps
a 8 éléments ci-dessus, est un corps a g éléments®.

2.2.2. Pour établir 'existence d’un tel polyndme, ’approche la plus simple — celle
qui est traditionnellement suivie — est de montrer, par d’autres arguments, ’exis-
tence d’un corps fini de cardinal q... La section suivante est donc consacrée a la pré-
sentation des généralités sur les corps et leurs extensions; ces résultats, abstraits
et élégants, donneront immédiatement le résultat attendu ; mieux ils permettent
de montrer I'unicité du corps a g éléments, en un sens que nous préciserons plus
tard. Une autre approche, plus combinatoire (dénombrement/fonctions Zéta), est
également possible mais n’établit que I’ existence.

Nous reviendrons brievement a la fin du cours sur la question de construire
explicitement un corps a q éléments, par exemple en exhibant un polynéme ir-
réductible. (On présentera notamment un algorithme plus efficace qu'une simple
recherche exhaustive pour tester I'irréductibilité des polynomes.)

2.3. Notes. En informatique, il est souvent utile de travailler avec exactement 2"
valeurs, notamment pour r = 8 (soit 256 valeurs), de sorte qu'un corps fini a 2"
éléments est trés utile en pratique, notamment pour le chiffrement AES. (Voir [von

@. Voir [MADORE 2015a] ou le site image des mathématiques. Voir également [MADORE 2015b]
pour une variante de ce jeu, ou [MULLEN et PANARIO 2013, 14.3-5] pour d’autres constructions
combinatoires.

®@. D’ailleurs, tout élément non nul a(t) = Zi<d ait' € F,[T1/(f) est d’inverse u(r), des lors que
I'on a une relation de Bézout au+ fv = 1, dont 'existence et le calcul sont fournis par I’algorithme
d’Euclide, pour les polynémes : on utilise ici le fait que le polynéme a(T') est premier a f(T') car f
est irréductible et deg(a) < deg(f).


https://en.wikipedia.org/wiki/Advanced_Encryption_Standard
http://images.math.cnrs.fr/Dobble-et-la-geometrie-finie.html?lang=fr
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zur GATHEN 2015, §6.1] pour une présentation simplifiée et [HOFFSTEIN, PIPHER
et SILVERMAN 2014, §8.12] pour un bref historique.)

Signalons briévement ici une autre application. On souhaite partager un secret
en N «parts» chacune de méme longueur que le secret, de maniére que d + 1
(avec 1 < d < N) quelconques d’entre elles suffisent a reconstituer le secret mais
que < d parts n’apportent absolument aucune information sur le secret autre que sa
longueur, méme si on dispose de moyens de calculs illimités. Le principe général du
partage de secret de Shamir® est d’identifier le secret & un élément z d’un corps
fini k a g éléments, ou q est strictement supérieur au nombre de parts/individus.
(On peut donc fixer des éléments distincts x|, ..., x;y € k*.) Pour chaque tel z, on
considere le polynome de degré < d tel que f(0) soit la valeur z du secret et que les
autres d coeflicients de f soit tirés au hasard uniformément dans k. Les parts seront
(x1, f(x1)), ..., (xp, f(xn)). Notons que, comme un polynéme de degré < d est
completement déterminé par la donnée de d+1 valeurs de celui-ci, elles permettent
de retrouver le secret z = f(0). Pour implémenter ce principe élémentaire — il
s’agit de I'interpolation de Lagrange ! — on a besoin que : (A) on puisse couper le
secret en « valeurs » représentables sur un nombre entier de bits (donc il doit y
avoir 2" « valeurs » possibles), (B) on puisse travailler avec ces « valeurs » comme
sur les réels (donc elles doivent constituer un corps), et (C) on ait N < 2" pour
pouvoir fabriquer les parts du secret. Ce qui impose dans la pratique de travailler
avec le corps fini a 2% éléments — le message étant découpé en octets — (pour
partager un secret en < 255 parts).

2.4. Exercices.

2.4.1. Soit k un corps fini. Vérifier que le morphisme canonique Z — k induit un
morphisme injectif de corps Z/pZ < k.

2.4.2. Vérifier que le morphisme x ~— x? est un automorphisme du corps a 8
éléments k := [, [T]/(T>+T +1) construit en 2.1.3. En déduire que ¢ est également
une racine du polynoéme f puis déterminer tous les automorphismes de k, c’est-a-
dire les permutations de k respectant I’addition et la multiplication.

2.4.3. Soit P:==T*+T +1€R[T].

(i) Combien d’éléments a ’anneau quotient F := F,[T]/(P)?
(ii) Dresser laliste des puissances successives de t :== T'dans F. Quel est 'ordre
multiplicatif de ¢ ? De £3, > ?
(iii) Quel est 'inverse de 7 ? L’anneau quotient F est-il un corps ? Qu’en dé-
duire sur le polynéme P?
(iv) Existe un sous-corps K de F de cardinal 8 ?
(v) Quels sont les sous-corps a 4 éléments contenus dans F?

@. Voir [TAOCP 2, p. 505] ou [STINSON 2006, §13.1] pour des exemples.
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o(Voir aussi par exemple [SCHROEDER 2006, §25.3], ou le méme exemple est trai-
t6®)
(i) Le nombre d’éléments de F est 298P = 2% = 16 (comme le nombre de poly-
nomes de degré < 4 sur ).

(ii) On calcule successivement en multipliant par T et en se rappelant que T* =
T+ 1 (mod P):

=141
2+t
£+ 12
P =r+1+1
=1 +1
£+t
=441
B 4+12+t
P+ =P+ 41+ 1
P+ rt=r 4+ + 1
=3 +1
15|t +t=1
L’ordre de 7 est donc 15; celui de £ (resp. £°) est 5 (resp. 3).
(iii)L’inverse de ¢ est !4 = 13 + 1. Les puissances de ¢ étant toutes inversibles, et
leur nombre coincidant avec le cardinal de F — {0}, Panneau F est un corps. Le
polyndéme P est donc irréductible : si P(T) = f(T)g(T), on a f(t)g(t) = 0 dans F
donc f(¢) = 0 ou g(¢) = 0, ce qui impossible si f ou g sont non nuls de degré < 4.
(iv) Il n’en existe pas pour au moins deux raisons : (a) on aurait 'inclusion de

O 0 9N Uit A W N = O~

—_ = = = =
WO = O

groupes K* C FX, le premier étant de cardinal 7 et le second de cardinal 15 (b)
on aurait #F = #K ¢, soit 16 = 89, ou1 d est la dimension de Fvu comme K-espace
vectoriel.

(v) Un sous-corps a 4 éléments ayant un groupe multiplicatif d’ordre 3, son groupe
multiplicatif est inclus dans 'ensemble p;(F) des racines 3-iemes de 'unité de F,
2 =" +12 = 5+ 1 et le sous-anneau

F>[s] = {0,1,s,s + 1} est bien I'unique sous-corps de cardinal 4.

quiest{l,s,sz},ofls = =12+ 0Onas

Ces résultats peuvent étre vérifiés expérimentalement en utilisant les commandes
du fichier fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/2019-09-25.ipynb. o

2.4.4.

(i) Faire une liste des polynomes irréductibles de degré 3 sur [.

@. Ce qui nous amene a nous poser les questions : combien d’autres polynémes auraient
donné naissance a un corps a 16 éléments ? [réponse : 3] Combien sont primitifs, au sens ou 'ordre
de #,1a classe de T, est 15? [réponse : 2; le polynéme T* + T2 + T? + T + 1 n’est pas primitif. En
général, leur nombre est g(p? — 1)/d comme on le verra en 4.3.4]


http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/2019-09-25.ipynb
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(ii) Soit p un nombre premier. Déterminer le nombre de polyndémes irréduc-
tibles unitaires de F,[X] de degré 3.

O
(i) On trouve f(T) = T?> + T + 1 et son palindrome g(T) = T f(1/T) = T> +
T? 4 1 : les 6 autres polynémes ont 0 ou 1 pour racine.

(ii) Une formule générale® — valable pour tout degré —, due a4 Gauf3, permet d’af-
firmer que la réponse est %(p3 — p). En voici une démonstration dans le cas tres
particulier de I'exercice. Il suffit d’observer qu’il y a p polynémes unitaires de de-

gré 1, p> — (<§> + p) = <12) ) polyndmes unitaires irréductibles de degré 2, et

donc p? — (<§> Xp+ <§> +pp—1)+ p) = %(p3 — p) unitaires irréductibles de

degré 3.

Variante : considérer les ensembles Z, = {Punitaire de degré3 : P(a) = 0}
pour a € [, et utiliser la formule du crible. Comme #Z, = PLHEZ,NZ, =pet
#Z,nZ,NZ, = 1(pour a, b, c distincts), on obtient immédiatement que le cardinal
cherché p® — # Ua Z,= P - (p2 Xp— (lz’)p + (g’) = %(p3 — p). (Pour la derniére
égalité, on peut soit développer soit observer que I'on a égalité pour p =0, 1,2, 3.)
O

2.4.5. Montrer qu'un polynéme f € F,[T] de degré d est irréductible si et seule-
ment si pour tout 0 # g € F,[T] de degré < L%J, onaglf.

2.4.6. Montrer que dans un corps fini, tout élément est somme de 2 carrés.

2.4.7. Soit p un nombre premier. Montrer, sans utiliser le morphisme de Frobenius
(3.2.2), que le polynoéme (1 + X)? — (1 + X?) € F,[X]est nul.

Indication : on pourra étudier la fonction polynomiale associée et utiliser le fait que
FX est de cardinal p — 1.

En déduire une autre démonstration du fait que pour tout 0 < i < p,on a

<l;> =0 mod p.

2.4.8. Soit p un nombre premier.

(i) Montrer que sin = ay + a;p + - + a,p” est Iécriture de n en base p, la
plus grande puissance de p divisant n! est d’exposant

n—>y a
v,(n)= —"~-—.
) = — =
(ii) En déduire que si 0 < a < b, la « valuation p-adique »@ up((z)) du coef-
ficient binomial est la somme des retenues de 1’addition de a avec b — a,
écrits en base p.

@. Voir par exemple 'exercice 2.5.10 des notes de cours de 2018-2019 ou les paragraphes
7.3.6/7.4.2 des notes de 2017-2018.
®@. C’est-a-dire 'exposant de la plus grande puissance...


http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/Shanghai4.pdf
http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/Shanghai3.pdf
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2.4.9. SiS ¢ N,notons mex(.S) = min(N\.5) le plus petit entier naturel n’apparte-
nant pas a S. Par exemple, mex(@) = 0. On définit par récurrence pour x,y € N :

x@y:zmex({x’@y X <xju{x®dy :y <y})®
x®y:=mex ({(X'®NSE'@Y)®(x®Y) : x' <x,y <y})?
(i) Ecrire les tables d’addition et de multiplication induites sur I’ensemble
[4] := {0, 1,2,3} et vérifier qu’il s’agit d’un corps a 4 éléments.
(ii) q Faire de méme pour [16] = {0, ..., 15}.
On pourra utiliser un ordinateur ou commencer par établir des résultats
généraux.

oVoici les tables pour [4].

® 01 2 3 ® 01 2 3
0/j01 23 0(0 0 0O
11 032 et 10123
212 3 01 210 2 31
313210 30 3 1 2

Pour [16] voir [CoNwAY 2001, p. 51-52]. Les résultats généraux permettant un
calcul rapide de ces tables sont présentés dans [ibid., chap. 6], [LENSTRA 1978], et
[S1EGEL 2013, chap. IV, §5]. (Voir également l'article /& %8 4% sur Wikipédia et la
suite A051775 de ’OEIS.)

On commence par montrer que x @ y est le ou exclusif [[ﬁﬁ-]ﬁf‘ﬁi] des écritures
binaires de x et y. En d’autres termes, 'addition de deux mémes « nimbres » est nulle et
P’addition de deux puissances distinctes de 2 est '’addition usuelle.

Ensuite, on vérifie par récurrence (non immédiate) que la multiplication est quant a
elle caractérisée par le fait que le produit de deux nimbres « de Fermat » (c’est-a-dire de la
forme 22" distincts est le produit usuel (22'® 2%" = 22'*2" sin # m) tandis que I’élévation
au carré est la multiplication par % cona2?'®2% = %22". (Par exemple 4 ® 4 = 6°))

Pour chaque entier n > 0, ensemble [22"] := {0,1,... , 2% — 1} muni de @, ® est un
corps (fini, de cardinal 22"), et N, muni de ces mémes lois, est une « cloture quadratique »®
de F,. La commutativité, 'associativité, le fait que O soit absorbant, etc., se démontrent
immédiatement par récurrence. Pour montrer que [2?'] est un corps, il suffit de montrer
que c’est un anneau intégre. L’intégrité de N, et donc de chaque [22'], vient du fait que si
x,y > 0, alors x ® y est le mex d’'un ensemble contenant 0 = (0® y) ® (0 ® 0) B (x ® 0).
Le fait que ce soit un sous-anneau de N résulte des formules ci-dessus pour le produit de
puissances de 2 de Fermat. (Voir [SIEGEL 2013, lemme IV.5.6(a)] pour une méthode plus
directe.)

@. En d’autres termes, 'addition est définie de la facon la plus simple possible, avec la
contrainteque x @y #x @y siy <yetx@y#x'@ysix’ <x.

®@. En d’autres termes, la multiplication est définie de la facon la plus simple possible avec la
contrainte que (x @ x)Q (y D y' ) #0six’ <xety <y.

®. On peut alors en déduire mécaniquement : 8®8=(4@R2)Q4R®2)=4R4HR2R®?2) =
6®3=..=13.

@. Cela signifie que tout polynéme de degré 2 est scindé sur ce corps, et qu’il est minimal
pour cette propriété.


https://zh.wikipedia.org/zh-cn/
http://oeis.org/A051775
http://oeis.org/
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Utilisant les égalités 2% ® 2% =22 @ (ZZH 2727 ® - ® 2), on peut montrer qu’il
existe un isomorphisme

21,0, = (FIX,:0<i<nl/(X?+X,+ HN X;,0<i<n),+,X)
2(’
ZEe% He€E2 = z:Ee%r[eeE Xe

ou & est un ensemble fini quelconque de parties de [n].

Plus récemment, Rom Varshamov (Pom Bapuramos) a établi une construction
analogue : si p est un nombre premier, I'anneau

FplXoo X Xpo o M (Xg = LXE = 1= X, D X1 .r20)

r+l
O<i<p

’ r bl
est un corps [, ,, contenant pour chaque r un corps de degré p" sur F, — en I'oc-
currence, [Fp(xr) —, et est égal a la réunion de ceux-ci. La démonstration utilise

I’équation d’Artin-Schreier (voir exercice 4.3.3) :
(g1 = D7 = (e = D =37 = 0.
O

2.4.10.

(i) Utiliser le plan de Fano pour voir comment construire un jeu de Dobble™
a7 cartes.
(ii) Le jeu précédent a trop peu de cartes! Comment en construire un a 21
cartes ?
(iii) 9 Trouver un moyen d’identifier les cartes manquantes dans la version
commercialisée du jeu qui, au lieu des 57 = 72 + 7 + 1 cartes attendues,
n’en a que 55.
2.4.11.  Soit n un entier. On suppose que 'on a 2n + 1 pierres telles que pour
toute pierre, ’ensemble des 2n pierres restantes puisse étre divisé en deux tas de
méme masse de n pierres. Les pierres ont-elles toutes méme masse ?

3. THEORIE DES CORPS : GENERALITES

3.1. Division euclidienne des polynomes. Soient k un anneau et f € k[7T'] un
polynéme non nul. Notons cd(f) le coefficient dominant de f = a,T¢ + --- + a;T + ay, :
siay # 0, on pose cd(f) := a,; € k. Pour tout polynéme g = b,T° + -+ + b;T + b,
avec e > d, 'algorithme d’Euclide® fournit deux polynémes u, v € k[T tels que

cd(f) ! g =uf + v, deg(v) <d.

(Rappelons que 1'on note deg(v) le degré [X 4%] d’un polynéme v.) Dans le cas
particulier ou cd(f) = 1, c’est-a-dire si f est unitaire, on retrouve la division eu-
clidienne usuelle : g = uf + v.

Nous allons maintenant rappeler brievement les résultats analogues a ceux que
nous avons vus, sur Z, dans les sections 1.2 et 1.4.

@. Rappelons que la premiére étape de I’algorithme consiste a écrire cd(f)g = beTe_d f+r,
our= ce_lTe_l + .-+ ; on proceéde alors par récurrence sur e.
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3.1.1. PGCD. Supposons dans ce paragraphe que k est un corps, de sorte que le
coefficient d’un polynéme non nul est inversible. Il résulte de ce qui préceéde® que

tout idéal I de k[T] est principal : il existe un polynoéme 4 tel que

I soit I'idéal (h) = h - k[T] engendré par h.
(Notons que A n’est pas unique mais qu’il le devient si on lui impose d’étre unitaire,
ou nul.) En particulier, donnés deux polynomes f,g € k[T1], il existe un unique
polyndéme unitaire ou nul A tel que l'idéal (f,g) = {af + bg : a,b € k[T]}
engendré par f et g soit égal a (h) : c’est le PGCD de fet g.

Si g = uf + v, on a trivialement PGCD(g, f) = PGCD(f,v). Il en résulte

que l'algorithme d’Euclide permet également de calculer PGCD(g, f) : on itere
PGCD(g, f) = PGCD(f, v) = -+ jusqu’a obtenir un reste v nul.

3.2. Rappels terminologiques.

3.2.1. On rappelle qu'un corps est un anneau (commutatif) k£ # O tel que tout
élément non nul soit inversible : k* = k — {0, }. Des exemples classiques de corps
sont: Q, R, C = R[TINT? + 1), ZIpZ (p premier). Si k est un corps, le noyau
Ker(Z - k) ={n€ Z : n-1, =0} est un idéal de Z, engendré par un (unique)
entier n > 0, la caractéristique de k. On note car. (k) cet entier, qui est nécessaire-
ment nul ou un nombre premier : Z/nZ n’est intégre que dans ces cas.

Sicar. (k) = 0,’'anneau Z s’injecte dans k ; en particulier, k est infini. Si car. (k) =
p > 0, le corps F, s’injecte — de facon unique — dans k, en faisant ainsi une
F,-algébre [#X44], ce qui est une autre facon de dire que 'on a un morphisme
d’anneaux |, — k ou, plus simplement peut-étre, que k est un anneau dans lequel
p=0.

3.2.2. Proposition. Soit k un corps de caractéristique p ou, plus généralement, une
F,-algébre (commutative). L’application Frob, : k — k, a — a” est un endomor-
phisme de [,-algeébre :
(i) pour tousa,b € k, on a
(ab)? = aPb* ;
(ii) pour tousa,b € k, on a
(a+ by =a”+ b0
(iii) pourtousa € k et AE ), ona

(Aa)? = AdP.

Le morphisme Frob, d’élévation a la puissance p s’appelle morphisme de Fro-
benius [#: % 11 & & 47 & F] &], probablement en I’honneur du célébre article [FROBENTUS
1896]. Notons au passage que d’apreés (iii), on retrouve le petit théoréeme de Fer-
mat (1.5.4) : pour tout entier n > 0, et tout nombre premier p, on a la congruence

n” =n mod p.

@. Si nécessaire, voir ’exercice 3.4.1.
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Démonstration. L’égalité (i) est triviale — ’anneau k est commutatif — ; quant a (iii),
elle est équivalente a I'égalité A” = A pour 4 € [, = Z/pZ. Cette derniere résulte
par récurrence de I’égalité (ii) appliquée aux multiples de 1. On est donc ramené
a démontrer (ii). D’apres la formule du bindme de Newton, on a

p
p . . p . .
b)Y = calhPi = gP -alpp! bP.
(a+b) Z(z) a a+(z<i> a )+

i=0 0<i<p
11 suffit donc de montrer que si0 < i < p, on a (f) -1, = 0, c’est-a-dire que la
b ) = l.!(l’,’—il.)!. Cela résulte par exemple du fait que
i!Lppour 0 < i< p, et de méme pour (p — i)!. (Voir aussi 'exercice 2.4.7.) [l

caractéristique p divise 'entier (

3.2.3. Soit K une k-algebre. Si k est un corps®, le morphisme k — K est nécessai-
rement injectif car tout élément non nul du noyau est inversible dans k, de méme
que son image dans K, supposée nulle. Si K est aussi un corps, on dit aussi que K
est une extension [¥ K] de k, ce qui est justifié par la remarque précédente : on
peut voir K comme un sur-corps de k.

3.2.4. Soit A une k-algebre. Pour tout élément a € A, on note k[a] la sous-k-algebre
de A engendrée par a :

klal = () Ad = n>0,(4) € k™Y,
=0

A priori, il n’y a pas de borne sur 'entier n. Cependant, nous allons voir que si a
est entier [# (/T)] sur k, c’est-a-dire s’il existe f € k[T] unitaire tel que f(a) =
0, alors on peut ci-dessus se restreindre aux combinaisons linéaires des a’ pour
i < deg(f). Tout élément de k[a] s’écrit g(a) pour un g € k[T] (non unique).
Faisons la division euclidienne de g par le polynéme f; c’est possible car f est
unitaire. On a donc g = uf + v, ou deg(v) < deg(f). En évaluant en a, on trouve
g(a) = u(a)f(a) + v(a) = v(a) car f(a) = 0.

Formellement, on a établi une surjection k[T )/(f) » k[a], g mod f — g(a).

Dans le cas particulier important ou k est un corps, on peut pour tout élément
entier a trouver un f tel que la surjection précédente soit un isomorphisme. Consi-
dérons a cet effet le morphisme surjectif k[T'] - k[a], g — g(a). Son noyau I # 0
est un idéal de I'anneau k[T']; comme k est un corps, il est principal, c’est-a-dire
de la forme (f) = f - k[T]. Par « propriété universelle du quotient » — c’est-a-dire
ici le fait que g(a) ne dépende que du reste de la division euclidienne de g par f —,
on a bien :

kITV/(f) = klal,

ou le terme de gauche est I'ensemble des classes de polyndmes modulo f. (On
rappelle que, saufsi f = 0, toute classe est représentée par un unique polyndéme de
degré < deg(f).) Le polynéme f s’appelle le polynéme minimal [#% ] % 77 K]
de I’élément a : c’est le polyndme unitaire de plus petit degré tel que f(a) = 0. 11
est irréductible si A est un corps car, dans ce cas, toute décomposition f = gh est
triviale : si f(a) = g(a)h(a) = 0,on a g(a) = 0 ou h(a) = 0.

@. Cette hypothése n’est pas aussi importante qu’il n’y parait méme si, pour des raisons psy-
chologiques (et parfois aussi par commodité), nous la ferons dans I’essentiel de ce cours.
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Par exemple, I’élément \6 € R est entier sur Q, de polyndéme minimal 72 —2. (IIn’y a
pas de polyndme de degré 1 a coefficient rationnel ’annulant car ce nombre est irrationnel.)
En conséquence, 'anneau @[\ﬁ] C R est isomorphe a Q[TINT? =2).

Une k-algébre A est dite entiére [%4 7%] sur k si tout élément de A est entier
sur k. Lorsque k et A sont des corps, on dit plutot que I'extension est algébrique
[RZ4d 3] ; de méme, ses éléments sont en général dits algébriques sur k.

3.2.5. Proposition. Une extension de degré finie est algébrique.

Démonstration. Soient K/k une extension de degré fini et x € K. La famille des
puissances {1, x, x2, ...} de x appartient au k-espace vectoriel de dimension finie K ;
elle est donc liée. Une relation Zi 4;x" = 0 (A; non tous nuls) se réécrit f(x) = 0

avec f € k[T] — {0}. Puisque k est un corps, on peut supposer f unitaire®. [

3.3. Compléments.

3.3.1. Théoreme. Soient k un anneau et A une k-algebre. L’ensemble des éléments
de A entiers sur k est une sous-k-algébre de A : si a et b sont entiers, a + b et ab sont
entiers.

On appelle cette k-algébre la cloture intégrale [ [ &] de k dans A.
(Le fait que si a est entier, Aa le soit pour tout A € k est évident : sia" +c;a""! +
-+ + ¢ = 0 alors (4a)" + /lcl(}ua)”_1 + -+ Ay =0.)

3.3.2. Donnons la démonstration dans le cas particulier ou k est un corps et A
integre : c’est le cas essentiel. Pour une autre approche, plus générale et plus algo-
rithmique, voir 'exercice 3.4.4. Puisque k est maintenant un corps, on peut utiliser
les techniques de ’algebre linéaire usuelle. En particulier, tout k-espace vectoriel
a une base et la notion de dimension est toujours définie.

Si x € A est entier, alors k[x] est de dimension finie, égale au degré de son
polynéme minimal. (Cet entier s’appelle le degré de a sur k.) De plus, le sous-
anneau B := k[x] de A est intégre (car A I'est) et de dimension finie sur k; c’est
donc un corps (cf. exercice 3.4.2).

On a donc montré que — sous nos hypothéses — k[x] est un corps, que l'on
note aussi k(x) pour mettre en valeur ce fait®. Soit maintenant Yy € A un autre
élément entier. Considérons C := k[x, y] la sous-k-algébre de A engendrée par x
et y. Puisque y est entier sur k, il est a fortiori entier sur (le corps) B et C = B[y]
est de dimension finie sur B. D’autre part, B est de dimension finie sur k. Or, on a
le fait général suivant, ot 'on note [K : k] pour dim, (K), etc.

@. On observera que la démonstration est essentiellement identique a celle du fait que pour
tout endomorphisme u d’un k-espace vectoriel V de dimension finie d, il existe un polynéme non
nul f € k[T] tel que f(u) = 0 : cela résulte du fait que End, (V) est de dimension finie (d?) sur k.
(D’ailleurs, en appliquant ce fait a I'endomorphisme de multiplication par x € K, on obtient le
résultat de la proposition.) Le théoréme de Cayley-Hamilton améliore la borne d? sur le degré de f
end.

®@. Par analogie avec les notations R[T'] et R(T) pour, respectivement, ’anneau de polynoémes
et le corps des fractions rationnelles.
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Proposition (« base télescopique »). Si k — K et K — L sont deux extensions
finies, c’est-a-dire telles que [K : k],[L : K] < 400, 0na

[L:k]l=[L: K][K : k] < +c0.

Ainsi, C = k[x, y] est une extension finie de k ; d’apres 3.2.5 tout élément de C
est donc algébrique sur k. Ceci s’applique en particulierax+y € Cetx -y € C.

Démonstration de la proposition. Soient yy, ..., y, une base de L sur K et x1, ..., x,,
une base de K sur k. On vérifie immédiatement que la famille z;; := x;y;, (i, j) €
[1, m] X [1, n], est une base de L sur k : il suffit de développer I'expression
n n m
24y = 2 ( 24y
d’un élément de L vu d’abord comme une combinaison linéaire a coefficients A j
dans K des y;, puis en exprimant a leur tour les coefficients 4; comme combinaison
k-linéaire des x;. O

Par exemple, le nombre z = v/3 + v/2 € R, somme des deux réels positifs \/g,
/2 entiers sur Q, est entier sur Q. (On parle de nombre algébrique.) L’argument
précédent permet de voir qu’il est de degré au plus 6 mais ne donne pas, du moins
pas immédiatement, de procédé pour construire un polyndme annulant z a partir
de la donnée de polyndmes annulant \/3 et v/2 (par exemple T? — 3 et T3 — 2).
(Ceci est fait dans I’exercice 3.4.4.)

3.3.3. Adjonction de racines. Dans le paragraphe précédent, on se donnait un ou
des éléments d’une k-algebre et on considérait les polynémes a coefficients dans k
s’annulant en ces éléments. Réciproquement, on peut se demander si, partant d’'un
polynome a coeflicients dans k, on peut trouver une k-algebre dans laquelle il a
un ou des racines. L’exemple classique, mais peut-étre pas parfaitement typique®,
étant le polynéme T2 4 1 € R[T'] : on ajoute une racine carré de —1 — c’est-a-dire
une racine de T2+ 1 — en considérant le quotient C := R[TI/T?+1). (Voir la note
page 16 pour une bréve discussion de la définition.)

Plusieurs questions naturelles se posent :

(i) Que donne cette construction k[T']/(f) pour un polynome arbitraire f €
k[T]?

(ii) Cette construction fournit un anneau dans lequel le polynéme de départ
a une racine ; est-il possible de construire explicitement un anneau dans
lequel le polynéme de départ serait scindé, c’est-a-dire aurait toutes ses
racines ?

(iii) Dans 'exemple [R[\/——l 1 = R[T1/(T? + 1), le corps C obtenu est algébri-
quement clos [XZL 1] (3%)] : les polynomes non constants a coefficients
dans C sont scindés ; existe-t-il pour tout corps k une extension qui soit
algébriquement close ?

®. Pourquoi ?
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Considérons ces questions dans l'ordre.

1)Sif = lez i 1, ottles f; sont premiers entre eux deux & deux (non constants),

@

on a d’apres le théoreme chinois™ un isomorphisme

KTV = [ kT,

de sorte que notre k-algebre est un produit d’algébre du méme type, pour f ayant
un unique facteur irréductible g c’est-a-dire tel que f = g°, avec g irréductible.
Sie = 1, le quotient k[T']/(f) = k[T]/(g) est un corps; si e > 1, c’est un anneau
non intégre car I'élément g (mod f) est nilpotent : g(t)° = 0. En particulier, si f
est sans facteur carré, on voit que la k-algebre k[T']/(f) est isomorphe a un produit
fini d’extensions finies de k.

(ii) Notons tout d’abord que la question se pose :sik = Qet f = T3 -2, le
corps Q(v/2) C R ne contient pas les deux autres racines, qui ne sont pas réelles.
La construction f — k[T]/(f) construit une k-algébre dans laquelle le polynome
unitaire f a un zéro tautologique : si t € k[T]/(f) est la classe de T' modulo f,
ona f(t) = 0.1l est donc possible de construire simplement une k-algébre dans
laquelle f a [au moins]®
si f est irréductible.

Pour obtenir une k-algébre dans laquelle f est scindé, c’est-a-dire se factorise en
produit de polynémes de degré 1, on peut itérer le processus précédent : construire une
k-algebre A| dans laquelle f s’écrit (T — x;)g;, puis une A;-algébre A, dans la-
quelle g se factorise en (T'— x,)g, pour aboutir a une k-algébre A;, ou d = deg(f),

une racine ; et c’est un corps, appelé corps de rupture,

dans laquelle f se factorise en H;izl(T - X;).
On peut également construire directement une telle k-algébre en posant :

A=K[X,, ..., Xd]/((z X)-a;.Q X, X)—a,. ... HX,- —ay),

i<j
ou
f=T9-a,T""+a, T2 + -+ (=1)9a, € k[T]

est un polynéme unitaire de degré d. On 'appelle ’algébre de décomposition
universelle, formellement définie comme le quotient de ’anneau de polynomes
k[Xq, ..., X ] par l'idéal engendré par les ¢,.(X;,...,X,) —a,, 1 < r < d, ou
les 0y,...,0; € k[X{,..., X ] sont les fonctions symétriques élémentaires
(75 23 #r %/ 05 s AR % 20 ] définies par Iégalité

d d
[[o+x)=14+) o1

i=1 i=1

@. C’est ’'analogue du théoréme chinois usuel sur Z, que 'on démontre de la méme facon. [11
faut cependant remplacer I'argument de « méme cardinalité » par un argument de « méme dimen-
sion ».] Pour un énoncé plus général, inutile ici, voir par exemple le paragraphe 3.5 des notes de
cours de 2016-2017.

®. On verra plus tard que si k est un corps fini et f irréductible, s’il a une racine dans une
k-algébre, il les a toutes.


http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/Shanghai2.pdf
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Par exemple, 6y = X| + -+ + X, et o; = X;---X;; en général, on a

o= ) XX,

1<iy <-+-<i, <d

Par construction, le polyndme f devient scindé sur A : on a forcé I’égalité

d
f= H(T - X;)
i=1

dans A[T'],oules x;, 1 <i < d, désignent les images des X; dans A par la surjection
canonique k[ X, ..., X ] > A.

Remarque. Dans la discussion précédente, les k-algébres considérées ne sont
pas nécessairement des corps; si I'on veut montrer que, donné un polyndéme uni-
taire f € k[T] (non constant), il existe une extension K de k dans laquelle il
est scindé, il suffit de montrer que pour tout k-algébre non nulle A, il existe un
k-morphisme A — K, ou K est un corps. C'est ce qu’affirme le «théoréme de
Krull », dont la démonstration est tres élémentaire mais formelle et peu éclairante
pour la suite du cours.

Une extension K de k dans laquelle f est scindé — il en existe d’apres la re-
marque précédente — et minimale, pour l'inclusion, pour cette propriété est un
corps de décomposition [% 5 %] de f. La minimalité revient & supposer qu’elle
est engendrée, sur k, par les racines de f.

(iii) De méme que I'on peut itérer la construction du (i) pour répondre a la ques-
tion (ii), on peut itérer (ii) pour répondre a la question (iii) : si on pouvait énumérer
les polynémes unitaires de k en une suite { f, f1, ..., f, ...}, on obtiendrait (non
canoniquement) une suite d’extensions k C K, C K; C -+ C K, C --- telles que
les f; pouri < nsoient scindés dans K,,. Intuitivement, dans le corps K, = Un K,,
tous les polyndomes a coefficients dans k sont scindés. Cet argument présente au
moins deux difficultés :

(a) L’ensemble k[T'] n’est pas nécessairement dénombrable. Ce n’est pas une dif-
ficulté sérieuse — la théorie des ensembles permet de considérer I’analogue de
ces unions croissantes dans un contexte plus général —, d’autant plus que, dans
nos applications, k — donc k[T'], sera dénombrable.

(b) Le corps K, obtenu a la propriété de scinder tout polynéme non constant
de k, mais les polynomes de K sont-ils eux aussi scindés sur K ? Oui : cf. exer-
cice 3.4.3.

3.3.4. 9 Unicité. Soit f un polynoéme a coefficients dans un corps k. On a vu ci-
dessus qu’il existe un corps de rupture K; et un corps de décomposition K, de f.
Lorsque f est irréductible, il est clair que le premier est unique a k-isomorphisme
pres :il est isomorphe a k[T']/(f) ; mais si f posséde deux facteurs irréductibles dis-
tincts, il ne peut y avoir unicité. Par contre, le corps de décomposition est toujours
unique, a isomorphisme (non unique) pres : si K, et K, sont deux corps de décom-
position d’un polynéme f, il existe un k-isomorphisme K, = K. Cela résulte des
deux observations suivantes :
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(i) si f est scindé dans une extension €2 de k, il existe un unique corps de
décomposition de f dans £2 : c’est la sous-extension de £2 engendrée par
les racines de f;

(ii) Toute paire d’extensions est « coiffée » par une troisiéme : si L; et L,
sont deux extensions de k, il existe une k-extension M dominant L; et
L,, c’est-a-dire un diagramme « commutatif » (I'image d’un élément de k
dans M ne dépend pas du chemin choisi, par le haut ou par le bas) :

k/Ll\M
\’Lz/

Nous admettons ce fait, non pas qu’il soit difficile”, mais parce que la
démonstration n’est pas particulierement éclairante dans le cadre de ce
cours.

3.4. Exercices.

3.4.1. Vérifier que tout idéal de k[T'], ou k est un corps, est principal, c’est-a-dire
engendré par un élément.

oSi I'idéal, disons I, est non réduit au singleton {0}, considérer f unitaire de
degré minimal appartenant I. Tout élément de I est alors un multiple de f car les
restes des divisions euclidiennes d’éléments de I par f sont a la fois dans I et de

degré < deg(f), donc nuls.o

3.4.2. Montrer que si k est un corps et A une k-algebre intégre, de dimension
finie sur k, alors A est un corps.

Indication : on pourra s’inspirer de la démonstration du fait qu’en dimension finie,
les endomorphismes injectifs sont bijectif.

oCeci peut se voir de deux facons différentes.

(i) On constate que si a € A est non nul, la multiplication A - A, x — xa
est une application k-linéaire et injective. Comme A est de dimension finie, cette
application linéaire est également surjective et, en particulier, il existe y € A tel
que ya = 1. L’élément a est donc inversible.

(ii) Le sous-anneau k[a] C A est isomorphe au quotient kK[T']/(f), ou f est le
polyndme minimal de a. Comme A est intégre, le polyndme f est irréductible et le
quotient k[T']/(f) est un corps. (Ecrire une inclusion (f) C (g) et conclure.) o

@. q Indication de preuve : d’aprés le théoréme de Krull sus-mentionné, il suffit de construire
une k-algebre B [non nulle] recevant L, et L,. Un procédé général permet de le faire : considérer
le produit tensoriel B := L; ®,, L,.
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3.4.3. Soit K / k une extension algébrique telle que tout polynéme non constant
a coeflicients dans k soit scindé sur K. Montrer que K est algébriquement clos.

oCela revient a montrer que si L / K est une extension finie, L = K. En d’autres
termes : si x est algébrique sur K, il appartient a K. Or, un tel x est algébrique sur k :
son polynéme minimal sur K a un nombre fini de coefficients donc appartient
a une extension k’ de k engendrée par une nombre fini d’éléments algébriques.
L’extension k’ / k est donc de degré fini, de méme que k’[x]/k’. Finalement, x
appartient a Pextension finie k'[x] de k : I’élément x est donc algébrique sur k. Par
hypothese, il appartient a K car le polynéme minimal de x sur k est scindé dans
ce corps, et s’en est une racine.o

3.4.4. Trouver une matrice carrée 6 X6 a coeflicients rationnels dont le polynome
caractéristique s’annule en 3+ V2.

oL’idée est que chacun des deux nombres dont on considére la somme est va-
leur propre de la matrice compagnon associée a son polynéme minimal, de degré
respectivement 2 et 3. Le probléme est que les deux espaces vectoriels correspon-
dant sont distincts ; on veut les « mettre ensemble ». On peut le faire par le procédé
général expliqué ci-dessous;; in fine, on trouve la matrice

002300
1 00030
010003
1 0000 2
010100
001010

dont le polynome caractéristique est T7¢ — 9T* — 4T3 +27T2? — 36T — 23; par
construction (infra), il s’annule en la valeur attendue. (Pour un calcul automatique
du polynéme minimal d’une telle somme, voir par exemple les commandes du fi-
chier fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/2019-09-25.ipynb.)

Procédé général. Soient a, b deux éléments algébriques sur un corps k, ici Q. On
souhaite montrer que a+b et ab sont entiers et calculer des polynémes annulateurs.
Par hypothese, il existe deux polynomes unitaires f = X" + an ;X' € k[X] et
g=Y"+ Zj<m a’ij € k[Y] tels que f(a) = g(b) = 0. (Dans 'exemple de I’exer-
cice, il s’agit de X2 — 3 et Y3 —2.) Soient V,, := k[X/(f(X)) et V}, := k[Y1/(g(Y)) :
tautologiquement, le polynéme minimal de la multiplication par x := X (mod f)
agissant sur V, (resp. la multiplication par y := Y (mod g) agissant sur V}) est f
(resp. g). En particulier, a et b sont racines des polyndmes caractéristiques des ma-
trices correspondantes, exprimées par exemple dans les bases {1, x, ..., X" } et
{1,,...,y™1}. Un k-espace vectoriel sur lequel on peut faire agir simultanément
la multiplication par x et par y est

W = kX, YII(f(X),8(Y)).


http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/2019-09-25.ipynb
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(C’est le produit tensoriel V,, ®, V), mais il est inutile de le savoir ici.) Une base
naturelle de W, est constituée des produits x'W,0<i<n0<j<m;cestun
k-espace vectoriel de dimension nm. Il est immédiat de calculer, dans cette base, la
matrice de la multiplication par x (resp. par y); en particulier, on peut calculer la
matrice, dans cette base, de I'endormorphisme ¢ : W, , — W, , de multiplication
par x+y. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, 'endormorphisme o est annulé
par son polyndme caractéristique. (Dans le cas de I'exemple ci-dessus, on trouve
la matrice 6 X 6 et le polyndme annoncés.) Il reste a se convaincre que si P est
un polynéme unitaire tel que P(c) = 0 (endomorphisme nul de W, ,) alors P(a +
b) = 0 (dans la k-algébre a laquelle appartiennent a et b). 1l suffit que a + b soit
valeur propre de o, ce qui est le cas, comme nous allons le voir. Pour le vérifier, on
peut toujours remplacer k par un corps plus grand (une extension ; ici @(\/5, V2)
convient). On peut donc supposer qu’il existe 0 # v, = Zi ¢x' €V,yet0# vy =
Zj d;y) € W) tels que xv, = av, et yv, = bv,. Soit w,, = ZI_J c;d;x'y’; il est
clair que xw, , = aw, , et yw, , = bw, ,. Onadonc o(w, ;) = (a+b)w, , ; comme
w,, # 0, on a montré que ce que I'on souhaitait.

Le méme procédé permet bien stir de trouver un polynéme annulateur du pro-
duit ab : considérer 'endomorphisme r de multiplication par xy dans W, ,.0

3.4.5. Montrer qu'un corps fini n’est pas algébriquement clos.
Indication : on pourra s’inspirer de la démonstration d’Euclide de ’existence d’une
infinité de nombres premiers.

pEuclide : si xy, ..., x,, sont des éléments d’un anneau, tout facteur de y := 1 +
X;---x, est premier avec les x;. Ceci nous incite a considérer le polynéme f :=
1+ Haek(T — a) a coefficients dans le corps fini & ; il n’a pas de racine dans ce
corps.

Cela résulte — a vérifier ! — aussi du fait qu'’il existe des polynomes irréductibles sur [,

de degré quelconque.o

4. Corps FINIS I

4.1. Existence et unicité.

4.1.1. Soient p un nombre premier et K un corps fini de caractéristique p. Les
faits suivants sont de démonstration immeédiate : (1) K est de cardinal ¢ = p?, ou d
est la dimension de K vu comme espace vectoriel sur le corps |, := Z/pZ et (2) K
est un corps de décomposition du polynéme X9 — X®. Pour établir (1) — qui n’est
mis ici que pour mémoire (cf. 2.1.2) —, remarquer que K est isomorphe, en tant que
F,-espace vectoriel (et, en particulier, ensemblistement) a [Flfl ; pour (2), remarquer
que le groupe multiplicatif K* étant de cardinal ¢ — 1, chacun de ses éléments est
une racine (¢ — 1)-iéme de I'unité.

@. En particulier, il existe au plus un tel corps, a isomorphisme pres; cf. 3.3.4.
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4.1.2. Réciproquement, on peut appliquer la construction (3.3.3) au corps k = I,
et au polynéme f = X9 — X pour établir 'existence d’un tel corps fini.

Notons qu’un corps de décomposition K de X7 — X sur [, est bien de cardinal g.
L’ensemble, disons R, des racines de X9 — X dans K est de cardinal exactement g
car elles sont simples [ 1%] : le polynome X7 — X est premier avec sa dérivée
gX97 ! —1 = —1. D’autre part, R est stable par produit et par addition ; pour ce
dernier point on utilise le fait (3.2.2) que I'application Frob, : x — x”, ainsi donc
que ses puissances, est un (endo)morphisme : (x + y)’ = x? + yP — égalité valable
pour couple (x, y) d’une [,-algebre. L’ensemble R est donc un sous-corps de K;
comme il contient (trivialement) les racines de X¢ — X, on a R = K et finalement
#K = g, comme annoncé.

Mise en garde :

[, n’est pas contenu dans [y : tous deux sont contenus dans [Fgy
et leur intersection est réduite a F, = {0, 1}.

4.1.3. On note traditionnellement [, un corps comme K. q Et ce, méme s’il y a
des choix implicites qui n’apparaissent pas dans la notation. En pratique, ce n’est
souvent pas génant car on a unicité des corps de cardinal donné. Cependant, I’iso-
morphisme est non unique, ce que I’on rapprochera du fait que si C’ est une autre
cloture algébrique de R, le choix d’'un R-isomorphisme C = C’ correspond au
choix (non canonique) d’une racine carrée de —1 dans C’.

4.1.4. Notons qu’il résulte de la construction quun corps K de cardinal g contient
un unique sous-corps k de cardinal ¢, qui coincide avec 'ensemble des racines de
T9—-Tdans K. (Réciproquement, on a déja vu que la condition « le cardinal de K est

une puissance du cardinal de k » est nécessaire : K est naturellement une k-algébre
donc #K = (#k)IK:K1)

4.2. Structure de F* et applications.

4.2.1. Soit G un groupe abélien fini, noté multiplicativement. On appelle expo-
sant de G [154X] de G le PPCM des ordres d’éléments de G : c’est le plus petit
entier n tel que pour tout g € G on ait g" = e. Il existe un élément x € G d’ordre
(exactement) n : cela résulte formellement du fait que si deux éléments x, x, sont
d’ordres respectifs n;, n, premiers entre eux, leur produit x;x, est d’ordre nn,.
Pour un tel x, le sous-groupe cyclique (x) de G engendré par x est d’ordre n.

Supposons maintenant que G soit un sous-groupe du groupe multiplicatif K*
d’un corps K. On a alors

(x) SG < uy(K)s={A€K : A" =1},

ou le terme de gauche est de cardinal exactement 7 et celui de droite de cardinal au
plus n : un polynome de degré n, comme 7" — 1, a au plus # racines. On en déduit
que (x) = G = u,(K). En particulier, G est cyclique :

Théoréme. Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps est cyclique.

Ceci précise I'idée déja évoquée que
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si K est un corps fini de cardinal ¢, le groupe multiplicatif K*
«ressemble » au groupe Hg—1(C) des racines (¢ — 1)-iémes de
I'unité.

(Ils sont méme abstraitement isomorphes.)

On a vu en 2.4.3 que le polyndme irréductible f = T* + T + 1 € F,[T] est primitif
(sur F,), au sens ol I'une quelconque de ses racines engendre (multiplicativement) ¢ . Par
contre, le polynome irréductible g = T*+T> +T? + T + 1 € F,[T], bien quirréductible®,
n’est pas primitif. En effet, on a T°> = T (mod f), c’est-a-dire que la classe ¢ de T dans
F,[T1/(g) est d’ordre 5, et cette classe n’engendre donc pas Fg.

Ces exemples ont notamment pour but de souligner le fait que tous les polyndmes irré-
ductibles ne sont pas nécessairement primitifs ou que, de fagon équivalente, le fait qu'un
élément x € [ soit de degré r sur [, ne suffit pas a entrainer qu’il soit primitif. (De fait,
c’était clair par dénombrement : dans F;¢ il y a 16 —4 = 12 éléments de degré 4 sur [,, dont
seulement @(15) = 8 sont primitifs, c’est-a-dire qu’il y a parmi les polynémes unitaires de

degré 4 sur [, un total de % = 3 polynomes irréductibles dont % = 2 sont primitifs.)

4.2.2. Soit Fun corps fini. Il résulte du théoréeme précédent que le groupe F* est
cyclique. En particulier, si x en est un générateur, on a F = F,[x], ou le terme de
droite est, par définition, I'ensemble { P(x) : P € F,[T1}. Soit II le polynéme mi-
nimal de x sur [,. C’est I'unique polyndme unitaire tel que le morphisme F,[T] —
[Fp [x] envoyant T'sur x se factorise a travers un isomorphisme [Fp[T]/(H ) = [Fp [x] =
F. Nécessairement, le degré deg(/T) du polyndme est égal au degré [F : F,] :=
dim[Fp [ de I'extension [ / F,. Comme on a vu que pour tout entier d > 1, il existe
une extension de [Fp de degré d, on en déduit :

Proposition. Soit p un nombre premier. Pour tout entierd > 1, il existe un polynome
irréductible dans F,IT1] de degré d.

(Mutatis mutandis, on a le méme résultat sur les F,- Pour un raffinement quan-
titatif, voir ’exercice 4.3.6.)

4.2.3. Groupe des automorphismes. Soit [F un corps fini de cardinal ¢ = p?. On a
déja vu que Frob, : x > x” est un endomorphisme de F; c’est un automorphisme
car tout morphisme de corps est injectif. Le sous-groupe (Frob,) de Aut(F) est
d’ordre d : sa puissance d-iéme Frobz est I'identité et FrobZ # Id si a < d, sans
quoi F serait de cardinal < p® < p?. D’autre part, si x est un élément primitif
[AJR 7@]® de F, c’est-a-dire tel que F = [Fp[x], alors tout automorphisme ¢ €
Aut(F) est caractérisé par I'image y = ¢(x) de x. Comme y est une racine du
polynéme minimal IT de x, car 0 = @(I1(x)) = II(¢p(x)), on voit que le cardinal
de Aut(F) est au plus d. Finalement, on a démontré le résultat suivant.

@. C’est la réduction modulo 2 du polynoéme @5 considérée en 4.2.5 : on pourrait utiliser le
fait que (2) = 2, méme s’il est plus simple de vérifier qu’il est premiera T, T + 1 et T> + T + 1.

®@. La terminologie n’est malheureusement pas trés heureuse : cette notion n’est pas liée a la
notion de polynéme primitif.
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Proposition. Soit F un corps fini. Le groupe Aut(F) de ses automorphismes est cy-
clique engendré par le Frobenius Frob, : x — xP. Les sous-corps de [ sont exactement
les ensembles de points fixes d’une puissance de Frob,,.

(Insistons sur le fait que, dans le paragraphe précédent et les suivants, la notation
Frobg(x) désigne I'itération du Frobenius évaluée en x, soit x?* etnonla puissance
a-iéme de Frob p(x).)

4.2.4. Orbite sous Frobenius. Soient p un nombre premier, £2 une cloture algé-
brique de [, (qui est la réunion croissante de ses sous-corps de cardinaux p" pour
n > 1)etx € 2%, de polyndme minimal IT sur F,. Notons d, = [F,(x) : F,] =
deg(IT) le degré de x sur [, Puisque x € [F 4 si et seulement si Frobg(x) = Xx,onen
déduit que d, est aussi égal au cardinal de I« orbite » (finie) {FrobZ(x) :n >0}
Puisque, pour chaque d > 1, on a I'égalité [qu = ,uq_l(Q) ={Ae Q. A9l = 1},
I’élément x est en particulier une racine (p?x — 1)-iéme de 'unité. L’ordre N =
#(x) de x, vu comme élément du groupe multiplicatif de 2, est donc un diviseur
de pdx — 1; en particulier, il est premier a p et la condition Frobg(x) = x devient
équivalente 4 p% = 1 (mod N). Terminons par le lien entre I'orbite de x sous I'ac-
tion de 'automorphisme de Frobenius et le polyndme minimal I1. Le polynéme

P:= H (T - Frob:',(x)),
0<n<d,
a priori dans 2[T'] est en fait dans F,[T] car ses coeflicients sont fixes sous Frobp.
Comme il est d’autre part unitaire de degré deg(I7) et s’annule en x, on a ’égali-
té IT = P.
Pour mémoire, nous résumons ces résultats sous la forme suivante.

Proposition. Soit x # 0 un élément de degré fini d, sur le corps fini F. Alors :
(i) le degré d, est le cardinal de I'orbite {Frob), x : n > 0} : c’est le plus petit
entierd > 1 tel que FrobZ(x) =Xx;
(ii) Uordre N de x dans £ est premier d p et l'entier d est I'ordre de p dans
(ZINZ)*;
(iii) le polyndme minimal de x surF, est égal au produit H (T - FrobZ(x)) :
0<n<d,
les « conjugués » de x (surF,) sont exactement les FrobZ(x) avec0 < n<d,.

(Mutatis mutandis, on a le méme résultat sur les [Fq, en remplacant p par g, et
notamment Frob,, par Frob, : y = 1)

Remarque. La proposition précédente est a rapprocher du fait que si z € C, son
polyndme minimal sur R est Hi<d (T - Frobf,o(z)), ou Frob,, est la conjugaison
complexe z — Z et d > 0 est minimal pour la propriété que Frobffo(z) = z. Bien
entendu, d = 1 ou 2, selon que z soit réel ou non — de sorte que le polyndéme
minimal est T — z ou (T — z)(T — 2) = T? — 2R(2)T + |z|%. Cette formulation
alambiquée a pour but d’insister sur le fait important :

L’automorphisme de Frobenius x — x7 joue pour les corps finis,

un role semblable a la conjugaison complexe.
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A titre d’application algébrique, on pourra démontrer I'irréductibilité des poly-
nomes d’Artin-Schreier (exercice 4.3.3) ou déterminer pour quels p on a « \/5 €
F, » (exercice 4.3.7).

Remarque. Insistons sur deux particularités des corps finis. Premiérement, les
notions de corps de rupture, dans lequel un polyndme irréductible acquiert une
racine, et de corps de décomposition, dans lequel il les acquiert toutes, coincident.
Cela résulte par exemple du fait que si x est une racine d’un tel polyndéme, les
autres racines sont de la forme Frob;(x) et appartiennent donc a tout corps conte-
nant x. Deuxiémement, il résulte de I« unicité des corps finis » que si K/k est une
extension de degré d entre corps finis et f € k[T'] est un polynome irréductible
de degré d, alors f est automatiquement scindé sur K. (Comparer avec @(\/ 2)/Q
et 7% —3.)°

4.2.5. Polynémes cyclotomiques. Soient { un nombre premier et
DyT) =T - DT -1 =T+ +T+1€Z[T]

le /-iéme polyndme cyclotomique, dont les racines complexes sont les racines
primitives (-iémes de I'unité. (On montre, par exemple par le critére d’Eisenstein,
qu’il est irréductible, mais nous n’en ferons pas usage.) On s’intéresse ici a sa ré-
duction @, modulo un nombre premier p # £. Factorisons la en un produit P; -+ P,
de polyndmes irréductibles unitaires, distincts car @, est sans racine multiple, tout
comme son multiple 7 — 1. Soit x une racine de I'un des P; dans un surcorps de F,
Puisque x est une racine primitive {-iéme de I'unité, le degré de x sur [, est égal a
Iordre de p dans [F)* : cela résulte du (ii) de la proposition précédente. Ainsi, tous

les P, sont de méme degré, que I'on vient de calculer, et le polynome &, € F,[T] :

— est irréductible si et seulement si on a I'égalité (p) = F*;
— admet une racine dans [, si et seulement si p = 1 mod /.

4.3. Exercices.

4.3.1. Soient p un nombre premier et N un entier. Notons CF,  le graphe orienté
dont les sommets sont les entiers 1 < a < N et les arétes sont définies par : a — b
s’il existe un plongement F,e < Fp.

(i) Représenter CF our de petites valeurs de p, N.
p pNP p
(ii) Comprendre que CF, ; ne dépend pas de p en I'identifiant a un graphe
simple.

oTout revient a comprendre que F, s’injecte dans [, si et seulement si g, est
une puissance de g;. Nous avons déja vu, plusieurs fois, que c’est une condition
nécessaire : [qu est, notamment, un [Fq1 -espace vectoriel (de dimension finie) donc
ensemblistement en bijection avec une puissance cartésienne de IF,,- Réciproque-
ment, nous avons aussi vu que - contient un sous-corps de cardinal g : le sous-

ensemble des racines de T9 — T, polynoéme qui divise 79 — T
@. Essentiellement parce que K' := k[T']/(f) est une extension de k du méme degré que K/k

sibien que K’ ~ K. C’est un excellent exercice d’en comprendre les détails ou de trouver une autre
formulation.
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Ainsi, le graphe CFP, N est simplement le graphe sur {1,..., N} C N, avec une
aréte a — b si et seulement si a|b.o

4.3.2.

(i) Soit A = <(1) i) € M,(R). Existe-t-il n > 0 tel que A" =1d?
> € M,(F,). Existe-t-il n > O tel que B" =1d?

(ii) Soit B = (?

O
(i) Le polynome caractéristique de A est T2 —T —1, dont les racines sont le nombre
dorp =(1+ \/g)/Z et son inverse. Elle est donc diagonalisable et A" est semblable
a diag(@", ¢™") qui n’est I'identité que si n = 0. On peut également remarquer, en
calculant A" que ses coefficients sont des entiers positifs croissants. D’ailleurs, si
I'on définit la suite de Fibonacci par Fy = 0, F| = 1 et F,,, = F,,| + F, pour
n > 0, on voit immédiatement que A"(0,1) = (F,,, F,,) et on retrouve ainsi la

n

formule F, = \%(qo - go_”) utilisée en 1.8.7.

(ii) La matrice B est de déterminant 1 € [, ; elle appartient donc au groupe
GL,(FF,) des matrices 2 X 2 inversibles. Ce groupe est fini de cardinal 6 = (p* —
1)(p*> — p), ot p = 2. On a donc nécessairement B® = Id. Compte tenu de I'in-
terprétation précédente, cela montre que la suite (F, (mod 2)) est périodique de
période un diviseur de 6. En effet, on constate que cette suite a valeurs dans [, est
0,1,1,0,1,1,0,1, 1, .... o

4.3.3. Montrer que si p est premier et a € I, alors T? — T + a est irréductible
dans [Fp [T].
Indication : on pourra utiliser les résultats du paragraphe 4.2.4.

oD’apres ce critére, il s’agit de montrer que 'orbite d'une racine « sous le Fro-
benius Frobp est de cardinal exactement p. Or, par construction, Frobp((x) = P est
égal a @ + (—a), un translaté de a par un élément non nul. Son orbite est donc bien
de cardinal p.o

4.3.4. Soient p un nombre premier, g une puissance de p et d > 2 un entier.
Montrer que le nombre de polyndmes unitaire primitifs (au sens de 4.2) de degré d
appartenant a F[T] est p(p? = 1)/d.

oSoit F/F, une extension de degré d. Tout polyndme irréductible de degré d est
scindé sur [ et est le polynome minimal d’une de ses d racines. Il en résulte que le
nombre de polyndmes unitaires primitifs est 1/d fois le nombre d’éléments x € F*
tels que (x) = F*. Comme F* est cyclique de cardinal ¢? — 1, le cardinal de tels x
est p(¢? — 1) (cf. 1.5.2).0
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4.3.5. Soient g un puissance d’'un nombre premier, r > 0 un entier, ¢’ = ¢" et
P=T —T ' -T2 —¢, T —¢, € F,[T] un polyndme irréductible
primitif : si x est une racine de Pdans [/, ona (x) = [F;f.

(i) Vérifier qu'un tel polyndme existe. Combien y en a-t-il ?
(ii) Soit u la suite q'-périodique a valeurs dans F, définie par facon suivante :
Uy = uy = = =u,_; = 0,u, = ¢, et, pour r < n < q’, définie par
récurrence

U, =Clly_, + - +cpu, ;.

Montrer que la suite u est une suite de de Bruijn a valeurs dans [, :
pour chaque r-uplet (m, ...,m,) € F/, il existe un unique 0 < a < ¢’ tel
que m; = u,.; pour chaque 1 <i <r.

Indication : on pourra commencer par introduire la matrice compagnon M
associée au polynome P et montrer qu’elle est diagonalisable de valeurs propres
des racines primitives q¢' — 1-iémes de l'unité, dont x.

(iii) Vérifier que pour g = 2 et ¢’ = 2° = 32,1le polynéme T° +T? +1 € F,[T]
convient et que la suite obtenue est

101
0! 09
0 I

1 0
1

0
0
1 0
0
1

0 0

O] Ol

(iv) Montrer, en utilisant la construction précédente, que pour tout ensemble
fini A de cardinal a et tout entier n > 1, il existe une suite de de Bruijn
a"-périodique a valeurs dans 2.

O

(i) L en existe p(q"—1)/r : c’est 'objet de 'exercice précédent. Pour des exemples
de tels polynomes et leur importance dans le contexte de '’exercice, voir par exemple
[TAOCP 4A, 7.2.1.1].

(ii) Il suffit de montrer que pour tout vecteur v € Fy — {0}, 'ensemble { M v},
0<i<gq —1lestdecardinalg’ —1 = card(F; — {0}) : tous les vecteurs non
nuls a r coordonnées sont obtenus. En d’autres termes, on veut que M'v # M’v
si0 <i#j<gq —1,ouencore:Ker(M' —1d) = {0} pour 0 < i < g’ — 1.
Or, la matrice M est diagonalisable sur F, est ses valeurs propres sont toutes des
racines primitives (¢’ —1)-iémes de I'unité. (Pour une discussion générale des suites
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récurrentes dans le cas des corps finis, voir par exemple [LIDL et NIEDERREITER
1997, chap. 8].)

(iii)C’est un simple calcul. Pour une application ludique — un tour de magie —, voir
par exemple le paragraphe 7.4.2 des notes de cours de 2017-2018 et les références
citées.

Dans le cas, numériquement plus simple, du polynome T3 + T + 1 € F,[T'] étudié
en 2.1.3, on constate que la suite définie par uy = 0 et u,, == 1" +1>" +t* pour n > 0
satisfait les hypothéses requises (u; = u, = 0, u3 = 1 — ce qui entraine qu’elle est
a valeurs dans [, —) et la suite de de Bruijn associée est 00010 11 1. Voir aussi
fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/2019-09-25.ipynb pour des com-
mandes sage permettant de faire ces calculs par ordinateur.

(iv)Sia = q,4,*-q;, ou les g; sont des puissances de nombres premiers distincts, et
A = Z/aZ (ce que 'on peut supposer), le théoréme chinois nous ramene au pro-
bléme de construire # suites g;'-périodiques de de Bruijn a valeurs dans les Z/q;Z
qui sont en bijection (ensembliste) avec les [, . o

4.3.6.

(i) Soit F» /I, une extension de degré n > 1. Montrer en comptant le nombre
d’ elements de F,» de degré < n sur F, qu’il existe au moins un polynome

f eFIT] irréductible degré n.
(ii) Montrer que si p > 3, la proportion des polynomes de degré d dans I, [X ]
qui sont irréductibles (resp. irréductibles unitaires) est au moins egale a 3 7

(resp. ﬁ)

O
(i) Le nombre d’éléments de F . de degré < n est majoré par la somme des cardi-
naux des [« pour d|n. Au moins deux arguments possibles. (1) On remarque que
ded#n q? < Zd<n q¢ < ¢", par exemple par unicité de I’écriture en base g. (2)
On remarque que chaque ¢? est majoré par < ¢"? et leur nombre est < n, par
conséquent cette somme de cardinaux est inférieure ou égale a ng"?. Pour avoir
"2 soit ¢"? > n, ce qui se produit
dés que 2" > n?, donc dés que n > 4. Pour les valeurs plus petites de 1, on constate
que ¢* > g*> + get ¢® > get ¢*> > g (et ¢ > 0...) pour tout g > 2.

(ii) I s’agit d’un raffinement du résultat précédent. Un élément x de F, étant

la conclusion souhaitée, il suffit d’avoir ¢" > ngq

primitif (sur [,) — au sens ou Fy[x] = Fu — si et seulement si il n’appartient
pas aux sous-corps stricts de Fq, le nombre de ces éléments est au moins égal a

p? = D m|a P™, que I'on peut minorer par
m#d

ZP pd —pt P72

Le nombre de polyndmes irréductibles unitaires de degré d est donc minoré par un
d-ieme de cette quantité — car chaque polyndme irréductible de degré d a exacte-
ment d racines dans [« —, et celui des polynomes irréductibles non nécessairement


http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/Shanghai3.pdf
http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/2019-09-25.ipynb
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unitaires (donc de coefficient dominant arbitraire dans [F;) par p — 1 fois cette der-
niére quantité. La conclusion résulte alors des inégalités ﬁ%% > % et1l — % > %
Notons que cet énoncé précise le théoreme d’existence 4.2.2. o

4.3.7. On fixe une cloture algébrique £2 de [,

(i) Rappeler pourquoi [, = {x € Q : Frob,(x) = x}.
(ii) (p impair) Montrer qu'il existe ¢ € Q tel que ¢ = —1. En déduire que —1
est un carré dans [, si et seulement si p = 1 mod 4.
(iii) (p impair) Montrer qu’il existe { € Q tel que {* = —1. En considérant
élément ¢ + ¢!, montrer que 2 est un carré dans F, si et seulement si
p ==+1 mod 8.

oDans un cas comme dans l'autre, 'existence de { vient du fait que £2 est algé-
briquement clos et il s’agit de décider, en utilisant (i), de 'appartenance a F, ou non
des éléments « \/—_1 » = {ou « \/5 » =+ (car (C4+E)? =24824¢72 =2).
Dans le second cas par exemple, on a Frob,(§ + ¢~y = ¢P 4+ ¢7P, qui ne dépend
que de +p modulo 8. On vérifie immédiatement que ¢ + ¢! £ ¢34+ ¢ 3.0

4.3.8.

(i) Soit p un nombre premier. Montrer qu’une suite a valeurs dans [, U {co}
satisfaisant la relation de récurrence u,,,; = au;, ' +b— avec la convention

que 07! = o0, 007!

= 0,0 +x = o0 —, a pour période p + 1 si et
seulement si le polynéme f(T') = T? — bT — a satisfait les deux propriétés
suivantes : (i) T?*! est congru modulo f a une constante non nulle (ii)
TPV (mod f) est de degré 1 pour tout nombre premier ¢ | p + 1.

(ii) Quel est le nombre de (a, b) tels que ces propriétés soient satisfaites ?

Voir [TAOCP 2, 3.2.2] pour le lien avec la génération de « nombres aléatoires »

[ ALEL £ AR ).

1
o[Esquisse] On veut que la matrice g € PGL,([F,) image de G := <2 b> soit

d’ordre p+ 1. Comme le polyndme caractéristique de G est f, on a immédiatement
le résultat. Le polynéme TP*! — 4 ayant une unique racine, simple, dans F, pour
chaque 4 # 0, un polynéme f satisfaisant (i) est nécessairement irréductible. Le
nombre cherché est la moitié du nombre des x € [F;; d’ordre exactement p + 1
dans [F;; / F)¢ soit encore %(p — 1) multiplié par le cardinal des éléments d’ordre

exactement p+1 de [F;; /F. Comme ce dernier est cyclique d’ordre p+1, le résultat

est %(p — Do+ 1).o

4.3.9.
(i) Soit p un nombre premier. Quelle est la probabilité qu'un élément de F
tiré au hasard soit primitif (c’est-a-dire générateur [multiplicatif] de ce
groupe [multiplicatif]) ?
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(ii) Montrer qu’il existe une suite de nombres premiers (p,,) telle que cette pro-
babilité tende vers O quand n — +oo. (Indication : on pourra choisir les p,
tels que p,,— 1 soit divisible par de plus en plus de nombres premiers et utiliser
le fait que Hz (1 - K_l) = 0, ou ¢ parcourt les nombres premiers.)

(iii) Méme question, lorsque I'on cherche les p, de la forme p/» pour un nombre
premier p fixé.

4.3.10. Montrer, ou expliquer comment montrer, que T3 —T+1estun polyndme
primitif sur F5, c’est-a-dire un polynoéme irréductible dont chaque racine est un
générateur du groupe multiplicatif [F;g.

oOn peut montrer que ce polynome est irréductible en constatant qu’il est pre-

S=a—1leta’ = asont

mier 4 T° — T. (On vérifie par exemple que les équations a
incompatibles.) Pour montrer qu’il est primitif, il faut montrer que toute racine a
de ce polyndme est un générateur de [F;g = [543, cyclique de cardinal 242 = 2- 112,
Il n’est pas difficile de vérifier 4 la main que @*? # 1 :ona a'> = a® — 1 (Frobe-
nius) donc a?? = (&> — 1)(a’ = a® — a?), etc. Montrer que a'?! # 1 ou, de facon
équivalente, a'?! = —1 est plus fastidieux. On peut faire la division euclidienne de
T'?! par T> — T + 1, probablement avec un ordinateur si on n’a pas la patience de
faire le calcul®.

Remarques :

(i) Le polynéme T° — T + 1 est un polynome de Conway : il est minimal et
bien adapté aux calculs en un certain sens que I’'on ne précise pas ici (voir
5.2.3).

(ii) On insiste sur le fait qu'un polynome irréductible n’est pas nécessaire-
ment primitif : environ %-iéme [plus exactement %(1—3_4) des polynomes
unitaires de degré 5 sur F; sont irréductibles mais la proportion des pri-

mitifs est environ moitié moindre [plus exactement : % X p2x11%)/3° =

1o 11x10
X 5531

O

4.3.11. Soient f € F,[T] un polyndme irréductible de degré d et F = F, [T1/(f)
le corps fini associé.

(i) Comment décrire les sous-corps de [F, lorsque f est primitif ?
(ii) q Cas général.

O
(i) Sié|dett estlaclasse de T'dans [, 'unique sous-corps de [ de degré 6 sur [,
(c’est-a-dire de cardinal p°) est F,ls], ou s = (=D =1) (Cf. 5.2.3)

(ii) On peut toujours procéder par force brute : ne serait-ce parce que les ensembles
sont finis et les tables d’addition et de multiplication sont connues. On peut bien
entendu faire un peu mieux mais le probléme de faire vraiment plus rapide est dé-
licat. Par exemple, comme énoncé en [MULLEN et PANARIO 2013, §11.1.1.3], aucune

@. Sur Z, on trouve —16269333T* + 189521077 — 22128873T? + 258805837 — 13951852,
qui se réduit bien modulo 2 = —1 sur F;.
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méthode efficace n’est connue si 'on ne connait pas a I’avance une factorisation
de p? — 1. (Cf. 5.2 pour une bréve discussion de ce type de questions.) o

4.3.12. Pour | = F4, Fg, F7 ou Fy5, trouver un polyndme primitif dans F,[T] (ou
p := car. ([F)) et écrire les puissances d’une racine @ comme un polyndéme en a de
degré minimal.

oF, :T?+T+1;a a¢®>=a+1,a® = 1. (Remarque : il n’y a qu'un polynéme
irréductible de degré 2.)

[F8:T3+T+1;a,a2,a3=(x+1,a2+a,a2+a+1,a2+l, 1. (Remarque : il
n'yaque?2 = %(23 — 2) polyndmes irréductibles [unitaires] de degré 3.)

> T3-T+1;a, 0% a-1,0%>—a,—a*>+a—-1, % +a+1,a*>—a—1,—a?—1,
a+l,d*+a,a>+a—-1,a>-1,a3 =-1,—a, —a®, —a+1,-a* +a,a®> —a + 1,
—ad?—a—1-a*+a+1l,a*+1,—a—-1,—-a*—a,—a* —a+1,—-a?>+1,a%0 =1

Fos :T?>-T+2;a,a+3,—a+3,2a+2, —a+1,2,2a,2a + 1,3a + 1, —a — 1,
3a+2, a2 =-1, -, —a+2,a+2,3a+3, a—1,3,3a,3ac— 1,2a — |, + 1,
2a +3,a%* = 1o

4.3.13.

(i) Vérifier les factorisations dans C[T']
T44+1 = (T24+i)(T%—i) = (T2 =\ 2T+ 1)(T*+V2T+1) = (T2 +i\2T—1)(T?=i\/2-1).

(ii) En déduire que T* + 1 est irréductible dans Q[ X].
(iii) Montrer que T*#+1 est réductible dans F,[X] pour tout nombre premier p.
Indication : on rappelle que ensemble des carrés de [ est un sous-groupe
d’indice 2 de sorte que sia, b € F, alors a, b ou ab est un carré dans F,

O
(i) Onalafactorisation de @g4(T') = T*+1en II C(T—C ) ou ¢ parcourt les 4 racines
primitives 8-iémes de 'unité. Suivant que 'on regroupe les racines par paquets
de deux diamétralement opposées, conjuguée 'une de 'autre, ou symétriques par
rapport a ’axe imaginaire on obtient les factorisations ci-dessus.

(ii) Puisque qu’aucun de ces polynomes n’est a coefficients rationnels et que @g
n’a visiblement pas de racine dans Q (ni dans R), il est bien irréductible.

(iii)Pour p = 2, c’est clair. Si p # 2, on remarque (cf. indication) que I'un au moins
des trois éléments —1, 2, —2 est le carré d’un élément dans [Fp, que l'on note i, \/5

ou \/Ei. Il en résulte que 'une des trois factorisations ci-dessus est a coefficients
dans F,. o

4.3.14. Soit p un nombre premier de Fermat différent de 5. Montrer que 5 est un
générateur de .
Indication : on pourra constater qu’il suffit de montrer que ce n’est pas un carré.
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4.3.15. Y Montrer que T*" + T" + 1 est irréductible sur F, si et seulement si
n = 3"5% pour des entiers r, s > 0.

oSoit f une racine de T* + T + 1 dans ;. C’est une racine primitive 15-iéme
de I'unité. Une racine a du polyndme est une racine n-ieme de . (Notons que #n est
nécessairement impair sinon le polynéme est un carré.) C’est une racine primitive
15n-iéme de 'unité. L’élément « est de degré 4n sur [, si et seulement si 'ordre
de 2 dans (Z/15nZ)* est égal a 4n. Notons que @(151n) = 8n x [J(1 — p~1), ot
pln, p # 3,5. 11 est nécessaire que 4n|@(15n), ce qui se produit si et seulement si
2T](1—p~') est un entier, c’est-a-dire que seuls 3 et 5 divisent n. Réciproquement,
sin = 3"5% (la classe de) 2 est générateur de (Z/3"+1Z)* et de (Z/5°7' Z)* (car il
I’est modulo 3 et 5) donc son ordre est le PPCM de @(3"*!) et (5°*!), soit 4n.o

4.3.16. Soit P € F,[X] un polyndome de degré d.

(i) Montrer que Pest irréductible dans [,[ X ] si et seulement si Pn’a pas de

racine dans [Fpr pour tout r < ‘—21.

(ii) (Application) Observer que F, = {0, 1, j, j>} avec j> = 1 + j et en déduire
que les polynémes 1 + X2+ X351+ X3+ X, 1+ X+ X2+ X3+ X5,
T+ X+ X2+ X+ X0 1+ X+ X3+ X+ X et 1+ X2+ X+ X4+ X°
sont les polyndmes irréductibles de degré 5 de F,[ X ].

(iii) (Une variante) Supposons d < 5. Montrer que P est irréductible dans
F,[X] si et seulement si (P, X” — X) = 1.

o(i) P est irréductible si et seulement si il n’a pas de factorisation P = gh avec
deg(g),deg(h) > 0 ou encore — puisque a + b = d entraine min{a, b} < d/2 —
s’il n’existe pas de polynéme g non constant de degré r < d/2 tel que g|P. Or, un
tel g a une racine dans [Fpr et, réciproquement, si @ € ":pr est une racine de P, son
polyndme minimal (sur F,) divise P — car P(a) = 0 — et est de degré < r. On
pourra comparer cet énoncé a 5.1.1.

(i) Le polynéme T2 + T 4+ 1 € F,[T] est irréductible, par exemple parce qu'’il
n’a pas de racine dans [, ou, de facon un peu pédante, d’apres 'exercice 4.3.3
ci-dessus. Le quotient F,[T1/(T? + T + 1) est donc un corps de cardinal 4 et la
classe j de T est bien comme annoncé. D’apres le critere précédent, pour vérifier
que les polyndmes de degré 5 de I’énoncé sont irréductibles, il faut vérifier qu’ils
n’ont pas de racine dans |, — ce qui résulte du fait que leur terme constant est
non nul et qu’ils ont un nombre impair de monémes — ni dans F,. (On utilise le
fait que |5/2] = 2.) On vérifie par le calcul que pour chacun de ces polynémes f,
ona f(j) # 0. Comme f(j?) = f(j)? onaaussi f(j?) # 0 sans avoir besoin de
refaire le calcul. L’exercice demande de vérifier que ces polynémes sont les seuls
qui soient irréductibles de degré 5. Il n’est pas difficile (exercice) de montrer qu’il
yena %(25 —5) = 6. (Ceci est valable pour tout degré premier.) On les a donc tous
trouvés. Plus simplement, on peut faire une liste des autres polynomes et vérifier
qu’ils ont une racine dans I, ou F4. (Ici F, C [F,; donc il s’agit en fait de chercher
des racines dans [, mais on rappelle qu’en général I'inégalité a < b n’entraine pas
l'existence d’un plongement F. C F.) Voir 5.1.1 pour un énoncé plus général.o
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4.3.17. Montrer que T® + T* + T + 1 € F,[T] est le produit de trois polynémes
irréductibles distincts.

oSi ce polyndme est réductible, il a un facteur irréductible de degré 1, 2 ou 3,
c’est-a-dire une racine dans [, F4, [, ou [ \ [,. Il y a deux polyndmes unitaires
irréductible de degré 1 (T'et T +1), et un polyndme unitaire irréductible de degré 2 :
T? +T + 1. On trouve donc immédiatement que T° + T* + T + 1 est divisible par
(T + 1)(T? + T + 1). Le quotient, T3 + T + 1 — calculé par exemple par division
euclidienne —, est irréductible (par exemple car il n’a pas de racine dans [). La
décomposition en facteurs irréductibles est donc

TO+T*+T+1=T+D)T*+T+1)T>+T+1).

4.3.18. Soit p un nombre premier fixé. Quelle est la probabilité qu'un polynome
unitaire /€ [F,[T] de degré d soit un produit de polyndmes irréductibles de de-
grés 1 ou 2 ? Evaluer ces nombres (rationnels) pour p =2 et d < 7.

oSoient n; = p et ny = (5) les nombres de polyndmes unitaires irréductibles de
degré respectivement 1 et 2. Le nombre cherché est alors

PN}

a+2b=d a

ou (('r')) = (H'ﬁ_l) est le cardinal des multiensembles de cardinal r pris dans un
ensemble de cardinal n. Par exemple, pour d = 3, on trouve % P+ % P, qui est bien
égala p’ — %(p3 —p). La probabilité est donc %+ #. Lorsque p = 2 et d quelconque,
—d
ontrouve 27 % . a+ mple, pot
des autres valeurs est laissé au lecteur intéressé.o

(a + 1). Par exemple, pour d = 3, on (re)trouve %. Le calcul

4.3.19. Calculer le nombre de solutions de y* + y = x> dans F, et ;. Montrer
que si d est impair, le nombre de solutions dans [F,s est 29.

0Si d est impair, 'application x + x> est une bijection de F,q car le groupe
multiplicatif [F;j, est d’ordre premier a 3. D’autre part, 'endomorphisme g : y —
»* + y du groupe additif de F,q est de noyau [, = {0, 1} donc d’image d’indice 2.
On a donc 29! x 2 solutions.

Remarque : il s’agit d’'une courbe elliptique sur [, a laquelle on a retiré un point
a I'infini. Sa « fonction Zéta » (non définie dans ce cours) est (1 +272)/(1 —T)(1 —
2T).0

4.3.20. Montrer que le nombre de sous-espaces de dimension d < n de Fj est
j d j - —d, i —1 .

(Z)q 1= H:’zl(ql -1 Hizl(q’ -1 IH?ZI (¢' = 1)~!. Equivalent lorsque ¢ — 1

(dans les réels) ?
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4.3.21. Soient [Fun corps fini de cardinal g et P € F[T] un polynéme de degré d,
supposé tel que P(0) = 0 pour simplifier.
(i) Soit Q(X) := H/lE[F(X — P(4)). Montrer que les coeflicients de O de degré
q—itelque 0 < di < g — 1 sont nuls.
(Indication : on pourra considérer H/le[F(X — P(tA)) = Zi c;() X9, ou
c; € F[t] est de degré < di, et remarquer que la fonction c; est constante sur
F*.)
(ii) Montrer que P(F) C F est 'ensemble des zéros du polynéme Q — (X9 —
X) et en déduire le théoréme suivant de Wan Daqing [%7 KX /x] : ou bien

P(F) = Fou bien P(F) est de cardinal au plus g — %.

o(Esquisse)

(i) Le fait que ¢;(7) soit de degré au plus di est évident. La fonction c; est constante
sur F*; si son degré est < g — 1, le polynéme ¢; est constant, égal a ¢;(0). Sii # 0,
ona ¢;(0) = 0 (car P(0) = 0).

(ii) L’égalité entre I'image de Pet’ensemble des zéros de Q ou R := Q —(X9— X)
est évidente. D’apres ce qui précede, le polynéme R est de degré < g — %. S’il est
nul, P(F) = [, sinon ’ensemble de ses zéros est de cardinal majoré par son degré.
O

5. COMPLEMENTS

5.1. Critéres d’irréductibilité dans les corps finis [,.

Pour toute puissance g d’un nombre premier p, on note [, un corps de cardinal g.

5.1.1. Proposition (Critéres de Rabin et Ben-Or). Un polynome f € F [T] de de-
gré d est irréductible si et seulement si il vérifie 'un des deux critéres ci-dessous.

(Rabin) Le polynome f divise divise T4 — T et est premier avec TY — T pour tout r
diviseur strict de d (ou simplement les diviseurs immédiats de d, c’est-a-dire
les d/¢ avec ¢ diviseur premier de d).
(Ben-Or) Le polynome f est premier avec T? — T pour tout 1 < r < [%J

(La courte démonstration est laissée en exercice au lecteur, qui remarquera I’ana-
logue entre la condition r < d/2 et le fait que si un entier n n’a pas de facteur
premier p < n'’2, alors il est premier. Voir aussi I’exercice 4.3.16.)

Faisons quelques remarques. Premiérement, dans le critére de Rabin, on ne peut
pas se contenter de vérifier I'une des deux conditions énoncées : ’exemple du poly-
nome TO+T> +T*+T3+T?+T+1 = (T?+T?+1)(T3+T+1) € F[T], qui n’est pas
irréductible mais vérifie la premiére condition (il divise déja T® — T) montre que la
premiere condition, seule, n’assure pas l'irréductibilité ; et 'exemple du polynoéme
T +T*+1 = (T*+T+1)(T3+T+1) € F,[T], quin’est pas irréductible mais est pre-
mier & T2 — T'montre que la seconde condition, seule, n’est pas non plus suffisante.
On peut aussi donner 'exemple de TO+T>+T = T(T*+T+1)(T3+T+1) € F[T],
qui n’est pas irréductible bien qu’il vérifie la premiére condition et aussi la seconde
condition dans laquelle on a affaibli « f est premier avec T? —T» en « f ne divise
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pas T —T» (pour tout diviseur r de d, soit ici r € {1,2,3}). Enfin, 'un et 'autre
de ces critéres fournissent un algorithme permettant de tester I'irréductibilité d'un
polynéme f* € F,;[T] de degré d en un nombre raisonnable (i.e., polynomial® en d)
d’opérations dans [, : en effet, la premiere condition du critére s’exprime égale-

ment comme T4 = T (mod f), ce qui se teste en calculant 79" dans F,[T1/(f)au
moyen d’un algorithme d’exponentiation rapide (1.6.4), et la seconde condition,
pour un r donné, peut se tester au moyen de ’algorithme d’Euclide étendu (pour
calculer le PGCD), dont la premiere étape consiste a calculer le reste de la divi-
sion euclidienne de T9 — T par f, ce qui peut de nouveau se faire en travaillant
dans F [T1/CS).

Appliquons le critére de Ben-Or au polynéme f =T° -T2 -1 =T +T*+1 € K[T].
Le reste de f modulo T? — T'et T* — T'est 1 donc f est irréductible.

5.1.2. Algébre de Berlekamp. Le critére d’irréductibilité suivant utilise, pour sa
part, I'algébre linéaire plutot que des manipulations de polynémes. Rappelons que
toute [ -algebre A est munie d'un endomorphisme Frob, : A — A, a — a¥, qui est
la puissance logp(q)—iéme du Frobenius Frob,,. L’ensemble

Fix(Frob, C'A) :={a € A : a? = a}

est donc une sous—[Fq—algébre de A, de dimension > 1 (sauf si A = {0}). Lorsque
A =F,[T)/(f), ou f est un polynéme non nul a coeflicients dans [, cette algebre
est appelée algebre de Berlekamp de f,

B(f) = Ker (Frob, —1d : F [T1/(f) — F,[T([)).

Notons qu’elle est de dimension inférieure ou égale a deg(f) et que sa dimension
est calculable par la méthode du pivot de GauB} : il suffit de calculer le rang de
I'application F,-linéaire Frob, —Id : A — A, que l'on peut écrire explicitement
dans la base 1, T, ..., T9%8)~1 de A en effectuant les divisions euclidiennes des
T par f.Lorsque f est irréductible, F,[T1/(f) est un corps et B(f) n’est autre que
le sous-corps F, € FITV(S).

Sif= H:zl fl.e" ,ou les f; sont premiers entre eux deux a deux (non constants),
on a d’apres le théoréme chinois un isomorphisme H : B(f) = Hi B(f l.ei) et, en
particulier, dim[Fq B(f) = Zi dim[Fq B( f,-ei) est supérieur ou égal a r. Si les f; sont
irréductibles et que I'on sait a priori que les e; sont égaux a 1, on a équivalence
entre : « f est irréductible » et « dim[Fq B(f) = 1 ». (Plus généralement, un facteur
non constant g de f estirréductible si et seulement si tousles y € B(f) se réduisent
modulo g en une constante.)

L’hypothese que les e; sont égaux a 1 revient a dire que f est sans facteur carré ;
lorsque f est un corps fini (ou un corps de caractéristique nulle ; plus généralement
un corps « parfait »), cela est équivalent a la propriété suivante : f est premier avec
sa dérivée. Un tel polynéme (a coefficients dans un corps quelconque) est un po-
lynéme séparable [T 4~ % 7l X]. Cette condition, f L f’, se teste algorithmique-
ment par I'algorithme d’Euclide et est équivalente au fait que les racines de f dans

@. On peut par exemple montrer qu’il s’effectue en au pire O(d>*¢) opérations pour tout € > 0,
ou la constante impliquée par le O dépend de € et g.
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une cloture algébrique de k sont simples. Résumons ces observations sous la forme
d’une proposition.

Proposition. Soit f € F [T] unitaire séparable. Alors, la dimension r sur[F, de l'al-
gebre de Berlekamp B(f) de f est égale au nombre de facteurs unitaires irréductibles

de f.
Remarque. 9§ De plus, pour tout y € B(f),ona f = HCE[F PGCD(f,Y —c),ouY
q

est un relévement arbitraire de y.

(Cecirésulte deceque y € B(f) = Hi B(f;), de relevement Y € F [T'] de degré
< deg(f), alors PGCD(f,Y) est le produit des f; tels que Y soit multiple de f;
c’est-a-dire que la i-iéme composante de #(y) s’annule.)

Corollaire (critére d’irréductibilité de Butler). Un polynome séparable f € F,[T]
est irréductible si et seulement si dim[Fq Ker(Frobq —1d) =1, ou Frobq x> x%et
Id: x = x sont vus comme des applications F -linéaires sur F [T1/(f).

Reprenons I'exemple du polynéme f = T° + T? + 1 € F,[T], considéré en 4.3.5, en
lui appliquant cette fois le critére de Butler : il faut d’abord vérifier que f est séparable,
c’est-a-dire, premier avec sa dérivée f' = T*, ce qui se fait en général au moyen de I’al-
gorithme d’Euclide mais est évident ici. On calcule alors la matrice de 'endomorphisme
Frob, —Id sur la base 1,1, 2, ..., 1" de F,[T]/(f), en calculant successivement T2, 7%, ..., T8
modulo f:

1000 1 0000 1
000710 01010
Frob,=[0 1 0 0 1|, Frob,—Id=|0 1 1 0 1
0001 1 0000 1
00100 00101

(Les coefficients de la premiére matrice sont les coefficients des restes de 1, T2, 74, 7T°,7T8
modulo f.) En général, on calcule le rang de cette deuxiéme matrice en appliquant I’algo-
rithme du pivot de Gauf3; ici, on vérifie immédiatement que le bloc 4 X 4 inférieur droit

est inversible. Ceci montre que dimg, Ker(Frob, —Id) = 1, donc f est bien irréductible.

5.2. 9 Description explicite des corps finis. On se propose ici d’étudier un
peu plus précisément comment représenter explicitement, par exemple sur un or-
dinateur, les corps finis, y effectuer des opérations algébriques et construire des
plongements d’un tel corps dans un surcorps.

5.2.1. Jusqu’a présent, nous avons le plus souvent travaillé a ’aide de présenta-
tions F = F [T1/(f(T)), ot p est un nombre premier et f € [,[T] est un polynéme
irréductible unitaire de degré d = logp(#[F)®. Les éléments de [F sont donc repré-

sentés comme des sommes ZK J A;t', correspondant a la décomposition
=F .£0 ... a1
F=F-‘'®F -t ®--&F, -

@. Comme exemples d’autres présentations, signalons les nimbres de Conway (2.4.9), la défi-
nition « abstraite » d’un corps fini comme corps de décomposition, la possibilité de considérer des
polyndmes en plus de variables — corps [, , en loc. cit., algebre de décomposition universelle —,
etc.
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Plus généralement, un modéle explicite d’un corps fini de cardinal g = p? est
une structure de corps sur Fﬁ =F-e;®F,-e;® - ®F, - ey, oules e; forment
la base canonique et la structure multiplicative est donnée par des constantes de
structure (a;;;) dans [, @ telles que

e e = Z ajjkC-
1<k<d

Réciproquement, il n’est pas difficile de montrer (cf. [LENSTRA 1991, §2] ou exer-
cice 5.4.4) qu’il existe un algorithme dont le nombre d’opérations bit a bit est borné
par un polyndéme en log(p) et d, associant a une telle donnée un polynéme irré-
ductible de degré d.

Il est par contre plus difficile de construire un isomorphisme entre deux modeles
explicites de méme cardinal, méme si I'on sait « abstraitement » qu’il en existe. Un
des principaux résultats de [ibid.] est qu’on peut également en construire en temps
polynomial :

il existe une constante ¢ > 0 et un algorithme qui prend en entrée
p,d et deux modeles explicites de corps de cardinal p? et calcule
en temps borné par (d+log(p))¢ un isomorphisme entre ces corps.

(La donnée d’un tel isomorphisme est encodée par une matrice [Flfl - [Fj )

)

Mieux“, on peut construire un systéme transitif de tels isomorphismes.

5.2.2. Cas des extensions quadratiques. Soit p # 2 un nombre premier. On utilise
généralement pour modele explicite d’une extension de degré 2 de F, une présen-
tation

F, ® F,v/c.

ou ¢ est un élément non carré dans [Fp, c’est-a-dire satisfaisant ¢c? 12 = —1, Les
constantes de structure sont données par I'isomorphisme avec [Fp[T]/(T2 —-c):
agoo = a1 = ajo; = 1, ay19 = ceta;; = 0 pour i+ j+ k impair. Réciproquement,
la donnée d’un modeéle explicite d'un corps a p*> éléments permet de calculer trés
simplement un non-résidu quadratique : cf. exercice 5.4.5 pour ’énoncé.

Or, donné p, le probléeme de trouver un tel non-résidu c est algorithmiquement
difficile, du moins théoriquement : il existe un algorithme probabiliste — donnant
un non-résidu s(p), et a nouveau cet élément si on relance 1’algorithme — dont le
temps d’exécution attendu est polynomial (en log(p)) mais on ne connait pas de tel
algorithme déterministe®.

Pour le calcul d’isomorphisme entre deux extensions quadratiques de [, cela
revient a calculer, donnés deux non-résidus quadratiques a.f € [, un élément
A € F, tel que a = A?p. 1l existe pour cela des algorithmes efficaces (Tonelli-
Shanks, Cipolla ; voir aussi [LENSTRA 1991, §8]).

@. L’espace (disque) pris par une telle donnée est donc O(d* log(p)).

®@. Lenstra et de Smit, non publié; annoncé par exemple dans [de SMIT et LENSTRA 2013,
11.7.5].

®. Il a été démontré ([BurGEss 1957]) que le plus petit non-résidu quadratique est un
O(p”(“\/é)“m) et, sous Ihypothése de Riemann généralisée, que c’est un O(log(p)?). En moyenne,
le plus petit non-résidu quadratique est environ 3, 67 ; cf. [FINcH 2003, 2.2.1] et [ERDSs 1961].
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5.2.3. Une alternative, plus ancienne, aux modéles de Lenstra est offerte par les
polynémes de Conway®.

Le choix d’un polynéme f irréductible de degré d donné sur I, étant loin d’étre
unique, méme si on demande qu’il soit primitif (voir p. ex. I'exercice 4.3.5), la
présentation de F,« comme F,[X]/(f) ne I'est pas plus. Il est parfois utile — par
exemple dans un logiciel de calcul formel devant manipuler F,s — de fixer une fois
pour toutes une présentation particuliere de chaque corps fini de facon a définir
une notation standard pour ses éléments. (C’est ce que font Lenstra et de Smit
dans leur travail susmentionné.) On pourrait pour cela choisir arbitrairement un
polyndme unitaire irréductible de chaque degré sur chaque [, (comme le plus pe-
tit lexicographiquement), mais il s’avére souhaitable de faire des choix possédant
certaines compatibilités d'un [, a un autre : c’est ce que réalisent les polynomes
de Conway.

Introduisons d’abord une terminologie (temporaire) pour la condition de compa-
tibilité que nous allons considérer. Soit p un nombre premier. On dit qu’une famille
f1 .-+ fn de polynomes de [,[ X ], avec f), unitaire de degré n, est compatible au
sens de Conway lorsque :

— pour chaque 1 < n < N, le polynéme f, est primitif;

— pour tout m divisant n entre 1 et N, et toute racine x de h, dans [Fpn, la
quantité N, (x) := x@"=D0"=D quj est un élément de F,» (appelé aussi
la norme de x a F,») est une racine de 4,,.

(Dans la deuxiéme condition, le choix de la racine x de f,, est sans importance :
dans tous les cas, le corps F,(x) est isomorphe a FIX1/(f,), et dire que la norme
N, m(x) est racine de h,, signifie que [ (XE=DIG"=Dy = 0 (mod f,) : le poly-
néme f, divise fm(X(pn_l)/(Pm_l)).)

Cette définition est intéressante en vertu du résultat d’existence suivant :

Soit p un nombre premier, et soit fi, ..., f,_; une famille de po-
lyndomes de F)[ X], avec f; unitaire de degré i, compatible au sens
de Conway. Alors il existe f, unitaire de degré ntel que f1,..., f,
soit encore compatible au sens de Conway.

(Voir 5.4.6 pour une démonstration.)

Soit p un nombre premier. On introduit I'ordre total® sur F, donné par 0 <
1 <2< < (p—1),etlordre total sur les polyndmes unitaires de degré n de
F,[X] (« ordre lexicographique alterné ») donné par X" —a; X =l b (=1, <
X" — b, X" + ... 4+ (=1)"b,, si et seulement si a; < b; pour le plus petit i tel que
a; # b;.

On définit alors par récurrence sur I'entier naturel non nul » le polynéme de
Conway de degré n sur [Fp® comme le plus petit polyndme unitaire f), , de degré n,
pour 'ordre introduit ci-dessus, tel que la famille f o> o+ S pn SOt compatible au
sens de Conway. On appelle élément de Conway de [, tout élément de ce dernier
qui est racine de f, ,. On a déja dit qu’il existe un tel f), ,. Le choix du polynome le

@. Qui, comme leur nom I'indique, ont été introduits par Richard Parker.
®@. Bien entendu, ce choix est parfaitement arbitraire.
®. On pourrait aussi définir ces polynémes dans Z[ X] et considérer leur réduction modulo p.
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plus petit pour 'ordre lexicographique alterné est simplement une maniere de fixer
les choix effectués : la condition intéressante de compatibilité est celle énoncée en
terme des normes de racines. Un élément de Conway est primitif (il y en a n dans
[, mais ils sont conjugués), et sa norme a n’'importe quel sous-corps est encore
un élément de Conway.

A titre d’exemple, le tableau suivant donne les quelques premiers polyndmes de

Conway pour p < 7 :

p=2| pt=2 fra=X+1
pr=4 foa=X*+X+1
Pt =38 foa=X+X+1
=16 f2,4=X4+X+1
pr=32 frs=X>+X*+1
P =64 fre =X+ X'+ X2+ X +1
p" =128 frr=X"+X+1
p" =256 frs=XP+ X4+ X3+ X2 +1
p" =512 fro=X"+X*+1
Pr=1024 | f0=X"+ X+ X+ X3+ X2+ X +1
p=3| p'=3 fr1=X+1
p'=9 fro=X*+2X +2
pr=27 fr3=X 42X +1
P =81 fra=X*+2X3+2
p" =243 fr5=X>+2X+1
p" =729 fr6=X0+2X+ X2 +2X +2
p=5| p'=5 fsi=X+3
p'=25 fso=X*+4X +2
Pt =125 fs3=X>+3X+3
=625 fs4=X"+4X2+4X +2
p=17| p'= fri=X+4
p" =49 fr2=X*+6X+3
Pl =343 f13=X>+6X>+4

Le polyndéme A, vaut X — g ou g est le plus petit élément primitif de Z/pZ (pour
lPordre0 < 1 < -+ < (p—1)). Clest pour que la classe x de X dans F,[X1/(h)) soit
cet élément g (et non son opposé) qu’on a fait la convention de signes particuliére
de 'ordre lexicographique alterné.

Le calcul algorithmique du polynéme de Conway #,, (connaissant les A,, avec m
divisant n) peut se faire selon essentiellement deux stratégies :

— énumérer les polynomes unitaires de degré n dans 'ordre lexicographique
alterné jusqu’a trouver un polyndéme primitif et vérifiant la compatibilité
demandée avec les h,,, ou bien

— choisir une présentation quelconque de F,., et dans celle-ci, énumérer
(au moyen d’un élément primitif de [,:) les éléments dont la norme dans
chaque F,» pour m|n est un élément de Conway, et choisir celui dont le
polynéme minimal est le plus petit pour 'ordre lexicographique alterné.
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La premiére est plus appropriée quand n est peu divisible, tandis que la seconde est
plus efficace si n a beaucoup de diviseurs (donc que les conditions de compatibilités
sont fortes).

5.3. Notes.

5.3.1. Lorsque g est petit, la remarque suivant la proposition du paragraphe 5.1.2
fournit telle quelle un algorithme de factorisation, dit de Berlekamp, pour les poly-
noémes f sans facteur carré dans [, [T] : on utilise des techniques d’algebre linéaire
pour trouver une [ -base 7y, ..., 7, de 'algebre de Berlekamp B(f) = Ker(Frob, —Id)
de f, puis, si s > 1 de sorte qu’il y a une factorisation non triviale a effectuer, on
tire au hasard un élément y = ¢;7) + -+ + ¢;7; € B(f) (avec ¢; € ) et on calcule
les PGCD(f', y — ¢) pour les différents ¢ € F, : ceci fournira une factorisation non
triviale de y dés que les composantes de #(y) ne sont pas toutes égales (ou H est
I'isomorphisme B(f) = (F,)* déduit de I'isomorphisme chinois), ce qui se produit
pour ¢° — g des ¢° éléments y de B(f).

Lorsque g est grand, il est cependant préférable de combiner cette idée avec
celles de I'algorithme dit de Cantor-Zassenhaus, que nous ne détaillons pas : une
fois tiré y dans B(f), on calcule z := y9~V2 (resp. z := y + y> + y* + - 4 92
en caractéristique 2), et alors PGCD(f, z — 1) (resp. PGCD(f, z)) a une probabilité
raisonnable de fournir un facteur non trivial de f. Pour une discussion détaillée,
voir par exemple [SHOUP 2009, chap. 20] ou [von zur GATHEN et GERHARD 2003,

§14].

5.3.2. Lespolynomes de Conway permettent de construire des corps F» == F,[ X 1/(f}, )
de cardinaux p" avec des plongements compatibles [, C [F,» pour n|m et, une fois

F,» construit, d’identifier tout corps fini de cardinal p" a ce corps. Cependant, il est
algorithmiquement difficile de construire ces polynémes®.
5.3.3. Bien entendu, il existe d’autres approches, méme pour une extension fixée,
que celles présentées dans les notes. Certaines ont ’avantage de permettre le calcul
rapide du Frobenius (« bases normales ») ou du produit (« bases polynomiales »)
quand d’autres (« bases elliptiques », cf. [COUVEIGNES et LERCIER 2009]) tentent
d’effectuer rapidement 'un et autre.

5.4. Exercices.

54.1.
(i) Trouver le plus petit nombre premier p tel que 21‘230 T' soit irréductible
dans FIT].

(ii) Trouver les dix plus petits nombres premiers p tels que Zf:ol T' soit irré-
ductible dans F,[T].

@. Par exemple, en 2001, il a fallu un dizaine de jours a une cinquantaine d’ordinateurs pour
calculer fi; 13 = X' + X2+ 63X" +52X"0 + 18X7 +33X5 + 55X7 +28X° +29X° +51X* +
6X3 +59X% + 13X +2.
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O
(i) p = 5. La question revient a déterminer le plus petit p tel que le polyndéme
cyclotomique @,; = (T2 — DIT - 1) soit irréductible sur F,. D’apres 4.2.5, on
veut donc que p soit un générateur de (Z/237)*. Pour p = 2, les puissances sont
1,2,8,16,32,64,128,256 = 3,6,12,24 = 1;pourp=3,onal,3,27 =4,12,36 =
13,39 = 16,48 =2,6,18 = =5, —15 = 8,24 = 1. Dans ces deux cas, 'ordre n’est
pas 22. Par contre, c’est le cas si p = 5.

(i) p =2,3,5,11,13,19,29,37,53,59, ... On se demande maintenant pour quels p
le polynoéme @, est irréductible sur [F,, c’est-a-dire quand 2 est primitif dans (Z/pZ)*.
On vérifie 4 la main que p = 3,5 conviennent mais pas 7 (car 2> = 1), ni 17 (car
2% = —1). On trouve par des calculs semblables les valeurs ci-dessus.

Remarque : on a vu dans le cours que si p = 4¢ + 1 avec ¢ premier, alors 2 est
primitif et que cela s’applique en particulier a p = 13,29 et 53. ©

5.4.2.

(i) Démontrer les critéres de Butler et Ben-Or énoncés en §5.1.
(ii) Vérifier 4 la main le critére de Butler pour le polynéme T¢ — 274 4373 —
T>-T -2 € FI[T].

O
(i) Ben-Or : si un polyndome de degré d n’est pas irréductible, il a au moins un
facteur irréductible de degré < d/2 donc une racine dans un corps ;- pour un
r < |d/2]. Cette derniére condition implique qu’il n’est pas premier avec T9 — T
dont [~ est un corps de décomposition.

(ii) 1l faut d’abord vérifier que f est séparable, c’est-a-dire premier avec sa dérivée
f' =T —T3+42T? - 2T — 1, ce qui se fait au moyen de I’algorithme d’Euclide :

f=-3T*-273-312-2T -2 (mod f')
f'=-2T3+2T*>-T -3 (mod —3T*-273-37T%2-2T-2)
—374—273 —37T? - 2T —2=-3T?-2T +2 (mod — 273 +2T?-T -3)
273 4+2T?>-T —-3=-3T (mod —3T?—-2T +2)
—37T2-2T +2=2 (mod —37T)

1 0 2 -1 0 3 00 2 -1 0 3
02 2 0 2 =2 01 2 0 2 =2
01 2 -1 0 0 01 1 -1 0 0
Frobr=1g | o _3 o pf Fo-HMd=10 0 5 5 5 )
0 -3 -2 3 -3 -3 0 -3 =2 3 3 -3
0 2 -3 —2 3 1 0 2 -3 —2 3 0
O

5.4.3. Montrer que le nombre de modeéles explicites de corps de cardinal ¢ = p¢

(au sens du paragraphe 5.2.1) est

% [ - ).

i<d
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5.4.4. Trouver un algorithme comme annoncé en 5.2.1, c’est-a-dire associant a
un modele explicite un polynoéme irréductible.

5.4.5. Soient p # 2 un nombre premier et (a; jk)(l) définissant un corps a p? élé-
ments. Posons b;; = Zosk,lsl a; ks et

¢ := boob11 = bo1b1o-
Montrer que ¢ est un non-résidu quadratique : ¢?~12 = —1,

5.4.6. 9 Démontrer le résultat d’existence des polynémes de Conway.

oFixons une présentation quelconque de [F .

Montrons dans un premier temps qu’on peut choisir, pour chaque m allantde 1 a
n— 1, une racine x,, de f o dans [Fpn, de facon a avoir la compatibilité suivante : si
rlmalors N,, .(x,) = x,. On définit les x,, par récurrence sur m. Supposons les x,
déja choisis pour r < m. Si z est une racine quelconque de f, ,, dans [, la condi-
tion de compatibilité des f), ,, signifie que pour tout rlmona N,, .(z) = Frob;;r(xr)
pour un certain j. € Z/rZ. (Car 'ensemble des « conjugués » de x,, c’est-a-dire
les racines de f o forment une orbite sous I'action du Frobenius.) La compatibi-
lité supposée sur les x, (par récurrence) assure que si k|r|m alors Frob{;" (xg) =
Npi(2) = N,y (N,,,(2)) = N, (Froby(x,)) = Froby(N, ,(x,)) = Froby(x;),
donc (I'élément x, étant de degré k sur F,) on a j, = j; (mod k). Le théoreme chi-
nois garantit alors qu’il existe j € Z/mZ tel que j = j, (mod r) pour tout r|m. On
pose x,, = Frob;j(z) ronaalors N, .(x,,) = Frob;j+j’(xr) = X,, comme souhaité.

Soit maintenant g un générateur de [F;Z. Pour chaque m divisant n, I’élément
N, (g) est également un générateur de F;fn. Ecrivons x,, = Nn’m(g)"m aveci, €
ZI/(p™ — 1)Z, et méme i,, inversible (c’est-a-dire premier avec p™ — 1) puisque
X,, est primitif (=générateur multiplicatif) dans F,u. Si r|m alors la compatibilité
N,, (x,,) = x, obtenue au paragraphe précédent signifie que N,, .((N,, ,,(g'))) =
N,.(g")donci, =i, (mod p"—1).Le théoréme chinois (avec le fait que PGCD(p"—
1,p™ — 1) = pPOCePm _ 1) garantit alors qu’il existe i € Z/(p" — 1)Z inversible
(c’est-a-dire premier avec p" — 1) tel que i = i,, (mod p™ — 1) pour tout m|n. On
définit x,, = g : alors x,, est primitif car i est inversible, et N, ,,(x,) = x,, pour tout
m|n. Le polyndme minimal f), , de x,, vérifie toutes les compatibilités demandées.o
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QCM

. Existe-t-il un corps a 25 éléments 7

M oui [ non

. L’anneau Z/257 est-il un corps 7

[0 oui M non

. Le groupe abélien Z/127 est-il isomorphe au groupe Z/27 x Z/6Z ?

[l oui M non

. Le groupe abélien Z /127 est-il isomorphe au groupe Z /47 x 7/37 ?

M oui [ non

. Existe-t-il un morphisme de corps Fg — Fy; 7

[J oui M non

. Soit p > 3 un nombre premier. La somme er[F x? est égale A
p

(-1 Wm0 O1 0O2 [Oceladépendde p

. Parmi les six polynomes ci-dessous de F4[7"] combien sont irréductibles ?
14+T2 4T3 14+T3+T5, 14+T?+T* 1+T+T?, 1+T+T4+T5, 1+T+T3.

oo o1 o2 O3 m4 OO5 0OG6

. Combien existe-t-il de morphismes de corps de Fo55 — Fgs536 7
oo o1 02 0O4 M8 016 0O 256 [ 65536
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Examen 2015-2016

Exercice 1.
(a) A-t-on IF32 Q IF64 ?
(b) Si oui, quel est le nombre de a € [y, tels que Fgy = Fzp(a) ?

Exercice 2.

(a) Le groupe additif Z/16Z peut-il étre muni d’'une structure de [,-espace vectoriel ?
(b) Les groupes additifs Z/16Z et Z/2Z x Z/8Z sont-ils isomorphes ?
(c) L’anneau Z/16Z est-il un corps ?

Exercice 3.

2

(a) Soient p # 2 un nombre premier et a € ;. Montrer que si 'équation x~ = a admet au moins une

solution dans F, elle en a exactement 2.

(b) Soit p un nombre premier, congru a 1 modulo 3. Montrer que I'ensemble {x € F, : x3 =2} estde
cardinal O ou 3.

0(b) Sous 'hypotheése faite, u3(FF,) est de cardinal 3 : c’est 'unique sous-groupe de )¢ de cardinal 3. Si
x3 =2, les autres solutions sont les ¢ x pour ¢ € us(F)). La conclusion en résulte aussitot.o
Exercice 4. Soient p # 2 un nombre premier et f := T +1e [Fp [T].

(a) Calculer le PGCD de fet f'.
(b) En distinguant les 4 cas : p de la forme 8k + 1, 8k + 3, 8k + 5 ou 8k + 7, déterminer le nombre de
facteurs irréductibles de f dans F,[T'] en considérant I'algebre de Berlekamp B(f) de f.

oSi ¢ est la classe de T'dans F,[T)/(f), ona 8 = 1 et * = —1. On vérifie immédiatement que la matrice
de Frobp dans la base 1,1, 12, 13 est I'identité si p =1 (mod 8), diag(1,—1,1,-1)si p=35 (mod 8), etc.o

Exercice 5. Soit f € Z[T] tel que les entiers f(0) et f(1) soient impairs, c’est-a-dire congrus a 1 modu-
lo 2.

(a) Montrer que f n’a pas de racine dans Z.
(b) Est-il également vrai que fn’apas de racine dans Q ? Si c’est le cas, le démontrer ; dans le cas contraire,
donner un contre-exemple.

o(a) L'image de f(Z) dans [, est {1}. (b) Considérer par exemple 27T — 1.0

Exercice 6.

1]
N

(a) Trouver les entiers relatifs a, b € Z de valeurs absolues minimales tels que a = 2 (mod 3), a
(mod 5) et b =2 (mod 3), b =2 (mod 5).

(b) Soit f :== T + T* +T?> + T + 2 € Z[T]. On admet que f; := f (mod 3) € F;[T] et f5 = f
(mod 5) € F5[T] ont les factorisations en produits de polynémes irréductibles suivantes :

f3=T +2X(T3+2T +2) et fs=T>+T+1)(T>+4T +2).

En déduire un g € Z[T'] unitaire de degré 3 qui pourrait diviser f.

(c) Effectuer la division euclidienne de f par g et factoriser f sur Z.

(d) Vérifier que w := exp(27i/3) € C est une racine de f.

o@a=-1,b=2.0)g=T>-T+2.() f@=0*+o+0*+0+2=2w*+w+1) =00
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Examen 2016-2017

Exercice 1. Soit p un nombre premier. Montrer que si A = Z, K = Frac(A) = Q et k le quotient
F, := Z/pZ de A, aucune des implications suivantes n’est vraie :
(i) si f € A[T] est irréductible, son image dans k[T] I’est aussi;
(ii) sil'image de f € A[T] dans k[T] est irréductible, f I'est aussi dans A[T];
(iii) si f € A[T] est irréductible, son image dans K[T'] I’est aussi;
(iv) sil'image de f € A[T] dans K[T] est irrédctible, f I'est aussi dans A[T].

(i) Le polynéme T2 + p est irréductible sur Z mais pas sur F,.
(ii) Le polynéme pT? + T est irréductible sur [, mais pas sur Z.
(iii) Le polynome p est irréductible sur Z mais pas sur Q.
(iv) Le polynome pT est irréductible sur Q mais pas sur Z.

O

Exercice 2. Soient d > 4 un entier, f € Z[T'] un polyndéme unitaire de degré d et p,, p, deux nombres
premiers distincts. On note f; € F, [T'] (resp. fr € F,, [T']) la réduction modulo p, (resp. p,) de f.

Supposons que f} = ghy, avec g, h; € F, [T'] irréductibles de degrés 1 et d — 1, et f, = g,h,, avec
8, hy € |, [T] irréductibles de degrés 2 et d — 2. Montrer que f est irréductible dans Z[T'].

oOn raisonne par ’absurde. Si f n’est pas irréductible, il existe une factorisation f = uv avec u,v €
Z|T], unitaires de degrés > 0. En réduisant modulo p; et p,, on obtient u;v; = gh; et u,v, = grh,.
Les termes de droite étant des factorisations en polynémes irréductibles unitaires, on a nécessairement
{u, 01} ={g,hy} et {uy,0,} = {gy, hy}. En particulier, en passant aux degrés, on a {deg(u), deg(v)} =
{1,d =1} = {2,d — 2}. C’est impossible lorsque d > 4.0

Exercice 3. Soient k un corps, A une k-algébre et x,y € A entiers sur k : on suppose qu’il existe
a,b,c,d € k tels que x2—ax—-b=0= y2 —cy —d. Trouver une matrice 4 X 4 a coeflicients dans k dont
le polyndme caractéristique P satisfait [’égalité P(x + y) = 0.

(On ne demande pas de calculer ce polynome.)

(Indication : on pourra s’inspirer du §3.4.4.)

oOn trouve la matrice, dans une base e, e, €y, ey,

0O bd O
1 a O d
1 0 ¢ b
01 1 a+c

de polynome caractéristique (sauf erreur) égal a T* + (—=2a — 2¢)T? + (a* + 3ac + ¢> — 2b — 2d)T? +
(—a*c — ac* + 2ab + 2bc + 2ad + 2¢d)T — abc — be* — a*d — acd + b* — 2bd + d*.0

Exercice 4. Soit p > 3 un nombre premier.

(i) Montrer, en utilisant la loi de réciprocité quadratique (§7.7 [du poly de 2017-2018]), qu’il existe x €
F, tel que x% = -3 si et seulement si p est congru a 1 modulo 3.
(ii) Donner une démonstration de ce fait sans utiliser la réciprocité quadratique.

(Indication : on pourra s’inspirer de l’exercice du polycopié sur (%) et du fait que, dansC, /=3 =

i\/3 s’exprime simplement en terme d’une racine troisiéme j # 1 de l'unité.)
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(i) Ona (_73) = (_71)(%) = (=1)P~D2 x (%’) X (=1)B=D2:(=D72 14 conclusion en résulte aussitot.
Attention : on ne peut pas appliquer la réciprocité quadratique a / = —3, qui n’est pas un
nombre premier.
(ii) (esquisse) On a (2j 4+ 1)> = =3 et 2j + 1, vu dans une cloture algébrique, appartient a F, siet
seulement si j € [, si et seulement si j” = j, etc.

O

Exercice 5.

(i) Soit p un nombre premier. Quelle est la probabilité qu'un élément de [F* tiré (uniformément) au
hasard soit un générateur de ce groupe multiplicatif ?

(ii) 9 Montrer qu’il existe une suite de nombres premiers (p,) telle que cette probabilité tende vers O
quand n = +oco0.

(Indication : on pourra choisir les p,, tels que p, — 1 soit divisible par de plus en plus de nombres

premiers (par une petite généralisation de §7.3.5 [du poly de 2017-2018]) et utiliser le fait suivant
que l’'on admettra : H£<x (1 - E"l) — 0 lorsque x — 400, ou ¢ parcourt les nombres premiers.)

(i) La probabilité est o(p—1)/(p—1). En effet, #[F;< est de cardinal p— 1. Parmi ses éléments, p(p—1)
d’entre eux sont générateurs : le nombre de générateurs du groupe cyclique Z/nZ est @(n) (cf.
2.1.2).

(ii) (esquisse)Sip—1=~{---¢,n,onap(p—1)/(p—1) = Hﬁlél---frn(l —-H<a- Kl_l)---(l )
On utilise alors le fait admis et la proposition du §7.3.5.

O

Exercice 6. Soit p un nombre premier.
(i) Expliciter 4 anneaux [commutatifs, unitaires] de cardinal p?> deux-a-deux non isomorphes.
(ii) Combien d’entre-eux sont des corps?
(iii) 9 Montrer que le nombre de classes d’isomorphie d’anneaux de cardinal p? est égal a 4.

o
(i) ZIp*Z, ZIpZ X ZIpZ = F;, F o, F,[TU(T?).
(ii) Seulement 1. (A isomorphisme prés, il n’y a qu’un corps fini de cardinal q.)

(iii) En effet, un tel anneau A est isomorphe a Z/p*>Z ou bien est une F,-algebre et A = [F,[x] pour
n’importe quel x € A\F,. Notons f le polyndme minimal de x ; trois cas se présentent : (1) f est
irréductible —et A ~ Fp —, (2) f est scindé a racines simples — et A ~ [ [ X /(X —a)(X — b)) ~
[Fp2 —, et (3) f est scindé a racine double — et A ~ FIX1((X - a)?) ~ [FP[X]/(X2).


http://fabrice.orgogozo.perso.math.cnrs.fr/enseignement/Shanghai3.pdf

63

Examen 2017-2018%

Exercice 1. Soient k = [Fj¢ un corps a 16 éléments et A = Z/16Z.

(i) Calculer le cardinal de 'ensemble {x € k : x> = 1}.
(ii) Calculer le cardinal de I'ensemble {a € A : a® = 1}.
O

(1) Il est clair que le cardinal de p;(k) est égal a 3. Par exemple parce qu’il est en bijection avec
I'ensemble {x € Z/157Z : 3x = 0}.
(ii) Le groupe A* est de cardinal ¢(16) = 813 donc il n’y a qu’une seule solution : a = 1.

O

Exercice 2. Soient k = [Fj¢ un corps a 16 éléments et A = Z/16Z.

(1) Quel est le nombre de sous-corps (non nécessairement stricts) de k ?
(ii) Pour chacun de ces sous-corps k;, trouver un polyndéme unitaire f; € F,[T] tel que k; soit
isomorphe a [, [T']/(f;).
(iii) Quel est le nombre de sous-corps de A ?
(iv) Quel est le nombre de corps K (a isomorphisme pres) pour lesquels il existe un morphisme
surjectif A » K?

(i) 'y a exactement 3 sous-corps, de cardinal 2, 4 et 16.
(ii) Les polynomes T, T?> + T + 1 et T* + T + 1 conviennent (cf. polycopié).
(iii) Il n’y a pas de sous-corps (nécessairement de caractéristique deux) car un morphisme de corps
K — A, devrait envoyer 1 sur 14 etdonc2 -1 =0gsur2-1, #0,.
(iv) Il y a un seul quotient qui soit un corps : A/2A = F,.

O
Exercice 3.
(1) Soit k un corps fini de caractéristique 2. Tout élément de k est-il un carré, c’est-a-dire de la forme
x2, pour un x € k ? (Démontrer ce résultat ou donner un contre-exemple.)

(ii) Soit k un corps fini de caractéristique # 2. Tout élément de k qui n’est pas un carré est-il néces-
sairement primitif, c’est-a-dire générateur du groupe multiplicatif k* ? (Démontrer ce résultat
ou donner un contre-exemple.)

(iii) Soit p = 65537 = 22" 4 1. Montrer que 5 est primitif, c’est-a-dire que (5) = F.

Indication : on pourra admettre que 5 est un carré modulo p si et seulement si p est un carré
modulo 5.
o
(1) Oui : I'endomorphisme de Frobenius est injectif donc surjectif.

(ii) Non : —1 n’est souvent pas un carré (par exemple dans [, car p = —1 mod 4) mais il est
d’ordre 2 (et n’engendre donc pas ).

(iii) Le nombre p — 1 étant une puissance de 2, tout élément qui n’est pas un carré est primitif :
dans (Z/2"Z, +) les générateurs correspondent aux nombres impairs, c’est-a-dire non multiples
de 2. 11 suffit donc de montrer que 5 n’est pas un carré modulo p, ou encore d’apres le fait admis
(réciprocité quadratique) que 65537 = 2 n’est pas un carré modulo 5. Modulo 5, les seuls carrés
sont 1 et —1.

O

@. exceptés deux exercices sur les codes correcteurs d’erreurs.
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Exercice 4. Soient g une puissance d’'un nombre premier, F, un corps de cardinal g et f(T') = T?+aT+b €
F,[T]. Montrer que f est irréductible dans F,[T] siet seulement si il divise T? + T + a.

oSi f, factorisé en (T —a)(T — ) dans un surcorps, est irréductible alors f est différent de a et égal a son
conjugué Frob,(a) = a’. Ainsi, I'égalité a + f = —a (relation coefficients-racines) devienta?+a+a =0:
le polyndme minimal f de a divise donc le polynéme 79 + T + a.

Réciproquement, si f divise 79 + T + a il est a racines simples (car (79 + T + a)’ = 1) et si a est une
racine de f,onaa? = —a—a = f. Comme § # @, onadonc a & [, (car il n’est pas fixe sous le Frobenius)
et f est bien irréductible.o

Exercice 5. Soient ¢ une puissance d’un nombre premier, [, un corps de cardinal g et /' € F,[T] un
polyndme unitaire de degré n > 1. On définit une matrice carrée M ; = (a; ;) de taille n X n a coefficients
dans [, par les relations :
n—1
T = 2 ai’jTj mod f.
j=0
Montrer que si f est irréductible, alors le polynéme caractéristique de M ; est X" — 1.

2 d—1
Indication : on pourra admettre que pour tout d > 1, il existe a € [qu tel que les 1,a,a, a7 ,...,a4

forment une base de Fa surF,.

oPuisque F [T]/(f) est isomorphe a F ., la question revient & montrer que I'endomorphisme de Fro-
benius Frob, : F,» — F,. a pour polynéme caractéristique (vu comme application [ -linéaire) X" — 1.
Trivialement, on a FrobZ = Id. Pour conclure, il suffit de montrer que le polynéme minimal de Frob,
est X" — 1. L’indépendance linéaire de Id, Frobq, s Frob';_1 — qui résulte de l'indication — l'entraine
immédiatement.o
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Examen 2018-2019%

Exercice 1. Calculer le cardinal de 'intersection

H196560(C) N ps55(C),

ou, pour tout entier r > 0, on note y,.(C) I'ensemble {z€ C : z" = 1}.
(Indication : on pourra utiliser le fait que 196560 = 2*.33.5.7.13))

oOn commence par observer que y, N U, = p,, ou ¢ = PGCD(a, b). Ici, ¢ = PGCD(196560, 55), que
I'on pourrait calculer par division euclidienne ou bien en utilisant la factorisation indiquée, qui montre
que le PGCD est 5. On a donc f119¢560(C) N p55(C) = pus(C), qui est de cardinal 5.0

Exercice 2. Soit f :=T> —T? - T — 1 € K[T1.
(i) Quel est le cardinal n de 'anneau A := F5[T']/(f) ? Factoriser n — 1.
(ii) L’anneau A est-il un corps?
(iii) Calculer le cardinal de I'ensemble {a € A : a!! = 1}.

(i) Le cardinal est p3°8/) avec p = 3 et deg(f) = 5, s0it 243 =2 x 11?2 + 1.
(ii) Le polynome f se factorise en (T + 1)(T? — T — 1) ; 'anneau A n’est donc pas un corps.
(iii) Les deux facteurs T2+ 1 et T — T — 1 étant irréductibles, 'anneau A est isomorphe a Fy X Fy; :
cela résulte du théoreme chinois. En conséquence, le cardinal de I’ensemble demandé est :

card{x € Fy : x!' =1} xcard{y € Fp; : y!! =1}.

Les groupes [ et 55 sont cycliques d’ordres respectivement 9 —1 = 8 = 23 et27-1=2x13.
Ces ordres étant premiers avec I'exposant 11, les ensembles {x € Fy : xM=1}et{ye Fyy
y'! = 1} sont réduits au singleton {1} C [F5. La réponse est donc que le cardinal demandé est 1.
(Si A avait été un corps de cardinal 243, il y aurait eu des racines 11-iémes non triviales de
Iunité.)

O

Exercice 3. Soit A C M,([F;) le sous-ensemble des matrices a coefficients dans le corps [F; de la forme

(5 )

pour a,b € [F;. Montrer que A, muni de la somme et du produit déduits de M,([F3), est un corps a 9
éléments.

oTout d’abord, il est clair que card(A) = 9, le cardinal des couples (a, b) € [F32. C’est d’ailleurs le sous-IF
espace vectoriel engendré par
1 0
(1) -umn

(4 =

En conséquence, A est un sous-groupe (additif) de M,(IF;). La matrice u satisfait I'équation u*> = —1, de
sorte que A est stable par produit. Enfin, parmi les matrices de A, la seule non inversible est la matrice
nulle : si le déterminant @ + b? s’annule, alors (a,b) = (0,0). (En effet, a’, b? e {0,1}; leur somme

et

@. exceptés deux exercices sur les codes correcteurs d’erreurs.



66

n’est nulle que s’ils sont simultanément nuls.) On a donc montré que A est un corps, de cardinal 9.
(Explicitement, A = F;[u] C M,(F;), avec u> = —1, de sorte que A est naturellement isomorphe a

F,(v/-1).)o

Exercice 4. Soit (F),) la suite d’entiers définie par F{, =0, F; =1 et F, , = F,, | + F, pourn > 0.
Quel est le nombre d’entiers 0 < n < 999 tels que 5 divise F, ?

oLa suite (F,, (mod 5)) est une suite périodique a valeurs dans Fs; sa période divise #GL,(Fs) =
(5% — 1)(5% = 5) = 24 x 20. (Méme argument que celui vu en classe pour (F, (mod 2)).) Un calcul
immédiat montre que les premieres valeurs de la suite modulo 5 sont :

0,1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1,0,1,1,2,3, ...

La période est donc exactement 20. Parmi les 20 premiéres valeurs, 4 sont égales a 0 (mod 5), soit un

cinquieme des valeurs. Comme 1000 est un multiple de 20, on en déduit que la réponse est 1000 X % =
200.o
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Examen 2019-2020%

Exercice 1. Soit n = 455. Quel est le cardinal de ’ensemble
{a€ ZInZ : a® =8}?

oOn an =5 X7 X 13 donc 'anneau Z/nZ est isomorphe a F5 X F; X [F;3 (théoréme chinois). Via cet
isomorphisme, il faut résoudre une équation du type (ag, a%, a? D= (x3 , y3 ,z3 ) avec (x,y,z) € [F5>< X
[F7>< X [F]x3 donnés (en 'occurrence : (2,2, 2)). Finalement, le cardinal des solutions est donc le cardinal de
Uz (Fs) X pu3(F7) X p3(F3) (racines cubiques de I'unité), quiest 1 X3 X3 car3 45— 1mais3 |7 — 1 et
3] 13 — 1. La réponse est donc 3% = 9.

Notons qu’il n’est pas nécessaire de calculer explicitement les racines cubiques de 8 (ou de 1) pour
répondre a la question.o

Exercice 2. Soit f := 2T3 +0T% + 1T + 9 € Z[T]. Pour chaque nombre premier p, on note f » € FITT]
sa réduction modulo p, obtenue en considérant les coefficients (2,0, 1,9) dans F,.

(i) Pour quelles valeurs de p € {2,3,5,7}, 'anneau quotient A, := F,[T]/(f,) est-il un corps ?

(ii) Pour chacune de ces quatre valeurs de p, calculer un inverse de 7 + 1, s’il existe.

o(i) Pour p = 2, auquel cas f, = T + 1, et pour p = 5 ou 7. En effet, il s’agit de savoir si f), est
irréductible ou non. Pour p = 2, c’est évident ; pour p = 3, ce n’est clairement pas le cas car T | f5 et
pour p € {5,7}, on peut le vérifier par exemple en constatant que ces deux polyndmes (de degré 3) n’ont
pas de racine dans F5 et [; respectivement.

Notons que le fait que f), soit, ou ne soit pas, unitaire n’a pas d'importance : si k est un corps, 1 € k>
et f € k[T],ona k[T]/(f) = k[T]/(Af), car (f) = (Af).

(if) Comme d’habitude, # désigne ici la classe de T'dans le quotient. Pour p = 2, on a tautologiquement
t+1=0etp=3onaT + 1|27+ Tdonct+ 1 est diviseur de zéro. Pour p = 5,ona 1/(t + 1) =
2(*—1-1); pourp="7,onal/(t+1) = 21> =2t +3. On trouve ces expressions en utilisant ’algorithme
d’Euclide étendu ; comme ici T+ 1 est de degré 1, il suffit de calculer la division euclidienne de f p(T) par
T+ 1o

Exercice 3. Soient p un nombre premier, d un entier et F C M;(F,) un corps fini. (L'inclusion est un
morphisme d’anneaux : elle respecte ’addition, la multiplication et les éléments O et 1.)

(i) La caractéristique de [ est-elle nécessairement égale a p ?
(ii) Montrer que #F < p®.

o(i) Oui: on a p = 0 (c’est-a-dire p - 1Md([pp) = OMd([Fp)) dans M,(F,) donc de méme dans le sous-
anneau [. (Notons que M ,(F,) n’est jamais un corps, sauf dans le cas trivial ou d = 1.)

(ii) Soit x € [Ftel que F = [)[x] (cf. 4.2.2-4.2.3). Le polyndme minimal de x sur [, divise le polynéme
caractéristique de x vu comme matrice sur [, : cela résulte du théoreme de Cayley-Hamilton. En particu-
lier, le degré de x sur [, est majoré par le degré d de ce polynome caractéristique. Comme [ : F,] < d,

on a bien #F < pd.
Insistons sur le fait que le cardinal de M;(F,) est de (et non p?) ou, ce qui revient au méme, que
dim[Fp My, = d?. 1l ne suffit donc pas de dire que [ est inclus dans M, 4(F,) pour conclure.o

@. exceptés les exercices sur les codes correcteurs d’erreurs.
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Exercice 4. § Soient p et ¢ deux nombres premiers. Montrer que le nombre de polynémes unitaires
irréductibles de degré ¢ dans [, [T] est égal a %(pe - D).

oComme / est premier, le corps premier [, est le seul sous-corps strict de ¢ (un corps de cardinal )
Ainsi, un élément de ¢ est de degré £ si et seulement si il n’appartient pas a [,. Le polynome minimal
d’un tel élément étant alors [unitaire, irréductible] de degré /, et ayant ¢ racines distinctes dans [Fpe, on

a donc au moins %(pz — p) polynémes comme demandés. Réciproquement, tout polynéme f irréductible
unitaire de degré ¢ est le polynome minimal d’un élément de Fpe, correspondant a 1 € F)[TI/(f) = k
par un isomorphisme k = [ . (L’existence d’un tel isomorphisme est '« unicité des corps finis », a
isomorphisme pres ; cf. 4.1.)

Notons qu’il n’est pas vrai, et ce serait d’ailleurs inutile, que p # ¢ : I'énoncé suppose seulement qu’ils
sont premiers, pas « premiers entre eux »/« distincts ».o0
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